Peths Attilanak az OTKA palyazatban megjelent és kozlésre leadott dol-
gozatai az alabbi teriiletekre koncentralnak:

1. Parametrikus Thue egyenletek és Diofantikus egyenletek nu-
merikus megolddsa. Az elsé eredmény kordbbi kutatésainak folytatdsa. [22]-
ben megmutattuk, hogy ha t egy imagindrius mésodfokd egész szém és ha |t
vagy Q(t) diszkrimindnsa elég nagy vagy t = —1/2, akkor az

= (t—1D)2Py — (t+2zy® -y’ =p

egyenlet, ahol 1 egységgydk, minden (z,y) € Zg) megolddsara ||, |y| < 1 tel-
jesil. Ez E. Thomas és M. Mignotte racionalis egészekre vonatkozé eredményei-
nek az altaldnositasa.

A [13] és [14] cikkekben bebizonyitottuk, hogy egy normaforma egyenlet-
nek altalaban csak véges sok olyan megoldasa van, ahol a megoldasok koor-
dindtai egy szamtani sorozatot alkotnak. Az eredmény azért érdekes, mert az
altalunk vizsgalt normaforma egyenleteknek dltalaban végtelen sok megoldasa
van. Példdkat adtunk olyan tetszélegesen nagy fokszamu normaforma egyenle-
tekre is, amelyek megoldésai koordindtai szdmtani sorozatot alkotnak. [13]-ban
az " = a tulajdonsdgu elemekkel definialt egyenletet oldottuk meg 0 < a < 100
mellett, [14]-ben pedig a legegyszertibb harmadfoki testek feletti normaforma
egyenletet oldottuk meg ugyanezen feltétel mellett.

J.H.E. Cohn 2002-ben kozolt egy dolgozatot az Acta Arithmeticaban, ame-
lyben az 2" = Dy? + 1 diofantikus egyenlet megoldasait vizsgalta, ahol az
ismeretlenek x,y és m. Azt - tobbek kozott - 0 < D < 100-ra megoldotta,
de hat eset nyitva maradt. Herrmannal és Jéardsival [21]-ben az elliptikus és a
Thue egyenletekre korabban kidolgozott numerikus mddszerek felhasznédlasaval
teljessé tettiitk Cohn eredményét.

S. Schmitt és H.G. Zimmer konyve [28] elliptikus gorbékre vonatkozé algo-
ritmusokrdl szol. Ehhez irtam egy 20 oldalas appendixet az A. Baker modszerén
alapul6é numerikus moédszerekrél diofantikus egyenletek megoldasara.

2. Egyiranyu fiiggvények konstrukciéja. A normaforma egyenleteket
az elmilt évtizedekben nagyon sokan (pl. W.M. Schmidt, H.P. Schlickewei,
Gyéry Kdlman, J.-H. Evertse, stb) és sokféle szempontbdl foglalkoztak. [12]-
ben Bérczes és Kodmon egy korabbi dolgozatdaban foglaltakat tovabb gondolva
a Normp(x) mod s fiiggvényt vizsgdltuk, ahol P n < m-ed foku fépolinom,
Normp a P-hez tartozé6 m véltozos forma és s egy egész szdm. Megmutat-
tuk, hogy ha s két primszam szorzata, akkor ez a fiiggvény iitkozésmentes és
numerikus vizsgalatok valdszintisitik, hogy lavinahatéssal is rendelkezik.

3. Rekurziv sorozatok tulajdonsagai. Itt két teriileten értem el eredmé-
nyeket.

a. Legyen K egy algebrailag zart test és {G,}22, a K[x] egy d-ed rendil
linedris rekurziv sorozata. Legyen tovdbba P(z) € K|x]. [17]-ben a G, kezdSérté-
keitdl, az azt definialé differenciaegyenlet egytitthatéitdl és P-tél fliggd altalanos
feltételek mellett sikeriilt megmutatni, hogy d = 2 mellett a

Gn(z) = G (P(2)) (1)



egyenletnek csak véges sok n # m megoldédsa lehet. Ezt az eredményt dltaldanosi-
tottuk [18]-ban tetszleges d > 2-re. Mindkét esetben sikertilt csak d-t6] fiiggd
fels6 korlatot bizonyitani (1) megolddsainak a szdmdara. Eredményeinket dltalé-
nositottuk a

Gn(2) = cGm(P(2))

egyenletre is, ahol ¢ € K is ismeretlen. A [25] dolgozatban a [18] legfontosabb
tételeit ismertettiik.

Kutatdsainkat folytatva [19]-ben altaldnos feltételek mellett megmutattuk,
hogy a Gy (z) = G(y) egyenletnek csak véges sok n,m egész megolddsa lehet
feltéve, hogy = és y algebrailag fliggbek, amelyet a Q(x,y) = 0 egyenlet ir le.
Fels6 becslést adtunk a megoldasok szamara is. Kordbban azt az egyszeriibb
esetet vizsgaltuk, amikor Q(z,y) = y — P(x), ahol P(x) egy polinom. [16]-ban
megmutattuk, hogy ebben a speciilis esetben nemcsak a megoldasok szamara
lehet fels6 becslést adni, hanem effektiv korldt adhaté max{|n|, |m|}-re is.

b. Legyen a G,, = Gp(a,b,6), n > 0 sorozat a Gy = 0, G1 = 1, G2 = q,
Gs3 = a? — b — 6 kezdBértékkel és a

Gn+4 = (lGn+3 — bGn+2 + 5&Gn+1 — Gn, n>0

rekurziéval definidlva. [26]-ban megmutattuk, hogy ez egy oszthatdsdgi sorozat,
azaz ha d|n, akkor G4|G,. Bebizonyitottuk tovabba, hogy G,, sorozat szoros
kapcsolatban all a gy = 0, g1 = 1 kezdoértékekkel és

In+2 = agnt1 — (b—26)gn, n >0

rekurzioval definidlt masodrendi rekurziv sorozattal.

4. Altalanositott szamrendszerek. A tdrgyalt idészakban itt végeztem
a legtobb kutatast.

a. A1 < g <2 valés szdmot "univoque”-nak nevezziik, ha csak egyetlen
olyan bindris ¢; sorozat 1étezik, amelyre

=242, 5,
q q q

Komornik és Loretti 1998-ban bebizonyitotta, hogy van minimadlis ”univoque”

szém, ¢'. [23]-ban megmutattuk, hogy "univoque” algebrai szdmoknak van

olyan sorozata, amelyik ¢’-hoz tart.

b. K. Mahler bizonyitotta, hogy ha a tizedesvessz6 utan irjuk a 2-hatvanya-
inak tizes szamrendszerbeli alakjat, akkor egy irracionalis szdmot kapunk. Ezt
az eredményt Bundschuh és Niederreiter altaldnositotta kicserélve 2-t és 10-
et tetsz6leges multiplikativan fiiggetlen egész szdmokra. [8]-ban t6bb irdnyba is
tovabb altalanositottuk ezt az eredményt. Egyrészt a diadikus tortek helyett al-
gebrai szam alapu [-eléallitasokat tekintettiink, méasrészt a 2-hatvanyok helyett
linedris rekurziv sorozatok tagjait, végiil ezek tizes szdmrendszer beli eléallitasai
helyett a (-val definidlt mésik rekurziv sorozatot vettiink. A bizonnyitasban
fontos szerepet jatszott a sulyozott S-egységtétel.



c. [1, 2] és [24] dolgozatokban a helyiértékes szamrendszerek bizonyos dltald-
nositasainak a tulajdonsdgaival foglalkoztunk. Azt mondjuk, hogy az 1 féegyiitt-
hatés P(z) € Z[z] polinom CNS, ha minden A(z) € Z[z]-hez vannak olyan
a; €{0,...,|P(0)|} egészek, hogy

¢
A(z) = aiz (mod P(x)).
i=0
[1] f8 eredménye annak a bizonyitdsa, hogy ha |P(0)| elég nagy a tobbi egytitt-
haté abszolut értékének Osszegéhez viszonyitva, akkor P CNS.

W.J. Gilbert 1982-ben megfogalmazott egy a harmadfokid CNS polinomokat
karakterizdl6 sejtést. [2]-ben néhdny esetben bebzonyitottuk a sejtést, de meg-
mutattuk azt is, hogy az dltaldban nem igaz. Néhany parametrizalt harmadfokt
szamtestben megadtuk az Gsszes CNS alapszdmot is. [3] attekinté dolgozat a
CNS polinomokkal kapcsolatban, az utébbi idében elért eredményekrél.

[27] és [15] rokon problémdval foglalkozik. Kovacs Béla bizonyitotta 1986-
ban, hogy egy szamtest egészei gytrijében pontosan akkor van kanonikus szam-
rendszer, ha van hatvény egész bazis. [27]-ben és [15]-ben meghatédroztuk néhany
negyedfoki, parametrikus szdmtestcsaladra az Osszes kanonikus szamrendszer
alapszamait.

A CNS tulajdonséag fenti definicidja megengedi reducibilis polinomok vizsga-
latat is. Kideriilt és errél szdl a [24] dolgozat, hogy egész szdmok szimultdn
helyiértékes reprezentacidja, egész egyiitthatos polinomokkal valé interpolécid
és a CNS polinomok ko6zott szoros kapcsolat van.

Rényi 1957-ben vezette be a (-eléallitdsok fogalmat. Ezek lényegében nem
feltétleniil egész szam alapu szamrendszereknek tekinthetoek. A B-eléallitasok
és a kanonikus szdmrendszerek kozos dltaldnositdsaként definidltuk [4]-ben az
eltolds alapu rendszereket (shift radix system, SRS). Legyen d egy pozitiv egész
ésr € RL A7, o Z% — 79 leképezést, amely az a = (ay,...,aq) € Z¢
vektorhoz a

7-(a) = (—|ral,a1,...,a4-1)

vektort rendeli SRS-nek nevezziik, ha minden a € Z? van olyan k > 0, hogy
7-(a)¥ = 0. A d-dimenziés SRS-ek halmazat DJ-al jeloltiik. Bevezettiik még a
D, halmazt is, amelybe azon r € R%-ek tartoznak, amelyekre a {7 (a)} sorozat
minden a € Z%re periédikus. [4]-ben megmutattuk, hogy Dy és DY is Lebesgue
mérhetd, algoritmust adtunk annak eldéntésére, hogy adott r € R? benne van-e
ezekben a halmazokban és bebizonyitottuk, hogy barmely K > 0-hoz van olyan
r € DY és a € Z%, hogy a {7¥(a)} sorozat csak K-nal tSbb 1épés utén éri el a
0-t.

[5]-ben részletesen tanulmdnyoztuk Da-t és DI-t. Az el6bbi egy egyenld
oldali haromszog, amelynek a csucsai: (—1,0), (1,2),(1,—2). Az (1,2),(1,-2)
él kivételével a tobbi hatarolo élre illeszked6 pontokat is jellemezni tudtuk. Ki-
deriilt, hogy a DY halmaz struktiirdja igen bonyolult, de annak jelentés részét is
jellemezni tudtuk. Elemzésiink valaszt ad arra, hogy miért nehéz a harmadfoki
CNS polinomok, illetve azon harmadfoku 3 Pisot szamok jellemzése, amelyekre
a Z[1/f] minden elemének periédikus [-eléallitdsa van.



A [7] dolgozatban az (1,2), (1, —2) élre illeszkedd pontokat vizsgaltuk. Tu-
lajdonképpen arrdl van szé, hogy az

0 <ap-1+ Aaf’n + an4+1 < 1a

ahol [A] < 2 nem linedris rekurziénak eleget tevd, egész szamokbdl &ll6 a,
sorozatok tulajdonsagat kellene leirni. Nyilvanvald, hogy ha A = 0, —1, 1, akkor
az a, sorozat periddikus. Szamitégépes kisérletek azt mutattak, hogy ez mindig
igy van. A nevezett dolgozatban ezt a sejtést vizsgaltuk. A sejtést be tudtuk
bizonyitani akkor, ha A\ = HT\@ A )\ mindig felirhaté w + @ alakban, ahol w
az egységkorre esik. Megmutattuk, hogy adott A-hoz tartozd palydk szerkezete
lényegesen fiigg attdl, hogy w egységgyodk-e. [6]-ben a fent ismertetett dolgozatok
f6 eredményeit foglaltuk Gssze.

[20]-ban Sérkozy és szerzétarsai kordabbi eredményeihez kapcsolédva megmu-

an

tattuk, hogy az sorozat, ahol a, egy linedris rekurziv sorozat n-dik tagja,

p pedig egy primszam alkalmas feltételek mellett kriptografiai szempontbdl jo
tulajdonsagu véletlen szamsorozatnak tekinthetd.

Bérczes Attila eredményei:

[9]-ben a kordbbi idevégd eredményeket lényegesen élesitve illetve dltaldno-
sitva fels6 korlatot adtak szétes6 polinom egyenletek megoldasszamara minden
olyan esetben, amikor a megoldasszam véges. Ennek f6 jelentésége abban All,
hogy a korlat egyrészt fiiggetlen a széban forgd szétesd polinom egyiitthatditol,
masrészt - a kordbbi korldtokkal ellentétben - a polinom fokszaménak csupan
polinomidlis fliggvénye.

[34]-ben a korabbi idevdgd eredményeket igen jelentés mértékben dltalanosit-
va illetve élesitve felsé korlatot adtak rogzitett fokszamu és diszkrimindnsu binér
formak ekvivalencia osztalyainak a szamara. Bizonyos feltételek mellett szintén
fels6 korlatot nyertek azon binér formék ekvivalencia osztalyainak szamaéara, me-
lyek esetén a formahoz tartozd rend egy adott renddel izomorf. Megmutattak,
hogy becsléseik a benniik szereplé paraméterek fliggvényében maér élesek, illetve
kozel optimalisak.

[10] és [12]-ban vizsgéltak norma formék kriptogréfiai alkalmazdsdnak le-
hetOségét, és javaslatot tettek egy ezen alapulé hash fiiggvény haszndalatara,
melrél belattak, hogy titkdzésmentes.

[11]-ben [13]-ban és [14]-ben norma forma egyenletek szdmtani sorozatot
alkoté megoldasaival kapcsolatban nyertek effektiv eredményekett, illetve tobb
parametrikus egyenletcsaldd esetén az Gsszes ilyen megoldast megkeresték.

Gyory Kalman eredményei:

Amint azt a kozlemények jegyzéke mutatja, az ismertetésre keril$ eredmé-
nyek egy része tarsszerzokkel kozosen elért eredmény.

1. Diofantikus egyenletek. Az [29, 35, 38] és [46] munkdkban szdmos
korabbi eredményt messzemenden altalanositva, mély és uttoro jellegi ered-
ményeket ért el egy klasszikus, Fermat-ig és Euler-ig visszanyuiloé diofantikus
témakorben, nevezetesen szamtani sorozatokban talalhaté teljes hatvanyokra




vonatkozdan. [46]-ban megmutatja, hogy csak véges sok olyan, kiilénb6z6 po-
zitiv egészekbdl allo, k > 4 tagl szamtani sorozat létezik, melynek tagjai korlatos
kitevoju teljes hatvanyok. Ezen kiviil teljesen leirja a csak négyzetszamokbdl és
kébszamokbdl all6 relativ prim szdmtani sorozatokat. Erdés és Selfridge (1975)
egy nevezetes tétele szerint egymdsra kovetkezd pozitiv egészek szorzata nem
lehet teljes hatvany. Régi, sokat vizsgalt, de sokaig megkozelithetetlen sejtés
volt, hogy pozitiv egészekbdl képzett, k > 4 tagi, d > 1 differencidji szamtani
sorozat tagjainak a szorzata sem lehet teljes hatvény. [29] és [38]-ban k < 12-
re bebizonyitja a sejtést. Az emlitett dolgozatokban a nevezett problémaéakat
altalanositott Fermat-tipusu egyenletekre vezette vissza. Ezt kovetoen a Fermat-
sejtés bizonyitasara kidolgozott un. modularis médszert esetenként tovabbfej-
lesztve és més mddszerekkel kombindlva, a kapott altaldnos ternér egyenleteket
megoldotta.

[45]-ben jelentés mértékben élesiti az S-egységegyenletek megoldasaira ko-
rabban nyert legjobb korlatokat. Ennek felhasznalasaval algebrai szamtestek fe-
lett elséként nyer a hires ABC-sejtésre vonatkozéan explicit eredményeket. [42]-
ben a binom Thue egyenletek és az S-egységegyenletek egy kozos altalanositasara
bizonyit effektiv végességi tételt kvantitativ formaban. Megmutatja, hogy ha
a, b, c ismeretlen S-egységek, akkor az ax™ — by™ = c egyenletnek csak véges sok
és effektive meghatdrozhaté n > 3, x,y,a,b, c egész megoldasa van, melyekre
az egyenlet tagjai relativ primek. Analdg eredményeket nyer szuperelliptikus
egyenletekre is. [44]-ben a tekintett egyenletet teljesen megoldja azokban az
esetekben, amikor ¢ = 1 és ab legfeljebb két, 13-ndl nem nagyobb primszammal
oszthatd. [47]-ben egy sokat vizsgdlt, szuperelliptikus egyenletekre vezetd dio-
fantikus problémakérben nyer 1uttord jellegii eredményeket. Nevezetesen be-
bizonyitja, hogy (trividlis esetektdl eltekintve) az 1% + 2% + ... 4+ n¥ n > 1,
2 < k < 11 osszegek egyike sem lehet teljes hatvany. A bizonyitdsokban a
modern diofantikus szamelmélet szinte teljes arzendljat felhasznalja, beleértve
a Baker-modszert és a moduléris médszert is.

A [37] és [45] dolgozatokban folytatja a szétesd forma egyenletekre vonat-
koz6 kiterjedt vizsgdlatait. [45]-ben &ltaldnos végességi feltételek mellett je-
lent6s mértékben élesiti a megoldasokra, valamint a szétes6 formék legnagyobb
primfaktordra kordbban nyert felsd illetve alsé korlatokat. [37]-ben végtelen sok
megoldas mellet majdnem minden megoldas esetén explicit alsé korlatot ad a
megoldasok egy tetszdleges, de rogzitett komponense legnagyobb primfaktoranak
novekedésére.

1999-ben hatékony eljarast adott index forma egyenletek megoldédsara tet-
szbleges, n < 5 fokszdmu szdmtestekben. [39]-ben most sikeriilt n = 6 esetén is
miikéd6 numerikus eljarast kidolgoznia index forma egyenletek megolddsara. A
f6 nehézség, hogy a fellépd egységegyenletekben az ismeretlenek szama elérheti
a 14-et, amire a Wildanger-médszer mar nem alkalmazhaté. [39] {6 djdonséga
Wildanger algoritmusanak jelent6s mértéki finomitasa.

2. Polinomok és binér formak [30]-ban olyan djszerti eredményeket nyer
kvantitativ formaban, melyek azt mutatjik, hogy egy egész egyiitthatds polino-
mot altalaban mar "kevés” egyiitthatéja meghatdrozza.

Ismeretes, hogy adott n > 2 fokszam és adott D # 0 diszkrimindns esetén



unimodularis transzformaciétol eltekintve csak véges sok binér forma létezik.
Ez effektiv formaban Evertse és Gyo6ry (1991) tétele. [43]-ban élesiti Evertse és
Gyory effektiv és kvantitativ végességi eredményét. Tovabba rogzitett felbontasi
test esetén [34]-ben uniform, a felbontési testtdl fiiggetlen fels6 korlatot ad az n-
edfoku és D diszkriminansu binér formék ekvivalenciaosztalyainak a szamara.
Az altalanosabb form&aban, algebrai szamtestek S-egészei felett kimondott és
bizonyitott tétel varhatéan sok alkalmazashoz fog vezetni. [48]-ban hasonlé
eredményeket nyer adott rezultansi binér forma parokra.

A [31, 41] és [48] dolgozatok Aattekinté munkdk a cimiikben feltiintetett
témakdorokrol.

Tudomaényos eredményeirél meghivas alapjan eléadasokat tartott Grazban,
Bécsben, Marseille-Luminyben, Szentpétervarott, Pozsonyban, Leidenben, Deb-
recenben, Minszkben, Torontéban, Campinasban (Brazilia), Joanninaban (G6-
rogorszag), Malenoviceben (Cseh Koztérsasdg), Bombayben nemzetkozi konfe-
rencidkon, valamint Pragaban, Szegeden, Thessalonikiben és Ziirichben.

Herendi Tamads [49]-ben bebizonyitja, hogy ha u egy Dedekind-gyfirtibeli
d-edrendi linedris rekurziv sorozat, s = (3d2+9d)/2+ 1 és p egy prim norméaji
primidedl, akkor ha u egyenletes eloszlasi modulé p°, akkor egyenletes eloszlasu
modulé p?, tetszbleges t > 0 esetén is. Az eredmény tovabbfejlesztésével kidolgo-
zott egy modszert, amellyel modulé 2° egyenletes eloszldsi nagy periddushosszi
linearis rekurziv sorozatokat lehet el6allitani.

Horvath Géza eredményei:

A pélyédzatban szerepl6 témakorokben Horvath Géza egy dolgozatot készitett.
A [50] cikkben bemutatott 1j faktorizdlé algoritmus ugyanazon feltételek esetén
hatékony, amikor a klasszikus Fermat faktorizacié, ugyanakkor attdl jelentOs
mértékben gyorsabb. Az tjabb faktorizalé algoritmusnak megadtuk egy még
gyorsabb valtozatat, ahol mar kihasznéljuk a rendelkezésre 4116 memoriat is.
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