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az F-038326 számú OTKA pályázat támogatásával

elért eredményekről

A pályázat támogatásával – a kutatás munkatervében léırtaknak megfelelően –

elsősorban függvényegyenletek és -egyenlőtlenségek stabilitásával, társadalomtudomá-

nyi alkalmazásaival, konvexitási kérdésekkel, lineáris megőrzési, reflexivitási, valamint

a Wigner-féle unitér-antiunitér tétellel kapcsolatos problémák vizsgálatával foglalkoz-

tunk. Elért eredményeink szakfolyóiratokban való közlése valamint konferenciákon való

ismertetése mellett a pályázatban részt vevő Győry Máté a pályázat témakörében 2003-

ban késźıtette el [11]1 PhD értekezését, s szerzett promotio sub auspiciis praesidentis

rei publicae kitüntetéses doktori ćımet.

A függvényegyenletek stabilitáselméletéhez kötődően a Cauchy-féle függvényegyen-

letet továbbá a paralelogramma-egyenletet (más elnevezésekkel norma-négyzet vagy

Jordan–von Neumann egyenletet) speciális esetként tartalmazó, úgynevezett monom-

egyenletek osztályára vonatkozó feltételes és aszimptotikus stabilitási tételeket igazol-

tunk a [2] dolgozatban. A paralelogramma-egyenletből származtatott (korábbi ered-

ményeink szerint azzal ekvivalens) norma-egyenlőtlenség stabilitását bizonýıtottuk [3]-

ban. Kaiser Zoltánnal és Páles Zsolttal közös kutatásaink új eredményeként, [5] dol-

gozatunkban a Cauchy egyenletre sikerült általános stabilitási tételeket igazolnunk,

továbbá egy általános függvényegyenlet-osztályra vonatkozó stabilitási eredményeket

bizonýıtottunk, igen gyenge (kommutativitásnál és asszociativitásnál is enyhébb) felté-

teleket téve az egyenletben szereplő függvény értelmezési tartományán és értékkészletén

értelmezett műveletekre.

A konvex függvények vizsgálata terén, a Páles Zsolttal közös, [8] dolgozatunkban

magasabb rendű (Wright-)konvex függvényeket jellemeztünk általánośıtott deriváltak

seǵıtségével. E cikk fő eredményének egyik következménye annak a jólismert tételnek az

általánośıtása, mely szerint egy n-szer differenciálható valós függvény pontosan akkor

n − 1-edrendben konvex, ha n-dik deriváltja nemnegat́ıv. A dolgozatban léırtak sze-

rint ez a karakterizáció Dinghas-t́ıpusú deriváltak seǵıtségével magasabb rendű Jensen-

konvex illetve magasabb rendű Wright-konvex függvényekre (mindennemű) regularitási

feltétel nélkül is elvégezhető. Az eredmény másik következménye valós függvényekre

1Az idézett dolgozatok pontos adatai a jelentés végén található publikációs listában szerepelnek.



vonatkozó konvexitási tulajdonságok egy széles osztályának lokalizálhatósága. Részben

ezen eredmények által motiválva és a függvények magasabbrendű konvexitásának T. Po-

poviciu által bevezetett fogalmához kötődően Páles Zsolttal közös [9] munkánkban

sikerült különböző értelemben vett (szimmetrikus-, ciklikus-, Wright-, Jensen-) ma-

gasabb rendben konvex függvények néhány tulajdonságát valamint egymással való kap-

csolatát léırnunk.

A konvex függvények elméletének egyik klasszikus eredménye az (először) 1915-ben

bizonýıtott Bernstein-Doetsch tétel. Páles Zsolttal közösen sikerült megmutatnunk,

hogy a tétel sokkal általánosabb formában, úgynevezett (M,N)-konvex függvényekre

(azaz olyan fügvényekre, amelyekre a klasszikus Jensen-konvexitási egyenlőtlenségnek

egy olyan változata érvényes, amelyben az egyenlőtlenség bal-, illetve jobboldalán

található aritmetikai közepet – egymástól esetleg különböző – bizonyos egyszerű és

természetes feltételeket kieléǵıtő, egyébként tetszőleges közepekkel helyetteśıtjük) is

fennáll. Eredményünket az [E14] és [E15] előadásokban ismertettük , s rövidesen pub-

likáljuk is azt. A Bernstein-Doetsch tételnek a kvázi-konvex és szigorúan kvázi-konvex

függvényekre vonatkozó változatát fogalmaztuk meg és igazoltuk Páles Zsolttal és Ka-

zimierz Nikodemmel közös, [6] dolgozatunkban.

A konvexitás E. F. Beckenbach által 1937-ben valós függvényekre bevezetett általá-

nośıtását terjesztettük ki kétváltozós függvényekre, s ilyen értelemben vett általánośı-

tott konvex függvények bizonyos folytonossággal kapcsolatos tulajdonságait igazoltuk a

MirosÃlav Adamekkel, Kazimierz Nikodemmel és Páles Zsolttal közös, [1] munkánkban.

Egy régóta és több kutató által vizsgált összetett függvényegyenletet a korábbiaktól

eltérő regularitási feltételek mellett megoldva egy haszonelméletből származó, reprezen-

tációk egyértelműségére vonatkozó tételt igazoltunk Aczél Jánossal és Che Tat Ng-gel,

[7] cikkünkben.

A jelen pályázat támogatásával Magyarországra megh́ıvott Peter Volkmann pro-

fesszorral folytatott kutatásaink keretében biaddit́ıv függvények karakterizációjával fog-

lalkoztunk. Annak az egyszerű álĺıtásnak a megford́ıtását igazoltuk, hogy egy biaddit́ıv

függvény mindkét változójában (a másik változót tetszőlegesen rögźıtve) egy addit́ıv

függvény abszolutértéke (v.ö.: [10]).

A [11] disszertációban (illetve az annak részét képező [12], [13], [14] dolgozatokban)

több témakörrel is foglalkoztunk. Wigner Jenő h́ıres unitér-antiunitér tételét – ami a

kvantummechanika valósźınűségi aspektusaira vonatkozó egyik legfontosabb eredmény,

s amelynek számos különböző bizonýıtását publikálták – teljesen új megközeĺıtéssel, el-

emi módon igazoltuk. (V.ö. még [12].) A tételt sikerült kiterjesztenünk egyszerre három
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irányban oly módon, hogy egy Hilbert-tér összes n-dimenziós alterének halmazán értel-

mezett, az alterek közötti ortogonalitást megőrző transzformációkra nyertünk eredmé-

nyeket különböző feltételek mellett. (Lásd [13] is.) Egy C∗-algebra szuszpenziójának

fogalma nagyon fontos szerepet játszik az operátoralgebrák K-elméletében. (Egy A
C∗-algebra szuszpenziója a C0(R) ⊗ A C∗-tenzor szorzat.) Megmutattuk, hogy C0(R)

automorfizmus- és izometriacsoportja algebrailag (de nem topologikusan) reflex́ıv. Iga-

zoltuk, hogy a B(H) szuszpenziójának automorfizmus-csoportja és izometria-csoportja

algebrailag reflex́ıv, továbbá meghatároztuk a fenti csoportok topologikus reflex́ıv le-

zártját. (V.ö.: 14.) Enyhe folytonossági feltétel mellett meghatároztuk egy Hilbert-tér

korlátos lineáris operátorainak algebráján értelmezett összes olyan lineáris leképezést,

amely egy adott k esetén nem növeli a k-rangot, megőrzi a k-rangot, illetve megőrzi a

k-korangot, s ezzel egységeśıtettük és kiterjesztettük a korábbi ezirányú eredményeket.

Igazoltuk a függvényalgebrák egyik legfontosabb t́ıpusára, nevezetesen C0(X)-re, hogy

annak 2-lokális (szürjekt́ıv lineáris) izometriái (szürjekt́ıv lineáris) izometriák. Emellett

karakterizáltuk a C0(X) függvényalgebra összes, a képtér átmérőjét megőrző lineáris bi-

jekcióját.

A megőrzési problémák terén végzett vizsgálatainkat tovább folytattuk. Szlovén

kollégák kutatásaihoz kapcsolódóan, azok eredményeit általánośıtottuk. Meghatároztuk

a fizikában jelentős szerepet játszó effekt-algebrák függvényalgebrás megfelelőinek ren-

dezéstartó bijekcióit, megadva azok általános alakját, továbbá megvizsgáltuk ezen struk-

túra multiplikat́ıv bijekcióit, s ugyancsak sikerült azokat karakterizálnunk, s megadnunk

általános alakjukat. Molnár Lajos kollégánk kutatásaihoz kapcsolódóan egy, mátrix-

algebrákon értelmezett megőrzési problémát oldottunk meg. Meghatároztuk azon Ψ

valós értékű leképezéseket, amelyek pozit́ıv definit mátrixokon teljeśıtik a Ψ(ABA) =

Ψ(A)Ψ(B)Ψ(A) egyenletet, s megadtuk azok alakját. Utóbbi eredményeinket - várha-

tóan három dolgozatban - a közeljövőben publikáljuk.

Debrecen, 2006. február 27.

Gilányi Attila
témavezető
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