Kallainé Varga Maria

Geometria tanitasa kiilonbo6zo
szinteken

A geometria oktatdsa minden szinten nehézségbe litkozik, ennek
megolddsdra kerestem otleteket a szakdolgozatomban és a
tudomdnyos didkkori dolgozatomban is mdr évekkel ezelott. Késobb
Ph.D hallgatokeént foglalkoztam e kérdéssel, gyakorlo tandrként pedig
naponta szembetaldlkozom a probléemduval. Hogyan lehet
szemléletesen tanitani az egyes fogalmakat, 6sszeftiggéseket — erre
vonatkozoan végzek évek ota Risérleteket Riilonbozo Rorcsoportokkal,
és sajdt tanordimon is sok mindent kiprobdltam. Irdasom hosszii
Jolyamat eddig lesziirt tapasztalatait foglalja 6ssze.

pezte az ugynevezett rajzold geometria. A tantargy részletesebb elsajatitdsahoz

sziiletett Landau Alajos €s Wohlrab Floris tankonyve (Landau — Wohlrab, 1884),
amely a geometria alapjaitol egészen a térgeometridig, valamint az abrazol6 geometriaig
jut el olyan médon, hogy egy-egy 1j ismeretet rajzolassal vezet be. A szerzok arra tore-
kedtek, hogy a matematika szépségét a rajzolandd abrakon keresztiil mutassak be. Err6l
a tankonyvrdl, és annak hasznossagardl igy irt 1887-ben Griinwald Miksa, a debreceni
Fazekas Redliskola tanara (Griinwald, 1887-88): ,,Nem valo a gyermeknek a bizonyitas,
neki tapasztalat kell. Valamint az emberiség a praxisnak, nem pedig a meditationak ko-
szOni a geometria elemeit, Ggy a fejletlen eszii gyermeket se vezessiik geometriai isme-
retekre speculatio tjan, hanem nyujtsunk neki tapasztalatot. Erre pedig legalkalmasabb
a rajzolas ¢és az ezzel egybekotott szemlélet és mérés.” Leanyiskoldk szamara késziilt
Szuppadn Vilmos tankdnyve (Szuppdn, 1892), amelyben a geometriai ismereteket himzés-
mintak segitségével vezeti be.

Ezek az elvek 6sszhangban vannak azzal, amit Bruner reprezentacios elméletében ol-
vashatunk. Bruner szerint a megszerzett ismereteket az ember haromféle modon képes
visszaadni. A materidlis sikon konkrét targyi tevékenységek, manipulaciok utjan torténik
az ismeretszerzés, az ikonikus sikon szemléletes képek és elképzelt szituaciok segitségé-
vel, mig a szimbolikus sikon matematikai szimbélumok és a nyelv segitségével. A harom
sikot allando6 kolcsonhatas jellemzi. A tanitdsi folyamatban eldre- és visszautalhatunk a
kiilonb6z6 sikon rogziilt ismeretekre.

Fontos az, hogy jatékos formaban, példaul rajzzal, hajtogatassal kezdjiik a fogalmak
bevezetését, és igy a gyerekek akar észrevétleniil is tanulhatnak. Ezt a szemléletet tiik-
rozi szamos, a geometria tanitasaval foglalkozé modszertani dolgozat, konyv, tan-
konyv. Igy példaul Horvdth Jend és szerzbtarsai ezt irjak dolgozatukban: ,,A térszem-
1élet fejlesztésére nagyon jo a papirhajtogatas. ... lényeges haszon a késébbiekben,
hogy a kiilonb6z6 fogalmak nem a tablahoz és a fiizethez kotddnek majd, hanem a tér-
hez.” (Horvath — Kiss — Horvdthné, 1991) Kdntor Sdandorné cikkében azt mutatja be,
hogyan lehet geometriai fogalmakat papirhajtogatassal bevezetni, tételeket szemlélete-
sen igazolni. (Kdntorné, 1995)

Kiilf6ldon sem ismeretlen ez a torekvés. Hasonlo elképzelést valositott meg Hans-
Giinter Senfileben regensburgi professzor is 1998-ban (Meeder — Verhage, 1990), aki ta-
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nuloival szintén rajzos Gton kozelitette meg a geometriat, majd a kész munkakat kiallita-
son mutatta be Miinchenben. Az USA-ban és Németorszagban is kedvelt a papirhajtoga-
tasnak a tandran torténd felhaszndlasa, a japan gyerekeknek pedig az origami térhodita-
sa kovetkeztében kiemelkedd a geometriai szemlélete.

A geometria tanitasarél altalaban

Mivel a geometria oktatasaban egy-egy ismeretet tobb életkorban is tanulnak a gyere-
kek, igy H. Freudenthal tanitvanyanak, P. H. van Hiele-nek az elméletét kovettem (Hiele,
1959), aki a geometria teriiletén 6t egymasra épiild gondolkodasi szintet kiilonboztet
meg. (A Van Hiele-modellrél részletesen lasd el6z6 irasunkat — a szerk.) Hiele elméleti
elképzeléseit felesége, Dieke Hiele kisérletekkel tamasztotta ala. Ezt az utat kovettem én
is, feladataim egy részét gyerekekkel is kiprobalva.

Minden életkorra, iskolatipusra jellemzéek azok az alapismeretek, amelyekre az ott fo-
ly6 oktatas épiil, ugyanakkor figyelembe kell venni a sorozatban szomszédos gondolko-
dasi szintek elemeit is. Az egyik szintrél a masikra torténé atmenet fokozatos, az 4j szint
elemei mar az attérés elott megjelennek. A korabban tanultak atismétlése és alaposabb el-
sajatitasa érdekében allandoan visszatériink az alacsonyabb szintekre is. Az egyes szin-
tek csak egymasra épiilhetnek és csak tudatos tanitassal érhetdk el.

A szinteken beliil is fokozatokra bonthatjuk a tanitds menetét. Az érdeklddés felkelté-
se utan kovetkezik az elemzés. Az elemeket megvizsgaljuk, keressiik a koztiik fellelhetd
koz6s vonasokat. Ezek alapjan csoportositast végziink, igy fogalmakat nyertink. A kovet-
kezd 1épésben mar a fogalmakat hasonlitjuk Gssze, igy a fogalmak osztalyozasat kapjuk
meg. A gyermek igy megfigyel, itél, 6sszehasonlit, megktlonboztet, osztalyoz és rend-
szert alkot.

Grafikus eszkdzokkel, modellezéssel, jatékkal a legkdnnyebb felkelteni az érdeklddést
a téma irant. Ha a gyermeknek valami tetszett, akkor késdbb is szivesen foglalkozik ve-
le. Ha egy rajz szép volt, jol sikeriilt, akkor az sikerélményt okoz, a vele kapcsolatos is-
meretek mélyebben régziilnek és nagyobb lesz az alkotd drome. Ez az az érdeklodés,
amit a tanar gyiimolcsoztetni tud a késdbbiekben.

A feladatcsomag kialakitasa

Egy témakort, a geometriai transzformaciok korét valasztottam ki. Feladatokat gyj-
tottem, melyekkel az volt a célom, hogy a tanuldk a fogalmakat alaposabban megismer-
jék, a tanult ismereteket gyakoroljak, alaposabban megértsék, rendszerezzék. A feladatok
egy részét kiprobaltam 6t kiilonboz6 életkoru (6, 9, 12, 16, illetve 19-24 éves) tanuldcso-
portban. Az életkori eltérésre azért volt sziikség, mert az egyes csoportokkal az adott té-
maban kiilonb6z6 alapokra épitve kiilonb6zd szintekre szerettem volna eljutni.

Elsé kisérlet )

Az els6 csoport a berettydujfalui Széchenyi Istvan Altalanos Iskola 21 fos elsd osztalya
volt. Kezd6 feladatuk az volt, hogy harmonikara hajtogatott papircsikokbol tobbféle adott
sablon segitségével (1. dbra) sormintakat vagjanak ki. Mindenki valaszthatott a neki legin-
kébb tetsz6 sablonok koziil, akar tobbet is. Ugyelniiik kellett a sablonok illesztésére és a
pontos munkara ahhoz, hogy az alakzatok tényleg kapcsolodjanak és szépek legyenek. A
gyerekek nagy lelkesedéssel dolgoztak, ezt kovetden pedig a mar elkésziilt munkak alap-
jan kozosen keresték meg a sormintak tulajdonsagait. Ezutan azt a feladatot kaptak, hogy
onalléan talaljanak hasonlé tulajdonsagi alakzatokat és készitsenek beléle sormintat.

A feladatokkal a tengelyes szimmetria egy fajtajat, a parhuzamos tengelyekre valo tiik-
rozést ismerték meg a gyerekek tapasztalatgytjtéssel, a tulajdonsagok jatékos észrevete-
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1. dbra. Az elsé kisérlethez felhaszndlt sablonok

2. dbra. A harmadik kisérlet alapmotivumai

tésével és aktiv megfigyeltetéssel. A Hiele-féle rendszerben a gyerekek a nulladik szintre
jutottak el a geometriai transzformaciok témakorében, hiszen az alakzatok segitségével a
transzformaciok tulajdonsagait gyijtotték egybe és az 6nallé munkaval rogzitették is azt.

Masodik kisérlet

A masodik kisérletre is ugyanebben az iskolaban kertilt sor, a harmadik osztalyban. Az
volt a feladatuk, hogy a felrajzolt két fajta csempe (3. dbra) segitségével csempézzék ki
a konyhat minél tobbféle mdodon.

3. dbra. A masodik és a negyedik kisérlet alapmotivumai

Atlagosan 2-3 rajzot készitettek a gyerekek, de volt olyan tanuld is, aki egy rajzon
tobbféle szimmetriacsoportot (Bérczi, 1995) is alkalmazott néhany sorban. A gyerekek a
lehetséges szimmetriacsoportoknak mintegy harmadat talaltak meg. Leggyakrabban arra
az esetre bukkantak ra, amelyben az egyetlen miivelet az eltolds, ami Iényegében az ele-
mek egymas mellé helyezését jelenti minden valtoztatas nélkiil, tehat ezt a kisebb kom-
binacios képességli gyerekek is konnyen észreveszik. Karcsi rajzan (4. dbra) is ez a mo-
tivum lathatd. Ezen a képen egyuttal azt is megfigyelhetjiik, milyen érdekességeket sziilt
a feladat megfogalmazasa. A gyerekek azt kaptak feladatnak, hogy az adott mintaval
csempézzék ki a konyhat, és mivel Karcsié¢knal a konyha kdzepén eliitd a mintazat, ezért
rajzan is ehhez ragaszkodott. T6bb tanuld munkajara is jellemzd, hogy a szinezés figyel-
men kiviil hagyasaval elemezhetd a rajz. A gyerekek 6rommel ¢€s irigykedve nézegették
egymas rajzait. Ugy gondolom, munka kozben egymastél is nagyon sokat tanulhattak, 6t-
leteket gytjthettek.
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4. abra. Karcsi rajza

Ezek a gyerekek az elsé szintet érték el a Hiele-féle rendszerben, mivel az érzékelt
alakzatokat elemezték, és ennek kovetkeztében megértették azok jellemzdit is. Ezen a
szinten mar nem az alakjuk, hanem kisérleti iton megallapitott tulajdonsagaik alapjan is-
merik fel a gyerekek az elemeket, ugyanakkor ezeket a tulajdonsagokat még nem rend-
szerezik logikailag.

Harmadik kisérlet

A harmadik csoport a debreceni Fazekas Mihaly Gimnazium egyik hetedik osztalyabdl
allt, melyben 27 tanuldval végeztem a kisérletet. Az orat azzal kezdtiik, hogy felelevenitet-
tiik a tengelyes tiikrozés, eltolas, elforgatas fogalmat. Ezt kvetéen kaptak olyan feladatot,
ami a miiveletek rogzitését szolgalta. Harom alapmotivum (2. dbra) és az atismételt miive-
letek koziil kellett egyet vagy tobbet kivalasztani, ezutan a kivalasztott motivum(ok)bdl ki-
indulva, a miivelet(ek) felhasznalasaval szép, érdekes alakzatokat Iétrehozni.

A rendelkezésre alld id6 elején késziilt rajzokon megfigyelhetd, hogy a gyerekek egy
motivummal kiprobaltak a miveleteket kiilon-kiilon. Volt, aki egész o6ran csak ezt gya-
korolta mas-mas motivumokkal, de akadtak, akik a kezdeti probalkozasok utan raéreztek
a szabad munka 6romére, €s egyre szebb, valtozatosabb alakzatok sziilettek. Nagyon szi-
vesen hasznaltak a szinezést is.

A Hiele-féle rendszerben a masodik szint rogzitése tortént meg a geometriai transzfor-
macidk témakorében, hiszen a gyerekek az elméletben megtanultakat rogzitették, rend-
szerezték is ismereteiket.

Negyedik kisérlet

A negyedik csoport a berettydtjfalui Arany Janos Gimnazium 10. b. osztalyos, real ta-
gozatos csoportjabdl allott. Szdmukra a feladatot matematikusabb mdédon fogalmaztam
meg: toltsék ki a sikot a 2 fajta motivum (3. dbra) valamelyikével ugy, hogy tiikr6zést,
elforgatast, eltolast alkalmazhatnak szabalyos rendszer szerint. A kiilonb6zdség termé-
szetesen az életkori adottsagokbdl kovetkezett, hiszen egy 9 éves gyermeknek még sok-
kal konkrétabb megfogalmazasra van sziiksége altalaban, €s még a matematikai ismere-
tei sem elegenddek a masik szoveg megértéséhez.

A tanuldk a feladatot otthoni munkara kaptak, igy lehetdségiik volt arra, hogy alapo-
san atgondolt munkat végezzenek. Egy-egy tanul6 dltalaban 7—10 rajzot készitett atlago-
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san, de volt olyan is, aki ennél sokkal tobbet. A gyerekek a lehetséges esetek tobb, mint
kétharmadat megtalaltak. Akadt kozottiik, aki szamitogép segitségével oldotta meg a fel-
adatat, megtalalva a kapcsolatot az informatika felé. Ennél a csoportndl is ugyanazok a
szimmetriacsoportok szerepeltek a leggyakrabban, mint a 9 éveseknél, a kisérlet alapjan
ugy tlinik tehat, hogy ez nem az életkor fliggvénye. A kész munkakbol kitiinik, hogy a ta-
nulok teljes mértékben elérték ekkorra a Hiele-féle 3. szintet, hiszen a geometriai transz-
formaciok rendszerezése, azok tulajdonsagainak elemzése megtortént.

Otodik kisérlet

A tanuldk a negyedik szinten mar elvonatkoztatnak a targyak konkrét természetétdl €s
a koztiik 1évo viszonyok konkrét értelmétdl. Ez a gondolkodasi szint a geometria teriile-
tén megfelel a korszer(i, Hilbert-féle szigoriisag-etalonnak, azaz egyetemista, féiskolas
hallgatokkal érhetd el. Ezt a szintet a Nyugat-Magyarorszagi Egyetem formatervezd és
lakberendez6 szakos hallgatéival probalhattam ki. A didkok az eldaddson részletesen
megismerkedtek a frizek és tapétamotivumok szimmetriacsoportjaival, és azok tulajdon-
sagaival. Ezt kdvetden gyakorlaton kiillonbozd képzdmiivészeti alkotasok diszité motivu-
mait masoltak le, majd megallapitottak, melyik az a legkisebb alapmotivum és melyek
azok a geometriai transzformaciok, amelyekbdl a minta létrehozhat6. Ennél a csoportnal
mar a térbeli szimmetridk is bevezetésre kertiltek, igy otthoni munkaként azt a feladatot
kaptak a hallgatok, hogy szabalyos testek felszinét diszitsék egy szabadon valasztott
alapmintaval a kivalasztott térbeli transzformaciocsoport segitségével. Nagyon izgalmas
¢és fantdziadus alkotasok sziilettek, amelyekbdl egyértelmiien kideriilt, hogy a hallgatok
teljes mértékben elérték az adott témaban a Hiele-féle negyedik szintet.

Osszegzés

A kisérletek a sikbeli geometriai transzformaciok témakdorére vonatkoznak. Tapaszta-
latom az, hogy sok lehet6ség van arra, hogy a tanorakat jatékosan szinesitsiik. A didkok
a manualisan végzett feladatoknak koszonhetden szivesen €s szinte észrevétleniil sajatit-
jak el a sziikséges ismereteket. Ugy gondolom, ezekkel a feladatokkal elértem az erede-
ti célomat. A tanulok minden szinten kozelebb keriiltek a geometridhoz, megértették an-
nak szerepét a mindennapi életben és 6romteli munkat végeztek. Ezek a feladatok meg-
felelnek annak, amit Dienes Zoltdn konyvében (Dienes, 1973) a perceptiv valtozatossag
elvérdl olvashatunk. Természetesen az itt leirtak nem csak ennek az egy témakornek az
oktatasaban lehetnek segitségiinkre.
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