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v ideiglenes 4llapota. Ennek a nem-line4-
ris trilégidnak a strukturélatlan strukturaja
ezért azt szeretné elmondani, hogy beszél-
ni és megérteni nehéz. Hogy elbeszélni ne-
héz. Mert csak megéini lehet. Mert csak
€lni lehet, csak élni érdemes. Ennek a
strukturalatlan struktiranak legvégsokép-
pen Snmaga megsziintetése a célja. Egy
Szdveg — a szOveg — megsziintetésének pe-
digkét itja-modja van: a képpé valtoztatas
¢s a hallgatds. Ottlik az utobbit, Esterhazy
az el6bbit valasztotta.

Talan azért, mert mindketten rajottek,
hogy a szabadsag, a szeretet és az alkotas
kegyelme soha ,,nem azé, aki akarja, sem
azé, aki fut...”
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elvben pusztéan technikai: itt igen, ott nem lehet szét-
szedni az egyes rétegeket)!

(12) Ez igen konnyen belathat6 az Iskola kapcsén, hi-
szen Ottlik direkt modon megsziinteti a linearitast,
amikor az idérendet felboritva Az elbeszélés nehéz-
ségei c. fejezettel kezdi a regényt. De igazi vége sin-
csen az Iskolanak, legfeljebb szimbolikusan: Bébé,
Medve és Szeredy megérkezik valahova, egymas lel-
kének kozelébe, de a hajo megy tovabb. — Nyilvanva-
16, hogy valamifajta kozéps$ szovegegységrsl sem
volna egyszerii beszélniink. Nem tudjuk tehat, hogy
ennek a regénynek kompozicionalis értelemben hol
van, s van-e egyaitalan eleje, kozepe, vége.

(13) E gondolatmenet minden allitasa konnyiiszerrel
igazolhat6 az Iskola vilagabél, hiszen nagyon jol tud-
Jjuk, hogy a katonaiskolaban — példaul - egy seggbe-
rigas nem seggberigas, hanem igen pontosan érthe-
t6 differencialt kozlés. Vagyis nem mas, mint egy jol
irdnyzott hiperhivatkozas. ..

(14) Mondhatnank Ggy is: az Iskola a hatéron egy olyan
volumen, egy olyan pergamentekercs, melynek egyik vé-
gére a Tovabbélok, masik végére a Buda van feltekerve.

Fiizfa Baldzs

A matematikatorténet szerepe a

matematika tanitasaban
Magyarorszagi tapasztalatok

matematika tananyaga nem épithe-

t6 fel a matematikatanulds szigoru

logikaja szerint. A fizika és a mate-
matika titkozése lokalisnak litszott, de valo-
Jjaban lényegi probléma tiinete: egyrészt a
gyerekek nem a matematika 6rarol szarma-
26, bizonytalan matematikai eléismeretekkel
rendelkeznek, masrészt a matematikat a gya-
korlatban alkalmazni kell akkor is, ha nincs
mogotte mély matematikai tudés, valédi

megértés. A torténetiség elve, a matematika-
Wrténeti ismeretekkel vai6 foglalkozas lehe-
tové teszi fontos fogalmak megemlitését,
szemléletes bemutatasat akkor is, ha azok
egyébként nem szerepelhetnek az elbirt tan-
anyagban, a kovetkezetesség didaktikai elvé-
nek megsértése nélkiil. frasomban a Fold
alakjara vonatkozo nézetek fejlédésének be-
mutatasaval illusztralom a problématdrténeti
megkozelités egy lehetséges médjat.




A matematikai tantargypedagoégiai kuta-
tasok integrans része a matematikatSrténet
lehetséges szerepének vizsgélata az okta-
tasi folyamatban. Az 1996-os barcelonai
ICMI konferencidn nagyszabasu kutatasi
program kezdddott. ,A matematika-torté-
net szerepe a matematika tanitdséban és ta-
nulasaban’ cimmel, amelynek vezetdi:
John Fauvel, Open University, UK
(j.g.fauvel@open.ac.ok) és Jar van Maa-
nen, University of Groningen, Hollandia
{maanen@math.rug.nl) voltak. A kutatas
eredményeirdl Japanban, a 2000-es ICMI
szamoltak be, az6ta megjelent a tapaszta-
latokat Osszegzd tanulméanykotet is.

A projekt o teriiletei a kévetkezok voltak:

— milyen szinten, milyen iskolafokon
hasznalhaté a matematikatorténet a mate-
matika tanitdsaban és tanulasaban;

— a matematikatorténet mint 6nallo tan-
targy mikor tanithato;

- a matematikatandrok szdmara kiilono-
sen fontos dsszetevok, példaul: attitiid, dif-
ferencidlt megkozelités, iras-olvasés-
konyvtar Osszefliggései, team-munka: ma-
tematikatorténész €és matematika pedago-
gus résztvételével;

— tantervi teriiletek €s a matematikator-
ténet;

— a klasszikus matematikatorténeti
tertiletek, példaul: 6kori gérog matematika
¢s a matematika egységének probléméija;

— specialis nevelési sziikségletli tanulok
és a matematikatorténet;

— a pedagogiai alkalmazas sajatos kér-
dései;

~kovetkeztetések az osztalytermi munkara,

— tantargypedagdgiai kovetkezmények:
ha a tények, a konkrét matematikatorténe-
ti ismeretek nem is keriilnek be a tan-
anyagba, a szemléletformalo hatas akkor
is meghatarozo kell hogy legyen;

—nempzeti tantervek, oktataspolitikai vo-
natkozasok vizsgalata;

— bibliografidk készitése.

A Magyarorszagon folyé kutatasok ha-
sonld problémakra keresnek valaszt, de je-
lentdsek az eltérések is. Sok orszagban,
igy példaul Anglidban is a matematikator-
ténet egyik funkcidja, hogy segitségével a
bizonyitasokat becsempészhessék a kiilén-

ben azokat jorészt nélkiil6z6 matematika
tananyagba. Nalunk a torténeti ismeretek-
nek fontos szerepik lehet a matematikata-
nitds szigorisaganak oldasdban. A mate-
matikatdrténet segithet abban, hogy a ma-
tematika kozelebb keriiljon a tanulékhoz.
Valésziniileg sok olvasé szdméra megle-
petést jelent ez az allitas. Sokan szeretik a
matematikatorténetet, sokan azonban re-
ményteleniil unalmasnak tartjadk. Kutata-
sunk célja annak vizsgélata, mit és hogyan
tanitsunk matematikatorténetbdl, hogy ez-
zel hozzdjéruljunk a matematikatanits
korabbi eredményeinek megérzéséhez és a
felmeriilo uj feladatok megoldasahoz.
Munkéank kezdetén adatokat gyiijtot-
tiink a hazai didaktikai kutatasokrol. Ezek
kozil szémunkra kiilondsen fontosak
Bdthory Zoltdn és Ballér Endre tantervel-
méleti kutatasai és a matematikadidaktika
terilletén elért eredmények. Itt kiemelem
Varga Tamas sajnalatosan koran lezarult
munkdassagat és a jelenlegi, az egyetemi
modszertan-tanszékeken, a fbiskolakban
és a Matematikai Kutatéintézetben folyd
kutatomunka eredményeit, amelyeket
Ambrus Andrds, Dedk Ervin neve fémje-
lez. Tovabb folytatddnak a nagy nemzet-
kozi 6sszehasonlité mérések Csapo Bend
iranyitasaval. Uj fejlemény, hogy Debre-
cenben megalakult a matematikatanitdssal
foglalkozé doktori iskola. Munkénkban al-
kalmazzuk Mészdros Istvan iskolatorténe-
ti, oktatastorténeti monografiait. Felhasz-
naljuk a szemléltetdeszkozok fejlodését
bemutaté multimédia CD-ROM-ot.
Rendszeresen jelennek meg tanulma-
nyok a magyar matematikatdrténet koré-
bdl. Széndssi Barna monografidja angolul
is megjelent, Sain Mdrton ismeretterjesztd
milvét az egyetemes matematikatdrténet-
ré6l CD-valtozatban is megvasarolhatjuk.
A Bolyai-bicentenarium évében kiilondsen
aktudlisak Kiss Elemér Bolyai-kutatasai.
A Kkutatas hatterének felvazolasaban el-
érkeztiink a kdzvetlen eldzmények bemu-
tatdsdhoz. A matematikatorténet iskolai al-
kalmazasaval Magyarorszagon eddig f6-
képpen Debrecenben és Nyiregyhazan
foglalkoztak. Kdntor Tiinde €s Filep Lasz-
[0 kutato-, illetve oktatdomunkat egyarant
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végeznek. A problématorténeti attekintés
killonosen szép példjat ismerhettitk meg
Lovdsz Ldszl6é videodfelvételen elérhetd
eldadasabol a bizonyitisfogalom fejlodé-
sének 2000 éves torténetébs.

Az iskolai tankonyvek kozil elészor
Hajnal Imre konyveiben jelentek meg a
torténeti Osszefoglalasok, ma mar egyre
t6bb tank&nyvben kapnak nagy szerepet a
torteneti utaldsok, sét akar egész fejezetek
is taldlhatok benniik valamilyen matemati-
katorténeti témérél. A matematikatorténet
oktatasaban segitségiinkre lehet egy Uj
eszkdz, a multimédia is, CD-ROM-ok és
weblapok formajaban egyarant.

sz sz

Matematikatérténet a tanitasi 6rikon

Most mar foltehetjiik a kérdést: mi a
helyzet az iskoldkban, a tanitasi 6rakon?

Megfigyeléseink és kérdbives vizsgila-
taink alapjan megallapithatjuk, hogy a ma-
tematikatdrténet szerepet kap a tanitasban,
de eléforduldsa alkalomszeri, a matemati-
katrténeti ismeretek tanitasaban rejld le-
hetéségek jorészt kihasznalatlanok. A las-
sl valtozasoknak mar vannak biztat6 jelei.
A Természet Vilaga palyazati felhivéasara
¢évrol-évre érkeznek torténeti targyn dol-
gozatok. Eléfordul, hogy egy iskola hirdet
meg palyazatot, 4ltalaban egy jeles mate-
matikushoz kot6d6 évfordulé kapesan. A
tanartovabbképzéseken a hallgatok 6rom-
mel latjdk az e témaban tartott eldadaso-
kat, kiiléndsen pedig az aktiv kozremiiko-
dést is igénylé kilonféle foglalkozasokat.

A matematika-tanitas soran fellép6 sok-
féle probléma esetében fordulhatunk segit-
ségért a matematikatorténethez. A gyerekek
nem szeretnek szamolni, és a kozvélemény
sem varja el a biztos szamolni tudést a gye-
rekektSl. Nehéz meggyozni a sziilsket is, a
gyerekeket is arrol, hogy bar a zsebszamolo-
gepek valéban képesek elvégezni helyet-
tink az alapmiiveleteket, a matematika bo-
nyolultabb algoritmusait kozépiskolas fo-
kon sem lesz képes elsajatitani az, aki nem
képes megbirkdézni az irasbeli szorzéssal,
osztassal. A jatékok és a mienktél tobbé-ke-
vésbé eltérd régi kiszamolasi algoritmusok
segithetnek fenntartani az érdeklédést.

A bizonyitasokat sokan ma is Gri hun-
cutsignak, az elvont matematika maga-
sabb régidiba tartoz6 fennkolt tevékeny-
ségnek tartjak, holott atszovi mindennapi
életiinket. Allandéan hipotéziseket 4lli-
tunk f6l, igyeksziink minél megbizhatéb-
ban megéllapitani azok igazsagértékét, &s
a matematika legiizletképesebb része ma a
killonféle titkositasi és bizonyitasi felada-
tok megoldasa. A gyerekeknek meg kell
tanulniuk, hogy az llitasokat és érvényes-
ségi koriiket ellenérizni kell, és tudniuk
kell érvelni is. Mindebben sokat segit, ha
problématorténeti megkozelitéseket is al-
kalmazunk.

Ma a felsdoktatasnak szinte minden
agaban sziikség van matematikai ismere-
tekre. Matematikét kell tanulniuk példaul
a nyelvészeknek, az orvosoknak, a vam-
tisztviseloknek. Az e palyakra késziilé ko-
zépiskolédsok ritkan kiemelked$ matemati-
kusok, igen nagy nehézséget jelent sza-
mukra, ha a fels6bb matematika alapfogal-
maival 4gy kell egy vagy két félév alatt
megismerkedniiik, hogy azokkal akkor ta-
lalkoznak eldszor. A komplex szdm, a vég-
telen nagy és a végtelen kicsi, a hatérértek,
a matrix fogalmanak tanitdsa nem illeszt-
heté be a hagyoményos kézépiskolai alap-
tantervi anyagba, de a matematikatorténet
modot ad ra, hogy beszélgessiink azokrél a
problémékrol, amelyek szitkségessé tették
e fogalmak megsziiletését. Célszerii a tor-
téneti fejlodés kacskaring6it elkerilni, ér-
demes a fogalmak fejlodésébol azokat az
elemeket kiemelni, amelyek segitik a fo-
galom modern tartalmanak szemléletre
€piilé megértését.

Az elmondottakat néhany, a nem-eukli-
deszi geometridra vonatkozé gondolattal
illusztralom.

A nem-euklideszi geometria — ahogy
mondani szoktdk — benne van a levegében.
Most innepeljitk Bolyai Janos sziiletésé-
nek 200. évforduldjat, igy egymast kovetik
a kiilonbozé ismeretterjeszté és szakmai
rendezvények. De az iinnepi alkalomtél
fggetleniil is az elmult években megnott
az érdekl8dés a nem-euklideszi geometrigk
irant. A 20. szézad harmincas éveire a ma-
tematikan beliil megoldédott az a konflik-




dzemlie

tus, amit a parhuzamossagi axiéma oko-
zott. A matematika a bizonyitasokat illeto-
en visszatért az okori gérog gondolathoz:
A matematikai tételek nem abszolit igaz-
sagokat fejeznek ki, hanem azt allitjak,
hogy ha elfogadunk bizonyos kijelentése-
ket igaznak, akkor azokbél tovabbi allita-
sok, vagyis tételek kovetkeznek. Termeé-
szetesen, ha kiindulé axiémainkat megval-
toztatjuk, akkor a tételek is megvéltoznak.

Ma inkabb a bolcsészeket foglalkoztat-
jak ezek a gondolatok: nagyon leegyszeri-
sitve az a kérdés, milyen kovetkezmé-
nyekkel jar, ha mar a matematikaban sem
bizhatunk. A kozvéleményt is érdekli a
probléma, Sokal konyvét a matematikai és
altalaban a természettudomanyos médsze-
rek alkalmazasainak hibairél nemcsak a
matematikusok olvassak. Milyen hatéssal
van mindez a matematika-tanitasra?

Ugy gondolom, nem helyes, ha az ér-
dekl16d6 didkok nem kaphatnak vélaszt ar-
ra a kérdésre, hogy akkor most metszik,
vagy nem metszik egymadst a parhuzamo-
sok. Sét, mi ugy gondoljuk, az a jo, ha elé-
segitjilk az ilyen és az ehhez hasonl6 kér-
dések megsziiletését. A gémbi geometria,
a Foldgdomb geometridjanak tanulmanyo-
z4sa segit abban, hogy tanitvanyaink meg-
értsék az axiomatizalds lényegét. A gyere-
kek kisérletei, nem-euklideszi kalandoza-
sai, ahogyan azt példaul Léndrt Istvdn
megtervezte, j61 osszekapcsolhatéak mate-
matikatorténeti érdekességekkel. A vilo-
gatds szempontja az volt, hogy a bemuta-
tando torténeti tények matematikai eld-
képzettség nélkiil is érthetdek legyenek, de
az életrajzi adatokon, kiilonféle furcsasa-
gok megismerésén tilmenden a matemati-
kahoz kozelitse a tanul6kat. Bemutatok
néhany példat.

A geometriak sokfélesége

Mindenkinek nagy élmény kézbe venni
az ,Elemek’-et. Eddigi tanitvanyaim nagy
érdeklodéssel hallgattak az okori gorog
konyvkiadas modjat, a matematikus koz-
¢let fennmaradt emlékeit.

Kozépiskolasokkal bele is olvashatunk
az ,Elemek’-be (magyarul Mayer Gyula

forditasaban olvashatjuk). Elsé ismerke-
dés céljabo! kiilonosen alkalmas a paros és
paratlan tana.

A tovabbiakban e kotetet fogom idézni,
az oldalszamok is erre vonatkoznak.

A pdros és pdratlan tana

Elészor meglepddiink, mirél is van itt
sz6. A IX. konyv 21. tételével kezdodik a
tan. (271. old.)

,.Barhany paros szamot adunk 6ssze, az
Osszeg paros.”

Hogyan definidlja Euklidesz a péros
szamot? Miért igy?

A definiciok a VIL konyv elején talal-
hatok (206. old. ).

0. Paros a ketté bonthaté szam.”

Vagyis paros szam az, amelyiknek a fe-
le is szam, vagy az egység, mivel az dkoti
gorogok szamnak az egység tobbszordsét
tekintették.

,,7. Paratlan pedig a ketté nem bonthat6,
vagy masképp, amelyik egységben kiilon-
bozik egy paros szamtol.”

A tételek utan kovetkeznek a bizonyita-
sok.

Ezutan viszont nem érthetd, miért van
erre sziikség. Hiszen olyan trivialis allita-
sokrol van szo. Két paros szam Osszege
paros, stb.

A csattan6 igazan nagyot sz6l: a paros
és paratlan tanabo! kovetkezik a gyok 2 ir-
racionalitasa.

Igaz, ezt a tételt kicsit nehéz megtalalni,
a X. konyv 27. fuggelékeként szerepel a
401. oldalon, és megfogalmazasa is eltér a
varttol.

.Mutassuk meg, hogy a négyzetekben az
4tl6 linearisan dsszemérhetetlen az oldallal!”

A bizonyitas az altalunk Pitagorasz téte-
leként ismert Osszefiiggésen kiviil a paros
és pératlan tananak tételeit hasznalja fol.

Ez az elmélet, a paros és paratlan tana, a
matematikdnak csak igen kicsi részét je-
lenti, de felépitése kicsiben olyan, mint a
teljes ,Elemek’-é. Definialja az alapfogal-
makat, ezekre és a korabban kimondott
axiomakra épitve kovetkeznek az egyre ér-
dekesebb allitasok.

Ez a rvid példa az axiomarendszer szii-
letését is mutatja nekiink. Szovegkritikai
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vizsgalatok és egyéb forrasok alapjan a
torténészek szerint Euklidesz a péros és
paratlan tanat egy régebbi miibol véltozat-
lanul vette at. A parhuzamossagi axiéma
tanulméanyozisa tobb figyelmet igényel.

Az Otodik posztulétum

Ez az axioma mondja ki, hogy egy
egyenessel egy rajta kiviil 1év6 ponton ke-
resztill a sikban csak egy parhuzamos huz-
haté. Az axiéma masképpen szerepel Euk-
lidesznél, de a két allitas egyenértékii. Ez
nem trividlis tétel, de nem til bonyolult a
bizonyitasa. Matematikailag nyilvanvalg,
hogy a parhuzamossagi axioma nélkiil
nem épithetd fol az euklideszi geometria.
De mi lehetett kimondésanak Iélektani hat-
tere? Gondolhatjuk azt, hogy mint nyil-
vanvalo igazsagot fogalmaztdk meg.

De gondolkozha-

gészeti és a néprajzi emlékek az életfa-mo-
tivumokban Orzik a régi magyarok hitét,
akik ugy tudték, hogy a Fold lapos. A ko-
lostorokban viszont ott voltak a latin kény-
vek, benniik az dkori csillagdszati ismere-
tek is. Tudjuk, hogy Mdtyds — joval
Kolombusz tja elott — foldgémbaot kapott
ajandékba Regiomontanustol, és konyvta-
rdban megvolt Prolemaios fokhalézattal
ellatott vilagtérképe is. A Fold geometria-
ja a 100 évvel ezelétti didkok érettségi
anyaganak része volt.

Tanarképzésben a haligatoknak mate-
matikatorténeti ismereteket kell szerezni-
tik, és azt is meg kell tanulniuk, 6k hogyan
tanitsak ezeket didkjaiknak. Megemlitem,
hogy a matematika szakos tanarképzésben
a matematikatorténetnek sajatos funkcidja
is van. Hallgatéink nem irnak és — tan-
koényveiken kiviil —

tunk masképpen is,

nem olvasnak. A

errdl ir van der
Waerden. Elképzel-
hetd, hogy volt el-
lentétes nézet is, és
az axiéma kimonda-
sa a rivalis gondola-
tok kozotti valasztist
jelenti.

Az erre vonatke :0
okori irodalmi emlé-

A komplex szdm, a végtelen
nagy és a végtelen kicsi, a hatdr-
érték, a matrix fogalmdnak tani-
ldsa nem illeszthets be a hagyo-
mdnyos kozépiskolai alaptanter-
vi anyagba, de a matematikator-

ténet modot ad rd, hogy beszél-

gessuink azokrdl a problémdkrol,

amelyek sziikségessé tettck e fo-
galmak megsziiletéset,

matematikatdrténeti
orak az egyik utolsd
lehetéséget nyujtjak
arra, hogy konyvtar-
ba kiildjiik 6ket, gya-
koroltassuk veliik az
esszé jellegli dolgo-
zatok irasat.

Kutatasi

keket Téth Imre

vizsgalta, és tobb adattal bizonyitja, hogy
valéban tobb nézet €It egymas mellett.

Melyik az igazi geometria?

Az euklideszi geometria megfelel szem-
léletiinknek, ha iréasztalunknal dolgo-
zunk, vagy az Alfoldon kirandulunk. Ten-
gerparton €]6 népeknek, amelyek a tengert
is, a csillagokat alaposan megfigyelték,
masok voltak a tapasztalataik. Az dékori
gOrogok igen koran feltételezték a Fold
gémb alakjat. Erafoszthenesz meghataroz-
ta a Fold sugarét, tulajdonképpen azt alli-
totta, nem tudom, hogy a Fsld gomb ala-
kii-e, de ha az, akkor a sugara csakis a ki-
szamolt €rték lehet.

Magyar emlékek tanulmanyozasaval is
vizsgalhatjuk a Fo6ld alakjara vonatkoz6
nézetek alakuldsat. A honfoglalas kori ré-

tapasztalatok

Néhény matematikatorténeti téma kiilo-
nosen érdekes a tanuloknak és a hallgatok-
nak is, példaul szamirasok, régi kiszdmo-
lasi algoritmusok, matematikai elnevezé-
sek eredete. A témak érdekessége és hasz-
nossaga abbol a sajatossagbol ered, hogy a
torténeti tények a maguk logikajaval és
esetlegességével sok esetben segitik az is-
meretek mogotti matematikai tartalom fel-
fedezését.

A torténetiség nem lehet rendezd elv, Né-
meth Ldszlo meggy&z6 érvei ellenére sem,
viszont Uj elemzési szempontokat kinal:

— A matematika nem az abszolit igaz-
sag megtestesitdje.

— A matematika 6rakon egyarant sziik-
s€g van a sakkozashoz hasonld elmélyiilt
koncentralasra és a széleskorli tajékozo-
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disra, a viéltozatos, a matematikatanulas-
ban #j munkaformékra, olyanokra, ame-
lyek a torténelem és mas humén targyak
tanuldsaban megszokottak. Kell, hogy ol-
vassanak ismeretterjeszt6 irodalmat mate-
matikabdl, kell, hogy a tanulék tudjanak
matematikai problémakrél érdekesen imni,
beszélni, sziikkség van a csoportmunkaban
szerezheté tapasztalatokra.

A kutatas jelenlegi szakaszaban a feltart
tapasztalatok birtokdban iskolai kisérlete-
ket szerveziink, varjuk érdekl6dé matema-
tikatanarok bekapcsolodasat.
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