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LES ANNEAUX NE CONTENANT QUE DES SOUS-ANNEAUX
PROPRES CYCLIQUES

K. SZASZ, Dobrecen (Hongrie).
(Regu le 10 févrior 1956.)

L'auteur détermine tous les anneaux ayant la propriété suivante:
Tous les sous-anneanx propres d'un tel anneau sont des anneaux
eyeliques. (Voir le théoréme), Ici anneay cyclique signifie un annesy
dent le geoupe additif est eyeligie.

L'auteur obtient comme corollaive de son théoréme le résultat
suivant: Un groupe abélien qui ne contient que des souUsgroupes
propres cyeliques est ou cyelique lui-méme, ou posséde Pordre P ou
ost du type p™.

Nous avons déterminé dans un travail antérieur [4] (voir la bibliographie
a la fin de cet article) tous les anneaux R qui ne possédent pas d’autres sous-
anneaux que les anneaux nR, nR étant Iensemble des éléments nr, re I, n un
hompre entier. Cette classe des anneaux est formée par Pensemble des anneaux
eveliques. Nous appelons anneaw. cyclique chaque anneau associatif R, dont le
groupe additif R+ est oyclique. Nous avons traité deux autres problémes du
méme genre dans les travaux [5] et [6]. Le présent travail est consacrd a un
froisiéme probléme.

Un anneau R est appelé Uanneaw cyant la propriété A, si tous ses sous-
#iieaux propres S sont cycliques. Par exemple Panneau des nombres entiers
ratiounels a la propriété A,

Nous allons démontrer le théoréme suivant:

Théordme. Les annecuz cycliques, U'anneaw 2éro construit au-dessus du groupe
additif quasi-cyclique du type p. les corps finis de Uordre p et pt ot los anneaux
de Pordre p* constituent Uensemble de tous les anneaux ayant la propriété A,
tlei p, ¢ sont deuz nombres premiers,)

Reimarque. Avant la démonsteation démentaire de ce théoréme nous
démontrerons d'abord quelgue lemmes, (Quant aux notions les plus importantes
de Talgébre moderne je renvoie le lecteur par exemple aux livres [1]. [2] et

14].)




La conséquence immédiate du théoréme est le corollaire suivant:

Un groupe abélien qui ne contient que des sousgroupes propres cycliques esi
ou cyclique lui-méme, ou posséde Uordre p* ow est du type p™.

Lemime 1. Un anncau R doni le groupe additif R est mixte ne possede pas lu
propriéié A,

Démonstration. 8i B était mixte. le sous-anmean 7' des éléments d ordre
fini serait un sous-anncan eyvelique, engendré par un élément £ € 7', et il exis-
terait un plus petit nombre naturel n pour lequel 27" - {0}. Par conséquent
nR, étant un sous-anneau propre dans R, est cyclique et engendré par un
¢lément nr, n ¢ J, r € R d’ordre infini. Les équations # = mt, tr = kt et (nr)? =
== l(nr) sont évidemment vraies pour des nombres convenables, m, k, le.J.
Le sous-anneau {¢, s} engendré par un élément ¢ d’ordre fini et par un élément
s d’ordre infini, ne peut pas étre cyclique. 11 en suit {f, nr} = {t, 2w} = R. On
obtient de ces faits que nr = at + b(2nr), a, b e J, c’est-a-dire at = (1 — 2b) nr
ce qui est en vertu de O(f) = n, £(r) = w0 n + 0, b € J impossible.

Lemme 2. Un anneaw R sans divisewrs de zéro, ayant propriété A, est un corps
premier I, ou un anneaw cyclique ou bien un corps d’ordre p%, p et q étant des
nombres premiers.

Démonstration. 8'il existe un élément 0 + a e R tel que a.R + R, le
sous-anneau aR doit étre cyclique. En ce cas la correspondence r — ar, (r ¢ R)
est un isomorphisme du groupe additif R* sur son sousgroupe (aR)*, c¢’est-a-
dire R lui-méme est cyclique.

Si I'on a aR = R pour chaque élément @ + 0, ¢ ¢ R, anneau R est un
corps, comme il est bien connu. Parce que le groupe additif des nombres
rationnels n’est pas cyclique, R doit avoir la caractéristique p. Mais parmi les
corps de caractéristique p seulement le corps premier K, est un anneau cyecli-
que. R ne doit avoir alors d’autres sous-corps propres que le corps premier K.
Il en suit d’abord que R ne peut contenir d’éléments transcendants par rap-
port a K, et on en déduit ensuite aisément que R est soit le corps premier
K, Iui-méme, soit un surcorps fini commutatif d’ordre p?, o1 p et ¢ sont des
nombres premiers,

Lemme 3. Un anneau R de caractéristique 0, dont le groupe additif est algé-
briquement fermé,) ne peut pas avoir la propriété A.

Démonstration. De la théorie des groupes abéliens algébriquement fer-
més on déduit que un tel groupe n’est pas cyclique. D’aprés le lemme 2 on
peut trouver dans R des éléments a % 0, b + 0 tels que ab = 0. On ne peut
pas avoir simultanément aR = R, bR = R & cause de {0} — abR — aR — R.
On peut trouver alors dans R des éléments » tels que »R 4 R. Mais le groupe

1) A, G. Kuro$ appelle un tel groupe ,,groupe complet’, IRVING KAPLANSKY, a divi-
sible group*’. C’est un groupe abélien &, dans lequel chaque équation nx = a posséde des so-
lutions pour chaque a ¢ ¢ et pour chaque nombre naturel n.
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(rit)' est aussi algébriquement fermé: n(rR) = r(nk) = rR. Par conséquent
Jdans le cas rR =+ {0}, 7R n’est pas cyclique. 1l en suit 7R = {0}. L’ensemble
7 de tous les éléments 1’ € R, ayant la propriété #'R = {0}, n’est pas vide. On
démontre assez facilement que 7 est un sous-anneau zéro de R et que Z" esb
aussi algébriquement fermé. Par conséquent il faut que R — Z et R soit un
anneau zéro. Mais dans un anneau zéro R chaque sousgroupe de son
groupe additif B engendre un sous-anneat. Par conséquent R qui est algé-
briquement fermé, o'est-a-dire une somme directe des groupes additifs des
nombres rationnels, n’a pas la propriété A.

Démonstration du théoréme. A cause du lemme 1 le groupe additif £*
de Rn’est pas mixte. 8i Rt contient un élément @ £ 0 Q’ordre infini, on tire du
lemme 1 et du lemme 3 l'existence d’un nombre naturel z tel que nR + R. En
ce cas nR doit étre cyclique. Parce que R* est un groupe sans gléments d’ordre
fini, 1a correspondence r — 7 est un isomorphisme entre B et son sousgroupe
eyclique (nR)*. Or le groupe B* doit &tre cyclique, lui-méme.

Soit maintenant B un anneau ayant la propriété A qui ne contient que des
¢léments d’ordre fini.

R est done, en raison de la théorie des anneaux, la somme directe de ses
p-composants et le nombre de ces p-composants différents de zéro est a cause
de la propriété A, nécessairement fini. Si la somme directe contient plusieurs
p-composants différents, R est un anneau cyclique. Dans le cas contraire il
est un p-anneau R = R,

Dans Panneau R tous les éléments d’ordre p constituent un gous-anneau R*;
Maintenant il faut distinguer deux cas.

Dans le premier cas, olt B* =+ R, (B*)* est un groupe cyclique d’ordre p et
I'équation ptx = 7, r e B*, 1 = 0, est ou n’est pas résoluble dans R simulta-
nément pour tous les éléments r e R*, r % 0. Supposons d’abord que cette
équation est résoluble pour tous les numbres naturels k = 1, 2.3,... On tire
de la théorie des groupes abéliens primaires que R* =~ C(p®). Donc R* est
algébriquement fermé et si on a aR <+ {0}, le sous-anneau aR doit tre aussi
algébriquement fermé. Par conséquent on a all = R ou aR = {0} pour chaque
@ € R. Mais le premier cas est impossible, parce que (aR)* ne contient que des
¢léments d’ordre p" au plus, p* étant Pordre de I’élément a. On a alors aR =
— {0} pour tous les a ¢ R, d’ou R? = {0}. R est donc lanneau zéro con-
struit sur le groupe quasi-cyclique C(p®) comme son groupe additif.

Supposons ensuite que I'équation pfx =1, re R*, r 4 0 soit résoluble
dans R, mais ’équation p**'y = rne le soit pas. Choisissons Pélément ¢ dans
R de la maniére qu’on ait pfe = r. Done, il n’existe pas dans R un élément
rtel que pr=c, ¢’est-a-dire ¢ none pR. Nous allons démontrer que le groupe eycli-
que (" engendré par ¢ coineide avee 7. Supposonis (" F K. Dans ce cas il
existe un ¢lément s € B. snone (" tel que psmce (' avee un m e convenable.
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Si Pon avait (m, p) = 1. la congruence ma - = 1 (mod p*+1) aurait une solution
x dans o/ et on en tiverait ¢ = aps ce qui n’est pas compatible avee ¢ non e pR. Par
conséquent. on a m = pm, et on peut éerive ps = pme, p(s — mye) = 0,
Iiéléments, s e non el elest-a-dire s, + 0. 5, est.done d’ordre p, s, € R*.
Nous pouvons alors poser &, == Ir avee un [ e./, On en déduit 8 = 8§ — myc

pfe, Clest-aedive s < me - Ipbe ce qui est contraire A la supposition s non e .
Nous avons alors démontré (' = R’

Dans le second cas nous avons B* = [, R est alors un p-anneau élémentaire.
ayant ke propricté A, chaque sous-anneau propre B de R gqui n'est pas zéro
doit avoir Fordre p: Q(R)  po A cause du lemme 2 on conelut que K posséde
des diviseurs de zéro. Soit alorsa £ 0.5 # 0, ab = 0 dans R. Supposons d'abord
ful = R, {b} = R. On a donc R? = {0}. [i en suit D(R) = p. Supposons
ensuite {«} + R, {b} = R. Dans ce cas R est commutatif et {a} est un idéal
dans R & cause de {«/R = {0}. R n'ayant que sous-anneaux propres d’ordre
p. on a Cfaj = p et Panneau facteur R/{a} ne posséde pas d’ideaux propres
et de sous-anneaux propres, sauf le sous-anneau et idéal zéro. Si l'on
désigne par B la classe de R/{a} qui contient I'élément b, R/{a} est engendré
par 3. Si Ef{a} n’a pas de diviseurs de zéro, R/{a} doit &tre le corps premier de
caractéristique p. Daus le cas contraire il faut que B = 0 et R/{a} est un
anneau zéro. Par conséquent on a dans tous les deux cas O(R/{a}) — p et

L(R) = =

Supposons enfin que pour tous les diviseurs de zéro @ + 0,5 + 0, ah = 0 on
ait {ay 4 K, {0} 4 1. Tei il faut examiner de nouvean deux cas. 8i Uon a pour
tous les diviseurs de zéro a + 0, b % 0, ab = 0, {a} n {b} + {0}, il faut que
{a} = {b}, parce que D({a}) = O({b}) = p. On en tire a* = 0. Dans ce cas
Ra = R est impossible, parce que, autrement R = (Ra) a = {0}. Ra == {0} signi-
lic que R est un anneau zéro d’ordre p. 11 nous veste le cas 0 = Ra + . Raest
alors eyelique et on voit aisément qu'on peut éerive Ra - fra} avee un re B con-
venable. Mais ra et a étant deux diviseurs de zéro raa = 0, on a Ra = {u}.
On peut répéter les méme considérations pour aR et on voit que {a} est un
idéal bilatéral dans R. Nous en concluons comme tout-a-I'heure que R/{a}
possede ovdre p et que R lui-méme est d’ordre p2.

Dang le second cas deux diviseurs de zéro « + 0, b + 0 existent dans 2
tels, que ab = 0, {a} n {b} = {0}. {a}, {b} ayant Pordre p, on a a® = ma,
l* = nb avec m. ne.J convenables et on peut écrive R = {a} + {b} -+ {ba}
avec (ba)* = 0. La somme n’est pas nécessairement directe. I’anneau R, —
== {a, ba} a I'ordre p ou R, = R. 8i D(R,) = p, on a R, = {a}, ba € {a}, c’est-
a-dire B = {a} -+ {0} et O(R) = p*. Si R, == R, on peut écrire b = n,a - n.ha
avec ny, nye.J convenables. De {a} n {b} = {0} il suit (p, ny) = 1. La con-
gruence n,x = 1 mod p étant résoluble, on a ba € {a} + {b}, done R = {a} -+

+ {0} et D(R) = p°.
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~Pour résummer: Un anneau arbitraire, ayant le propriété A, appartient
aux catégories des anneaux énumérées dans le théoréme. Inversement il est
clair que chacun de ceux anneaux posséde la propriété A.
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Peswowme

O ROJILLIAX, COAEPHRAIUX TOJBKO IUKJINYECKUE
COBCTBEHBLIE MOAKOJIBLIIA

D. CAC (F. Szisz), dedpenen, Beurpurs,
([Mocrynuao B pegasmmo 10/11 1956 r.)

3 nacrosmei samerie goxazana eaeAYIonasn

Teopema. Ipoussoasnoe koavyo R obaadaem cooiicmeon A (m. e. aoGoe cobfi-
cmeertitoe nodkoavo S woavya R quranuno), moeda u moaveo ‘oeda, ecau
R quraunno, wvaw R seanemen HYAL-KOAbYOM, NOCIMPOCHHBIM HA AJOUIMUCHOT
cpynne C(p™), wan koavyom nopadra p°, uau KonewHwM noaem nopadra pt
(0w q npocmue wucaa).

Rak crenersue aroii TCOPCMBE ABTOD TOJYHACT CIC/YIONIMH PCBYALTAT

Nbeaesa epynna, codepacaryas moavko nurauveckue cobemeenoe nodepynns

ACLACRICA WAl CaMA MURAUHCCRON SpyRAOLE Ul CPYNROML ROpAJRA P* waw epynnoi
mna p™,




