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Wir werden in der vorliegenden Note einige spezielle ringtheoretische
Fragen und ihre Losungen ohne Beweis erortern.

I. Herr L. Fuchs hat alle Gruppen bestimmt [2], deren simt-
liche Klassen von untereinander isomorphen Untergruppen endlich sind.
Daher kann man auch eine dhnliche Frage fiir Ringe stellen, die aber
noch einer Losung harrt. Wir nennen einen Ring R mit der KEigen-
schaft #,, wenn simtliche endlich erzeugbare, von 0 und von R verschie-
dene Unterringe vor /2 untereinander isomorph sind. (Wiir einen speziel-
iem Tall vgl. [8]).

Wir haben nun den nachstelienden Satz beweist:

SATZ 1. Alle Ringe mit Figenschaft E, sind:

1) die Zerovinge mit torsionsfreicr additiven Gruppe und mit dem
Rang 1;

2) endliche Kéorper von der Ordnung p*, wobei p und g Primzahlen sind;

3) direkte Summen R = I, |- I,, wobei der endlicke Primkorper K,
ein Ideal in I ist;

4) Ringe mit zyklischer additiver Gruppe und mit der Ordnung p
oder p*

i

D) Zeroringe mit der Ordnung p oder p* (wobei p eine Primzahl ist);
6) Ringe {x} mit dem FErzeugende » und mit den Relationen pm =

= = 0,

Bemerkung. Der in meiner Arbeit [8] gemeinte Ring {a} (wobei
proow(tw) | (a® ) 2 0) dst kein Ring mit Bigensehaft  F,, da
fiir y-- 20 a2 zo-u-ba? notwendig py oy y=0 und p%- %220
gelten,
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L. Herr L. Rédei hat alle Ringe R mit einzigen Irzeugenden
pestimmt [5], deren simtliche Unterringe zweiseitige I[deale in R sind.
Die Trage der Bestimmung aller Ringe R, derer simtliche von R ver-
sehiedene Unterringe die Gestalt R-r(reR) haben, wurde in unserer
Note [7] im Frithling 1956 aufgeworfen und im Sommer 1958 gelost.
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Solehe Ringe nennen wir kurz Ringe mit Bigensehalt F,. Bs gilt also der

Sars 2.0 Alle Ringe mil 'Iu':’g,u'um'}mjr I, sind:

1) Resthlassenringe 3, (m) des Ringes d der gansen rationalen Zahlen
nach dem Ideal (m), wobei m =0, 41, +2,...

9) Restklassenringe (p)/(p**') des Ringes (p), welcher aus durch eine
Primzahl p teilbaren ganzen rationalen Zahlen besteht, nach einem Ideal
(p¥+1), wobei k=1,2, .. 185

3) Ringe {x}, mit den Relationen pv = a’ = 0;

4) Ringe {x,y}, mit den Relationen:

P === Py = a = pY =Y ~Y = Yr—L = 0.

Bemerkungen. Der in der Arbeit [7] gemeinte Ring R, als cine
direkte Summe K,+ I, der zweielementigen Primkorper I, welche
in R zweiseitige Ideale sind, besitzt die erwihnte Bigenschaft nicht, da
aus R = {a} +{b};a+a="> th=a*+a=0+b=ab=ba=0 folgt, dass
{a+b} kein Linksideal in R ist.

Man kann auch zeigen, dass der Hauptsatz von [7] auch aus dem
Satze 2. abgeleitet sein kann.

III. Etwas mehr kompliziert ist die explizite Losung der folgenden
Frage: es sind alle Ringe R zu bestimmen, welche eine solche Rigenschaft E,
besitzen, dass simtliche von R verschiedene Unterringe linksseitige
Hauptideale R»+J7(r € R) von R sind.

Satz 3. Alle Ringe mit Bigenschaft Ey sind:

A. unter den Ringen mit torsionsfreier additiver Gruppe — nur die
Ringe mit zyklischer Gruppe;
B. unter den Ringen mit gemischier additiver Gruppe — nur die

Ringe {w} mit den Relationen n(v®—nlr) = (@ —1) (x> —nlz) = 0, wobei
1eJ, neJy 1eI und n>1 eine quadratfreie Zahl ist;

O. unter den Ringen wmit unendlicher periodischer Gruppe nr die
Zeroringe des Typus p*;

D. unter den (endlichen und unendlichen) Ringen mit Abel'scher ele-
mentarer p-Gruppe *) sind nur:

*) Tiine Abel'sche p-Gruppe 3 wird eine clementare p-Gruppe genannt, wenn die
Ordnung jedes von Null verschiedenen Tlementes von (¢ cine fixierte Primzahl p ist.
Eine solche Gruppe G ist also die direkte Summe von zvklisehen Gruppen der Ord-
nung p.
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1) samtliche Unterringe *) der Ringe R = {x} mit py=r—a*=0,
9) die Ringe R = {x; y}, mit pr=py==0Y= yr=yx =0,

3) die Ringe I = {x, y}, mit pr = pY = =y =yi—y = ys—o="0,
4) die Ringe R == {r, ¥} mit po= py= a¥=1Y°> =Y =YT= 2 —ky® =0,

p=1
wobei p 2 eine Primzahl ist, ferner k eJ und (—k)2 =—1 (modp) ist;

5) die Ringe R = {z, y}, wobei px = py = ¥ = YP= Yy = Yyp—2*=

g fyp =0, und fir p= 2 notwendig k =1 (mod p) und fiir p#£2
p—1
notwendig die Kongruenz (k2—4k) = = — 1 (modp) gilt,

B. unter den p — Ringen mit Abel’scher nicht elemeniarer p Gruppe-—nwur

1) die Ringe R = {x}, mil pre = —ple=0, n= 9 und 0 <f<n,

2) die Ringe R = {w}, wobei p"e = p(a?—plzr) = (¥ — 1) (a2 —plx) = 0,
1ed, w22, 1fsm ist,

1. wnter den endlichen Ringen mit additiver wicht p-Gruppe — nur
die Ringe R = X R,, wobei das Ideal R, aus sdmtlichen Blementen von
p-Potenzordnung von R besteht, und R, zu ecinem unier B. oder unter 1.
1) gemeinten Ringe isomorph ist.

Bemerkung. Aus dem Satze 3. ka man mehr als 16 nicht-triviale
Folgerungen ableiten. Der Beweis beniitzt den Wedderburn-Artin’schen
Struktursatz, ferner unseren fritheren Satz [6], welehe eine Verallgemeine-
rung der Arbeit [9] von T. Szele ist. In meiner Arbeif ([6], S. 331) muss
man anstatt RN == 0, R= N, R?= 0 richtig als YN = 0, R= N, F=JR= 0
lesen. Spiter folgt in [6] die weggebliebene englische Aussage: “Namely
it £ had been o skewTield with the unity ¢--J. we should have obtained
0 £ et== e Re? = Ry and 04 N= K- e8= Ke* = Je <= Ji == 0 for some
additive subgroup A of Rt which is a contradiction’.

IV. L. Fuchs und T. Szele haben beweist [3], das ein Ring R dann
and nur dann ein halbeinfacher Ring mit Minimalbedingung fiir Links-
ideale ist, wenn jedes Linksideale von I e¢in rechtsseitiges Tinzelement
enthitlt. Wir werden  diesen Satz o hier verallgemeinern, indem wir aus
der Tatsache, dass in einem Ringe 0 mit. Minimumbedingnug fiie Links-
ideale sdmtliche Linksideale in der Gestalt L== Re-- L, darstellbar sind *%*),
wobei ¢2 = e (nicht notwendig = 0) und L, ein Nillinksideal ist, die folgende
Definition evmitieln.

Definttion, B owerd con By ned Flogensclatl Ey genannt, e jedes
Linksideal von B die Gestalt L We v by hat *F) waobei Ly omit laater
wilpotenten Elementen (s, NG 12 ==

Als Resultat haben wir bekommen:

Saz L Bin Ring B hat die Pigenschaft By deonn wnd wur dann, wenn
cim zweiseiliges Nilideal N besilzd, and BN cin halbeinfacher Ring mil
Minimalbedinguny fiir Linksideale isl.

*) Piese sind aneh explizit davstellbar.

e Sunnne st diveld

S S P £




110 Al Baaug
LA . B e -
Als eine Folgerung, ergibte sich daraus der Tauptsatz von [5]0 Der
in dem Satze 4. erwihnte Ring ist ein halb-primérer Ring. Der unendliche
zyklische Zeroring hesitzt die Eigenschaft K, ohne die gemeinte Minimal-
hedingung fiir Linksideale,
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