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Verbandstheoretische Bemerkungen
zum Fuchsschen Zeroidradikal der nichtassoziativen Ringe

Von

PrreNe Szisy

1. Einleitung, In der Ringtheorie besitzt der Begriff des Radikales als eines Ideales,
das die Singularitit des Ringes in dem einen oder anderen Sinne mift, eine besondere
Wichtigkeit. Das Radikal wurde zuerst beziiglich spezieller assoziativer Ringe mit
Minimalbedingung fiir Linksideale bzw. fiir Rechtsideale definiert, Spéter wurden ver.
schiedene Definitionen fiir das Radikal eines ganz, beliebigen assoziativen Ringes dis-
kutiert, die die Begriffe der Nilpotenz, der Quasiregularitiit nnd anderer Regularitiits.
begriffe benittzten, Einige Radikale wurden auch fiir die nichtasseziativen Ringe
eingefiihrt,

Das Jacobsonsche Radikal von assoziativen Ringen, dessen eine Definition durch
die Quasiregularitit gegeben werden kann, Lit sich sehr fruchtbar anwenden. J edoch
haben interessante Ringe ohne Nullteiler, wie z. B. der Ring aller rationalen Zahlen
mit ungeraden Nennern und dje diskreten Bewertungsringe, ein iiberfliissig groBes
Jacobsonsches Radikal. Um dieses Problem der assoziativen Ringe ohne Nullteiler
zu erledigen, hat L. Fucas [6] ein Radikal Z definiert, das in Ringen ohne Nullteiler
immer (0) ist, und dessen Definition die Linksnullteiler und Rechtsnullteiler beniitzie,
Das Zeroidradikal von L. Fucans ist 2 — Zyn Z,, wobei Zy bzw. Z, der Durchschnitt
aller maximalen unter denjenigen Idealen I, bzw. I r des Ringes A4 ist, in denen jedes
Element ein Linksnullteiler bzw. Rechtsnullteiler von A ist. Auch eine schéne additiy-
idealtheoretische Eigenschaft von Z; wurde in [6] gezeigt. Da die Frage dos Zeroid-
radikales von 4/Z noch offen geblieben ist und der durch ein Element « erzeugte
endliche Ring 4 — {¢} mit den Relationen 2a=a34q92 =9 (a2 + 0, |4| = 4)
ein vom klassischen Radikal verschiedenes, groBeres Zeroidradikal hat, kann Z his
jetzt noch als kein Radikal im AMITSURSchen oder Kurosschen Sinne angesehen
werden,

In der vorliegenden Note wird »Ring* stets einen nicht notwendig assoziativen
Ring bedeuten. Nun ist unser Zweck mehrfach.

In Abschnitt 2 wird gezeigt, daBl der Begriff von Z; und die wichtigsten Higen-
schaften von Z,; wesentlich nicht ringtheoretisch, sondern — allgemeiner — verbands.
theoretisch sind. Deshalb betrachten wir, wie tiblich, einen beliebigen vollsténdigen
Verband V statt des Idealverbandes des Ringes, und dann kénnen wir einen solchen
Radikalbegriff (fiir jedes @ € V) einfithren, der als Spezialfall das Zeroidradikal ent.
hilt. Zu jeder Menge f} von sog. oberen e-Klassen von V¥ wird dag IR-Radikal eines
Elementes # €V definiert, Isi V zugleich ein — gewissen ziemlich allgemeinen Be-
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dingungen gentigendes — Gruppoid, so 1ift sich das IM-Radikal als Durchschnitt von

* Primelementen darstellen, und somit gilt eine volle Analogie mit dem Zeroidradikal
[6].
In Abschnitt 3 wird gezeigt: Jedes Ideal eines Ringes, das ein Durchschnitt von
Primidealen ist, kann ebenfalls als ein Radikal Zgn(0) angesehen werden. Demnach
sind sowohl die wichtigsten Radikale [2], [4], [6], [8], [14] der assoziativen Ringe, als
* auch das Krull-McCoysche und das van Leeuwensche Radikal eines Ideales des
¢ assoziativen Ringes stets 9M-Radikale im Idealverband des Rings. Wir betrachten
" auch weitere spezielle IM-Radikale, die durch eine Menge von interessanten Teil-

¢ mengen des Ringes, von sog. Teilmengen mit Eigenschaft (*) bzw. von Blécken,

- bestimmt sind.
" In Abschnitt 4 wird ein Satz aus Abschnitt 6 in [6] verallgemeinert, und eine andere

'. Behauptung aus Abschnitt 6 in [6] berichtigt.
Fir die gefillige Hilfe in der Abfassung dieser Note danke ich Herrn Professor

- L. Fuons.

. 2. Grundlegende Definitionen. Zwei Sitze. Ts sei V ein vollstindiger Verband mit

* dem kleinsten Element 0 und dem groBten Element ¢. Eine Teilmenge K werde eine

" obere Klasse von V genannt, wenn aus € K und @ < y stets y e K folgt. Die leere

i Menge & sei ebenfalls eino obere Klasse von V. Ersichtlich ist K — 7 genau dann,

-~ wenn 0 ¢ K gilts,

- Bine ohere Klasse A heifle cine
e-Klasse, wenn aus \/ 2, € K die Fxistenz einer endlichen Teilmenge

obere Klasse endlichen Charaliters, kurz cine obere
I von /" mil

% pel’
U zy € K folgt. Offenbar sind sowohl der mengentheoretische Durchschnitt von end-

‘ ded
- lich vielen oberen e-Klassen, als auch die mengentheoretische Vereinigung von be-

. liebig vielen oberen e-Klassen eine obere e-Klasse von V.,

. Sei ¢ K (ze V) fir eine obere e-Klasse K. Ein Element y €V werde im Falle
& ©Uy ¢ K ein (K, x)-Blement genannt. Offenbar ist z selbst oin (K, z)-Element.

¢ Ein Element 2z € V heiBe ein strenges (X, )-Iilement, wenn y U z fiir jedes (K, )-
- Element y ein (K, z)-Element von V ist. Hiernach ist jedes strenge (X, x)-Element

I- auch ein (K, x)-Element.

Satz 1. Die Vereinigung zg (x) aller strengen (K, x)-Blemenle z ist ebenfalls cin slrenges
(K, @)-Blement. Dieses stimmt mil dem Durchschnitt aller maximalen (I, x)-Blemente

. diberein.

Beweis. Sind 2z, ..., 2, strenge (K, z)-Elemente und y ein (K, x)-Element, so

L stz uz, wegen
{Zlu...Uzn)Uy=21U(z2(...U(Z”Uy)))

" cin strenges (K, x)-Element von V. Fs sei nun 2k (x) =\/z,, wobei jedes Zy ein

* yel”
g strenges (K, z)-Element ist. Aus \/z,UyUaeK folgt \/w, € K mit w, =2, U
. yel’ vel
Uy U e Nach dem endlichen Charakter von K existieren endlich viele Y1 Y2,
»¥a mit w, U...Vw, eX, woraus z, U ..U %, VyYae K und damit ein
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Widerspruch folgt. Also ist dic Vercinigung zx (x) (= 2, € V) ebenfalls ein strenges
(X, x)-Element von V.

Da wegen des endlichen Charakters von K die Vereinigung jeder aufsteigenden
Kette von (K, 2)-Elementen ebenfalls ein (K, z)-Element ist, und somit das Zornsche
Lemma angewandt werden kann, existiert zu jedem (X, z)-Element ¢ € V ein maxi-
males (K, x)-Element m eV mit m = y. Zu festgewiihltem a(EK,eV) sei dy der
Durchschnitt aller maximalen (A, w)-Elemente von V. Ist y cin beliebiges und m ein
maximales (K, @)-Blement mit ¥ o, so gilt

doUyuva=mumuur —mUx ¢ AN,

und somit auch dy Uy U ¢ K. Daher ist dy ein strenges (X, z)-Element, woraus
do = zg (%) folgt. Ist umgekehrt m ein maximales (K, )-Element, so ist 2 (x) U m
ebenfalls ein (K, z)-Element, denn 2 () ist ein strenges (K, x)-Element. Wegen der
Maximalitiit von m ergibt sich m — zg(x) U m und zx (x) = m, also auch zr(x) <
= do =/\m,. Folglich ist 2 (x) = dy, w.z.b. w.

-4

Definition. Es sei I eine Menge von oberen e-Klassen K, von V. Fiir x € V wird
der Durchschnitt aller 2, (), fir die x ¢ K, und K, e M gelten, mit zm (x) bezeichnet
und das M- Radikal von x genannt. Im Falle xe K (K €M) sei zg(x) =1.

s sei nun V cin vollstindiges V erbandsgruppoid, d. h. V sei sowohl ein vollstiin-
diger Verband als auch ein multiplikatives Gruppoid, in dem gilt:

ab=Zanb;
2) (aUb)-c=acUbe;
3)a-(bue) =abuac.

Eine Teilmenge K des Verbandsgruppoides V heiBe ein oberes e-Klassengruppoid
von V, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1) K ist eine obere e-Klasse des Verbandes ¥
2') K ist ein Teilgruppoid des Gruppoides V.

Die leere Menge o sei auch als ein oberes e-Klassen gruppoid von V angesehen,

Man sieht, daf K wegen ky - ko€ K, kiks < Iy N ks und wegen der Definition
der oberen Klasse ein duales Ideal (Filter) des Verbandes V ist. Sowohl die mengen-
theoretische Vereinigung jeder aufsteigenden Kette von oberen e-Klassengruppoiden
als auch der mengentheoretische Durchschnitt von endlich vielen oberen e-Klagsen-
gruppoiden ist ebenfalls ein oberes e-Klassengruppoid von V.

Es sei nun N eine beliebige Menge von oberen e-Klassengruppoiden des Verbands-
gruppoides V. Dann kann das %-Radikal zy () fiir jedes € ¥V durch die obige ,,De-
finition* erklért werden, und es gilb ¢ = 2q(2) < i. Fiir 2 € K sei wiederum zr(x) =
= 1 gesetzt,

Ein Primelement p von V ist ein Element, fiir das aus ab < p (¢, be V) stets
@ = p oder b < p folgt. Hiernach ist i ein Primelement von V.

Satz 2. Es sei V ¢in vollstindiges Verbandsgruppoid mit den Axiomen 1), 2) und 3)
K ein oberes e-Klassengruppoid in V und weV, x¢ K. Dann ist jedes maximale
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4 (K, )-Blement m in V prim. Das N-Radikal zg(x) = /\ 2x () ist der Durchschnitt
Ken

L von Primelementen fiir jede aus lauter oberen e-Klassengruppoiden von V bestehende
v Menge N.

Beweis. Die zweite Behauptung folgt nach dem Vorigen aus der ersten. Nun sei m
ein maximales (K, x)-Element. Im Falle ¢; = m, c2 £ m (¢; €V) gelten ¢; U m > m
. und ¢z U m > m. Wegen der Maximalitit von m ergibt sich ¢; Um U 2z e K und
. 2UmUaeK. Da K nach 2') ein Teilgruppoid von ¥ ist, folgt

mo= (e UmuUx) (caumUz)ek.

_' ~ Nach 2) und 3) gilt mg = ¢1 - ¢c2 U m U z und nach der Definition der oberen Klasse
" erhilt man ¢jc3 U m U z € K. Demnach ist ¢ico U m kein (K, z)-Element. Daher
L c1caUm = m und ¢jcp &£ m. Also ist m ein Primelement von V.

; 3. Anwendungen auf universale Algebren, inshesondere auf Ringe. I) Es seien 4 eine
. universale Algebra im Sinne von BirkHoF¥F (3], V ein vollstindiger Teilverband des
- vollstindigen Verbandes aller Teilalgebren von 4. Dann a8t sich ein Radikal Zgy (X)

b fiir jedes X € ¥ und jede aus oberen e-Klassen bestehende Menge I nach dem Satz 1

. definieren. Insbesondere gelten die Sitze 1 und 2 auch fiir die Verbandshalbgruppen
. selbst.
" II) Es seien A ein beliebiger Ring und V der Verband aller Ideale. Beziiglich der
'-. Multiplikation der Ideale von A4 gelten 1), 2) und 3), wobei B - C fiir die Ideale B
- und C von A der Durchschnitt aller 1deale I, mit I, D {bc/be B, ce C} und Bu(C

. dic Menge aller Elemente b - ¢ mit b e B, ¢ e C sind; somit ist V tatsichlich ein

. vollstiindiges Verbandsgruppoid im Sinne von Abschnitt 2. Bs sei nun K cin oberes
. ¢-Klassengruppoid von V und [ cin Ideal von 4. Ist /¢ K, so sei Zg(l)=A. Im
" - Falle I ¢ K kann dem Ideal I ein Radikal Zg (/) mit den Eigenschaften Zrg(l)eV,
- L Zg(I) nach den Sitzen 1 und 2 zugeordnet werden. Dann ist Zg(I) nach dem
_' Satz 2 ein Durchschnitt von Primidealen von A. Ist nun N eine Menge von oberen
. ¢e-Klassengruppoiden von V, so sei Zy(I) =/\Zg(I) das N-Radikal des Ideales
: Keft

. beziiglich des Ringes . Fiir dieses gilt Satz 2.

III) Es sei, umgekehrt, D cin Durchschnitt von Primidealen P (Pell) cines be-
licbigen Ringes 4. Wir zeigen, daB D cin RN-Radikal des Ideals (0) beziiglich 4 ist,
~ Is scien niimlich C(2) die Komplementirmenge von 2 in 4 und K (P) die Menge
i aller Ideale 7, von 4 so, daB £, N C(P) nicht loer ist. Dann ist K (P) offenbar ein
 oberes e-Klassengruppoid im Verbandsgruppoid ¥ aller Ideale I von A. Ferner sei 9t
~die Menge aller oberen e-Klassengruppoide K (P) mit Pell. Dann ist D — Zign(0),

w.z. b.w,

IV) Nach 11I) ist jedes Radikal von A, das der Durchschnitt von Primidealen ist,
. als ein N-Radikal Zy(0) im vorigen Sinne anzusehen. Dies gilt im speziellen Falle
. von assoziativen Ringen 4 z. B. fiir die Radikale von Barr und McCoy und fiir die
}  Von JAcoBSON, von BrowN-McCoy und von Fucus. Das letatere gehért zur Menge
L N = {K), K,}, die so definiert wird: Fiir k¥ = I bzw. r sei K, die Menge aller Ideale 7,
- von 4 mit I, N My <+ @, wobei M; baw. M r die Menge aller Nichtlinksnullteiler
. baw. Nichtrechtsnullteiler von A4 ist.
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V) Die letzte Konstruktion von 1V) kann folgendermaBen verallgemeinert werden

Wir betrachten im Ring 4 Teilmengen M mit der Eigenschaft:

(*) 0¢ M, ferner folgt aus I M G und TN M+ g stos Li-Iyn M+ g
fiir beliebige Ideale 1, von A,

Ist nun M cine (eventuell leere) Teilmenge mit dor Bigenschaft (*), so bilden dje
Ideale 7, mit 1a 0N M + & ein oberes e-Klassengruppoid jm Verbandsgruppoid aller
Ideale. Die l\'cnn|}Icmmz[{i-rmvngv C(M) von M in A braucht kein Ideal Zu sein, Ist
aber C (M) cin Idea] von A, 5o ist es ein Primideal,

Unter einem Block des assoziativen Ringes 4 verstehen wir eine Teilmenge I/ mi,

A sind. Die Kumplementurmcngc des Nullelementes jst in einem von einem Schiof.
kérper verschiedenen einfachen Ring 4 mit von Null verschiedenem Sockel offenbar
eine Teilmenge mit der Eigenschaft (*), aber kein Block. st 4 kommutativ und
assoziativ, und ist dje Komplement&rmenge C(HM) einer Teilmenge M mit der Eigen-
schaft (%) ain Ideal, so ist a7 notwendig eine multiplikative Halbgruppe von 4 mig
0¢ M.

Nach den Siitzen 1, 2 und 11), L) umfat Zy (1) tiir Jede Menge 9t von oberen
e- !\'Iatsscnlmlbgrupp{m der \!’crhundslmll_lgruppc aller Ideale und fijy jedes ldeal 7 von
A den Durchschnitt aller Primideale von A, der mit dem Baerschen unteren Nilvadikal
tibereinstimmt.

Es seien nun 1] eine Menge von Blscken des assoziativen Ringes 4 und N die Menge
aller solchen oberen e-]{lassenhalbgruppen K, von V, die durch die Blocke M, e
folgendermaBon definjert sind: Ein Ideal 15 von A gehért dann und nur dann zy K,
wenn [y N M, + o ist, Dann gilt: fiir jedes Ie y umfalt Zg, (1) auch das obere
Nilradikal v,

Es sei niamlich 7 ein beliebiges (K, I)-Ideal von 4 (KeN, LeV). Bs geniigt
offenbar I + L4 Tek sz bestétigen. Sonst wire (N + L nHnM = &, wobei
M der zu K gehorende Block von 4 ist. Daraus wiirde aber ein Widerspruch folgen.
Es giibe nimlich Elemente n e N, ;¢ L,jeI und me M mit 5 +14+j=m und
wegen n € N einen Exponenten % mit 7% = 0, Nach dem distributiven Gesets ergibe
sich

mkr_(?e-f—l—f—j']’feMn(L—}-l),

denn M ist jetzt ein Block von 4. Da Lein (K, I)-Element von ¥ ist, miiBte (L +1I)n
NM = g gelten, was ein Widerspruch ist, Also gilb N4 L4 ¢ K, folglich
NCZy(1), w.z.b.w.

VI) Offenbar ist die Menge M, bzw. M, aller derjenigen Elemente von 4, die in 4
keine Linksnullteiler bzw. keine Rechtsnullteiler sind, eine multiplikative Halbgruppe
des assoziativen Ringes 4 mit 0 ¢ M; bzw. 0 ¢ M,. Dann definiert die Menge 9 von
Blécken M; und My von A im Sinne von V) genau das Fuchssche Zeroidradika]
Z=7Z1n2Z,, als ein spezielles 9-Radikal Zy(0), wobei N — {Ki, K,} ist.




M= {z|xcd, No— N};

My ={z|zcd ny =, fiir jedes neN};
Ms = {m]xeA,Hga:gﬂl};

My — {x[xeA,Hga:cﬂl}.

Diese Halbgruppen M; definieren in eine obere e-Klassenhalbgmppe Ky, denn
jeder Block des assoziativen Ringes 4 bestimmt in derp Verbandshalbgruppe V aller
Ideale von A eine obere e-Klassenhalbgruppe.

4. Weitere Bemerkungen zum Zeroidradikal, Tn Abschnitt 6 von [6] wurde bewiesen,
daB dag Zeroidradikal 7 eines Artinschen Ringes (d, h. eineg assoziativen Ringes mit
Minimalhcdingung fiir Rcchtaidnale) mit Rechtseinselement das klassische Radikal &
ist. Der durch ein Element {q} erzeugte Ring 4 (ohne Rcchtseinsclcmcut) mit den
Relationen 24 — ad - a2 — besteht aus vier Elementen : 0, a, a2, + a?; in 4
Ist dann Z = 4, apep N={z4 ax|xed} + 4.

qung fiir Hrr-u.pirr'rrh.f.w'dr'rrfﬁ. so stimmen dag Zeroidradikal [6], das untere Nilradikal U,
das Jacobsonsche Radikal J wund das Brown- M e ‘oysche Radikal @@ poy, A miteinander
tiberein.

Ringe 4 wurde in unserer Dissertation (1959) und in unserer Arbeit [16] schon be.
Wiesen, — Eg gej Wn 7 =2,n2, dag Zeroidradikal [6] von 4. Wir zeigen, dafB
jedes Element jedes echten Zweiseitigen Ideales 7 von 4 ein Linksnullteiley von 4
ist, Sonst existierte ein el tes Zwelseitiges Tdeal C, das einen Nichtlinksnullbeﬂor c
von 4 enthilt, Tn dep Menge aller Hauptrechtsideale (c)r von 4 in C, fiir die ¢ kein
Linksnullteilop von A ist, wiihlen wip ein minimales .I{R—llptl‘(‘-(‘-]lf‘»ﬁid(‘.al (co)r aus. Fiip
dieses gilt: offenbay (co®), (co)r. Also ist Cp - r.nﬂnf(n‘-E;U, denn 4 hag ein Rechtg.
cinselement o, Hiernach gilt eq(cod — ¢) = 0. Da ¢pd e und e ¢ (), ergibt sich
cod — ¢ + (), Daher jgg ¢o jedoch oin Linksnullteiler von 4, was dep Definition von
o widerspricht, Folglich i, Jedes Bloment, von ' cin Linksnullteilor, 7y ist nach [6G]
der Durchschnitg aller maximalen unter denjenigen Idealen, die aug lauter Links.
nullteilern von 4 bestehen. Also jst Z; genau der Durchschnitt allep maximalen ldeale
von 4, folglich wegen 4 = 4e (g2 — e) das .Brown~MeCoysche Radikal @, d, p,
Z41=@, Da die Nichtlinksnullteiler bzw, Nichtrechtsnullteiler von 4 eine multi.
plikative Halbgruppe 3 mit 0¢ M, also auch einen Block bilden, so gilt nach der
Sch]uﬂbemcrklmg von V) fiir das obere Nilradikal ¥ offenbar ¥ C 7, und ganz,
dhnlich auch NCZ,. Wegen N — U=J =@ erhils man G=NCZngz, —
L=Cz =0, also Z =G, w.z.b. w.

TEmery T e
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Satz 4. Ist 4 ein assoziativer von Newmann-reguliirer Ring mit (zweiseitigem ) Bins.
element e, s0 ist das Zeroidradikal [6] genaw das Broum-McCoyscke Eadikal @ von 4.

Beweis. Es sei M ein maximales (echtes) Ideal von 4 und m e M, Dann gibt es
ein e d mit gy - mam. Ferner gelten wegen e ¢ A sowohl g — ¢ 40 als auch
ML —e 0. Aus m (em — ) = (ma — e)m = ( folgt, daB Jedes Blement me M
ein zweiseitiger Nullteiler von 4 ist. Der Durchschnitt aller maximalen (echten)
Ideale von A ist also sowohl Z als auch @, womit 7 — ¢y bewiesen ist,

Bemerkung, Nun wird cin Beispiel oines assoziativen yon Nuumuml-rogul:’ircu
Ringes mit zweiseitigem Einselement gegeben, dessen Zeroidradikal Z von Null ver-
schieden ist, was einer Bemerkung in Abschnitt 6 von [6] widerspricht. In diesem
Ring existieren ferner auch solche N-Radikale Zy(0), die vom Zeroidradikal Z —
= Zi N Z, verschieden sind. Daher sind dje Radikale Zg(L) von I beziiglich 4 echte
Vera-ﬂgemeinerungen des Zeroidradikals Z von 4.

Beispiel ), Es sei 37 ein Linksvektorraum iiber einem beliebigen Schief korper §
von iiberabzihlbarer Dimension d =R, . Es sei ferner 4 als ein Rechtsoperator.
bereich fiir M dey Ring aller S-Endomorphismen des S-Vektorraumes M. Der Ring

Ideale von 4 bilden also eine Kette, und somit ist Iy, +0 das einzige maximale
(echte) Ideal. Also gilt Z =@ — Iy, #0 in 4, — Dq jedes Ideal I von 4 wegen
der von Neumann-Regularitst idempotent ist, kénnen sémtliche obere e-Klassen.-
gruppoide K, des Verbandsgruppoides V aller Ideale von 4 explizit bestimmt, werden,
denn jede obere e-Klasse des Verbandes V ist jetzt auch ein oberes e-Klassengruppoid
des Verbandsgruppoides V:

K_1={(0), Ims'--:A}:

K =(I,,..., 4) OEg
KH—J. :{A})
2 = &,

Zum Beispiel erhilt man Zg (0) = A4, Zk,(0) = (0), Zg (0) = Ly, Zx, (0) = 4
und Zy, (0)=Z=2,n7, — g — Iy, #0. Es bezeichne nun 9 eine nichtleere
Teilmenge der Menge {K_;, Ky, K, Kyi2} von oberen c-KlasaengruppoIden von V,
Dann ist Z(0) sicher von Z — Zy N Zyp( * 0) verschieden, was wir beweisen wollten,

1) Dieses ist auch auf Seite 686 von McCoy [13] von einem anderen Gesichtspunkt aus erwihnt,
Ich danke Herrn Professor N, H. McCoy fiir die Mitteilung,
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