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§ 1. Einleitung1

Die im Titel erwähnten Ringe werden kurz MHR-Ringe genannt, die 
schon in unserer Arbeit [26] untersucht worden sind. Unter einem Ring 
verstehen wir immer einen assoziativen Ring, unter dem Radikal das Jacob- 
sonsche Radikal, unter einem halbeinfachen Ring einen Ring mit dem Radi­
kal (0). Für die Grundbegriffe verweisen wir auf [13], ferner auf [1], [4], [7] 
und [21]. Unter einem M //]/?-R ing verstehen wir einen Ring mit Minimal­
bedingung für die in Hauptrechtsidealen liegenden Rechtsideale. Hiernach ist 
jeder Artinsche Ring (d. h. ein Ring mit M inimalbedingung für Rechtsideale) 
ein M //,/?-R ing und jeder A f#,/?-R ing ist ein MHR-Rmg, aber die Umkeh­
rungen sind falsch. Ferner wird ein Ring mit M inimalbedingung für Haupt­
ideale (bzw. für die in Hauptidealen liegenden Ideale) kurz A i///-R in g  (bzw. 
AiWT-Ring) genannt. Die MHR-R inge mit Maximalbedingung für Haupt­
rechtsideale nennen w ir M M H R-Rmgt. Ein MHU -Ring bedeutet aber stets 
einen R ing mit M inimalbedingung für die durch ein Element erzeugten 
Unterringe.

Bekanntlich wird ein Ring A im von Neumannschen Sinne regulär 
genannt, wenn es zu jedem Element ein x £ A mit a =  axa gibt. Ist
ferner A ein beliebiger Ring mit einem idempotenten Element e, so wird das 
Hauptrechtsideal (e), = e A von A „regelmäßig” genannt, wenn der Unterring 
Q„ =  ( l — e)AeA( 1—e) nilpotent ist. Bezeichnet /  den Ring der ganzen rati­
onalen Zahlen, so ist 1 ^ /  im Falle 1 (£ A ein Operator mit (1—e)AeA{\— e) =  
=  {aeb— eaeb—aebe +  eaebeja, b £ A). Der Unterring Q, ist ein Quasiideal 
im Sinne von O. S5 е - N O е ^ |  [23]. Bezeichnet e,j die Basiselemente des vollen 
Matrizenringes A =  ( / / (2)), ( / , / = 1 , 2 ) , so ist enA wegen e» £ Q,.,, kein 
regelmäßiges Hauptrechtsideal. Ist aber A kein Nilring und ist A entweder

1 D iese Arbeit ist ein Teil der D isserta tion  (1959) des Verfassers. W ir verweisen 
noch auf [26] und auf d ie N ote [6], die voneinander unabhängig zustande gekom m en sind. 
Vgl. noch F. S í á 4 í , A fő jobbideálokra nézve m in im um -feltételű gyűrűk, MTA Mat. és Fiz. 
Oszt. Közi., 11 (1961), S. 135— 177, was eine abgekürzte V ersion der K andidatsd issertation ist.
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ein MMHR-R ing oder ein Artinscher Ring, so ist eA mit jedem Hauptidem- 
potent e regelmäßig. W iederum ist eA in einem beliebigen Ring A regel­
mäßig, wenn e ( = e 2) zum Zentrum von A gehört. Ist nun <p ein Ringhomo­
morphismus von A in B, so ist mit eA auch ecp-Ay ebenfalls regelmäßig.

Ist E der volle Endom orphismenring einer beliebigen Abelschen Gruppe 
M, und A — A(0) ein Unterring von E, so sei A(,l+1) der Zentralisator von 
A(,,) bezüglich E für jede natürliche Zahl n. Es gelten immer A(2'i' 1)== A(1> 
und A(2fc) =  A(2) für alle k ^ \ . Der kritische Fall ist im allgemeinen A: =  0. 
Ist nun A die ringtheoretische direkte Summe beliebig vieler einfacher 
Artinscher Ringe, so gilt auch A<0) =  A(2>.

Ein A-Rechtsmodul M mit MA =  M ist perfekt. Ein vollständig redu- 
zibler A -Faktormodul MjK  von M w ird „ausgezeichnet” genannt, wenn jeder 
A-Homomorphismus eines beliebigen vollständig reduziblen A-Faktormoduls 
M L auf M/К  ein Isomorphismus ist. W ir bezeichnen die Menge 
{x|x £ M, x J “ =  0} mit Kn{M) für einen A-Rechtsmodul M und für jede 
Ordnungszahl a, wobei J das Radikal von A ist.

Nun werden wir die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit zusammenfassen.

Im § 2 werden das Noethersche und das W edderburn—Artinsche Kri­
terium verallgemeinert, ferner E indeutigkeitsfragen erörtert, bzw. spezielle 
halbeinfache MHR-Ringe charakterisiert. Es w erden auch die subdirekten 
Darstellungen von 7W///-Ringen, und eine Verallgemeinerung eines Kriteriums 
von A. K е R 5 é 4 í  betrachtet, das die halbeinfachen Artinschen Ringe durch 
eine Folge von äquivalenten Bedingungen bestim mt hat. Wir verallgemeinern 
auch ein H arada—Kovácssches Kriterium über die regulären Ringe. Hiernach 
und nach [26] ist jeder halbeinfache MHR-R ing regulär. W ir haben aber 
einen regulären Ring explizit gegeben, der kein (halbeinfacher) MHR-Ring ist

Im § 3 werden die additiven Gruppen der MHR-Ringe, insbesondere 
der A f///?-R inge mit Einselement, der A i///?-Radikalringe bzw. der primi­
tiven MHR-R inge betrachtet. In einem nilpotenten A f^ f t-R in g  gilt die 
M inim albedingung auch für die in Hauptrechtsidealen liegenden additiven 
Untergruppen, und jeder Unterring ist ebenfalls ein M #,/?-R ing.

Im § 4 untersuchen wir die Struktur einer Abelschen Gruppe M mit 
(vollem) М ЯУ?-Endom orphismenring E. ist nun der volle Endomorphismenring 
E von M beliebig, und A ein einfacher AWA’-Unterring von E, so kann 
nach einem expliziten Beispiel auch (А = ) A (II) ф  A(2) gelten, d. h. der Zent­
ralisator A(2) des Zentralisators A(1) von A bezüglich E ist von A verschieden. 
W ir werden auch die Operatorenmoduln und die Loewyschen Systeme über 
ТИЯА’-Ringe erörtern.

§ 5 untersucht die Zusammenhänge von verschiedenen Typen der Radi­
kale von М Я Я -Ringen. In beliebigen A f#/?-R ingen stimmen das Baer—
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McCoysche Radikal B, das Levitzkische Radikal K, das obere N ilradikal N 
und das Jacobsonsche Radikal J überein. Hat der MHR-R\ng ein Rechtseins­
element, so stimmen auch das Fuchssche Radikal Z  und das Brown— 
McCoysche Radikal G mit dem Jacobsonschen Radikal J überein. Im all­
gemeinen gelten in M ///?-R ingen Z ’ZhJ und G^>J, und es können durch 
spezielle Beispiele auch Zf= J  und G=f=J bestätigt werden.

Im § 6 betrachten wir die M M HR-Ringe und die regelmäßigen Haupt­
rechtsideale des Sockels eines Ringes. Hiernach ist jedes Rechtsideal f e in e s  
regelmäßigen Hauptrechtsideales, als Ringes, des Sockels A, von A ebenfalls 
ein Rechtsideal in A, und es gilt noch eine Folge der Behauptungen, ins­
besondere eine relative Charakterisierung bezüglich der regelmäßigen Haupt­
rechtsideale des Sockels eines Ringes.

Im § 7 werden die MHU-Ringe erörtert. Es g ib t einen MHU-Rmg, 
der kein MHR-Ring ist, und einen M HR-Ring, der kein MHU-Rmg ist. 
Ist nun A ein A fG f/-N ilring, der auch ein MHR-Ring ist, so b ilden die 
Elemente von A bezüglich der Verknüpfung x-y  =  x -\-y—xy eine perio­
dische verallgemeinerte auflösbare G ruppe G, die das direkte Produkt ihrer 
Sylowschen p-U ntergruppen ist. Die Bedingung, daß jeder endlich erzeugbare 
echte Unterring von A ein Hauptrechtsideal von A ist, ist hinreichend aber 
nicht notwendig dafür, daß ein M HR-Ring auch ein MHU-Ring sei, bzw., 
daß ein MHU-Ring auch ein MHR-Ring sei (vgl. Satz 3 von [25]).2

§  2. Über halbeinfache M H R-Ringe

W ir haben schon in unserer Arbeit [26] gezeigt, daß jeder halbeinfache 
MHR-Rmg A, als ein A-Rechtsmodul, vollständig reduzibel ist. D iese Ringe 
A sind auch als zweiseitige {A, A)-Doppelmoduln vollständig reduzibel. Es 
gilt nun die folgende Behauptung als eine Umkehrung und Ergänzung dieser 
Tatsachen:

2. 1. Ist ein Ring A die direkte Summe seiner idempotenten minimalen 
Rechtsideale, so ist A ein halbeinfacher MHR-Ring. Ein Ring A ist genau 
dann ein halbeinfacher MHR-Ring, wenn A in die ringtheoretische direkte 
Summe von einfachen MHR-Ringen zerlegt werden kann. Diese letztere 
Zerlegung ist bis auf Isomorphie und Permutation eindeutig.

Nach [26] ist nämlich A, als die direkte Summ e idempotenter mini­
maler Rechtsideale, auch als ein (A, A)-Doppelmodul vollständig reduzibel. 
Daher ist das Radikal J ein direkter Summand von A, folglich J — 0, denn

2  Vgl. F. Sí á 4 í, Die Ringe, deren end lich  erzeugbare ech te Unterringe H auptrech ts­
ideale sind, Acta Math. Acad. Sei. Hung., 13 (1962) (im E rscheinen), und d ie K andidats­
d issertation des V erfassers.
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aus ^  =  e ^ J erhält man e =  0. Die weitere Behauptungen folgen aus dem 
Kapitel III von [13].

Sú5 í  2.2. Jeder MHR-Ring A ohne nilpotente Elemente (=J= 0) ist die 
ringtheoretische direkte Summe von Schief körpern �O е� 5 4 í D - ö � OO [1 \ \). Jeder 
nullteilerfreie MHR-Ring ist ein Schiefkörper. Jeder kommutative halbeinfache 
MHR-Ring ist die ringtheoretische direkte Summe von Körpern. Jeder biregu- 
läre [13] MHR-Ring ist die ringtheoretische direkte Summe von vollen Mat­
rizenringen über Schief kör pern.

Bе7 е- 4 . Jeder MHR-Ring A ohne nilpotente Elemente (=R0) ist nämlich 
halbeinfach, denn das Radikal ist ein Nilideal. Nach dem Satz von .- 5 � OO 
(Kapitel IV von [13]) läßt sich ab er jeder endlich erzeugbare Unterring von 
A in einen solchen Unterring von A einbetten, der einem vollen Matrizenring 
über einem Schiefkörper isom orph ist, und der im allgemeinen nilpotente 
Elemente (=£0) hat. Hiernach ist jede zweiseitige einfache direkte Kompo­
nente von A ein Schiefkörper.

Ist nun insbesondere A nullteilerfrei, so ist A selbst ein Schiefkörper.
Da jeder kommutative einfache Ring ein Körper ist, und jedes (zwei­

seitige) Hauptideal eines biregulären Ringes ein Einselement hat, gelten auch 
die weiteren Behauptungen im Satz 2. 2.

B еM е� ö а � M . Der Satz von S í е ^ е  [27] ist eine Folgerung sowohl des 
W edderburn—Artinschen Struktursatzes als auch unserer Resultate über MHR- 
Ringe. Dagegen kann auch ein kürzer elem entarer Beweis des Szeleschen 
Satzes über die R inge ohne echte Rechtsideale gegeben werden (vgl. Lemma 
1 von [24]).

Sú 5 í  2.3. Jeder halbeinfache MHR-Ring ist ein MHJ-Ring. Ein MHI-  
Ring A ist dann und nur dann eine ringtheoretische subdirekte Summe ein­
facher Ringe E'a ( « d Í2), wenn A die ringtheoretische direkte Summe der 
Ringe E„(~ E'„) ist. Dann ist A auch ein MHJ-Ring.

Bе7 е- 4 . Ein halbeinfacher MHR-Ring ist zweiseitig vollständig redu- 
zibel, also ist er ein MHJ-Ring.

Es sei nun A ein Af ЯЛ-Ring, der eine subdirekte Summe einfacher 
R inge E'a (a££2) ist. Dann existieren maximale Ideale Ba m it AIBa =  E'a, 
П Ba =  О, A2 =  Ba + A. Wir zeigen, daß jedes Hauptideal (a) von A, als

ogß
ein (A, A )-DoppelmoduI, vollständig reduzibel ist. Es sei nämlich C« =  (ö)n  Ba. 
D ann können d ie Ideale Ca m it Ca =  {a) weggelassen werden, und (a) ist 
eine subdirekte Sum m e der übrigb leibendenein fachen Ringe (a)/C«(^- A/Ba; 
a ^ B f) . Ist nun (m) ein beliebiges minimales Ideal von A in (a), so existiert 
ein Ideal C« mit (m )$ C „ , also m it (a) =  (m )© C a . Hiernach ist das endo-
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m orphe Bild C« von (a) ebenfalls ein Hauptideal. Ist nun (mj) ein minimales 
Ideal von A in C«, so gilt C« =  ( / « , ) ©  Q  mit einem Hauptideal Cß von A. 
Da aber A ein A i///-R ing  ist, besteht �ö) =  �m) © {mj) © • • • © (m;.) mit einem 
geeigneten Index k, denn �ö) | C� | Cä -"  muß abbrechen. Deshalb ist 
aber auch А =  U (я), als ein (A  A)-Doppelmodul, vollständig reduzibel,

u g  А
w. z. b. w.

Herr Dr. A. K е� 5 é 4 í  hat in [15] und [16] bewiesen, daß eine Folge 
untereinander äquivalenter Bedingungen unter den Ringen mit Linkseinselement 
genau die Artinschen halbeinfachen Ringe charakterisiert. Diese Bedingungen 
bestimmen aber genau die halbeinfachen MHR-Ringe in der größeren Klasse 
der Ringe ohne Rechtsannullatoren (фО). Ist nun А  =  A, wenn A ein Eins­
element hat, und sonst A  die Dorrohsche Erweiterung von A m it Einsele­
ment, so gilt der

Sú 5 í  2. 4. Für einen Ring A ohne Rechtsannullatoren (=f 0) sind die 
folgenden Bedingungen untereinander äquivalent:

a) A ist ein halbeinfacher MHR-Ring;
b) A ist die direkte Summe idempotenter minimaler Rechtsideale;
c) A ist ein MHR-Ring und eine subdirekte Summe von Ringen, die zu 

idempotenten minimalen Rechtsidealen von A A-isomorph sind;
d) A ist ein MHR-Ring, in dem der Durchschnitt gewisser modularer 

([13]) maximaler Rechtsideale (0),- ist;
e) A stimmt mit seinem Sockel A, überein;
f) der Rechtsannullator in A  jedes Elementes von A ist der Durchschnitt 

endlich vieler modularer maximaler Rechtsideale von А ;
g) es gibt zu jedem Rechtsideal R von A ein Rechtsideal S von A mit 

A =  R + S, /?П 5 = = 0 ;
h) existiert die direkte Summe R* — © R„ für eine möglichst maxi-

ct£Q
male Menge der minimalen Rechtsideale Ra (« £ /2), so besteht А =  R*.

B е 7 е - 4 . Gilt A  =  Д  für den Sockel (d. h. Rechtssockel) At von A, so 
ist A wegen Al J  =  0 genau dann halbeinfach, wenn A keinen Rechtsan­
nullator (=j= 0) besitzt. Betrachten wir nun A+ als einen A '-Rechtsmodul. Der 
Beweis folgt nun aus dem Kertészschen Hauptsatze in [16].

B е� е� ö а � M е� . Ist jedes Rechtsideal R eines Ringes A, als eines A- 
Rechtsmoduls, ein rechtsseitiger direkter Summand, so gilt A =  B@ C, wobei 
©  eine ringtheoretische direkte Summe, В ein halbeinfacher M HR-Ring und 
C ein Zeroring mit additiver elementarer Abelscher Gruppe ist. (Die additive 
O rdnung 0 +(c) jedes Elementes c von C ist eine quadratfreie Zahl.) — Ist 
insbesondere jedes Rechtsideal R eines Ringes A, als eines (А, A)-Doppel-
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m oduls, ein zweiseitiger direkter Summ and, so gilt А =  В ® C, wobei В die 
ringtheoretische direkte Summe von Schiefkörpern, und C ein Zeroring mit 
elem entarer Abelscher additiver G ruppe ist.

Sú 5 í  2.5. Ein Ring A ist dann und nur dann die ringtheoretische 
direkte Summe von Schief körpern, wenn jedes in einem Hauptrechtsideale 
liegende Rechtsideal R  von A ein Rechtseinselement e besitzt.

B е 7 е - 4 . E4  seien also e und e, Rechtseinselemente von R s  (d)r bzw. 
von /?! =  (1—e )R (s  (a)r). Da /?,- =  ( 1—e)R(\ — e)R =  0 ist, folgt aus der 
Halbeinfachheit von A auch Ri =  0. Dies bedeutet aber, daß e gleichzeitig 
auch ein Linkseinselement von R ist. Nach unserem Satz 4 in [26] ist aber 
ein beliebiger Ring В dann und nur dann ein halbeinfacher Af//7?-Ring, 
wenn jedes in einem Hauptrechtsideale liegende Rechtsideal R von В ein 
Linkseinselement besitzt. H iernach ist also der Ring A ein halbeinfacher 
MHR-Rmg. Gilt nun eiAne>A =  0 (ej==ef, so hat e,A-\-e2A ebenfalls ein 
(zweiseitiges) Einselement, und die Komponenten dieses Einselementes kön­
nen als ei und e2 m it eie2 =  e2ei 0  gewählt werden. Dann ist jedes Rechts­
ideal von A ein Ideal, und somit ist A die ringtheoretische direkte Summe 
von Schiefkörpern. Die Umkehrung ist trivial.

Sú 5 í  2. 1. Ein beliebiger Ring A ist dann und nur dann regulär im 
von Neumannschen Sinne, wenn jedes Hauptrechtsideal von A ein Linkseins­
element hat. Ein beliebiger Ring A ist dann und nur dann regulär, wenn 
(a), (a)i =  (a)r n � ö ) N für jedes Element а £ A gilt. (Vgl. S. 	ú N
 4  und K. I4 éö - 

bezüglich Halbgruppen.) Jeder halbeinfache MHR-Ring ist regulär.

B е 7 е - 4 . Der R ing A besitzt nicht notwendig ein Einselement. (Wir 
verweisen bezüglich regulärer R inge ohne Einselement auf M í C
 ’ ’4  Buch.) 
H iernach sei e =  na-\-ab (n £ l;  a ,b ^A ) ein Linkseinselement von (a),. 
Dann gilt aber � =  ö í  mit c =  na-\-ba, also a =  eac= a(n +  b)a(n-fb)a. 
Dies bedeutet die Regularität von A. Umgekehrt folgt nun aus a =  ada 
(d £ A) auch ad(na ax) =  na +  ax, also die Existenz eines Linkseinselemen­
tes e =  ad in (a),.

Gilt (a),. • (a)i =  (a)r Л (a), für jedes a £ A, so ergibt sich aus a = (n la + ab,)- 
■ (b2a +  n2a) (n: £ / ;  b; £ A) durch eine wiederholte Einsetzung а =  й [�л1 �  bj)- 
■ (b2a-\- n2a)(Ui-\-bj)(n2-\-bj)\a, also die Regularität von A .  Umgekehrt genügt 
es, in regulären Ringen (а),- П (a), £ ( o ) , (ö), í а  beweisen. Jedes Element des 
Durchschnittes hat die Form b =  ay =  za (y, z £ A). Gilt nun a =  axa, so 
ist auch b =-■  za =  zaxa  =  ayxa £ (a)r-(a)i, w. z. b. w.

Die letzte Behauptung des Satzes 2 .6  ist eine Folgerung der obigen 
Verallgemeinerung des von Neum annschen Kriteriums bezüglich regulärer 
Ringe, und die unserer Arbeit [26].
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Also ist jeder halbeinfache M HR-R ing regulär, und bekanntlich ist 
jeder reguläre Ring halbeinfach (im Jacobsonschen Sinne). Das folgende 
Beispiel zeigt aber die Existenz eines regulären Ringes, der kein MHR- 
Ring ist.

B е - 4 ä - е ^  2. 7. Es sei A die komplette direkte Summe unendlich vieler 
regulärer Ringe Ai, Az, . . . ,  A„ , . . .  usw. Es seien bi =  < ü n , 012, . . ai„ , . .  .> 
bzw. bh =  -(0, 0 , . . . ,  0, aku, ak,k+i, . .  .)> d ie Elemente von A mit beliebigen 
ain(i=0, £A i) und mit ak-i,n-akn =  ak-i,n (£ An). Dann ist (61),. :z> (61 bj), з  
и  (bibobs), ^ . . . eine unendliche absteigende Kette der Hauptrechtsideale, 
obwohl A offenbar regulär ist. Es kann in A auch ein in einem Haupt­
rechtsideale liegendes Rechtsideal ohne Linkseinselemente explizit gegeben

CO
w erden: R* — £  ф (e,— ej+1 )ejA, wobei (bi ■  b2... bj)r =  ejA (ej =  ej) ist.

j—1

Zum Schluß erwähnen wir eine Charakterisierung der A i//i7?-Ringe.

Sú 5 í  2. 8. Ein Ring A ist dann und nur dann ein MHiR-Ring, wenn 
die Minimalbedingung für die in Hauptrechtsidealen liegenden Nilrechtsideale 
von A gilt, und jedes in einem Hauptrechtsideale liegende Rechtsideal R von 
A die Gestalt R eA@ R\ hat, wobei ег — е und R\ ein Nilrechtsideal von 
A ist.

B е
 е� ö а � M  2.9. Da jeder nullteilerfreie einfache MHR-R\ng ein Körper 
ist, scheint es uns sehr merkwürdig, alle nullteilerfreien einfachen Ringe zu 
bestimmen. 1st ein nullteilerfreier einfacher Ring kein Schiefkörper, so ist er 
aber deswegen kein MHR-Rmg. Es kann aber auch ein solcher Ring ergeben 
werden. Man nimmt nämlich einen nullteilerfreien Ring A, der sich in keinen 
Schiefkörper aber in einen einfachen nullteilerfreien R ing E einbetten läßt 
�M ú ^ í í е 7 ; C� D � ). Dann hat E sicher die obigen Eigenschaften. W ir wissen 
b isher noch nicht, ob w as ein Kriterium dafür ist, daß ein .MHA’-R ing in 
einen einfachen MHR-Rmg eingebettet werden kann. Man wünscht ebenfalls 
eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür zu suchen und finden, 
daß in einer subdirekten Summe A beliebiger einfacher Ringe E(C die Ringe 
E„  bis auf Isomorphie und Permutation durch den ursprünglichen Ring A 
eindeutig bestimmt seien. Man möchte auch die solchen Ringe explizit be­
stimmen, deren jedes in einem Hauptrechtsideale liegende Linksideal ein 
Rechtseinselement (bzw. Linkseinselement) hat. Die ringtheoretischen direkten 
Summen von Schiefkörpern sind nämlich sicher solche Ringe. W ir wissen 
bisher ebenfalls auch noch nicht, ob es einen Ring gibt, der die direkte 
Summe von m idempotenten minimalen Rechtsidealen und die von n idem- 
potenten minimalen Linksidealen ist, wobei m und n zwei verschiedene 
unendliche Mächtigkeiten sind.
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§ 3. Die additive Gruppe der Af///?-Ringe

Die Methoden von L. 4а í D 4 —T. Sí е^е  über die additive Gruppe der 
Artinschen Ringe, die später von L. Fа í D 4  weiterentwickelt wurden [7], 

können auch auf die Untersuchung der additiven Gruppe der A f#/?-R inge 
angewandt und verallgemeinert werden.

Sú 5 í  3.1. Eine Abelsche Gruppe A+ ist dann und nur dann die additive 
Gruppe eines MHR-Ringes, wenn A+ =  B ® C gilt, wobei В vollständig und 
C reduziert periodisch sind. Existiert eine Prüf ersehe Gruppe Z(pm) in A + , 
so liegt Z (p (D) im zweiseitigen Annulator des MHR-Ringes A.

Bе7 е- 4 . Ist A ein M HR-Ring und В die maximale vollständige U nter­
gruppe von A +, so gilt A + =  B@ C m it reduzierter C. Ist nun (ma)r 
(= m (a)r) ein minimales Hauptrechtsideal unter den Hauptrechtsidealen 
(na)r (n £ / ) ,  so gilt m a£B . Daher ist C periodisch wegen ß n C = 0 .  
Umgekehrt habe A+ die erw ähnte Struktur, und es sei В =  Bi® B2 m it 
torsionfreier Bi und mit periodischer B2. Definiert man nun über Bt einen 
kommutativen Körper [7] und sei B2A =  AB2== CA =  AC =  0, so entsteht 
über A+ ein spezieller M HR-Ring.

Ist ferner Z (pc° )^ A  + ,a £ Z ( p CD), 0(a) =  pk, A + =  В ® C mit den 
vorigen Bezeichnungen bezüglich des ./W///?-Ringes A, so g ilt x =  b-{-c(x £ A) 
mit b £ В, с £ С, 0 (c ) =  /. Die Gleichungen lu = a  und p kv = b  sind in A + 
lösbar, und es gilt ax =  ab ac =  a(pkr) (lu)c — (pka)v u(lc) = 0, also
Z(p™)- А = 0. Ganz ähnlich ergibt sich auch А ■  Z(pco) = 0.

Sú 5 í  3.2. A + ist dann und nur dann die additive Gruppe eines M HR- 
Ringes mit Einselement, wenn A = -  В ® C gilt, wobei В torsionsfrei vollstän­
dig und C beschränkt periodisch sind. A+ ist genau dann die additive Gruppe 
eines primitiven MHR-Ringes, wenn А 4 entweder eine torsionsfreie vollständige 
Gruppe oder eine elementare Abelsche p-Gruppe ist.

Bе7 е- 4 . Ist A ein M HR-Ring mit Einselement, so gilt Z(pm) ф A +. 
Die maximale vollständige Untergruppe В von A + ist also torsionsfrei, und 
der maximale periodische Unterring C von A, als ein ringtheoretischer d irekter 
Summand von A, ist ein endom orphes Bild des Ringes A. Also hat der R ing 
C ein Einselement e mit 0(e) =  m. H iernach gilt aber m C  =  0. Besteht nun 
umgekehrt А 4 = В ® C mit torsionsfreier vollständiger В und mit beschränkter 
periodischer C, so konstruieren w ir auf В einen kommutativen Körper [7].

Je.
Ferner ist C die direkte Summe von Gruppen Z(p„l)  für gew isse Primzahlen 

pm und Exponenten к W ir sammeln nun die Summanden Z(p„l),  die zu 
einem festen Paar (p„,,k ,) gehören, in eine Summe Dm>k zusammen. Nach 
einem wichtigen Lemma von L. Fа í D 4  ([7], S. 281) kann auf jede Gruppe
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Dm, k ein kommutativer Ring mit Einselement aufgebaut werden, dessen 
sämtliche verschiedene Ideale 0,pmDm>k, p~mDm<k, . . pUm' Dm,k=f=0 sind. Da 
nur endlich viele verschiedene Dm,k existieren, entsteht mit den Definitionen
BDm>k =  D„,.i.B =  0  und D„,,k -D„ti =  Dn,,Dm,k =  ömnökiDm,k offenbar ein 
M HR-Ring A über A + .

Jeder primitive MHR-Ring ist nach [26] einfach. Gilt nun pA =  A für 
jede Primzahl p, so ist A+ vollständig, und zwar torsionsfrei nach der letzten 
Behauptung des Satzes 3.1. Im Falle pA=f=A ist aber pA =  0, und hiernach 
ist A+ eine elementare Abelsche p-Gruppe. Umgekehrt können auf die so 
bekommenen Gruppen kommutative Körpern [7] aufgebaut werden, w. z. b. w.

Sú 5 í  3.3. Die Abelsche Gruppe A+ ist dann und nur dann die additive 
Gruppe eines M H R-Radikalringes, wenn A+ periodisch ist. Ist insbesondere 
A ein nilpotenter M HiR-Ring, so gilt in A die Minimalbedingung auch für 
die in Haupt rechtsidealen liegenden additiven Untergruppen von A +,

Bе7 е- 4 . Es sei A+ die additive Gruppe eines AfZ/A’-Radikalringes A. 
Dann ist A ein N ilring nach dem Satz 1 unserer Arbeit [26]. Wäre nun 
x(f=0, £ A) ein Element der O rdnung 0 +(x) =  0, so würde (2Ax)r =  (2A+1x), 
mit einem Exponenten к bestehen. Dann gilt aber mit der Bezeichnung 
y — 2kx eine G leichung y — n(2y) + (2y)z, folglich auch (2n— l)my —
— (2/7 — l )m"‘(— 2 z) у = • • •  =  (—2z)my =  0 (n £1, z£A ,  zm — 0). Da aber 
O(j>) =  0 gilt, und der Ring /  der ganzen Zahlen nullteilerfrei ist, gelten 
2n— 1 = 0  und л =  1 /2 £ /, was unmöglich ist. Hiernach ist A + tatsächlich 
periodisch. Umgekehrt kann auf jede periodische additive Gruppe ein Zero­
ring als ein spezieller A f##-R adikalring aufgebaut werden.

Es sei nun A ein nilpotenter A i#i7?-Ring, A" =  0 (Ап~1фО>) und Lk 
(к— 1, 2, 3 , . . n— 1) der Linksannullator von A1' in A. Dann ist O d A i c  
c i 2c  ••• c L , - i  =  A. Es sei ferner G- | GG | G4 D .. .  eine unendliche 
absteigende Kette von in einem Hauptrechtsideale (ö),. von A liegenden addi­
tiven Untergruppen von A+, und a ^ L t m it / £ / ,  1 ̂ t ^ k n — 1. Ist nun 
R i=  Gi +  GiA, so gelten Ri <= (a)r und RiAsR, . Da aber A ein MHiR-Ring 
ist, so existiert ein Index i\ mit /?,-,+j =  Ri&2= = . . . ,  also auch mit G,l+i =  
=  G,1+2 + L t-i = . . .  wegen G, A sLtA ^Lt^i. Aus x £ L tA erhält man nämlich 
xAt-1, folglich auch x £ L t - 1 und Lt-i^LtA. Da aber der Verband der Unter­
gruppen von A+ modular ist, gilt G;1+i П Z.<-i =) G,-1+2п ! м Э ___ Nach end­
lich vielen Schritten gewinnen wir die Existenz eines Indexes 1 mit 

-)-L\ — G,( ]+2 -j- Ai — . . . ,  folglich auch mit G,(_t+1 П  ;� �0  G;( ]+2 П ;� �0  ���� 
Diese unendliche Kette besteht wegen LiA =  0 aus in (0),. liegenden Rechts­
idealen von A, und da A ein MHiR-Ring ist, muß auch die Kette 
Gi 3  Ga=> G3 3 . . .  nach endlich vielen Schritten abbrechen, w. z. b. w.
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Bеű е8 ö а 9 M  3.4 . Es kann mit einer ähnlichen Methode gezeigt werden, 
daß jeder Unterring eines nilpotenten MHiR-R inges ebenfalls ein MHiR- 
R ing ist. Gilt ferner die M axim albedingung für die in einem Hauptrechts­
ideale liegenden Rechtsideale eines nilpotenten MH^R-Ringes A, so gilt die 
M axim albedingung auch für die in einem Hauptrechtsideale liegenden addi­
tiven Untergruppen von A+. W ir wissen aber noch nicht, ob es einen MHR- 
Radikalring (bzw. einen nilpotenten MHR-Ring bzw. einen A f//i/?-N ilring) 
gibt, dessen ein Unterring 5  die entsprechende Kettenbedingung nicht erbt. 
Auch das Problem der Existenz eines A i///?-N ilringes ohne die M inimal­
bedingung für Hauptlinksideale bildet für uns bisher eine offene Frage. Wir 
w issen ferner ebenfalls noch nicht die Lösung von zwei wichtigen Prob­
lemen bezüglich Abelscher G ruppen: 1. W as ist eine notwendige und hin­
reichende Bedingung dafür, daß die Abelsche Gruppe G einen vollen Endo­
morphismenring mit M inim albedingung für zweiseitige Hauptideale besitze? 
2. W as ist ein Kriterium dafür, daß auf eine Abelsche Gruppe G wenigstens 
ein MHR-Ring mit M axim albedingung für Hauptrechtsideale (kurz: MMHR- 
R ing) aufgebaut werden kann?

§ 4. Die M H R -R in g e als Operatorenbereiche

Wir werden die Operatoren und die Endomorphismen einer Abelschen 
G ruppe M stets rechtsseitig schreiben. Offensichtlich erhält man nun zwei 
verschiedene Problemkreise, wenn man eine Eigenschaft erstens für den Ver­
band der Linksideale von E, zweitens für den Verband der Rechtsideale von 
E  erfordert, wobei E den vollen Endomorphismenring von M bezeichnet.

Sú 5 í  4 .1 . Ist E der volle Endomorphismenring einer Abelschen Gruppe 
M, so sind die folgenden Bedingungen untereinander äquivalent:

I. in E gilt die Minimalbedingung für Hauptrechtsideale;
II. in E gilt die Minimalbedingung für Hauptlinksideale;

III. in E gilt die Minimalbedingung für Rechtsideale;
IV. in E gilt die Minimalbedingung für Linksideale;
V. M ist die direkte Summe einer endlichen Abelschen Gruppe und 

endlich vieler Exemplare Sl der additiven Gruppe aller rationalen Zahlen.

Bе7 е- 4 . Aа 4  I folgt V. Nehmen w ir I an. Da E ein Einselement e 
hat, ist nE für jede ganze Zahl n ein Hauptrechtsideal in E. Ist nun mE 
ein minimales Hauptrechtsideal unter den Rechtsidealen nE, so ist m E + eine 
vollständige Gruppe, also gilt k(mE) =  mE für jedes k(£ l,f=  0). Dann ist 
aber mM wegen mM =  m(ME) =  M(mE) =  M(kmE) =  km(ME) =  kmM 
ebenfalls vollständig. Es g ibt also eine Untergruppe Mo von M mit



Ü B ER  R IN G E M IT M IN IM A LB ED IN G U N G  FÜ R  H A U PTR EC H TSID EALE. II 427

M =  mM 0  Mo nach dem Satz von Bú е 8 , wobei M„  offenbar eine /« -be­
schränkte periodische Gruppe ist. Da me =  km xk in E für jedes k(=J=0,£I) 
lösbar ist, gilt Z (p a>)s£M. Folglich ist mM torsionsfrei. Ferner ist Mo die 
direkte Summe von zyklischen Gruppen wegen mAf0 =  O und nach dem Satz 
von B ú е 8 . 1st nun M =  © M{ (Mi ф  0) eine direkte Zerlegung von M, so

bilden die direkten Summanden S n  — ^  © Mj eine absteigende Kette, und
J=n+ 1

es gilt M =  Mi  © •• •© Mk © Sk für jedes к(£1,Ш  1). Ist nun die A bbildung 
ctn^E  die Projektion von Ai auf Sn, so gilt offenbar (ап)гя(а„ - i ) r  wegen 
an-ia„ =  an. Besteht aber (an)r =  (a„-i)r  im MHR-R'mg E, so ist die 
Gleichung anyn =  an-1 in E lösbar, und so ergibt sich Mn =  Mnan-\ =  
=  M„a„y„ =  0  wegen Ai,iö„ =  0. Dies bedeutet nun, daß M die direkte 
Summe nur endlich vieler ihrer Untegruppen ist. H iernach folgt aus I 
tatsächlich V.

Aus II folgt V. Der Beweis ist dem „aus I folgt V”  ähnlich. Man 
bestätigt aber (ű „)(е (ű„--)( wegen anan-i =  an. Ist E  ein Ring mit M inimal­
bedingung für Hauptlinksideale (d. h. ein MHL-Ring), so hat znan =  an -1 in 
E  Lösungen, wenn пшпо  ist. Aus Mn =  M nan-i =  Mnz nan s  M an =  S„  fo lgt 
aber Mn =  0 wegen A i„n5„ =  0, und dies bedeutet wirklich das Bestehen 

von V.
Aus V folgen III und IV. Im Falle V ist nämlich der volle Endom or­

phismenring Ei der torsionsfreien vollständigen Gruppe mM ein voller M atri­
zenring vom Typ n x  n über dem rationalen Zahlkörper K0. Der volle Endo­
morphismenring E> der endlichen Gruppe Afo ist aber offenbar endlich. Da 
ferner die additive Gruppe Л  aller rationalen Zahlen keine echte Untergruppe 
von endlichem (gruppentheoretischem) Index hat, so ist Hom (mM, Ai0) =  0. 
Aus der Torsionsfreiheit von mM folgt nun auch Hom (Mo, mM) =  0. H iernach 
gewinnen wir eine ringtheoretische direkte Zerlegung E =  E i®  E%. Also gilt 
in E die M inimalbedingung sowohl für die Rechtsideale, als auch für die 
Linksideale.

Aus III folgt I. Dies ist trivial.
Aus IV folgt II. Dies ist ebenfalls trivial.
Das folgende Beispiel zeigt uns die Existenz einer Abelschen G ruppe 

M derart, daß der Zentralisator Ж2) des Zentralisators A(1) von einem ein­
fachen Af///?-Unterririge Ä des vollen Endom orphismenringes E von Af 
bezüglich E von A(=A(°>) verschieden ist.

B е - 4 ä - е ^  4 .2 . Es sei nämlich A der Ring aller X  Matrizen mit 
endlich vielen Spalten- und Zeilenvektoren (^=0) über dem rationalen Zahl­
körper K0. Bezeichne % die Matrizeneinheiten ( / , / = 1 , 2 , . . . , « , .. . )  und 
hki einen Homomorphismus mit =  Dann ist dieser hmlc ein
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A-H om om orphism us wegen ( e , j e k , ) h mH =  (ei,hmn)eki im vollständig reduziblen
C D

A-Rechtsmodul A, und es gelten £ h u — 1, hijhM=djkhn, wenn
> '=1

w ir den Ring A mit dem R ing A aller Rechtsmultiplikationen a (a £ A) und 
Ko mit dem Körper aller A -Endom orphism en von (ец),. identifizieren. Es sei

C O

ferner rfj =  ^  hniTijhin (r,j  £ K»), 6 6 A(1) ein beliebiges Element, und
n = 1

C O  C O  CO

bjj =  habhjj. Dann gilt b = ^  bti =  S '  rahn =  S '  /t„ r ,. wegen Л,>Гу==
г, j  i ,  j  г, j

hi\r;jh\j=r,jhij.  Ist nun ü\ =  evhiibijhj, (£  (en)r), so ist ehx —>■  a,x (x £ A) ein 
A-Endom orphism us von ( e u also gilt hubijhji = s,j £ Ko. Hiernach erhält man

C O

b,j =  hnSijhij =  Sijhjj =  hjjSij und b =  Sijhij, wobei s,,- nur für endlich viele

j  von Null verschieden ist, denn ekib muß nur aus endlich vielen Gliedern
(=f= 0) bestehen. Bezeichne nun A* den R ing aller formalen unendlichen Sum -

0 0

men а* =  У  У  Гиви mit ry m it ГуфО nu r für endlich viele j.  1st ferner
j i= 1

M =  A, m ^M , а* £ A*, 6 £ A (1>, so gilt (ma*)b =  (mb)a*, folglich auch 
A* ^  A<2). Also erhält man A(0) =j= A(L>) wegen A,0) =  А = M =  А с  A*, w. z. b. w.

S ú 5 í  4 .3 . Ist A ein halbeinfacher MHR-Ring, so ist jeder perfekte 
A-Modul M vollständig reduzibel, und die Mächtigkeit der Menge aller 
A-nichtisomorphen irreduziblen A-Moduln ist gleich der Mächtigkeit von Menge 
aller einfachen Ideale von A.

B е 7 е - 4 . Bekantlich ist jeder treue minimale А-Modul über einem pri­
mitiven Ring A m it f= 0 Sockel einem minimalen Rechtsideale R von А 
notwendig isomorph. Ähnlich ist jeder perfekte minimale А-Modul über 
einem  halbeinfachen M H R-Ring A einem minimalen Rechtsideale R des 
Operatorenbereiches A-isomorph. — Ist nun M (=M A)  ein beliebiger A-Mo- 
dul über einem halbeinfachen MHR-R ing A, so besteht m =  Zm ,a, mit 
пиа(фО (т :€М ;а, €А) und mit а, =  2Ьу, wobei by in einem minimalen 
Rechtsideale Ry von A liegt. Ist nun т,Ьу=/=  0, so ist m;R,j(f= 0) ein m in i­
maler A-Untermodul von M, und somit ist M vollständig reduzibel. Die letzte 
Behauptung fo lgt durch klassische Methoden.

B е ű е 8 ö а 9 M . Das folgende Beispiel zeigt, daß es einen einfachen MHR- 
R ing A und einen А-Modul M derart gibt, daß keine echte direkte Zerlegung 
M — Mo® Mi von M mit AiuA =  0 und mit Mi А =  Mi existiert. (Ist А 
nämlich ein Artinscher halbeinfacher Ring, so gilt für jeden А-Modul M eine 
direkte Zerlegung M =  Mo® M\ mit A i,,A ---0, MiA =  M,, wegen einer 
Peirceschen Zerlegung von M.) Es sei also A der im Beispiel 4.2 betrach­
tete Ring A und M die Menge aller Paare (fl, fl) mit а £ A, n ^ I, wobei w ir
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die Gleichheit und Addition der Paare gewöhnlich definieren. Definiert man 
auch {a, n)b --- {ab +  nb, 0), so ist M ein А-Modul. Dann folgt aus 
aus MoA^- 0 und aus der Halbeinfachheit von A sicher Aio =  0.

Sú 5 í  4.4. Ist A ein beliebiger Ring, und ist xR ein direkter Summand 
von M für jedes in einem Hauptrechtsideale von A liegende Rechtsideal R 
von A und für jedes Element x von jedem А-Modul M, so ist A notwendig 
ein halbeinfacher MHR-Ring.

B е 7 е - 4 . E 4  sei A ein Ring mit der obigen Eigenschaft und Ai der 
spezielle Modul aller Paare (a, ri) (a £ A, n £ I)  mit (a, n)b — (ab +  nb, 0) 
und mit gewöhnlich definierter Gleichheit und Addition bzw. mit der obigen 
Operatormultiplikation. Es sei Ní  =  (0, 1) und (e, 0) die Komponente von x 
in der Zerlegung M =  xR © К  für ein Rechtsideal R, das in einem Haupt­
rechtsideale (a)r ( £ A )  liegt. Dann ist e{£A) notwendig ein Linkseinselement 
in R, und somit ist A nach unserem Satz 4 in [26] ein halbeinfacher MHR- 
Ring, w. z. b. w.

4. 5. Es sei A ein MHR-Ring mit dem Radikal J, und M ein perfekter 
A-Rechst modul, К ein Untermodul von M. Der Faktormodul M/К von M ist 
dann und nur dann vollständig reduzibel, wenn MJ я К gilt.

B е 7 е - 4 . Ist Ml К  vollständig reduzibel, so besteht (M/K)J =  K/K, also 
MJ с  к.  Umgekehrt folgt aus M J ^ K , daß M/К  ein (perfekter) A J-M odul 
ist, der nach 4. 3 vollständig reduzibel ist.

4 .6 . Sind sowohl M/Ki als auch M/Ко vollständig reduzible ,,ausge­
zeichnete” Faktormoduln eines perfekten A-Moduls M, so gilt K\ =  K> (Die 
Definition s. im § 1.)

B е 7 е - 4 . Unter den Voraussetzungen erhält man nach 4. 5 sofort M J^K i 
und MJ^K-2 , also M J^Kii] K>.  Dies bedeutet aber nach 4.5, daß M/{Ki  n K>) 

ebenfalls vollständig reduzibel ist. Da auch die A-Homomorphismen

m +  {Ki  П Kf) -*■  m +  К  {i  =  1, 2; m $ Af)

nach der Definition des ausgezeiechneten Faktormoduls Isomorphismen sind, 
besteht K\ =  K\ П Къ =  K>, w. z. b. w.

4. 7. Es sei A ein MHR-Ring mit nilpotentem Radikal J  und mit der 
Eigenschaft a £ aA für jedes a£A . Es sei ferner M Af,, ein perfekter 
A-Modul und Mk/Mk+i ein vollständig reduzibler ausgezeichneter Modul für 
k=  0, 1,2, 3 , . . .  . Dann kann das obere Loewysche System M„ �0  M Z z0  M> з  ... 
in der kanonischen Form А Г з  Ai_/z> MJ-z0  . . .  eindeutig dargestellt werden. 
Das aus den ,, Hypersockeln” von M bestehende untere Loewysche System 
läßt sich aber unter den Voraussetzungen in der kanonischen Gestalt

11 Acta Mathematica XII/3—4
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Ko(M) a  K\ (M)cz K2(M )ez... eindeutig darstellen (КУ(М) =  {m\m £ M, 
m jy =  0}).s

B е ű е 8 ö а 9 M  4 .8 . Wir wissen bisher noch nicht, wie weit die Vorausset­
zungen MA = M, J" =  0 und a £ a A (für jedes a £ A) dafür abgeschwächt 
werden können, daß es eine ausführliche Bekanntmachung über eine explizite 
Darstellung der oberen bzw. unteren Loewyschen Systeme über M //7?-R inge 
möglich sei. Es ist aber ebenfalls eine offene Frage, ob genau wann die 
Bedingung A(0) =  Д(2> für einen halbeinfachen 7W///?-Unterring A des vollen 
Endom orphismenringes E von einer Abelschen G ruppe M gilt.

§ 5. Die verschiedenen Typen der Radikale von Af///?-Ringen

Bezeichne J  das Jacobsonsche Radikal [13], В das Baer—McCoysche 
(untere) Nilradikal [2], [19], N  das obere N ilradikal, L das Levitzkische 
Radikal [18], Z das Fuchssche (Zeroid-) Radikal [9] und G das Brown— 
McCoysche Radikal [3]. In beliebigen Ringen bestehen immer B ^ L ^ N ^ J ^ G 
und N ^Z . Es g ibt Ringe sowohl mit ZczJ als auch mit G c Z .  W ir sahen 
schon bei Satz 1 von [26], daß J  in M #7?-R ingen stets ein Nilideal ist. 
Vielmehr hat J  in A i///?-R ingen die stärkere Eigenschaft, daß jedes „unend­
liche Produkt” y'i ■  y2 • /з  • • • ( /» £ / )  gegen Null konvergiert. (Ist aber A =  {a}, 
0(a) — 0, an — 0 (n i^2 ), so streben alle „unendlichen Produkte” in А 
ebenfalls gegen Null, obwohl der Radikalring A =  {a) kein MHR-Ring ist.)

Es gilt nun auch

Sú 5 í  5.1. Ist A ein MHR-Ring, so gilt in A immer B =  L =  7V =J.

B е 7 е - 4 . A/В ist ein Ring ohne nilpotente Ideale (=£0) bzw. nilpotente 
Rechtsideale (=^=0). Hiernach ist ein in J/B liegendes minimales Rechtsideal 
weder nilpotent noch idempotent. D ies bedeutet aber J  =  B, also B =  L =  

=  N = J .

Sú 5 í  5.2. Es gilt in MHR-Ringen A stets J s  Z. Hat insbesondere der 
MHR-Ring A ein Rechtseinselement e, so ist J =  Z  — G.

B е 7 е - 4 . Es sei erstens A ein beliebiger M HR-Ring. Nach [9] ist 
Z  =  Zi n Zr, wobei Z, (bzw. ZA) die Summe aller /-Zeroideale (bzw. r-Zero- 
ideale) von A bezeichnet, die mit dem Durchschnitt aller maximalen /-Zero­
faktorideale (bzw. r-Zerofaktorideale) übereinstimmt. Diese maximalen /- 
(bzw. r-) Zerofaktorideale sind nach [9] Primideale in A. Daher ergibt sich

8 Vgl. F. Sí á 4 í, B eziehungen zw ischen den Abelschen G ruppen und den assoziativen 
Ringen m it M in im albedingung für H auptrechtsideale, II. Magyar Matematikai Kongresszus 
(Budapest, I960), Előadáskivonatok, la , S. 60—62.



ÜBER R IN G E  M IT  M IN IM A LB ED IN GU N G  FÜR H A U PTR EC H TSID EALE . II 431

auch Z ^ J ,  denn В ist der Durchschnitt aller Prim ideale, und nach Satz
5. 1 gilt J  =  B.

Es sei nun A ein MHR-Ring mit Rechtseinselement e. W ir werden 
beweisen, daß jedes Element с(ф 0) von jedem echten zweiseitigen Ideal 
С(Ф A) ein Linksnullteiler ist. Im entgegengesetzten Falle existiert nämlich 
ein solches minimales Hauptrechtsideal (d ),^C , daß d kein Linksnullteiler 
von A ist. Hiernach erg ib t sich (d)r =  (d2)r, also auch d =  d2a (а £ A) wegen 
e £ A, weil dann mit d auch d~ kein Linksnullteiler in A ist. Da offenbar 
e— da$C besteht, gilt es auch e— da=f= 0. Dies ist aber unmöglich wegen 
d(e—da) = 0 und wegen der obigen W ahl von d. Daher ist jedes echte 
Ideal C von A ein /-Zerofaktorideal, und somit besteht Zi =  J, denn in А 
stimmen die primitiven Ideale und die maximalen Ideale untereinander 
überein (vgl. „Nachträgliche Bemerkungen" unserer Arbeit [26]). Dann gilt 
aber Z  £  Z i= J  £  Z, a lso  J =  Z(=  Z i^  Z,).

Besitzt nun der Af//7?-Ring A ein Rechtseinselement e, so ist A/J ein 
Artinscher halbeinfacher Ring, also halbeinfach auch im Brown—McCoyschen 
Sinne. Hiernach gilt aber J  =  G, w. z. b. w.

B е - 4 ä - е ^ е .

5.3. Ist A =  {a,b) mit афа — 6 +  b =  a1 =  ab =  ba =  Ь'2фЬ =  0, so 
ist A endlich, und zwar \A\ =  4. Ferner gelten Z = A , B = J= G = {a}= ^= A ,  
also G c Z .  A hat kein Rechtseinselement.

5.4. Es sei A der im Beispiel 4 .2  betrachtete einfache M H R-Ring 
ohne Rechtseinselement. Dann gelten B = J  =  0 und G =  Z = A .

5.5 . Ist A =  {a,b\ mit ű +  ö =  b-\-b =  ar-\-a =  b- = ba  =  ab-\-b =  0, 
so gilt im endlichen Ring A ohne Rechtseinselement: В J  =  G =  Z  =  {b} Ф  A.

5. 6. Ist A der R ing ohne Rechtseinselement aller rationalen Zahlen mit 
geraden Zählern und m it ungeraden Nennern, so gelten in A, der kein MHR- 
Ring ist, В =  N =  Z  =  0 und J =  G =  A. Ferner ist (0) in A offenbar ein 
Primideal, aber weder ein maximales Ideal noch ein primitives Ideal. (Vgl. 
„Nachträgliche Bemerkungen” unserer Arbeit [26].)

B е ű е 8 ö а 9 M е 9 . N ach den obigen Beispielen kann auch die allgemeine 
Frage gestellt werden, ob in allen Ai//7?-Ringen das Brown—McCoysche 
Radikal notwendig ein Teil des Fuchsschen Radikales ist. Man kennt noch 
ebenfalls kein Kriterium dafür, daß der Faktorring A/Z eines A i///?-R inges 
A nach seinem Fuchsschen Radikal Z  halbeinfach im Sinne von Fuchs sei. 
Da eine transfinite Potenz des Jacobsonschen Radikales J  von jedem MHR- 
Ringe A verschwindet, d. h. p  =  0 mit einer Ordnungszahl у gilt (vgl. [26]), 
kann es auch folgendes gefragt werden: zu welchen Ordnungszahlen у  g ibt es 
wenigstens einen 7VÍ/y/?-Ring A mit Radikal J, für das die Bedingungen

о*
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J y =  0, Jß f=0, ß< y gelten? Dies steht in Beziehung mit dem Problem, ob 
es zu welchen Ordnungszahlen у wenigstens einen A f///?-R ing A mit Rechts­
einselement e und mit Radikal J  derart gibt, daß der Linksannullator von 
ß  (ß ^ y ) in A genau der ß-te transfinite Rechtssockel von A ist. Es wäre 
merkwürdig, auch einen ЛÍЯ /?-Radikalring ohne die Minimalbedingung für 
Hauptlinksideale zu konstruieren, obwohl w ir vermuten, daß ein solcher 
Radikalring vielleicht überhaupt nicht existieren kann. Bezüglich hierher 
gehörender eventueller Verallgemeinerungen verweisen wir noch auf eine Arbeit 
von Herrn H. J. H G е D 9 ö е  (Nilpotenzkriterien, Math. Armoien, 132 (1957), 
S. 404—411).

§ 6. M M HR-R inge u n d  re g e lm äß ig e  H a u p tre c h ts id e a le

Nach der im § 1 ergebenen Definition ist jeder halbeinfache Artinsche 
Ring ein MMHR-Ring. Sowohl die ringtheoretische direkte Summe von 
einfachen Artinschen Ringen (die im allgemeinen kein Artinscher Ring ist), 
als auch jeder Zeroring Z ( p m) ist ein yVi//7?-Ring, aber im allgemeinen kein 
MMH /?-R ing. Dagegen sind die Artinschen Ringe A ohne Z (p m) in A ‘ 
immer MMHR-Ringe. (vgl. %�—“ s  [7]).

Sy t z  6. 1. Ist A ein MMHR-Ring mit Radikal J, so ist AIJ stets ein 
Artinscher halbeinfacher Ring. Dann ist die additive Gruppe А ' von A not­
wendig die direkte Summe einer torsionsfreien vollständigen Gruppe und endlich 
vieler ihrer reduzierten p-Komponenten.

B е 7 е - 4 . E 4  genügt zu zeigen, daß jeder halbeinfache MMHR-R\ng 
B(=A/J) ein Artinscher Ring ist. Ist В =  2(&eaB (e i^  en), so gilt (eß ci 
cz(e,+e ■ >),. c  (ei +  e-2 +  e0)r c . . .  durch geeignete Wahl der idempotenten Ele­
mente e,, e2, . . . ,  deren jedes endliche System als ein System paarweise 
orthogonaler idempotenter Elemente gewählt werden kann. Da A ein MM HR-
Ring ist, gilt В =  (ei-\-e-2-\-------\-es)r mit einem Index s. H iernach hat В ein
Linkseinselement ei +  e2-|------- \-es, und deshalb ist В ein halbeinfacher
Artinscher Ring.

Ist nun A ein M HR-R ing mit Z(pw) ^  A + , so ist A kein MMHR-Ring 
wegen Z(p^) ■  A = 0 nach dem Satz 3.1 . Also ist die maximale vollständige 
Untergruppe eines MMHR-Ringes, A stets torsionsfrei. Ist ferner a,,f=0 mit 
0{a,)- p, so gilt (üPl), c= (aP{ +  avß c= (aPl +  aPi +  apß c z . . .  . Da A ein 
MMHR-Ring ist, so hat A tatsächlich nur endlich viele verschiedene 
/^-Komponenten. Die Anwendung der Resultate von § 3 beendigt nun den 

Beweis.
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B е ű е 8 ö а 9 M е 9  а 9 |  B е - 4 ä - е ^ е .

1. Die erwähnte Gestalt von A+ eines MMHR-Ringes A ist nur eine 
notwendige Bedingung bezüglich Л+ über Л" einen M M HR-Ring A zu 
konstruieren. Sind insbesondere alle p-Komponenten A f beschränkt, so ist 
diese stärkere Bedingung schon sicher hinreichend. Ein genaueres Kriterium 
ist noch unbekannt.

2. 1st A die direkte Summe aller Zeroringe Z (p ') ( £ = 1 , 2 , . . . usw.), 
so ist A ein M M H /?-Ring mit unbeschränkter periodischer additiver Gruppe. 
(Hierbei ist p festgewählt.)

3. Die ringtheoretische direkte Summe A von unendlich vielen Exem ­
plaren der untereinander isomorphen endlichen Primkörper Kp ist sicher ein 
M HR-Ring, aber kein M M HR-Ring, obwohl p A =  0 gilt. H ier können die 
Exemplare Kp durch die vollen Matrizenringe {K,)H (n =  1 ,2 ,3 , . . .  usw.) 
derart ersetzt werden, daß A ebenfalls ein MHR-Rmg mit pA-=  0 aber kein 
M M HR-Ring bleibt.

Nun möchten wir die Untersuchungen von D - е а | G 9 9 é  und H G ä ö - 9 4  

([5], [12]) über den Sockel A\ von A ergänzen und fortentwickeln. W ir 
benützen dafür den Begriff der regelmäßigen Hauptrechtsideale (s. § 1) und 
die folgenden Bezeichnungen. Ist A ein beliebiger Ring mit Rechtssockel 
(kurz nur Sockel) Ai und mit den homogenen Komponenten Ha [13], so gilt
A \=  ®H,x. {Ha ist die Summe aller zu einem festen minimalen Rechts­

t e  ß
ideale R von A Л-isomorphen Rechtsideale von Л.) Es sei ferner Np die 
Summe aller nilpotenten Rechtsideale von Л in Ha, und M,t ein Rechtsideal 
von Л in Ha mit И,,. =  M!± © Np. Bekanntlich ist jedes Rechtsideal sowohl 
von Mu als auch von Hp sicher ein Rechtsideal ebenfalls von Л [5]. Es sei 
nun N  die Summe aller Np, N* die Summe einiger, endlich vieler, festge­
wählter Na , H* die Summe der entsprechenden (d. h. zu den in N* liegenden 
N,3 gehörenden) Ha und M*  die Summe der entsprechenden Mp. Es gilt der 
folgende

Sy t z  6.2. I. Ist eA (e2 =  e) ein regelmäßiges Hauptrechtsideal von A 
im Sockel A,, so gilt eA =  eAe, und jedes Rechtsideal von eA ist ein Rechts­
ideal ebenfalls von A. Ferner ist eA ein Artinscher halbeinfacher Ring, und 
es gilt auch e7V =  0.

II. Ist nun N0 =  Ne und n £ N h so bestehen (e +  rí)1 =  e +  n und 
e A © 7V =  (e-j- n)A ф N. Ferner ist {e-\-n)A mit eA (e2 = e, n £ Ne) ebenfalls 
ein regelmäßiges Hauptrechtsideal. Die Abbildung ex -> (e +  n)x (x £ Л) ist 
ein A-Isomorphismus von eA auf (e + n)A und aus {e-\-nj)A =  {e-\-nj)A 
folgt notwendig rn n , (n, £ Ne). Es gelten auch die Beziehungen Л(1— e ) s  
^ ( 1 — e— n)A und A{\—e — /? )^ (1 —e)A.
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III. Besteht umgekehrt R ® N = e A  ® N, wobei R  ein beliebiges Rechts­
ideal, eA ein regelmäßiges Hauptrechtsideal von A und e- =  e ist, so ist R  

notwendig ein regelmäßiges Hauptrechtsideal von A, und es existiert ein 
m ^ N e  mit R =  (e + m)A.

Bе7 е- 4 . E4  seien Qe =  (l —e )A eA (\—e) und B, =  e A (\— e) + 
+  AeA( 1—e), wobei eA (e- =  e) regelmäßig ist, und in A\ liegt. Dann ist 
B, ein Linksideal von A, und es gelten B,. =  Q,. + eA( 1— e) und B?.= Q ,+  
+ eA( 1 — e)C£. 1 (k =  2 ,3 ,4 ,...) . Da eA regelmäßig ist, existiert ein Expo­
nent / mit Q ' =  0, also mit Äi+1 =  0. Dann ist aber D,, =  eAc\ (Br +  В, A) 
sowohl idempotent wegen e2 — e und D .-^eA ^A i a ls auch nilpotent wegen 
B’,+l  =  0. Also gelten D„ =  0 und eA =  eAe wegen eA { \—e) £  D,,(=  0 ; =  
=  eA П (Be +  BeA)). A = e A © (1 —e)A und eA =  eAe (e2 — e) bedeuten aber, 
daß jedes Rechtsideal von eA ebenfalls ein Rechtsideal von A ist. H iernach 
ist eA ein halbeinfacher Artinscher Ring.

Aus eA n N  — 0 folgt offenbar e N = 0 .
Ist nun No =  Ne und n£No, so g ilt (e +  n)- =  e +  n wegen ne =  n, 

en =  0 und n- — 0. Da aber еа =  (е-\-п)а — па und {e-\-n)b =  eb-\-nb 
bestehen, ist eA © N =  {e-\-n)A © N. Ein elementares Rechnen zeigt nun, 
daß die Kerne Ki bzw. K2 der A-Homomorphismen g>i:x-*-ex (x £ A ) bzw. 
epp. x-*-(e +  n)x (x £ A) übereinstimmen, und deshalb ist die Abbildung 
cp: ex—>-(e +  n)x ein A-Isomorphismus von eA auf (e +  /i)A. (Es gelten näm ­
lich Ki ^  Ki und Ko c  K\ .)

Es seien nun Q,' =  0 und Q,+„ =  ( l —e—n)A(e-\-n)A(\—e— n). Wir 
möchten zeigen, daß Q,.+ll nilpotent, d. h. (e + n)A regelm äßig in A ist. D ies 
kann wegen Q e+„ c { Q ,, N} folgenderweise eingesehen werden. Jedes Element 
von {Q,.,N}2' ist die Summ e gewisser Produkte P, deren Faktoren zur 
mengentheoretischen Vereinigung Qe и N  gehören. D ann gilt aber sicher 
{Qe, N}2’ =  0. Hat nämlich ein Produkt P  keinen Faktor aus N, so gilt 
P £ Q ?, also P  — 0 wegen Q1, =  0. Besitzt nun ein P roduk t P genau einen 
Faktor n aus N, so ist P = q iq 2. . .qsnqiq2.. ,q\ mit q ;,q j^Q ', s ^ 0 , t ^ 0 . 
(Das leere Produkt sei nach Definition 1 £ /.) In diesem Ausdruck ist wegen 
( /— l ) + l + ( / — 1 )< 2 / entw eder s ^ /  oder t ^ l ,  und som it gilt auch P  =  0 
wegen QÍ =  0. Enthält drittens ein Produkt P wenigstens zwei Faktoren aus 
N, so ist ebenfalls P  =  0 wegen AP =  0, A N ^ N  und N A ^ N . Deshalb ist 
(e +  n)A w irklich regelmäßig in A, wenn eA das gleiche ist.

Besteht ferner (e-\-ni)A =  (e + n2)А (/г,- £ N„ Ne), wobei eA ^A i regel­
mäßig ist, so existiert ein a £ A mit (e-j- ni)e =  {e-\-m>)a. Folglich ergibt sich 
n-i — ni =  (n-2 — n\)e =  n2e— (ea + n2a— е) =  (е + По)(е— a). Hiernach gilt aber 
n2— ni £ N  Г) (е +  п >) А, also auch п >— ni =  0 und По-Пу.
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Da die Abbildung e x —>(l-\-u)x  nach den Vorigen ein A-Isomorphis- 
mus ist, und eA =  eAe, (e +  n)A =  (e-\-n)A(e + n) gelten, bestehen auch

A (\— e) =  eA( l—e) +  ( l —  e)A(\—e) =  ( \ — e)A(l— e ) < = ( l  — e)A  =

=  (1 —e— n)A,

und wegen Symmetrie auch A( 1—e— n ) ^ ( \ — e)A. Dies bedeutet aber, daß 
jeder Linksannullator von e ebenfalls ein Rechtsannullator von e-\-n ist, bzw. 
daß jeder Linksannullator von e + n ebenfalls ein Rechtsannullator von e ist.

Gilt zum Schluß R ® N - = e A ® N mit einem beliebigen Rechtsideal 
R und mit einem regelmäßigen Hauptrechtsideal eA (e'2 =  e) von A in Ai, 
so gilt e = / - f «  mit f € R , n d N . Aus e2 =  e, TV2 =  0, RN- 0 und Rn N  =  0  
erhält man aber f 2 -\-fn + n f+  n2 = f-{- n, also / 2= /  und n f = n .  Da 
e = f 2 + n, f £ R und f A ® N ^ e A ® N  =  R®N=> fA®N bestehen, und der 
Verband der Untergruppen von A+ modular ist, ergibt sich R = f A  mit f = e — n. 
(Offensichtlich gelten nämlich f A ^ R , fA -\-N ^  R + N und f A n N =  
=  R n N (=  0), und daher folgt unsere Behauptung.)

Sú 5 í  6. 3. Ist insbesondere A entweder ein MMHR-Ring, oder ein Artin- 
scher Ring, so ist M* in A stets ein regelmäßiges Hauptrechtsideal.

B е 7 е - 4 . Da M* die Summe endlich vieler idempotenter minimaler 
Rechtsideale eiA, . . . ,e„A (e,2 =  e;) von A in H*  ist, kann es ei+í £ (1—ei)... 
. . . ( 1 — e2) ( l —ei)A wegen der Anwendung klassischer Methoden vorausgesetzt 
werden. Hiernach hat aber M* ein Linkseinselemente, d. h. M* = eA  (e2 =  e). 
Es genügt zu zeigen, daß Q, =  (1—e)AeA{ 1—e) nilpotent ist. Im Falle 
d* £ D* =  H*  П (1—e)A existieren solche Elemente ai,a-i^A und n£N, daß 
d* = eay-\- n  =  { \— e)üo ist, denn es gilt H* =  M* ® N*.  Nach einer Links­
multiplikation mit e erhält man d'-ayßen 0, folglich auch eöi =  0 wegen 
е Л п Л 1 = 0 . Dies bedeutet aber, daß d* =  n, also D*^N*.  Hiernach gilt 
nun Qe =  0 wegen Q,. c  o* TV* Hü N und wegen N 2 = 0 , und somit ist Ai* 
tatsächlich regelmäßig in A.

B е ű е 8 ö а 9 M  6 .4 . Natürlich kann auch die Frage gestellt werden, ob 
sich die Voraussetzungen des Satzes 6 .2  bzw. des Satzes 6. 3 noch wie weit 
abschwächen lassen. Ferner kennen wir bisher ebenfalls nicht die Existenz 
eines beliebigen Ringes (bzw. A f#/?-R inges) A derart, daß (1— e)A(\— e) 
kein nilpotenter Ring, aber (1 — e)AeA( 1—e) ein nilpotenter Ring ist. D ies 
steht in Zusammenhang mit der Möglichkeit, daß sich die „regelmäßigen” 
Hauptrechtsideale vielleicht auch anders definieren lassen. Es wäre also 
merkwürdig, diese Beziehungen ausführlicher zu untersuchen.
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§ 7 .  Ü b er d ie  MHU - R inge

V. I. S9 е"| ű ’ а ^^е8  [22] betrachtete die Klasse К  der Ringe mit Mini­
m albedingung für alle Unterringe. Jeder Ring aus dieser Klasse К  ist ein 
MH U-Ring im Sinne der Definition im § 1. Ein unendlicher Zeroring A m it 
pA- 0 gehört nicht zu d ieser Klasse K, obwohl dieser Ring A ein MHU-  
Ring ist. Ferner haben wir im unseren Satz 3 .3  gesehen, daß jeder nil­
potente M H i/?-Ring auch ein MH  f/-R ing ist. Die endlichen Ringe sind 
natürlich MHR-Ringe und auch MHU-Ringe. Z{p00) ist ferner ebenfalls 
sowohl ein A f///?-R ing als auch ein MHU-Ring, obwohl Z (p “ ) unendlich 
ist. Dagegen ist der Ring /  der ganzen Zahlen weder ein MHR-Ring noch 
ein M H f/-R ing. Der rationale Zahlkörper Ko ist offenbar ein MHR-Ring, 
aber kein MHU-R\ng. 1st nun A =  {ű - , а*, О з,...}  ein Ring mit an-\-an = 

aT1 =  a„am +  ama„ =  0 (m=j=n), so ist A ein MHU-Ring, aber kein 
MHR-Ring. Gehört nun der Ring A zur Klasse К*  aller solchen Ringe, 
deren jeder endlich erzeugbare echte Unterring ein Hauptrechtsideal in A ist, 
so ist A genau dann ein MHU-R\ng, wenn er auch ein MHR-R\ng ist. 
Neulich haben wir diese Klasse К* ganz explizit bestim mt (vgl. in spezi­
ellem Falle auch Satz 3 von [25]).4 Die endlichen Körper, die im allgemeinen 
nicht zur K lasse K* gehören müssen, zeigen uns die Existenz solcher Ringe, 
die gleichzeitig M //7?-R inge und auch Ai/7 £/-Ringe sind. Jeder unendliche 
MHR-Ring А (MH(У-R ing А) aus der Klasse K* hat eine periodische addi­
tive Gruppe A + mit Ap^  Z ( pm) bzw. ~  Z(pa>) © I\(p) oder ' Ap\< oo für 
jede Primzahl p. Dies ist ein tieferes Korollar von [25].

Die folgenden Tatsachen bezüglich der MHU-Ringe können aber viel 
leichter eingesehen werden. Sowohl jedes homomorphe Bild als auch jeder 
Unterring eines A f# t/-R in g es ist ebenfalls ein MHU-R'\ng. Ferner hat jeder 
MHU-Ring ( ^ 0 )  in jedem seiner Unterringe (f= 0) minimale Unterringe 
(Ф  0), die Ringe von Prim zahlordnung (also Zeroringe oder Primkörper) sind 
(vgl. Lemma 1 von [24]).

Sú 5 í  7. 1. Die additive Gruppe eines MHU-Ringes ist periodisch. Jeder 
MHU-Schiefkörper ist ein kommutativer, absolut algebraischer Körper der 
Charakteristik p(J= 0). Ist ferner A ein Nilring, der gleichzeitig sowohl ein 
MHU-Ring als auch ein MHR-Ring ist, so bilden die Elemente von А 
bezüglich der Verknüpfung Г\ о r2 =  Г\ +  г2 — Г\Г± stets eine (nicht notwendig 
auflösbare) periodische Gruppe G, die das direkte Produkt ihrer Sylowschen 
p-Untergruppen ist. Die Gruppe G besitzt dann ein transfinites auflösbares 
invariantes System.

4 W ir verw eisen noch auf d ie in 2  z itierte Arbeit.
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B е 7 е - 4 . Ist P  das maximale periodische Ideal des A i//( /-R inges A, so 
ist (A/P)+ torsionsfrei. Da А/P keinen Unterring einer Ordnung p  hat, gilt 
notwendig A P.

Da der Ring /  der ganzen rationalen Zahlen kein MHU -R ing ist, hat 
jeder M H (/-Schiefkörper A eine Charakteristik p(=f= 0), und besitzt A lauter 
absolut algebraische Elemente wegen des Abbrechen jeder absteigenden 
Kette {Ní } z 0  {x2} z 0  ■  ■  ■  z 0  {Z 2*} z 0  . . . in A. Also ist A nach einem Satz von 
J ú í G е 4 G 9  [13] kommutativ, denn es gib t zu jedem x £ A einen Exponenten 
n mit der Bedingung xn =  x.

1st nun A ein M H (/-N ilring, der gleichzeitig auch ein A i///? -R ing  ist, 
so bilden die Elemente von A bekanntlich eine Gruppe G bezüglich der Ope­
ration öi о  а-, =  Oi +  a>— öiöo, denn diese Verknüpfung ist assoziativ. Ferner
ist 0 das Einselement dieser Gruppe, und im Falle an =  0 ist b =  — {a +  a'1 -j----
• • • + ö " -1) das Inverselement von a in G. Da im Falle 0  + (a) =  т (ф  0, £ /) 
der Unterring {o} von A endlich ist, so ist die Ordnung von a in G eben­
falls endlich. Also ist G periodisch. Jede p-Komponente Av des Ringes А 
ist eine Untergruppe in der Gruppe G, und zwar kann es gezeigt werden, 
daß G das direkte Produkt der Sylowschen p-Untergruppen A,, ist. (Für den 
Beweis verweisen wir auf [22].) Jedes Ideal von A ist ferner ein Normal­
teiler in G. Da A ein A ////?-N ilring ist, so existiert eine Ordnungszahl 
mit AY =  0, Aá =  0, ß< y (vgl. [26]). Betrachten wir nun das transfinite inva­
riante System A z0  Á1 з  •• • з  A"’z0  ■  • • zx Ay — 0, d a sa u s  Normalteilern Aß von 
G besteht. Dann sind die Faktorgruppen Ap, zU+1 bei jedem „Sprung” 
(ß, /i-t-1) kommutativ wegen (ö - о Aß+i) о (a2 о Aß+1) =  ö - +  öo 4- zUfI 
— (а, о A^+1) о (ö - о A^+1), w. z. b. w.

B еű е8 ö а 9 M  7. 2. Wir sahen schon, daß die Klassen von A i///?-R ingen 
bzw. von A f / /(У-Ringen untereinander verschieden sind. Nun stellt sich eine 
Frage, ob was ein Kriterium dafür ist, daß ein MHR-Ring auch ein MHU-  
Ring sei. Es kann auch die umgekehrte Frage betrachtet werden, d. h. genau 
wann folgt aus der A i//(/-E igenschaft die A f///?-E igenschaft? D iese scheinen 
uns im allgemeinen schwer.

Anhang

Zum Schluß möchten wir einige allgemeinere offene Grundfragen bezüg­
lich der MHR-Ringe erwähnen, die mit dem Gegenstand unserer Arbeit [26] 
und der soeben betrachteten Theorie eng Zusammenhängen.

P 8 G е ^ е ű  1. Man untersuche die M inimalbedingungen in vollen Mat­
rizenringen An (n =- 2, 3, 4 , . . . )  über einem MHR-Ring A\
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P 8 G е ^ е ű  2. G ib t es einen MHR-Ring ohne die M inimalbedingung für 
endlich erzeugte Rechtsideale?

P 8 G е ^ е ű  3. G ibt es einen MHR-Ring mit endlich vielen Hauptrechts­
idealen und mit unendlich vielen H auptlinksidealen?

P 8 G е ^ е ű  4. W as ist ein Kriterium dafür, daß ein MHR-Ring auch ein 
R ing mit M inim albedingung für Hauptlinksideale sei?

P 8 G е ^ е ű  5 .  G ibt es einen MHR-Ring ohne die M inimalbedingung für 
die Potenzen eines festen Hauptrechtsideales?

P 8 G е ^ е ű  6. Genau wann ist ein MHR-R ing auch ein MMHR-Ring?
P 8 G е ^ е ű  7. W elche M //7?-R inge können in einen MHR-Ring mit 

Einselement eingebettet werden?
P 8 G е ^ е ű  8. Man ergebe gew isse Verallgemeinerungen der Theorie von 

gewöhnlichen prim ären bzw. vollständig prim ären Ringe durch [13], durch 
[26], und durch d ie Ergebnisse d ieser Arbeit!

P 8 G е ^ е ű  9 .  Man untersuche im Zusammenhang mit Problem 8  die 
eventuellen verschiedenen direkten Zerlegungen von A Í///?-R ingen A, deren 
Radikal J von Null verschieden ist!

(Eingegangen am 17. Mai I960.)
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