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§ 1. Einleitung’

Die im Titel erwdhnten Ringe werden kurz MHR-Ringe genannt, die
schon in unserer Arbeit [26] untersucht worden sind. Unter einem Ring
verstehen wir immer einen assoziativen Ring, unter dem Radikal das Jacob-
sonsche Radikal, unter einem halbeinfachen Ring einen Ring mit dem Radi-
kal (0). Fiir die Grundbegriffe verweisen wir auf [13], ferner auf [1], [4], [7]
und [21]. Unter einem MH,R-Ring verstehen wir einen Ring mit Minimal-
bedingung fiir die in Hauptrechtsidealen liegenden Rechtsideale. Hiernach ist
jeder Artinsche Ring (d. h. ein Ring mit Minimalbedingung fiir Rechtsideale)
ein MH,R-Ring und jeder MH,R-Ring ist ein MH R-Ring, aber die Umkeh-
rungen sind falsch. Ferner wird ein Ring mit Minimalbedingung fiir Haupt-
ideale (bzw. fiir die in Hauptidealen liegenden Ideale) kurz M H/-Ring (bzw.
MH,I-Ring) genannt. Die MHR-Ringe mit Maximalbedingung fiir Haupt-
rechtsideale nennen wir MMHR-Ringe. Ein M HU-Ring bedeutet aber stets
einen Ring mit Minimalbedingung fiir die durch ein Element erzeugten
Unterringe.

Bekanntlich wird ein Ring A im von Neumannschen Sinne reguldr
genannt, wenn es zu jedem Element a€ A ein x€ A mit a=axa gibt. Ist
ferner A ein beliebiger Ring mit einem idempotenten Element e, so wird das
Hauptrechtsideal (¢),=e¢A von A ,regelmdfiig” genannt, wenn der Unterring
Q.= (1—e)AeA(1—e) nilpotent ist. Bezeichnet / den Ring der ganzen rati-
onalen Zahlen, so ist 1 € / im Falle 1¢ A ein Operator mit (1—e)AeA(1—e) =
= {aeb—eaeb—aebe-+teaebela, b € A}. Der Unterring Q. ist ein Quasiideal
im Sinne von O. STEINFELD [23]. Bezeichnet e;; die Basiselemente des vollen
Matrizenringes A= (//(2)). (,j=1,2), so ist e, A wegen e,€ Q., kein
regelmafiiges Hauptrechtsideal. Ist aber A kein Nilring und ist A entweder

1 Diese Arbeit ist ein Teil der Dissertation (1959) des Verfassers. Wir verweisen
noch auf [26] und auf die Note [6], die voneinander unabhingig zustande gekommen sind.
Vgl. noch F. Szisz, A f6jobbidealokra nézve minimum-feltételii gytiriik, MTA Mat. és Fiz.
Oszt. Kozl., 11 (1961), S. 135—177, was eine abgekiirzte Version der Kandidatsdissertation ist.
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ein MMHR-Ring oder ein Artinscher Ring, so ist ¢eA mit jedem Hauptidem-
potent e regelmédBig. Wiederum ist eA in einem beliebigen Ring A regel-
mifig, wenn e(=e¢*) zum Zentrum von A gehort. Ist nun ¢ ein Ringhomo-
morphismus von A in B, so ist mit eA auch eq-A¢ ebenfalls regelmiBig.

Ist E der volle Endomorphismenring einer beliebigen Abelschen Gruppe
M, und A= A" ein Unterring von E, so sei AC+) der Zentralisator von
AU beziiglich E fiir jede natiirliche Zahl n. Es gelten immer A®*D— A®
und ACY = A® fiir alle k=1. Der kritische Fall ist im allgemeinen k=0.
Ist nun A die ringtheoretische direkte Summe beliebig vieler einfacher
Artinscher Ringe, so gilt auch A = A®).

Ein A-Rechtsmodul M mit MA= M ist perfekt. Ein vollstindig redu-
zibler A-Faktormodul M/K von M wird ,,ausgezeichnet” genannt, wenn jeder
A-Homomorphismus eines beliebigen vollstindig reduziblen A-Faktormoduls
M/L auf M/K ein Isomorphismus ist. Wir bezeichnen die Menge
{x|x€M, x-]“=0} mit K.(M) fiir einen A-Rechtsmodul M und fiir jede
Ordnungszahl «, wobei / das Radikal von A ist.

Nun werden wir die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit zusammenfassen.

Im § 2 werden das Noethersche und das Wedderburn—Artinsche Kri-
terium verallgemeinert, ferner Eindeutigkeitsfragen erortert, bzw. spezielle
halbeinfache M HR-Ringe charakterisiert. Es werden auch die subdirekten
Darstellungen von M H/-Ringen, und eine Verallgemeinerung eines Kriteriums
von A. KERTESZ betrachtet, das die halbeinfachen Artinschen Ringe durch
eine Folge von dquivalenten Bedingungen bestimmt hat. Wir verallgemeinern
auch ein Harada—Kovacssches Kriterium iiber die reguldren Ringe. Hiernach
und nach [26] ist jeder halbeinfache MHR-Ring regulir. Wir haben aber
einen reguldren Ring explizit gegeben, der kein (halbeinfacher) M HR-Ring ist

Im § 3 werden die additiven Gruppen der M HR-Ringe, insbesondere
der MHR-Ringe mit Einselement, der M HR-Radikalringe bzw. der primi-
tiven MHR-Ringe betrachtet. In einem nilpotenten MH,R-Ring gilt die
Minimalbedingung auch fiir die in Hauptrechtsidealen liegenden additiven
Untergruppen, und jeder Unterring ist ebenfalls ein MH, R-Ring.

Im § 4 untersuchen wir die Struktur einer Abelschen Gruppe M mit
(vollem) M HR-Endomorphismenring E. Ist nun der volle Endomorphismenring
E von M beliebig, und A ein einfacher MHR-Unterring von E, so kann
nach einem expliziten Beispiel auch (A =)A= A® gelten, d. h. der Zent-
ralisator A® des Zentralisators A von A beziiglich E ist von A verschieden.
Wir werden auch die Operatorenmoduln und die Loewyschen Systeme iiber
M HR-Ringe erortern.

§ 5 untersucht die Zusammenhdnge von verschiedenen Typen der Radi-
kale von MHR-Ringen. In beliebigen MHR-Ringen stimmen das Baer—
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McCoysche Radikal B, das Levitzkische Radikal K, das obere Nilradikal N
und das Jacobsonsche Radikal / iiberein. Hat der M H R-Ring ein Rechtseins-
element, so stimmen auch das Fuchssche Radikal Z und das Brown—
McCoysche Radikal G mit dem Jacobsonschen Radikal J iiberein. Im all-
gemeinen gelten in MHR-Ringen Z=/ und G=/, und es konnen durch
spezielle Beispiele auch Z=~J und G =~J bestitigt werden.

Im § 6 betrachten wir die MM H R-Ringe und die regelméfiigen Haupt-
rechtsideale des Sockels eines Ringes. Hiernach ist jedes Rechtsideal R eines
regelmdfigen Hauptrechtsideales, als Ringes, des Sockels A, von A ebenfalls
ein Rechtsideal in A, und es gilt noch eine Folge der Behauptungen, ins-
besondere eine relative Charakterisierung beziiglich der regelmdBigen Haupt-
rechtsideale des Sockels eines Ringes.

Im § 7 werden die MHU-Ringe erortert. Es gibt einen MH U-Ring,
der kein MHR-Ring ist, und einen MHR-Ring, der kein MHU-Ring ist.
Ist nun A ein MH U-Nilring, der auch ein MHR-Ring ist, so bilden die
Elemente von A beziiglich der Verkniipfung x-y-=—x-+y—xy eine perio-
dische verallgemeinerte auflosbare Gruppe G, die das direkte Produkt ihrer
Sylowschen p-Untergruppen ist. Die Bedingung, daB jeder endlich erzeugbare
echte Unterring von A ein Hauptrechtsideal von A ist, ist hinreichend aber
nicht notwendig dafiir, daB ein MHR-Ring auch ein MHU-Ring sei, bzw,
daff ein MHU-Ring auch ein MHR-Ring sei (vgl. Satz 3 von [25]).*

§ 2. Uber halbeinfache MHR-Ringe

Wir haben schon in unserer Arbeit [26] gezeigt, dali jeder halbeinfache
MHR-Ring A, als ein A-Rechtsmodul, vollstindig reduzibel ist. Diese Ringe
A sind auch als zweiseitige (A, A)-Doppelmoduln vollstindig reduzibel. Es
gilt nun die folgende Behauptung als eine Umkehrung und Ergdnzung dieser
Tatsachen:

2. 1. Ist ein Ring A die direkte Summe seiner idempotenten minimalen
Rechtsideale, so ist A ein halbeinfacher MHR-Ring. Ein Ring A ist genau
dann ein halbeinfacher MHR-Ring, wenn A in die ringtheoretische direkte
Summe von einfachen MHR-Ringen zerlegt werden kann. Diese letztere
Zerlegung ist bis auf Isomorphie und Permutation eindeutig.

Nach [26] ist ndmlich A, als die direkte Summe idempotenter mini-
maler Rechtsideale, auch als ein (A, A)-Doppelmodul vollstindig reduzibel.
Daher ist das Radikal / ein direkter Summand von A, folglich /=0, denn

2 Vgl. F. Szisz, Die Ringe, deren endlich erzeugbare echte Unterringe Hauptrechts-
ideale sind, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 13 (1962) (im Erscheinen), und die Kandidats-
dissertation des Verfassers.
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aus e¢*=e ¢ J erhdlt man e—=0. Die weitere Behauptungen folgen aus dem
Kapitel III von [13].

Satz 2. 2. Jeder MHR-Ring A ohne nilpotente Elemente (=~0) ist die
ringtheoretische direkte Summe von Schiefkorpern (GERTSCHIKOFF [11]). Jeder
nullteilerfreie M HR-Ring ist ein Schiefkorper. Jeder kommutative halbeinfache
M HR-Ring ist die ringtheoretische direkte Summe von Korpern. Jeder biregu-
lare [13] MHR-Ring ist die ringtheoretische direkte Summe von vollen Mat-
rizenringen iiber Schiefkirpern.

BEWEIS. Jeder MHR-Ring A ohne nilpotente Elemente (=~0) ist namlich
halbeinfach, denn das Radikal ist ein Nilideal. Nach dem Satz von LITOFF
(Kapitel IV von [13]) 14Bt sich aber jeder endlich erzeugbare Unterring von
A in einen solchen Unterring von A einbetten, der einem vollen Matrizenring
tiber einem Schiefkorper isomorph ist, und der im allgemeinen nilpotente
Elemente (5~ 0) hat. Hiernach ist jede zweiseitige einfache direkte Kompo-
nente von A ein Schiefkorper.

Ist nun insbesondere A nullteilerfrei, so ist A selbst ein Schiefkorper.

Da jeder kommutative einfache Ring ein Korper ist, und jedes (zwei-
seitige) Hauptideal eines bireguldren Ringes ein Einselement hat, gelten auch
die weiteren Behauptungen im Satz 2. 2.

BEMERKUNG. Der Satz von SzELE [27] ist eine Folgerung sowohl des
Wedderburn—Artinschen Struktursatzes als auch unserer Resultate tiber M HR-
Ringe. Dagegen kann auch ein kiirzer elementarer Beweis des Szeleschen
Satzes iiber die Ringe ohne echte Rechtsideale gegeben werden (vgl. Lemma
1 von [24]). '

Satz 2. 3. Jeder halbeinfache M HR-Ring ist ein MH,[-Ring. Ein MHI-
Ring A ist dann und nur dann eine ringtheoretische subdirekte Summe ein-
Jfacher Ringe E; («€£2), wenn A die ringtheoretische direkte Summe der
Ringe E.(>~E.) ist. Dann ist A auch ein MH,I-Ring.

BEweis. Ein halbeinfacher M HR-Ring ist zweiseitig vollstindig redu-
zibel, also ist er ein MH,[-Ring.

Es sei nun A ein MH/-Ring, der eine subdirekte Summe einfacher
Ringe E. (« € £2) ist. Dann existieren maximale Ideale B, mit A/B.~FE.,
N B.=0, A>= B+ A. Wir zeigen, dal jedes Hauptideal (a) von A, als

acQ

ein (A, A)-Doppelmodul, vollstindig reduzibel ist. Es sei nimlich C. = (a) N Ba.
Dann koénnen die Ideale C. mit C.= (a) weggelassen werden, und (a) ist
eine subdirekte Summe der iibrigbleibenden einfachen Ringe (a)/Ce(~ A/Ba;
a ¢ Be). Ist nun (m) ein beliebiges minimales Ideal von A in (a), so existiert
ein Ideal C. mit (m) < C., also mit (a) = (m) ® C.. Hiernach ist das endo-
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morphe Bild C, von (a) ebenfalls ein Hauptideal. Ist nun (m,) ein minimales

Ideal von A in C., so gilt C.=(m,) ® C; mit einem Hauptideal Cp von A.

Da aber A ein MHI-Ring ist, besteht (a) = (m) @ (m,) ® --- @ (m;) mit einem

geeigneten Index &, denn (@)>C.>Czy>D--- mull abbrechen. Deshalb ist

aber auch A= Ui(a), als .ein (A, A)-Doppelmodul, vollstindig reduzibel,
aE 4

w. z. b. w.

Herr Dr. A, KERTESZ hat in [15] und [16] bewiesen, dafi eine Folge
untereinander dquivalenter Bedingungen unter den Ringen mit Linkseinselement
genau die Artinschen halbeinfachen Ringe charakterisiert. Diese Bedingungen
bestimmen aber genau die halbeinfachen MHR-Ringe in der grolieren Klasse
der Ringe ohne Rechtsannullatoren (s~0). Ist nun A”= A, wenn A ein Eins-
element hat, und sonst A’ die Dorrohsche Erweiterung von A mit Einsele-
ment, so gilt der

SATz 2. 4. Fiir einen Ring A ohne Rechtsannullatoren (5~0) sind die
folgenden Bedingungen untereinander dquivalent:

a) A ist ein halbeinfacher M HR-Ring;

b) A ist die direkte Summe idempotenter minimaler Rechtsideale;

c) A ist ein MHR-Ring und eine subdirekte Summe von Ringen, die zu
idempotenten minimalen Rechtsidealen von A A-isomorph sind;

d) A ist ein MHR-Ring, in dem der Durchschnitt gewisser modularer
([13]) maximaler Rechtsideale (0), ist;

e) A stimmt mit seinem Sockel A, iiberein;

f) der Rechtsannullator in A’ jedes Elementes von A ist der Durchschnitt
endlich vieler modularer maximaler Rechtsideale von A’;

g) es gibt zu jedem Rechtsideal R von A ein Rechtsideal S von A mit
A=R+S, RnS=

h) existiert dze dtrekte Summe R* = 2, @ R. fiir eine moglichst maxi-

male Menge der minimalen Rechtsideale R,, (a € ), so besteht A==R".

BEwEIs. Gilt A= A, fiir den Sockel (d. h. Rechtssockel) A, von A, so
ist A wegen A,-/==0 genau dann halbeinfach, wenn A keinen Rechtsan-
nullator (s=0) besitzt. Betrachten wir nun A* als einen A’-Rechtsmodul. Der
Beweis folgt nun aus dem Kertészschen Hauptsatze in [16].

BEMERKUNGEN. Ist jedes Rechtsideal R eines Ringes A, als eines A-
Rechtsmoduls, ein rechtsseitiger direkter Summand, so gilt A= B @ C, wobei
@ eine ringtheoretische direkte Summe, B ein halbeinfacher MHR-Ring und
C ein Zeroring mit additiver elementarer Abelscher Gruppe ist. (Die additive
Ordnung O*(c) jedes Elementes ¢ von C ist eine quadratfreie Zahl.) — Ist
insbesondere jedes Rechtsideal R eines Ringes A, als eines (A, A)-Doppel-
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moduls, ein zweiseitiger direkter Summand, so gilt A= B @ C, wobei B die
ringtheoretische direkte Summe von Schiefkérpern, und C ein Zeroring mit
elementarer Abelscher additiver Gruppe ist.

Sarz 2.5. Ein Ring A ist dann und nur dann die ringtheoretische
direkte Summe von Schiefkiorpern, wenn jedes in einem Hauptrechtsideale
liegende Rechtsideal R von A ein Rechtseinselement e besitzt.

BEWEIS. Es seien also e und e, Rechtseinselemente von R < (a), bzw.
von R, = (1—e)R(<=(a),). Da Ri=(1—e)R(1—e)R=0 ist, folgt aus der
Halbeinfachheit von A auch R, = 0. Dies bedeutet aber, dal e gleichzeitig
auch ein Linkseinselement von R ist. Nach unserem Satz 4 in [26] ist aber
ein beliebiger Ring B dann und nur dann ein halbeinfacher MHR-Ring,
wenn jedes in einem Hauptrechtsideale liegende Rechtsideal R von B ein
Linkseinselement besitzt. Hiernach ist also der Ring A ein halbeinfacher
MHR-Ring. Gilt nun e;AnesA=0 (¢ ==¢,), so hat e;A+e:A ebenfalls ein
(zweiseitiges) Einselement, und die Komponenten dieses Einselementes kon-
nen als e; und e, mit e;eo—=ese; =— 0 gewdhlt werden. Dann ist jedes Rechts-
ideal von A ein Ideal, und somit ist A die ringtheoretische direkte Summe
von Schiefkorpern. Die Umkehrung ist trivial.

SATz 2.6. Ein beliebiger Ring A ist dann und nur dann regulir im
von Neumannschen Sinne, wenn jedes Hauptrechtsideal von A ein Linkseins-
element hat. Ein beliebiger Ring A ist dann und nur dann regulir, wenn
(a).(a). = (a),n(a) fiir jedes Element a € A gilt. (Vgl. S. Lajos und K. ISEKI
beziiglich Halbgruppen.) Jeder halbeinfache M HR-Ring ist reguldr,

BEWEIS. Der Ring A besitzt nicht notwendig ein Einselement. (Wir
verweisen beziiglich reguldrer Ringe ohne Einselement auf McCoy’s Buch.)
Hiernach sei e=na-+ab (n€l; a,b€ A) ein Linkseinselement von (@),.
Dann gilt aber a=ac mit ¢=na-+ba, also a=eac=a(n+b)a(n+ b)a.
Dies bedeutet die Regularitit von A. Umgekehrt folgt nun aus e=—ada
(d € A) auch ad(na+ ax)=na- ax, also die Existenz eines Linkseinselemen-
tes e=ad in (a),.

Gilt (@), - (@)= (a)- n (a) fiir jedes a € A, so ergibt sich aus a=(n,a + ab,)-
«(b.a+ nya) (n; €I; b; € A) durch eine wiederholte Einsetzung a —a[(n,+ b,)-
-(b.a + nya)(n,+ b,)(n,+ by)]a, also die Regularitat von A. Umgekehrt geniigt
es, in reguldren Ringen (a),n (a).=(a).-(a), zu beweisen. Jedes Element des
Durchschniftes hat die Form b=ay=za (y,2€ A). Gilt nun a=axa, so
ist auch b= za=zaxa=ayxa € (a),-(a), w. z. b. w.

Die letzte Behauptung des Satzes 2.6 ist eine Folgerung der obigen
Verallgemeinerung des von Neumannschen Kriteriums beziiglich reguldrer
Ringe, und die unserer Arbeit [26].
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Also ist jeder halbeinfache MHR-Ring reguldr, und bekanntlich ist
jeder reguldre Ring halbeinfach (im Jacobsonschen Sinne). Das folgende
Beispiel zeigt aber die Existenz eines reguldren Ringes, der kein MHR-
Ring ist.

BEISPIEL 2.7. Es sei A die komplette direkte Summe unendlich vieler
reguldrer Ringe Ai, As,..., A,, ... usw. Es seien b, =<au,ap,...,aq1,...»
bzw. b:=<0,0,...,0, au, @ri1,...> die Elemente von A mit beliebigen
a1.(#0,€ A;) und mit a@i-1,n @ =ar-1,» (€A,). Dann ist (b:), D (b:162), D
D (bi1bobs), o ... eine unendliche absteigende Kette der Hauptrechtsideale,
obwohl A offenbar reguldr ist. Es kann in A auch ein in einem Haupt-
rechtsideale liegendes Rechtsideal ohne Linkseinselemente explizit gegeben

werden: R*— > ®(e;—eju1)e;A, wobei (bi-bs...bj),—e;A (¢;—¢e)) ist.
J=1
Zum Schluf erwdhnen wir eine Charakterisierung der M H;R-Ringe.

Satz 2.8. Ein Ring A ist dann und nur dann ein MH,R-Ring, wenn
die Minimalbedingung fiir die in Hauptrechtsidealen liegenden Nilrechtsideale
von A gilt, und jedes in einem Hauptrechtsideale liegende Rechtsideal R von
A die Gestalt R—eA ® R, hat, wobei e*>—=—e und R, ein Nilrechtsideal von
A ist.

BEMERKUNG 2.9. Da jeder nullteilerfreie einfache M H R-Ring ein Korper
ist, scheint es uns sehr merkwiirdig, alle nullteilerfreien einfachen Ringe zu
bestimmen. Ist ein nullteilerfreier einfacher Ring kein Schiefkorper, so ist er
aber deswegen kein MHR-Ring. Es kann aber auch ein solcher Ring ergeben
werden. Man nimmt namlich einen nullteilerfreien Ring A, der sich in keinen
Schiefkorper aber in einen einfachen nullteilerfreien Ring E einbetten ldft
(MaLczew; Conn). Dann hat E sicher die obigen Eigenschaften. Wir wissen
bisher noch nicht, ob was ein Kriterium dafiir ist, daf ein MHR-Ring in
einen einfachen MHR-Ring eingebettet werden kann. Man wiinscht ebenfalls
eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir zu suchen und finden,
dafi in einer subdirekten Summe A beliebiger einfacher Ringe E. die Ringe
E. bis auf Isomorphie und Permutation durch den urspriinglichen Ring A
eindeutig bestimmt seien. Man mochte auch die solchen Ringe explizit be-
stimmen, deren jedes in einem Hauptrechtsideale liegende Linksideal ein
Rechtseinselement (bzw. Linkseinselement) hat. Die ringtheoretischen direkten
Summen von Schiefkdrpern sind ndmlich sicher solche Ringe. Wir wissen
bisher ebenfalls auch noch nicht, ob es einen Ring gibt, der die direkte
Summe von m idempotenten minimalen Rechtsidealen und die von n idem-
potenten minimalen Linksidealen ist, wobei m und n zwei verschiedene
unendliche Méchtigkeiten sind.
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§ 3. Die additive Gruppe der MHR-Ringe

Die Methoden von L. FucHs—T. SzeLE iiber die additive Gruppe der
Artinschen Ringe, die spiter von L. FUCHS weiterentwickelt wurden [7],
konnen auch auf die Untersuchung der additiven Gruppe der M HR-Ringe
angewandt und verallgemeinert werden.

Satz 3.1. Eine Abelsche Gruppe A* ist dann und nur dann die additive
Gruppe eines M HR-Ringes, wenn A*™ = B @® C gilt, wobei B vollstindig und
C reduziert periodisch sind. Existiert eine Priifersche Gruppe Z(p®) in AT,
so liegt Z(p®) im zweiseitigen Annulator des M HR-Ringes A.

BEwEIS. Ist A ein MHR-Ring und B die maximale vollstindige Unter-
gruppe von A", so gilt AT=B®C mit reduzierter C. Ist nun (ma),
(=m(a),) ein minimales Hauptrechtsideal unter den Hauptrechtsidealen
(na), (n€l), so gilt ma€ B. Daher ist C periodisch wegen BnC-—0.
Umgekehrt habe A* die erwdhnte Struktur, und es sei B=B ® B, mit
torsionfreier B; und mit periodischer B:. Definiert man nun iiber B; einen
kommutativen Korper [7] und sei B:A=ABy-=CA=AC=0, so entsteht
tiber A* ein spezieller M HR-Ring.

Ist ferner Z(p®)cA*,a€ Z(p®), O(a)=p‘, A" =B @ C mit den
vorigen Bezeichnungen beziiglich des M HR-Ringes A, so gilt x=0b-4c(x € A)
mit b€ B, ¢c € C, O(c)=1. Die Gleichungen /uz=a und p*v=>0 sind in A"
losbar, und es gilt ax=ab-+ac=a(p*v)+ (lu)c = (p*a)v 4+ u(lc)=0, also
Z(p®)-A=0. Ganz dhnlich ergibt sich auch A-Z(p®)=0.

Satz 3.2. A" ist dann und nur dann die additive Gruppe eines M H R-
Ringes mit Einselement, wenn A" =B @® C gilt, wobei B torsionsfrei vollstin-
dig und C beschrinkt periodisch sind. A" ist genau dann die additive Gruppe
eines primitiven M HR-Ringes, wenn A*entweder eine torsionsfreie vollstindige
Gruppe oder eine elementare Abelsche p-Gruppe ist.

BEwEIs. Ist A ein MHR-Ring mit Einselement, so gilt Z(p=)+ A™".
Die maximale vollstindige Untergruppe B von A* ist also torsionsfrei, und
der maximale periodische Unterring C von A, als ein ringtheoretischer direkter
Summand von A, ist ein endomorphes Bild des Ringes A. Also hat der Ring
C ein Einselement e mit O(e) = m. Hiernach gilt aber m C = 0. Besteht nun
umgekehrt A* =— B @ C mit torsionsfreier vollstdndiger B und mit beschrankter
periodischer C, so konstruieren wir auf B einen kommutativen Korper [7].

Ferner ist C die direkte Summe von Gruppen Z(p:{) fiir gewisse Primzahlen

p. und Exponenten k;. Wir sammeln nun die Summanden Z(p,’;f), die zu
einem festen Paar (p., k) gehoren, in eine Summe D,,, zusammen. Nach
einem wichtigen Lemma von L. Fucus ([7], S. 281) kann auf jede Gruppe
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D, ein kommutativer Ring mit Einselement aufgebaut werden, dessen
samtliche verschiedene Ideale O, po Do, i, PuDi iy -+ -, P D70 sind. Da
nur endlich viele verschiedene D, existieren, entsteht mit den Definitionen
BD,. =D, xB=0 und D, i-D, 1= D,Dy = 0,,0aD,,; offenbar ein
M HR-Ring A iiber A*.

Jeder primitive MHR-Ring ist nach [26] einfach. Gilt nun pA— A fiir
jede Primzahl p, so ist A™ vollstindig, und zwar torsionsfrei nach der letzten
Behauptung des Satzes 3.1. Im Falle pA= A ist aber pA =0, und hiernach
ist A* eine elementare Abelsche p-Gruppe. Umgekehrt konnen auf die so
bekommenen Gruppen kommutative Korpern [7] aufgebaut werden, w. z. b. w.

SATz 3.3. Die Abelsche Gruppe A* ist dann und nur dann die additive
Gruppe eines M HR-Radikalringes, wenn A™ periodisch ist. Ist insbesondere
A ein nilpotenter M H,R-Ring, so gilt in A die Minimalbedingung auch fiir
die in Hauptrechtsidealen liegenden additiven Untergruppen von A™,

BEWEIS. Es sei A" die additive Gruppe eines MH R-Radikalringes A.
Dann ist A ein Nilring nach dem Satz 1 unserer Arbeit [26]. Wire nun
x(s 0, € A) ein Element der Ordnung O*(x) =0, so wiirde (2*x), = (2"*'x),
mit einem Exponenten k bestehen. Dann gilt aber mit der Bezeichnung
y=2Fx eine Gleichung y=n(2y)+(2y)z, folglich auch (2n—1)"y =
=@2n—1)""(—22)y="---=(—22)"y=0 (n€l,z€ A, 2" =0). Da aber
O(y)=0 gilt, und der Ring / der ganzen Zahlen nullteilerfrei ist, gelten
2n—1=0 und n=1/2 €I, was unmoglich ist. Hiernach ist A" tatsdchlich
periodisch. Umgekehrt kann auf jede periodische additive Gruppe ein Zero-
ring als ein spezieller MHR-Radikalring aufgebaut werden.

Es sei nun A ein nilpotenter MH,R-Ring, A"—0 (A"'#0) und L;
(k=1,2,3,...,n—1) der Linksannullator von A* in A. Dann ist 0cL,c
clic---cL,.y=A. Es sei ferner Gi>G:>Gs>D... eine unendliche
absteigende Kette von in einem Hauptrechtsideale (@), von A liegenden addi-
tiven Untergruppen von A", und a€L; mit t€l, 1=¢=n—1. Ist nun
R,= G:+ G;A, so gelten R, < (a), und R;A<R;. Da aber A ein MH,R-Ring
ist, so existiert ein Index i{; mit R; ;1= Ris2==..., also auch mit G; 41 + Li-1 —
=042+ Lii=... wegen GiAcL,AcL; . Aus x € L;A erhdlt man ndamlich
X A1, folglich auch x € L,y und L;-1=2L:A. Da aber der Verband der Unter-
gruppen von A" modular ist, gilt G;,s1nLi-1DG;sanLi-1D.... Nach end-
lich vielen Schritten gewinnen wir die Existenz eines Indexes 7., mit
Gi_n+Li=Gi_o+ Li=..., folglichauch mit G;_«nLiDG;i_s2nLiD....
Diese unendliche Kette besteht wegen L;A=0 aus in (a), liegenden Rechts-
idealen von A, und da A ein MHR-Ring ist, mufi auch die Kette
Gi D G:>Gy>... nach endlich vielen Schritten abbrechen, w. z. b. w.
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BEMERKUNG 3.4. Es kann mit einer dhnlichen Methode gezeigt werden,
daB jeder Unterring eines nilpotenten M H;R-Ringes ebenfalls ein MH;R-
Ring ist. Gilt ferner die Maximalbedingung fiir die in einem Hauptrechts-
ideale liegenden Rechtsideale eines nilpotenten MH;R-Ringes A, so gilt die
Maximalbedingung auch fiir die in einem Hauptrechtsideale liegenden addi-
tiven Untergruppen von A*. Wir wissen aber noch nicht, ob es einen MHR-
Radikalring (bzw. einen nilpotenten M+ R-Ring bzw. einen M H;R-Nilring)
gibt, dessen ein Unterring S die entsprechende Kettenbedingung nicht erbt.
Auch das Problem der Existenz eines MHR-Nilringes ohne die Minimal-
bedingung fiir Hauptlinksideale bildet fiir uns bisher eine offene Frage. Wir
wissen ferner ebenfalls noch nicht die Losung von zwei wichtigen Prob-
lemen beziiglich Abelscher Gruppen: 1. Was ist eine notwendige und hin-
reichende Bedingung dafiir, dafi die Abelsche Gruppe G einen vollen Endo-
morphismenring mit Minimalbedingung fiir zweiseitige Hauptideale besitze?
2. Was ist ein Kriterium dafiir, dal auf eine Abelsche Gruppe G wenigstens
ein MHR-Ring mit Maximalbedingung fiir Hauptrechtsideale (kurz: MM H R-
Ring) aufgebaut werden kann?

§ 4. Die MHR-Ringe als Operatorenbereiche

Wir werden die Operatoren und die Endomorphismen einer Abelschen
Gruppe M stets rechtsseitig schreiben. Offensichtlich erhdlt man nun zwei
verschiedene Problemkreise, wenn man eine Eigenschaft erstens fiir den Ver-
band der Linksideale von E, zweitens fiir den Verband der Rechtsideale von
E erfordert, wobei E den vollen Endomorphismenring von M bezeichnet.

Satz 4.1. Ist E der volle Endomorphismenring einer Abelschen Gruppe
M, so sind die folgenden Bedingungen untereinander dquivalent:

. in E gilt die Minimalbedingung fiir Hauptrechtsideale;

Il. in E gilt die Minimalbedingung fiir Hauptlinksideale;

L. in E gilt die Minimalbedingung fiir Rechtsideale;

IV. in E gilt die Minimalbedingung fiir Linksideale;

V. M ist die direkte Summe einer endlichen Abelschen Gruppe und
endlich vieler Exemplare & der additiven Gruppe aller rationalen Zahlen.

BEwels. Aus I folgt V. Nehmen wir I an. Da E ein Einselement e
hat, ist nE fiir jede ganze Zahl n ein Hauptrechtsideal in E. Ist nun mE
ein minimales Hauptrechtsideal unter den Rechtsidealen nE, so ist mE™ eine
vollstandige Gruppe, also gilt k(mE)=mE fiir jedes k(€ 1,=0). Dann ist
aber mM wegen mM —=m(ME)= M(mE)=M(kmE)=km(ME)=kmM
ebenfalls vollstindig. Es gibt also eine Untergruppe M, von M mit
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M=mM @ M, nach dem Satz von BAER, wobei M, offenbar eine m-be-
schrinkte periodische Gruppe ist. Da me—=kmx; in E fiir jedes k(s~0, € I)
losbar ist, gilt Z(p=) € M. Folglich ist mM torsionsfrei. Ferner ist M, die
direkte Summe von zyklischen Gruppen wegen mM;=0 und nach dem Satz
von BAER. Ist nun M= Z@M (M;#0) eine direkte Zerlegung von M, so

bilden die direkten Summanden S,== > @ M, eine absteigende Kette, und

J=n+1

es gilt M=M @---® M, ® S, fiir 1edes k(€ 1, =1). Ist nun die Abbildung
a, € E die Projektion von M auf §,, so gilt offenbar (a.).=(a.-1). wegen
a..1a,—a,. Besteht aber (a.).=(a.-1))» im MHR-Ring E, so ist die
Gleichung a.y.=a,.1 in E losbar, und so ergibt sich M,=M,a, 1=
—=M,a,y,—0 wegen M,a,=—0. Dies bedeutet nun, dall M die direkte
Summe nur endlich vieler ihrer Untegruppen ist. Hiernach folgt aus I
tatsdachlich V.

Aus II folgt V. Der Beweis ist dem ,aus I folgt V’’ dhnlich. Man
bestitigt aber (a.).< (a.-1) wegen a,a,.1=a,. Ist E ein Ring mit Minimal-
bedingung fiir Hauptlinksideale (d. h. ein MHL-Ring), so hat z,a,=a,-1 in
E Losungen, wenn n=no ist. Aus M,= M,a,.1=M,z,a, = Ma,=S, folgt
aber M,=0 wegen M,nS,=0, und dies bedeutet wirklich das Bestehen
von V.

Aus V folgen III und IV. Im Falle V ist ndmlich der volle Endomor-
phismenring E; der torsionsfreien vollstindigen Gruppe mM ein voller Matri-
zenring vom Typ n X n iiber dem rationalen Zahlkérper Kp. Der volle Endo-
morphismenring Es der endlichen Gruppe M, ist aber offenbar endlich. Da
ferner die additive Gruppe & aller rationalen Zahlen keine echte Untergruppe
von endlichem (gruppentheoretischem) Index hat, so ist Hom (mM, M) = 0.
Aus der Torsionsfreiheit von mM folgt nun auch Hom (M,, m M) =0. Hiernach
gewinnen wir eine ringtheoretische direkte Zerlegung E— E: @ E;. Also gilt
in E die Minimalbedingung sowohl fiir die Rechtsideale, als auch fiir die
Linksideale.

Aus Il folgt I. Dies ist trivial.

Aus IV folgt II. Dies ist ebenfalls trivial.

Das folgende Beispiel zeigt uns die Existenz einer Abelschen Gruppe
M derart, dal der Zentralisator A® des Zentralisators A" von einem ein-
fachen MHR-Unterringe A des vollen Endomorphismenringes E von M
beziiglich E von A(= A©) verschieden ist.

BEISPIEL 4.2. Es sei namlich A der Ring aller No < Ny Matrizen mit
endlich vielen Spalten- und Zeilenvektoren (=~ 0) iiber dem rationalen Zahl-
korper K. Bezeichne e; die Matrizeneinheiten (i,j=1,2,...,n,...) und
h. einen Homomorphismus mit e;hy = 0xe;. Dann ist dieser /7, ein
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A-Homomorphismus wegen (e;;€i) /R, — (€;hin.)en im vollstindig reduziblen

A-Rechtsmodul A, und es gelten A, € A®, > hi;—1, hy;hy=0hs, wenn
=1

wir den Ring A mit dem Ring A aller Rechtsmultiplikationen @ (a € A) und
Ko mit dem Korper aller A-Endomorphismen von (ey), identifizieren. Es sei

ferner r;— > Aurihi, (r; € K)), beA® ein beliebiges Element, und
n=1

b;j=h;bh;. Dann gilt b:Zbij:Zr,:,‘hij:Z hiri, wegen  hyri;=

“J 4HJ 4, )
hi r,-,-h1j= r,~_,-h,~j. Ist nun a; = 81,'h1ib,'jhj1 (E (311),~), so ist e;;x — a1 x (x € A) ein
A-Endomorphismus von (e1),, also gilt /1,6;;h; = s;; € K. Hiernach erhdlt man

| . " . .
b,‘_,': huS,‘_,’/Il_,‘ == S,:,'h,:,': h,‘jS,’_,‘ und b :Z Sijhf_/y wobei S;; nur fiir endlich viele

J von Null verschieden ist, denn e, b ’r’n"uﬁ nur aus endlich vielen Gliedern
(s~ 0) bestehen. Bezeichne nun A" den Ring aller formalen unendlichen Sum-

men 0':2’2”"16’0 mit r;; mit r;;=~0 nur fiir endlich viele j. Ist ferner

v =1
M=A, m é M, a"€A’, be AV, so gilt (ma")b=(mb)a’, folglich auch
A*< A®@. Also erhdlt man A® == A® wegen AV —=A=M=AcCA", w.z.b.w.

Satz 4.3. Ist A ein halbeinfacher M H R-Ring, so ist jeder perfekte
A-Modul M volistindig reduzibel, und die Midchtigkeit der Menge aller
A-nichtisomorphen irreduziblen A-Moduln ist gleich der Mdchtigkeit von Menge
aller einfachen Ideale von A.

BeEwEIls. Bekantlich ist jeder treue minimale A-Modul iiber einem pri-
mitiven Ring A mit 50 Sockel einem minimalen Rechtsideale R von A
notwendig isomorph. Ahnlich ist jeder perfekte minimale A-Modul iiber
einem halbeinfachen MHR-Ring A einem minimalen Rechtsideale R des
Operatorenbereiches A-isomorph. — Ist nun M(= MA) ein beliebiger A-Mo-
dul tiber einem halbeinfachen MHR-Ring A, so besteht m=2m;a; mit
mia; =0 (m; € M;a; € A) und mit a;,—= Xb;;, wobei b; in einem minimalen
Rechtsideale R;; von A liegt. Ist nun m,;0; =0, so ist m;R;;(0) ein mini-
maler A-Untermodul von M, und somit ist M vollstindig reduzibel. Die letzte
Behauptung folgt durch klassische Methoden.

BEMERKUNG. Das folgende Beispiel zeigt, dafi es einen einfachen M H R-
Ring A und einen A-Modul M derart gibt, dali keine echte direkte Zerlegung
M=My®M, von M mit MiA=0 und mit MA= M, existiert. (Ist A
ndmlich ein Artinscher halbeinfacher Ring, so gilt fiir jeden A-Modul M eine
direkte Zerlegung M =M, ® M, mit MyA =0, M:A= M,, wegen einer
Peirceschen Zerlegung von M.) Es sei also A der im Beispiel 4.2 betrach-
tete Ring A und M die Menge aller Paare (a, n) mit a € A, n €/, wobei wir
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die Gleichheit und Addition der Paare gewohnlich definieren. Definiert man
auch (a, n)b=(ab-+nb, 0), so ist M ein A-Modul. Dann folgt aus M= M.,® M,
aus MyA=0 und aus der Halbeinfachheit von A sicher M,=: 0.

SaTz 4.4. Ist A ein beliebiger Ring, und ist xR ein direkter Summand
von M fiir jedes in einem Hauptrechtsideale von A liegende Rechtsideal R
von A und fiir jedes Element x von jedem A-Modul M, so ist A notwendig
ein halbeinfacher M HR-Ring.

BEwels. Es sei A ein Ring mit der obigen Eigenschaft und M der
spezielle Modul aller Paare (a,n) (@€ A,n€l) mit (a,n)b=(ab-+nb,0)
und mit gewohnlich definierter Gleichheit und Addition bzw. mit der obigen
Operatormultiplikation. Es sei x=(0, 1) und (e, 0) die Komponente von x
in der Zerlegung M —xR @ K fiir ein Rechtsideal R, das in einem Haupt-
rechtsideale (a).(< A) liegt. Dann ist e(€ A) notwendig ein Linkseinselement
in R, und somit ist A nach unserem Satz 4 in [26] ein halbeinfacher MH R-
Ring, w. z. b. w.

4.5. Es sei A ein MHR-Ring mit dem Radikal |, und M ein perfekter
A-Rechstmodul, K ein Untermodul von M. Der Faktormodul M/K von M ist
dann und nur dann vollstindig reduzibel, wenn MJ] < K gilt.

BEwEIs. Ist M/K vollstindig reduzibel, so besteht (M/K)/ = K/K, also
M/ = K. Umgekehrt folgt aus M/ < K, dal M/K ein (perfekter) A//-Modul
ist, der nach 4.3 vollstindig reduzibel ist.

4.6. Sind sowohl M/K, als auch M/K> vollstindig reduzible ,ausge-
zeichnete” Faktormoduln eines perfekten A-Moduls M, so gilt K;= K. (Die
Definition s. im § 1.)

BeEweis. Unter den Voraussetzungen erhdlt man nach 4.5 sofort M/ < K,
und MJ<K,, also MJ=K;n K. Dies bedeutet aber nach 4.5, daB M/(Ki n K>)
ebenfalls vollstindig reduzibel ist. Da auch die A-Homomorphismen

m-+(KinKo) > m—+K; (i=1,2;meM)

nach der Definition des ausgezeiechneten Faktormoduls Isomorphismen sind,
besteht K1 — Kin Ka= K>, w. z. b. w.

4.7. Es sei A ein MHR-Ring mit nilpotentem Radikal | und mit der
Eigenschaft a € aA fiir jedes a€ A. Es sei ferner M= M, ein perfekter
A-Modul und M;/My.1 ein vollstindig reduzibler ausgezeichneter Modul fiir
k=0,1,2,3,.... Dann kann das obere Loewysche System MyD> MiDM:D...
in der kanonischen Form M>DMJDMJ*>>... eindeutig dargestellt werden.
Das aus den ,,Hypersockeln” von M bestehende untere Loewysche System
lajgt sich aber unter den Voraussetzungen in der kanonischen Gestalt

11 Acta Mathematica XII/3—4
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KiM)yc Ki(M)c Ks(M)c... eindeutig darstellen (K,(M)= {m|m € M,
mJ?=0}).

BEMERKUNG 4.8. Wir wissen bisher noch nicht, wie weit die Vorausset-
zungen MA=M, J"=0 und a€aA (fir jedes a € A) dafiir abgeschwicht
werden konnen, daB es eine ausfiihrliche Bekanntmachung iiber eine explizite
Darstellung der oberen bzw. unteren Loewyschen Systeme iiber M H R-Ringe
moglich sei. Es ist aber ebenfalls eine offene Frage, ob genau wann die
Bedingung A® = A® fiir einen halbeinfachen M H R-Unterring A des vollen
Endomorphismenringes E von einer Abelschen Gruppe M gilt.

§ 5. Die verschiedenen Typen der Radikale von MHR-Ringen

Bezeichne / das Jacobsonsche Radikal [13], B das Baer—McCoysche
(untere) Nilradikal [2], [19], N das obere Nilradikal, L das Levitzkische
Radikal [18], Z das Fuchssche (Zeroid-) Radikal [9] und G das Brown—
McCoysche Radikal [3]. In beliebigen Ringen bestehen immer BeL=N< /=G
und N=Z. Es gibt Ringe sowohl mit Zc/ als auch mit G Z. Wir sahen
schon bei Satz 1 von [26], dai / in MHR-Ringen stets ein Nilideal ist.
Vielmehr hat / in MHR-Ringen die stiarkere Eigenschaft, daf jedes ,,unend-
liche Produkt” ji-j.-js--- (ji €J) gegen Null konvergiert. (Ist aber A= {a},
O(@) =0, a"=0 (n=2), so streben alle ,unendlichen Produkte” in A
ebenfalls gegen Null, obwohl der Radikalring A= {a} kein MHR-Ring ist.)

Es gilt nun auch

Satz 5.1. Ist A ein MHR-Ring, so gilt in A immer B=L=—=N=].

BEWEIs. A/B ist ein Ring ohne nilpotente Ideale (s=0) bzw. nilpotente
Rechtsideale (5~ 0). Hiernach ist ein in J/B liegendes minimales Rechtsideal
weder nilpotent noch idempotent. Dies bedeutet aber /=B, also B=L ==
=N=J.

SATz 5.2. Es gilt in MHR-Ringen A stets | < Z. Hat insbesondere der
MHR-Ring A ein Rechtseinselement e, so ist |— Z — G.

BEwels. Es sei erstens A ein beliebiger MHR-Ring. Nach [9] ist
Z=2,nZ,, wobei Z, (bzw. Z,) die Summe aller [-Zeroideale (bzw. r-Zero-
ideale) von A bezeichnet, die mit dem Durchschnitt aller maximalen [-Zero-
faktorideale (bzw. r-Zerofaktorideale) iibereinstimmt. Diese maximalen [-
(bzw. r-) Zerofaktorideale sind nach [9] Primideale in A. Daher ergibt sich

3 Vgl. F. Szisz, Beziehungen zwischen den Abelschen Gruppen und den assoziativen
Ringen mit Minimalbedingung fiir Hauptrechtsideale, 7. Magyar Matematikai Kongresszus
(Budapest, 1960), Eléaddskivonatok, 1a, S. 60—62.
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auch Z=/, denn B ist der Durchschnitt aller Primideale, und nach Satz
5.1 gilt J=_28B.

Es sei nun A ein MHR-Ring mit Rechtseinselement e. Wir werden
beweisen, dafi jedes Element c¢(s~0) von jedem echten zweiseitigen Ideal
C(s# A) ein Linksnullteiler ist. Im entgegengesetzten Falle existiert ndmlich
ein solches minimales Hauptrechtsideal (d).<C, dall @ kein Linksnullteiler
von A ist. Hiernach ergibt sich (d),= (d?),, also auch d=d>a (a € A) wegen
e € A, weil dann mit d auch d> kein Linksnullteiler in A ist. Da offenbar
e—da@ C besteht, gilt es auch e—da=~0. Dies ist aber unmoglich wegen
d(e—da)—0 und wegen der obigen Wahl von d&. Daher ist jedes echte
Ideal C von A ein [-Zerofaktorideal, und somit besteht Z,—=/, denn in A
stimmen die primitiven Ideale und die maximalen Ideale untereinander
tiberein (vgl. ,,Nachtrdgliche Bemerkungen” unserer Arbeit [26]). Dann gilt
aber Zc Zi=J]cZ, also J=2Z(=Z,c Z,).

Besitzt nun der M HR-Ring A ein Rechtseinselement e, so ist A// ein
Artinscher halbeinfacher Ring, also halbeinfach auch im Brown—McCoyschen
Sinne. Hiernach gilt aber /=G, w. z. b. w.

BEISPIELE.

5.3. Ist A={aq, b} mit a+a=b+b=a*=ab=ba=b6>+b=0, so
ist A endlich, und zwar |A|=4. Ferner gelten Z—=A, B=]=G={a} A,
also G Z. A hat kein Rechtseinselement.

5.4. Es sei A der im Beispiel 4.2 betrachtete einfache MH R-Ring
ohne Rechtseinselement. Dann gelten B—=/=0 und G =Z=A.

5.5. Ist A={a, b} mit ata=b-+b=0ac*>+a=0b>=ba=ab-}+b=0,
so gilt im endlichen Ring A ohne Rechtseinselement: B— | — G = Z = {b} # A.

5.6. Ist A der Ring ohne Rechtseinselement aller rationalen Zahlen mit
geraden Zdhlern und mit ungeraden Nennern, so gelten in A, der kein MHR-
Ring ist, B=N=Z—=0 und /= G = A. Ferner ist (0) in A offenbar ein
Primideal, aber weder ein maximales Ideal noch ein primitives Ideal. (Vgl.
»Nachtrigliche Bemerkungen” unserer Arbeit [26].)

BEMERKUNGEN. Nach den obigen Beispielen kann auch die allgemeine
Frage gestellt werden, ob in allen MHR-Ringen das Brown—McCoysche
Radikal notwendig ein Teil des Fuchsschen Radikales ist. Man kennt noch
ebenfalls kein Kriterium dafiir, daf der Faktorring A/Z eines M H R-Ringes
A nach seinem Fuchsschen Radikal Z halbeinfach im Sinne von Fuchs sei.
Da eine transfinite Potenz des Jacobsonschen Radikales / von jedem MHR-
Ringe A verschwindet, d. h. /*=0 mit einer Ordnungszahl y gilt (vgl. [26]),
kann es auch folgendes gefragt werden: zu welchen Ordnungszahlen y gibt es
wenigstens einen M H R-Ring A mit Radikal /, fiir das die Bedingungen

11*
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J'=0, J40, g<y gelten? Dies steht in Beziehung mit dem Problem, ob
es zu welchen Ordnungszahlen y wenigstens einen MHR-Ring A mit Rechts-
einselement e und mit Radikal / derart gibt, daff der Linksannullator von
J? (B=7y) in A genau der g-te transfinite Rechtssockel von A ist. Es wire
merkwiirdig, auch einen M H R-Radikalring ohne die Minimalbedingung fiir
Hauptlinksideale zu konstruieren, obwohl wir vermuten, daf ein solcher
Radikalring vielleicht iiberhaupt nicht existieren kann. Beziiglich hierher
gehorender eventueller Verallgemeinerungen verweisen wir noch auf eine Arbeit
von Herrn H. J. HOEHNKE (Nilpotenzkriterien, Math. Annolen, 132 (1957),
S. 404—411).

§ 6. MMHR-Ringe und regelméBige Hauptrechtsideale

Nach der im § 1 ergebenen Definition ist jeder halbeinfache Artinsche
Ring ein MMHR-Ring. Sowohl die ringtheoretische direkte Summe von
einfachen Artinschen Ringen (die im allgemeinen kein Artinscher Ring ist),
als auch jeder Zeroring Z(p*) ist ein MHR-Ring, aber im allgemeinen kein
MMHR-Ring. Dagegen sind die Artinschen Ringe A ohne Z(p®) in A*
immer MM H R-Ringe (vgl. FucHs [T7]).

SAtz 6. 1. Ist A ein MM H R-Ring mit Radikal J, so ist A[] stets ein
Artinscher halbeinfacher Ring. Dann ist die additive Gruppe A™ von A not-
wendig die direkte Summe einer torsionsfreien vollstindigen Gruppe und endlich
vieler ihrer reduzierten p-Komponenten.

BewEls. Es geniigt zu zeigen, dalj jeder halbeinfache MMHR-Ring
B(=A/]) ein Artinscher Ring ist. Ist B=2X@e.B (e =e.), so gilt (&),
c(e1+e), < (e1+es+es). <. .. durch geeignete Wahl der idempotenten Ele-
mente e, e, ..., deren jedes endliche System als ein System paarweise
orthogonaler idempotenter Elemente gewdéhlt werden kann. Da A ein MM H R-
Ring ist, gilt B=(e;+e:+ --- +e,), mit einem Index s. Hiernach hat B ein
Linkseinselement e, 4es---- +e¢,, und deshalb ist B ein halbeinfacher

Artinscher Ring.

Ist nun A ein MHR-Ring mit Z(p=)<= A*, so ist A kein MMHR-Ring
wegen Z(p»)-A=0 nach dem Satz 3.1. Also ist die maximale vollstindige
Untergruppe eines MMH R-Ringes A stets torsionsfrei. Ist ferner a,+0 mit
O(a,))=p, so gilt (a,) < (a,,+a,)-c(a,+a,+a,)c.... Da A ein
MMHR-Ring ist, so hat A tatsichlich nur endlich viele verschiedene
p-Komponenten. Die Anwendung der Resultate von § 3 beendigt nun den
Beweis.



UBER RINGE MIT MINIMALBEDINGUNG FUR HAUPTRECHTSIDEALE. 11 433

BEMERKUNGEN UND BEISPIELE.

1. Die erwdhnte Gestalt von A* eines MMHR-Ringes A ist nur eine
notwendige Bedingung beziiglich A* iiber A" einen MMHR-Ring A zu
konstruieren. Sind insbesondere alle p-Komponenten A, beschrdnkt, so ist
diese starkere Bedingung schon sicher hinreichend. Ein genaueres Kriterium
ist noch unbekannt.

2. Ist A die direkte Summe aller Zeroringe Z(p") (k=1,2,... usw.),
so ist A ein MM HR-Ring mit unbeschrankter periodischer additiver Gruppe.
(Hierbei ist p festgewdhlt.)

3. Die ringtheoretische direkte Summe A von unendlich vielen Exem-
plaren der untereinander isomorphen endlichen Primkorper K, ist sicher ein
M HR-Ring, aber kein MM HR-Ring, obwohl pA—0 gilt. Hier kdnnen die
Exemplare K, durch die vollen Matrizenringe (k). (n=1,2,3,... usw.)
derart ersetzt werden, dafi A ebenfalls ein M HR-Ring mit p A—0 aber kein
MM H R-Ring bleibt.

Nun mochten wir die Untersuchungen von DIEUDONNE und HOPKINS
([5], [12]) tiber den Sockel A; von A erganzen und fortentwickeln. Wir
beniitzen dafiir den Begriff der regelmaliigen Hauptrechtsideale (s. § 1) und
die folgenden Bezeichnungen. Ist A ein beliebiger Ring mit Rechtssockel
(kurz nur Sockel) A; und mit den homogenen Komponenten H, [13], so gilt
A= ‘:,_:’ @®H,. (H, ist die Summe aller zu einem festen minimalen Rechts-
ideale R von A A-isomorphen Rechtsideale von A.) Es sei ferner N, die
Summe aller nilpotenten Rechtsideale von A in H,, und M, ein Rechtsideal
von A in H, mit H,== M, @& N,. Bekanntlich ist jedes Rechtsideal sowohl
von M, als auch von H, sicher ein Rechtsideal ebenfalls von A [5]. Es sei
nun N die Summe aller N,, N* die Summe einiger, endlich vieler, festge-
wahlter N,; H* die Summe der entsprechenden (d. h. zu den in N* liegenden
N, gehorenden) H, und M* die Summe der entsprechenden M,. Es gilt der
folgende

Satz 6.2. 1. Ist eA (e*==e) ein regelmdfiges Hauptrechtsideal von A
im Sockel Ay, so gilt eA=eAe, und jedes Rechtsideal von eA ist ein Rechts-
ideal ebenfalls von A. Ferner ist eA ein Artinscher halbeinfacher Ring, und
es gilt auch e N=0.

1. Ist nun No= Ne und né€N,, so bestehen (e-+n)*=e-+n und
eA@ N=(e+n)A® N. Ferner ist (e-+n)A mit eA (e’ ==e, n € Ne) ebenfalls
ein regelmdfiges Hauptrechtsideal. Die Abbildung ex— (e-+n)x (x€ A) ist
ein A-Isomorphismus von eA auf (e+n)A und aus (e+m)A=(e+n)A
folgt notwendig n,=n, (n; € Ne). Es gelten auch die Beziehungen A(1—e)<
c(1—e—n)A und A(1—e—n) <= (1—e)A.
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[Il. Besteht umgekehrt R @ N—eA @ N, wobei R ein beliebiges Rechts-
ideal, eA ein regelmdfpiges Hauptrechtsideal von A und e*>—=e ist, so ist R
notwendig ein ‘regelmdfiges Hauptrechtsideal von A, und es existiert ein
m € Ne mit R= (e+m)A.

BEwEls. Es seien Q.= (1—e)AeA(l—e) und B.,=—eA(1—e)+
+ AeA(1—e), wobei eA (e*—=e) regelmaflig ist, und in A, liegt. Dann ist
B. ein Linksideal von A, und es gelten B.— Q,+e¢A(1—e) und Bl — Q! +
+eA(1—e) Q™" (k=2,3,4,...). Da eA regelmaBig ist, existiert ein Expo-
nent [ mit Q=0 also mit B." =0. Dann ist aber D,—eAn(B,+ B.A)
sowohl idempotent wegen e*=e und D.<eA < A; als auch nilpotent wegen
B —=0. Also gelten D,—0 und eA—eAe wegen eA(1—e)<=D,(=0;—
—=eAn(B.+ B.A)). A=eA ® (1—e)A und eA=eAe (e* =e¢) bedeuten aber,
daf} jedes Rechtsideal von eA ebenfalls ein Rechtsideal von A ist. Hiernach
ist eA ein halbeinfacher Artinscher Ring.

Aus eAn N =0 folgt offenbar e N= 0.

Ist nun No= Ne und n € Ny, so gilt (e+n)y=e-+n wegen ne=n,
en=0 und n>=0. Da aber ea=(e-+n)a—na und (e+n)b=eb-+nb
bestehen, ist eA ® N—(e+n)A @ N. Ein elementares Rechnen zeigt nun,
daB die Kerne K bzw. K, der A-Homomorphismen ¢;: x —ex (x € A) bzw.
¢2: x—(e+n)x (x€A) ibereinstimmen, und deshalb ist die Abbildung
¢:ex—(e+n)x ein A-Isomorphismus von eA auf (e n)A. (Es gelten nam-
lich Kic K, und Ko<= Kj.)

Es seien nun Q —0 und Q..,— (1—e—n)A(e + n)A(1—e—n). Wir
mochten zeigen, dal Q... nilpotent, d. h. (e+4n)A regelmiBig in A ist. Dies
kann wegen Q... <={Q., N} folgenderweise eingesehen werden. Jedes Element
von {Q., N}* ist die Summe gewisser Produkte P, deren Faktoren zur
mengentheoretischen Vereinigung Q.U N gehoren. Dann gilt aber sicher
{Q., N}* =0. Hat namlich ein Produkt P keinen Faktor aus N, so gilt
Pc Qf’, also P=0 wegen Q. —0. Besitzt nun ein Produkt P genau einen
Faktor n aus N, so ist P=qiq....q:nqiq5...q; mit q;,q; € Q., s=0,f=0.
(Das leere Produkt sei nach Definition 1€ /.) In diesem Ausdruck ist wegen
({—1)+1+({—1)<2l entweder s=[ oder {=/, und somit gilt auch P=0
wegen Q. — 0. Enthilt drittens ein Produkt P wenigstens zwei Faktoren aus
N, so ist ebenfalls P=—0 wegen N*—=0, AN< N und NAc=N. Deshalb ist
(e+n)A wirklich regelmifiig in A, wenn eA das gleiche ist.

Besteht ferner (e -+ n) A = (e+n,)A (n; € No=— Ne), wobei eA = A, regel-
mébig ist, so existiert ein a € A mit (e-+ n;)e = (e ns)a. Folglich ergibt sich
no—ny = (ns—ny)e = nse—(ea+ n.a—e) = (e -+ n.)(e—a). Hiernach gilt aber
n.—n € Nn(e+ns)A, also auch no—n; =0 und n, = n,.
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Da die Abbildung ex— (/4 u)x nach den Vorigen ein A-Isomorphis-
mus ist, und eA—=eAe, (e+n)A=(e+n)A(e-+n) gelten, bestehen auch

A(l—e)=eA(1—e)+(1—e)A(1—e) = (1—e)A(1—e) S (1—e) A=
= (1—e—n)A,

und wegen Symmetrie auch A(1—e—n) < (1—e)A. Dies bedeutet aber, dall
jeder Linksannullator von e ebenfalls ein Rechtsannullator von e+ n ist, bzw.
daf jeder Linksannullator von e--n ebenfalls ein Rechtsannullator von e ist.

Gilt zum SchluB R@® N—eA® N mit einem beliebigen Rechtsideal
R und mit einem regelmdliigen Hauptrechtsideal eA (¢>—=e) von A in Ay,
so gilt e=f+n mit feR, n€ N. Aus e=e, N>=0, RN=0 und Rn N=0
erhilt man aber f*+fn+nf+4+n*=f+n, also f*=jf und nf=n. Da
e=f+nfeRund fA®GN2eA®N=R®N=2fA® N bestehen, und der
Verband der Untergruppen von A* modular ist, ergibt sich R—= fA mit f—=e—n.
(Offensichtlich gelten namlich fASR, fA+N=R+N und fANN=—
= RN N(=0), und daher folgt unsere Behauptung.)

Satz 6.3. Ist insbesondere A entweder ein MM HR-Ring, oder ein Artin-
scher Ring, so ist M* in A stets ein regelmdfiges Hauptrechtsideal.

BEweis. Da M* die Summe endlich vieler idempotenter minimaler
Rechtsideale e, A4, ..., e, A (e'f=e,~) von A in H* ist, kann es e € (1—e))...
...(1—es)(1—e;) A wegen der Anwendung klassischer Methoden vorausgesetzt
werden. Hiernach hat aber M* ein Linkseinselement e, d. h. M*=eA (e*=e).
Es geniigt zu zeigen, dafl Q,—(1—e)AeA(1—e) nilpotent ist. Im Falle
d* € D*=H"n(1—e)A existieren solche Elemente a;,a:€ A und n € N, dal
d* —ea;+ n=(1—e)a. ist, denn es gilt H*— M* @ N*. Nach einer Links-
multiplikation mit e erhdlt man e%a; +en=0, folglich auch ea;=0 wegen
¢eAn N=0. Dies bedeutet aber, dal d*=n, also D*S N*. Hiernach gilt
nun Q=0 wegen Q. SD*SN*S N und wegen N° —0, und somit ist M*
tatsdchlich regelmélig in A.

BEMERKUNG 6.4. Natiirlich kann auch die Frage gestellt werden, ob
sich die Voraussetzungen des Satzes 6.2 bzw. des Satzes 6.3 noch wie weit
abschwichen lassen. Ferner kennen wir bisher ebenfalls nicht die Existenz
eines beliebigen Ringes (bzw. MHR-Ringes) A derart, dall (1—e)A(1—e)
kein nilpotenter Ring, aber (1—e)AeA(1—e) ein nilpotenter Ring ist. Dies
steht in Zusammenhang mit der Moglichkeit, dafl sich die ,regelmédfigen”
Hauptrechtsideale vielleicht auch anders definieren lassen. Es wire also
merkwiirdig, diese Beziehungen ausfiihrlicher zu untersuchen.
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§ 7. Uber die MH U-Ringe

V. I. SNEIDMYULLER [22] betrachtete die Klasse K der Ringe mit Mini-
malbedingung fiir alle Unterringe. Jeder Ring aus dieser Klasse K ist ein
MHU-Ring im Sinne der Definition im § 1. Ein unendlicher Zeroring A mit
pA =0 gehort nicht zu dieser Klasse K, obwohl dieser Ring A ein MH U-
Ring ist. Ferner haben wir im unseren Satz 3.3 gesehen, dafl jeder nil-
potente M H;R-Ring auch ein MHU-Ring ist. Die endlichen Ringe sind
natiirlich MHR-Ringe und auch MHU-Ringe. Z(p®) ist ferner ebenfalls
sowohl ein MHR-Ring als auch ein MH U-Ring, obwohl Z(p®) unendlich
ist. Dagegen ist der Ring / der ganzen Zahlen weder ein MHR-Ring noch
ein MHU-Ring. Der rationale Zahlkorper K, ist offenbar ein MH R-Ring,
aber kein MHU-Ring. Ist nun A={a;, a»,as,...} ein Ring mit a,-+a,=
—a," —a,a,+a.a,—0 (m==n), so ist A ein MHU-Ring, aber kein
MHR-Ring. Gehort nun der Ring A zur Klasse K™ aller solchen Ringe,
deren jeder endlich erzeugbare echte Unterring ein Hauptrechtsideal in A ist,
so ist A genau dann ein MH U-Ring, wenn er auch ein MHR-Ring ist.
Neulich haben wir diese Klasse K* ganz explizit bestimmt (vgl. in spezi-
ellem Falle auch Satz 3 von [25])." Die endlichen Korper, die im allgemeinen
nicht zur Klasse K* gehoren miissen. zeigen uns die Existenz solcher Ringe,
die gleichzeitig MHR-Ringe und auch MH U-Ringe sind. Jeder unendliche
MHR-Ring A (MHU-Ring A) aus der Klasse K™ hat eine periodische addi-
tive Gruppe A" mit A, >~ Z(p®) bzw. ~Z(p=)@® I|(p) oder |A,|< o~ fiir
jede Primzahl p. Dies ist ein tieferes Korollar von [25].

Die folgenden Tatsachen beziiglich der MH U-Ringe konnen aber viel
leichter eingesehen werden. Sowohl jedes homomorphe Bild als auch jeder
Unterring eines MH U-Ringes ist ebenfalls ein MH U-Ring. Ferner hat jeder
MHU-Ring (s<0) in jedem seiner Unterringe (% 0) minimale Unterringe
(#0), die Ringe von Primzahlordnung (also Zeroringe oder Primkorper) sind
(vgl. Lemma 1 von [24]).

Satz 7. 1. Die additive Gruppe eines MHU-Ringes ist periodisch. Jeder
M H U-Schiefkorper ist ein kommutativer, absolut algebraischer Korper der
Charakteristik p(£0). Ist ferner A ein Nilring, der gleichzeitig sowohl ein
MHU-Ring als auch ein MHR-Ring ist, so bilden die Elemente von A
beziiglich der Verkniipfung ry o rs=ri-ro—rr» stets eine (nicht notwendig
auflosbare) periodische Gruppe G, die das direkte Produkt ihrer Sylowschen
p-Untergruppen ist. Die Gruppe G besitzt dann ein transfinites auflosbares
invariantes System.

4+ Wir verweisen noch auf die in 2 zitierte Arbeit.
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BEWEIS. Ist P das maximale periodische Ideal des MHU-Ringes A, so
ist (A/P)" torsionsfrei. Da A/P keinen Unterring einer Ordnung p hat, gilt
notwendig A= P.

Da der Ring / der ganzen rationalen Zahlen kein M HU-Ring ist, hat
jeder M H U-Schiefkorper A eine Charakteristik p(s~0), und besitzt A lauter
absolut algebraische Elemente wegen des Abbrechen jeder absteigenden
Kette {x}D{x2} D --- D{x¥}>... in A. Also ist A nach einem Satz von
JacoBsoN [13] kommutativ, denn es gibt zu jedem x € A einen Exponenten
n mit der Bedingung x"-— x.

Ist nun A ein MHU-Nilring, der gleichzeitig auch ein MHR-Ring ist,
so bilden die Elemente von A bekanntlich eine Gruppe G beziiglich der Ope-
ration @ o @ = a; +a,—aa., denn diese Verkniipfung ist assoziativ. Ferner
ist O das Einselement dieser Gruppe, und im Falle a* =0 ist b = —{a+a>+ ---
.-+ -+ a"') das Inverselement von ¢ in G. Da im Falle O"(a)=m (50, €1)
der Unterring {a} von A endlich ist, so ist die Ordnung von a in G eben-
falls endlich. Also ist G periodisch. Jede p-Komponente A, des Ringes A
ist eine Untergruppe in der Gruppe G, und zwar kann es gezeigt werden,
dafl G das direkte Produkt der Sylowschen p-Untergruppen A, ist. (Fiir den
Beweis verweisen wir auf [22].) Jedes Ideal von A ist ferner ein Normal-
teiler in G. Da A ein MHR-Nilring ist, so existiert eine Ordnungszahl y
mit A” —0, A”—0, <7 (vgl. [26]). Betrachten wir nun das transfinite inva-
riante System ADA’D ... DA D ... DAY — 0, das aus Normalteilern A’ von
G besteht. Dann sind die Faktorgruppen AF/Af*! bei jedem ,,Sprung”
(8,3+1) kommutativ wegen (aio AP*')o (a:0 APF*)=a,+ as+ AP —
= (a2 0 AP ) o (a; o AP*), w. z. b. w.

BEMERKUNG 7. 2. Wir sahen schon, dafi die Klassen von M H R-Ringen
bzw. von MH U-Ringen untereinander verschieden sind. Nun stellt sich eine
Frage, ob was ein Kriterium dafiir ist, dafi ein MHR-Ring auch ein MHU-
Ring sei. Es kann auch die umgekehrte Frage betrachtet werden, d. h. genau
wann folgt aus der MH U-Eigenschaft die MH R-Eigenschaft? Diese scheinen
uns im allgemeinen schwer.

Anhang

Zum Schlufi mochten wir einige allgemeinere offene Grundfragen beziig-
lich der MHR-Ringe erwahnen, die mit dem Gegenstand unserer Arbeit [26]
und der soeben betrachteten Theorie eng zusammenhédngen.

PROBLEM 1. Man untersuche die Minimalbedingungen in vollen Mat-
rizenringen A, (n—2,3,4,...) iiber einem MHR-Ring A!
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PROBLEM 2. Gibt es einen MHR-Ring ohne die Minimalbedingung fiir
endlich erzeugte Rechtsideale?

ProBLEM 3. Gibt es einen MHR-Ring mit endlich vielen Hauptrechts-
idealen und mit unendlich vielen Hauptlinksidealen?

PrROBLEM 4. Was ist ein Kriterium dafiir, dall ein MHR-Ring auch ein
Ring mit Minimalbedingung fiir Hauptlinksideale sei?

PrOBLEM 5. Gibt es einen M HR-Ring ohne die Minimalbedingung fiir
die Potenzen eines festen Hauptrechtsideales?

PrROBLEM 6. Genau wann ist ein MHR-Ring auch ein MMHR-Ring?

PROBLEM 7. Welche MHR-Ringe konnen in einen MHR-Ring mit
Einselement eingebettet werden?

PrROBLEM 8. Man ergebe gewisse Verallgemeinerungen der Theorie von
gewohnlichen priméren bzw. vollstindig primdren Ringe durch [13], durch
[26], und durch die Ergebnisse dieser Arbeit!

PROBLEM 9. Man untersuche im Zusammenhang mit Problem 8 die
eventuellen verschiedenen direkten Zerlegungen von MHR-Ringen A, deren
Radikal / von Null verschieden ist!

(Eingegangen am 17. Mai 1960.)
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