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Die Ringe mit lauter isomorphen nichttrivialen
endlich erzeugharen Unterringen

Von F. SZASZ in Budapest

Professor .. Rédei zsum 6. Geburisteg gewidmet

Ein Ring A wird ein £2-Ring genannt, wenn die nichttrivialen (d. h.
von A und von O verschiedenen) endlich erzeugbaren Unterringe von A
untereinander isomorph sind. Unser Zweck ist die sédmtlichen £2-Ringe zu
bestimmen. Die Ringe A ohne nichttriviale Unterringe, also die Ringe A mit
IA = p oder 1 sind cbenfalls als £2-Ringe anzuschen, wobei A die Mich-
tigkeit von A und p eine Primzahl Dbezeichnet. / bezeichnet den Ring der
ganzen rationalen Zahlen. Beziiglich der notigen Grundbegriffe der Algebra
verweisen wir auf die Lehrbiicher [1], [2] und [3].

REpE! und SzeLE [4] haben die Ringe mit torsionsfreier additiver Gruppe
ersten Ranges bestimmt. Insbesondere werden wir gewinnen, daB die unend-
lichen £2-Ringe mit den torsionsfreien Zeroringen ersten Ranges iihereinstimmen.

Wir werden spiter die folgenden drei elementaren Vorbemerkungen oft
beriicksichtigen:

i. Jeder Unterring eines {2-Ringes ist ebenfalls ¢in £2-Ring.

2. Jedes Element a von der (additiven) Ordnung O(a)= n(e/l. )
eines O-Ringes A ist die Wurzel cines Polynoms:

S (€ XU (m)[x], £ 0),

denn im entgegengesetzten Fall wiren die endlich erzeugten nichttrivialen
Unterringe {a*} und |e? ¢’} untereinander nichtisomorph, sogar konnte der
zweite nicht durch ein Element erzeugt werden.

3. Jeder endliche nichtnilpotente (2-Ring A mit der Bedingung pA 0
ist halbeinfach, denn cin solcher Ring A besitzt einen Unterring fe! init
¢*—-¢+=0, woraus folgt, dali A tberhaupt keine nilpotenten Elemente (-~ 0)
haben kann. Hierbei bezeichnet {..., X.,...} den durch die eingeklammerten
Elemente erzeugten Unterring von A.
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Es gilt der

Satz. Jeder £2-Ring ist zu einem der folgenden Ringe isomorph:

1. die Zeroringe mit torsionsfreier additiver Gruppe ersten Ranges ;

2. die Ringe mit zyklischer additiver Gruppe von der Ordnung p* oder p;
3. die direkten Summen K, K, von zwei isomorphen endlichen Prim-

kirpern ;
4. die endlichen Kérper von der Ordnung p' (P und g sind beliebige
Primzahlen);

5. die Ringe A mit A*==pA=0 und |A|==p"

6. die Ringe A {a} mit den definicrenden Gleichungen pa==a‘=0.

Beweis. Da alle im Satz erwihnten Ringe offenbar Q-Ringe sind,
geniigt es zu beweisen, dass jeder €-Ring tatsachlich zu einem der erwihinten
Ringe isomorph ist. Es sei also A ein beliebiger £2-Ring.

Wir beweisen, daB die additive Gruppe A" eines -Ringes A entweder
torsionsfrei oder periodisch ist. Im engegengesetzten Fall gibt es namlich in
A Elemente a und b mit

a0, b0, O(a) n(+0,¢€l), 0®b)=0,

und es gelten {mb} = {b}— A fiir jede Zahl m (s0,€1), da {a} und {0}
nichtisomorph sind. Hiernach ist aber A" wegen

mA  mi{by2D{mb), A>DmA

offenbar eine vollstandige (,,divisible””) Abelsche Gruppe. Also enthdlt A™ we-
cen O(a)==0 eine Untergruppe Z(p®). Da jede Untergruppe von Z(p*) auch
ein Unterring von A ist, besitzt ein £2-Ring A gewih keine Untergruppe
Z(p®). Dieser Widerspruch zeigt, dap A" entweder torsionsfrei, oder perio-
disch ist.

Es wird jetzt bewiesen, dal jeder Q2-Ring A mit einer torsionsfreien
additiven Gruppe A' Nullteiler enthalten soll. Aus der Voraussetzung, dali
cin £2-Ring mit torsionsfreier additiver Gruppe A’ nullteilerfrei ist, kann
namlich ein Widerspruch folgenderweise abgeleitet werden.

Ist @ /-0 cin belichiges Element des nulltcilerfreien £2-Ringes A mit
ciner torsionsfreien additiven Gruppe 1, so gelien fiir jedes Minimalpolyoom

f(x) BX b X LILX (e 1)

von a, das wegen der Vorbemerkung 2 gewili cxistiert, offenbar n,x #0 und
n.x =0, denn A ist jetzt nullteilerfrei. Mit einer Zahl n,(s£0, € /) erhdlt man

ninaal 40, nlnay==najg,
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wobei die Gruppe val' wegen

(n.a) + ne-s(nua@y™" + oo 0 2p, (n.a)=0

cine endlich erzeugbare Abelsche Gruppe ist.
Es sei jetzt b — nyn.a(==0) mit einem Minimalpolynom

S = x-ers X' (m; € 1.my x =0, m,x* == 0),

Bezeichnet ¢ einen Isomorphismus von dem nichttrivialen Unterring {6} aut
den nichttrivialen Unterring {m,b) von A, so existiert ein Paar von Polynomen

h(x), h(x)(€x- 1[x], 5= 0)

mit den Bedingungen
by~ him,b) (¢ i bl), h(m,x)— m, i, (x).

Ist ferner b, - h,(b) (¢ 16}), so erhidlt man offenbar

== 2(by)- =g(b)y — Og =,

Kiirzt man aber durch m? (+:0) in der (explizit aufgeschriebenen) Gleichung
9(mb)=0 ab, was wegen der vorausgesetzten Torsionsfreiheit von A" er-
laubt ist, so ergibt sich wegen
gX)= mx+ ooy
sofourt b, eh (+=0) mit der Bczcichnung
e — (b omamiby e mm TR,

Da aber A nach der Voraussetzung nullteilerfrei ist, so ist ¢ wegel
0. ¢b 40 das Einselement von A, Dann gilt auch le} ~ 7, was wegen
Vorbemerkung 1 einen Widerspruch bedeutet, denn / ist offenbar kein (-
Ring.

Also besitzt jeder £2-Ring A mit einer torsionsireien additiven Gruppe
A Elemente y,+£0 und y, =0 mit y., 0. Es wird jetzt A* O folgen-
derweise bewiesen. Sind {y,! und Jaf nicht beide  nichitriviale Unterringe
von 4, so kdnnen wir von diesen Elementen yound p, auf weitere Elemente
2,50 und 2,50 mit z,2,=0 iibergehen, mit denen beide Unterringe {2z}
und {z,} von A nichttrivial sind. Die Unterringe {4y,} sind ndmlich mit einer
geeigneten natiirlichen Zahl £ gewill nichttrivial. Dann konnen die additiven
Uruppen der Ringe {z;} (i- 1,2) durch gewisse endliche Systeme von Ele-
menten
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erzeugt werden. Daher sind aber wegen 2,2, = 0 die endlich vielen Elemente

s
T
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£ £ LAY, L[ iy
die additiven Erzeugenden der Gruppe (z,. 2. , die hiernach die direkte
Summe von endlich vielen zyklischen Cruppen ist. Wir werden jetzt auf wei-
tere Elemente =0 und w0 mit jr.n LA und reeo=0 tibergehen.
et g 2= A 50 ist A' die direkte Summe von endlich vielen zyklischen
Gruppen, woraus die Existenz einer Zahl ko(s£0.€ 1) mit kA" 4 A folgt.
Dann seien ry==Kk,-2; und ry=—k, 2. st aber 12,2} 5= A, so seien 1,
und r.- z.. In beiden Fillen erhdlt man  », r) = A mit o= 0, und es
wird jetzt {0 folgenderweise hewiesen.

Da im 2-Ring A die additiven Untergruppen bey Lovon dedound gy

von e} denselben endlichen (lorsionsfreien) Rang hesitzen, liegt ein Viel-
faches [r.==0( € 1) von v, im Unterring ). Hiernach existiert ein Polynom
w(x)( /0, € x-I{x])

mit w(r)= [r,, woraus wegen rry=" 0 und W)y - 0 gewilh /r 0 folgt.
Wegen der Torsionsfreiheit von A und [==0 gilt auch 5= 0. Also ist
e ein Zeroring mit einer unendlichen zyklischen additiven Gruppe. Da
hiernach jeder endlich erzeugbare echte Unterring / von A cin zyklischer
Zeroring ist, kann man A*=0 und Rang A" —1 beweisen.

(1,x} ist namlich fiir jedes x € A mit ciner geeigneten Zahl [y(==0, € /)
ein echter Unterring von A, und aus ([,x)" =0 folgt x!=0 fiir jedes x, denn
A" ist torsionsfrei. Ferner gewinnen wir aus (x--y)}=0 gewib yx-— —xy¥
fiir beliebige x,y € A, woraus folgt, dal ix, yi* dic direkte Summe von end-
lich vielen zyklischen Gruppen ist. Dann existiert eine Zahl m,(+£0, € /) mit
tmax, myy) == A. Da {nx, my; nach den vorigen ein zyklischer Zeroring ist,
erhalt man wegen der Torsionsfreiheit tatsichlich A*- -0 und auch Rang
A 1. Also ist A ein Zeroring ersten Ranges.

Nach den vorigen ist die additive Gruppe cines £-Ringes L der em
Element -/ O von der additiven Ordnung ((a) / O hat, periodisch. Ist dic
Ordnung O(a,) eines Elementes a, ¢ A cine Primzahl p, so ist gewilh p 00O,
denn im Falle der Existenz eines Elementes o, € A mit O(a,) = p widren
la.} und {pa,} echte nichtisomorphe Unterringe von A, Also ist A° wegen
der Definition des Q-Ringes eine p*-beschrinkte Abelsche p-Grruppe.
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Es sei jetzt A[p] = Bipr=—0,5e Al Dann ist A[p] ein Ideal von A,
wnd b} ist wegen Vorbemerkung 2 fiir jedes b e Alp] ein endlicher Unter-
rmg von A. Da Alpl im Fall A /0, 270 von Null verschieden ist, und
der Unterring

10} (0, A[p])
minimale Unterringe (5~ 0) enthilt, die entweder Kérper, oder Zeroringe, alle
von: Primzallordnung sind, so hat Jeder endlich erzeugbare nichttriviale Un-
terring von | im Falle L0 gewiB die Ordnung p.

Wir beweisen, daf feder Q-Ring mit p'.f 0 endlich ist. Gile g1, o),
soist Rang (A[p])= 1, demn dic endhich erzeugbaren Unterringe 8 v Alp)
sind, wie es in vorigen gezeigt wurde, von der Ordnung p. Dann gilt aber
auch Rang A° 1, woraus

A= {ﬂ'}, ;;353 = 0, i (f(f((f€ J'r)

folgen. Also ist A" zyklisch. Gilt nun pA-- 0, d. h, A[p]==4, so ist A im
Fall A~ la} wegen Vorbemerkung 2 endlich, denn eine Potenz von « kann
durch die niedrigeren Potenzen von a ausgedriickt werden. Gelten aber
PA=:0 und A={a! fir jedes «a, so folgt aus der Existenz von minimalen
Unterringen (4 0) in ta} sofort [la}l - p. Es gibt also zu jedem Paar von
Elementen a £ 0, 6 =0 mit b ganze rationale Zahlen ny, ., 0. derart. ki

(a--b) = ma-b), a* - na, b n.b
bestehen. Die Endlichkeit von (a, b} folgt nun aus
ba = (n,—n,)a |- (ny—n)b—ab.

Da aber im Falle 1a, b} == A die Unterringe {a, b} und 1aj beide von Primzahl-
ordnung wiren, was wegen O {a} unmoglich ist, gilt gewili la, b} = A.
Also ist A endlich. Unser Satz in [5] bestimmt ganz explizit alle Ringe, de-
ren alle echte Unterringe zyklische additive Gruppen besitzen. Da die addi-
tive Gruppe von jedem echten Unterringe des endlichen £2-Ringes A nach
den vorigen die Ordnung p hat, so kann der Satz in [5] angewendet werden.
Hiernach hat jeder £-Ring A(s=0) mit PA =0 die Michtigkeit A - b e
oder p. (Hierbei sind p und g beliebige Primzahlen.)

Im Fall Al=p ist A" offenbar zyklisch.

In weiteren geniigt es nur den Fall pA 0 unterzusuchen, denn im
Fall pAs=0, ptA 0 ist A" zyklisch.

Ist der endliche £2-Ring A(5£0) mit PA=0 und A =p halbeinfach,
so folgt aus dem Wedderburn—Artinschen Struktursatz und der Definition
des £2-Ringes entweder A~ K, i+ K, mit einem endlichen Primkorper K,
oder A~ K mit einem endlichen Korper K von der Ordnung p7,  wobei 2l
und ¢ beliebige Primzahlen sind.
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_ Ist zum Schlufi der endliche £2-Ring A mit pA =0 und A ==p kein
" haibeinfacher Ring, so ist A wegen Vorbemerkung 3 gewiB nilpotent, und
nach [3] folgt sofort A - p°. Wir unterscheiden wiederum zwei Fille.

1 Kann A mit pA==0, A 7, A"=:0 durch ein Element nicht erzeugt

werden, so gilt A=-la, b} mit
F=pa. OF=ph= {ain b =0.
Hiernach ergibt sich ab — l,a-+L0(/- € 1), woraus auch
0- ab*--lLiab=Fa-+LLb, Lu —LLb,€la}n|b)
folgen. Daher ist pil, und ganz dhnlich auch p /. Also gilt @b 0. Ahnlich
gewinnen wir auch ba=-0, folglich A*==0.
Labt sich aber A durch ein Element a € A erzeugen, gelten ferner
A== T, 1A phopa- a0 (a'£0, n 2, nel), so erhdlt man a’-
mya - nuat mit m; € 1. Unser Zweck ist nun o" = 0 zu beweisen. Im Fall
a' =0 ist wegen Al =p* gewil} a*=£0.
Wire (p,m,)=—-1, so gibe es eine Zahl n, mit
P mn, - -1 (mod p) (n, €1),
woraus man mit der Bezeichnung
b -n(a—ma) (€la))
cine Gleichung a  ab erhiill. Daher gilt aber auch
a-—abh ab® ie-ad? o) = A" =0,
was wegen @ ==0 unmoglich ist. Also ergibt sich pim, und o~ m.a.
Im Fall (p, m,) 1 kann auch die Kongruenz
i, 1 (mod p) (n,e /)
gelost werden. Dann ist ¢*  @*(n.a), woraus wegen a"=- 0 offenbar a*-
-a*(n,a) =0 folgt, was der Voraussetzung .A| = p* widerspricht. _
Also ist im Fall A--la}, |[A - p*, pa=a" 0 (a"'+0) gewill a’ =0,

r . : . i

w. z. h. w. Damit haben wir den Satz bewiesen.
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