
A topológikus algebrákról és gyűrűkről I.

Sz á _ z F C „ C - x

1. §. Bevezetés

A dolgozat címében szereplő szakterületet az alábbiakban szeretném 
ismertetni úgy, hogy igyekszem azt a benne kevésbé járatosabb olva­
sókhoz is közelebb hozni. Az ismertetés során általában mellőzöm a 
teljes, részletes, szigorú bizonyításokat, mert egyrészt a cikk korlátozott 
terjedelme, másrészt a szakterület gazdag anyaga m iatt erre nem volna 
technikai lehetőség. A  cikk megírásánál főleg azt tartottam  szem előtt, 
hogy felhívjam a figyelmet ennek a világviszonylatban már elég fejlett, 
hazai viszonylatban azonban aránylag még elég elm aradott szakterület­
nek fontosságára és érdekességére. A topológikus gyűrűk és speciálisan 
a normált gyűrűk, Banach-algebrák tanulmányozásától nemcsak az 
idevágó hazai elméleti kutatások fejlesztése, hanem a nagyszámú (főleg 
matematikán belüli) alkalmazás is várható. Ez utóbbi szempont miatt 
is kívánatos a topológikus gyűrűk és Banach-algebrák közelebbi megis­
merése és e területen a hazai intenzívabb kutatások beindulása.

A topológikus algebrának és a topológikus gyűrűnek a fogalma úgy 
merül fel, mint egyfelől a topológikus tér fogalmának másfelől pedig 
a megfelelő algebrai fogalmaknak: az algebra és gyűrű fogalmának a 
természetes egybekapcsolása, miközben megköveteljük, hogy az elő­
forduló algebrai műveletek az adott topológiában folytonosak.

A z  o lv asó  s z á m á ra  n e m  k e le tk ez ik  fé lreé rtés  a b b ó l, h o g y  a z  „ a lg e b ra ”  sz ó  
tö b b je le n té sű . A z  a lg e b ra  je le n ti  á l ta lá b a n  m a g á t  az  a lg e b rá t ,  m in t  a  m a te m a tik a i  
tu d o m á n y o k  eg y ik  á g á t ,  m ás fe lő l sp e c iá lisan  je le n t i az  o ly a n  g y ű rű k e t , am ely ek b en  a  
g y ű rű m ű v e le ten  k ív ü l  m é g  érte lm ezv e  v an  e le m e k n e k  sk a lá r is  ( v a ló s  v ag y  k om p lex ) sz á ­
m o k k a l v a ló  sz o rz á sa  is , a  m e ly  szo rza t sz in té n  a  gy ű rű k  e lem e. N é m e ly  szerző  sz o k ta  
a lg e b rá n a k  n ev ezn i a z  á l ta lá n o s  a lg eb ra i s t r u k tú r á t is. A  to v á b b ia k b a n  a lg eb rán  a  
sk a lá r is  o p e rá to r - ta r to m á n n y a l  és o p e rá to r -s z o rz á ssa l  e l lá to t t  g y ű rű k e t  é r t jü k , és a  d o l ­
g o z a t c ím e így  is  é r te n d ő .

Ebből látszik, hogy a dolgozat címében szereplő fogalmak a topo­
lógia, funkcionálanalízis és gyűrűelmélet határterületéhez tartoznak. Ez 
a tény lehetővé teszi általánosabb eredmények, elegáns módszerek és 
nagyszámú alkalmazás elérését. Mindezek vonatkoznak általában a 
topológikus gyűrűkre, az alkalmazások pedig főleg a Banach-algeb- 
rákra.



2 5 7

A topológikus gyűrűk elméletének a fő célja struktúratételeknek és 
reprezentációs tételeknek a megállapítása. Sajnálatos tény azonban az, 
hogy az elmélet nagyszámú eredménye közt éppen az ilyen jellegű téte­
lekből van kevés. Nagyon sok eredmény arra vonatkozik, hogy egyfelől 
a topológiai megszorítások, másfelől a gyűrűelméleti megszorítások és 
feltételek hogyan tükröződnek a topológikus gyűrűkön általában, vagy 
pedig speciális topológikus gyűrűknek bizonyos osztályain.

Gyakori eset az is , hogy az elmélet egy és ugyanazon részéhez a'különféle mate­
matikusok különféle irányokból, pl. főleg algebrai, vagy főleg topológikus néző­
pontból közelednek, pl. a BANACH-algebrákhoz R Ix Zä „ N  [206], illetve N J > J „ Z  
[169], de minthogy ezekhez a gyűrűelmélet, topológia, funkcionálanalízis, mérték­
elmélet felhasználása végülis mind egyaránt szükséges, és az eredményekben is sok 
a  közös, ezért a  nézőpontok nem élesen különbözők.

Az e lm é le t e re d m é n y e i k ö z t v a n n a k  egészen  á l ta lá n o s  e red m én y ek . A sp e c iá l i­
sa b b  e red m én y ek e t p e d ig  cé lszerű  to v á b b  m e g k ü lö n b ö zte tn i .  íg y  tá rg y a ln i f o g u n k  
e red m é n y e k e t e g y rész t a  to p o ló g ik u s fe rd e te s te k rő l, a z  é r ték e lé se lm é le trő l és r o k o n  
k é rd é se k rő l, m á s ré sz t a  b ik o m p a k t és lo k á l isa n  b ik om p a k t  g y ű rű k rő l, h a rm a d ré s z t  
vegyes je l leg ű , n e m  fe lté t le n  m e tr ik u s , sp ec iá lis  to p o ló g ik u s  g y ű rű k rő l, n e g y ed rész t 
p ed ig  a  BA N A CH -algebrákról. Ö rv en d e tes , h o g y  az  a lka lm a z á s o k b a n  is o ly  f o n to s  
BA N A CH -algebrákra v o n a tk o z ó la g  m á r  v isz o n y la g  tö b b  s t ru k tú ra té te l  és re p re z e n ­
tá c ió s  té te l ism ere tes , m in t  á l ta lá b a n  a  to p o ló g ik us  g y ű rű k re  nézve.

A topológikus gyűrűk általánosságban, explicit módon, elsőnek 
D. �[ О  D [ О t z 6 4  [42], [43] téziseiben, ill. dolgozatában lettek definiálva 
és vizsgálva, amely természetesen nem jelenti azt, hogy korábban nem 
vizsgálták a matematikusok’a topológikus gyűrűknek egészen speciális 
eseteit. Ilyen speciális esetként említendők a HENSEL-féle p-adikus szá­
mok, amelyek fogalmát K6��] 5.)  Jó z s 0 3  általánosította. Kü r �] 5 á )  
[143]. dolgozata ugyanis megadja az abszolút értéknek és a p-adikus 
számoknak a közös általánosítását, éspedig a testek értékelésének a 
fogalmát. Később a testek értékelés-elmélete körül és ennek különféle 
alkalmazásai: algebrai számelmélet, algebrai függvények tana, algebrai 
geometria körül igen figyelemreméltó terjedelmű szakirodalom alakult 
ki. Ez jellemzi tehát a topológikus gyűrűk előfutárának, a nagyon spe­
ciális p-adikus számtestnek és általánosításainak, az értékelt testeknek 
az előtörténetét. Vizsgálták később az értékeléselmélet különféle álta­
lánosításait és azok alkalmazásait is. Az általánosabb, már említett 
D. v [ О  DANTZiG-féle tézisek és eredmények pedig a topológikus gyűrűk 
vizsgálatának egy másik irányát kezdeményezték, nevezetesen a bikom­
pakt és lokálisan bikompakt testeknek, gyűrűknek a tanulmányozását. 
A gyűrű terének bikompaktsága vagy lokális bikompaktsága helyett 
általánosabb topológiai feltételekkel is végeztek vizsgálatokat. Különö­
sen bevált e vonatkozásban a korlátosság fogalma, amely S[ 3 [ �0 v 6 ] s  
[208] dolgozatában található meg először. Nagy szerephez jutnak az ún. 
lineárisan topológizált bikompakt gyűrűk is, amelyeknél a gyűrű zéru­
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sának teljes környezetrendszere speciális részstruktúrákból áll (Z 0 2 6 О	) ' 
[249], [250], [251], L0 pt 6 О [146], B [ 2 2 6 0 r [21]). A topológikus gyűrűk 
elméletében további, éspedig nagyon természetes irányzat az, hogy a 
diszkrét gyűrűk elméletéből ismert eredményeket igyekeznek átvinni a 
topológikus gyűrűk esetére. Az ilyen jellegű, továbbá a topológikus, de 
nem feltétlenül metrikával topológizált gyűrűkről szóló egyéb eredménye­
ket „vegyes eredményeknek” nevezzük, és ezeket e dolgozatban külön 
részben fogjuk ismertetni. (Lásd pl. K [  2 [ О	) y  [111], A�0 О	— K [  - 
2 [ О	) '  [12], I ) u 	5 6 9 [  [8 8 ], K й �[ 2 	) '  [137], M [ 5 [ r [ = z 0  [153], [154], 
Sz 0 2 0  [223], G [ ] s á 2 y 6  [63] vagy G 6 2 2 9 [ О  [74]). — Fontossága miatt 
kiemelendő a topológikus gyűrűk elméletének egy jól kiépített, s*zép 
alkalmazásokban gazdag és lényegében a funkcionálanalízishez tartozó 
ága, a normált gyűrűknek, a BANACH-algebráknak az elmélete, amely­
nek fejlődése általában a topológikus gyűrűkéhez képest bizonyos 
önállóságot mutat. A kiépítettségre pedig jellemző, hogy a topológikus 
gyűrűkről szóló cikkek közül eddig kb. hat-hétszer több cikk jelent 
meg a BANACH-algebrákról, mint a metrika nélküli gyűrűkről. Az el­
múlt negyedévszázadban G 0 2 3 [ О = , N [ ( 9 [ �) , R [ ( ) й v , S 6 2 й v valamint 
munkatársaik és tanítványaik munkássága révén a normált gyűrűkkel 
kapcsolatos szovjet iskola igen jelentős eredményeket ért el, amelyek­
hez több más állam matematikusai is igyekeztek csatlakozni. G 0 2 3 [ О =  
és munkatársainak iskolája előtt speciális normált gyűrűket, éspedig 
a HiLBERT-tér bizonyos operátorainak a gyűrűjét vizsgálta M u r r [ y —  
v й О  N 0 �9 [ О О  [164] és v й О  N 0 �9 [ О О  [173]. Ezek a dolgozatok igen 
értékes eredményeket tartalmaznak, és külön jelentőségük az, hogy 
beindították később a normált gyűrűk általánosabb tanulmányozását 
és vizsgálatát. G 0 2 3 [ О =  előtti normált gyűrűs, előfutár cikkekként 
említhető meg még bizonyos tekintetben St й О 0  [220], N [ 4 �9 й  [168] 
és H 0 1 �й О 6  [81] cikke.

Ez az ismertetés a fentebb említett kutatási irányzatoknak meg­
felelően több részre fog bomlani: 1 . topológikus ferdetestek és értékelés­
elmélet; 2. lokálisan bikompakt-és hasonló jellegű gyűrűk; 3. vegyes 
kérdések (topológiák bevezetése, diszkrét eredmények topológiai meg­
felelője, radikálok, W 0 = = 0 r 1 u r О — MALCEV-féle felbontások, St й О0 - 
terek, duális gyűrűk stb.); 4. normált algebrák és BANACH-algebrák. 
Miként a legtöbb felosztásnál szokásos, ez a felosztás sem abszolút 
egyrétűen fedi le az eredményeket, mert általában e részek szorosan 
összefüggnek és a 3. rész körülhatárolása nem elég határozott. Ebben 
az ismertetésben a BANACH-algebrákkal kevésbé részletesen foglalko­
zunk, mert róluk egy későbbi füzetben terv szerint külön, részletesebb 
ismertetés fog megjelenni, és ezért e helyen csak a klasszikus, régebbi 
eredmények szerepelnek a BANACH-algebrákról, ugyanis ennek az első 
ismertetésnek a terjedelme korlátozott.
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A csatolt irodalomjegyzék szintén ebben a szellemben készült, hiszen sokszáz 
cikk jelent meg a BANACH-algebrákról, és előzetes becslés szerint is a Banach-algcb- 
rák eddigi teljes cikklistája legalább negyven nyomtatott oldal volna. A topológikus 
de nem feltétlen metrikus gyűrűkről azonban igyekeztem minél több cikket tartal­
mazó (de korántsem teljes) listát összeállítani. A mellékelt listában szerepel néhány 
olyan munka is, amelyek nem tartoznak a topológikus gyűrűkhöz, de elősegítik azok 
tanulmányozását, ill. velük kapcsolatban áHnak. A mellékelt lista, amely a kezdők 
vagy aspiránsok és más érdeklődők számára talán nem bizonyul közömbösnek és 
hiábavalónak, természetesen sok olyan cikket is tartalmaz, amelyek e referátumban 
nem kerülnek konkrét idézésre, ill. részletes tárgyalásra. Ezenkívül viszonylag kevesebb 
cikk szerepel az értékeléselmélet régebbi irodalmából, és megjegyzendő, hogy az 
1961. és 1962. éveket illetően a lista globálisan nem teljes. Érdemes a figyelmet fel­
hívni a régebbi irodalommal kapcsolatban !ä C N CC  [134] és Lä „ x C  [148] referátumára 
és az ezekben felsorolt munkákra, valamint az ide kevésbé tartozó témákkal kapcso­
latban D ” - ü ä „ D  [48], T J �) ä „  [226] és H y C „ _ [87] referátumaira is. Külön kiemelendő 
K J | ) J - _ Zy  [112] frappáns referátuma az 1948 előtti topológikus gyűrűk irodalmá­
ról. A BANACH-algebrákkal kapcsolatban pedig N J ■ > J „ Z  [169], G Á) ) > J - —J C „ Á_ ä -  
[75], H Á) ) C—PCÁ) Á| _  [86], RÁx ZJ „ N  [206] könyveire, valamint K J | ) J - _ Zy  [122], 
[125] és M J x ZC �  [151] jegyzeteire hivatkozhatunk.

2. §. Előkészítő megjegyzések

A modern algebrai szükséges fogalmakat (csoport, gyűrű, ideál, 
jobbideál, egységelem, zérusosztó stb.) ismerteknek tételezzük fel (lásd 
az egyetemi anyagon és v [ О  = 0 r  W [ 0 r = 0 О  ismert algebra könyvén 
kívül általában R 0 = 0 6  [194], gyűrűelméletét illetőleg pedig Jacobson [96] 
könyvét, valamint N [ ( 9 [ r )  [169] könyvének II. fejezetét). A topoló­
gikus terek elméletéröl e lapok hasábjain jelent meg C s á s z á r  Á ) й s  

„A topológikus tér fogalmáról” (I., 8 (1957) 37—60; II., 8 (1957) 
211—231; Ili., 9 (1958) 37—63) c. három részes ismertetése, amelynek 
átolvasása igen tanulságos előkészület a topológikus gyűrűkhöz is. 
A topológikus terekre vonatkozó könyvek közül K 0 2 2 0 y  [131] és Ko- 
w [ 2 s ) y  [139] könyvei bevezetést nyújtanak a halmazelméleti topológia 
elemeibe, és az utóbbi (végig filteres tárgyalásmód mellett) a hetedik 
fejezetében a topológikus algebrai struktúrákról is említést tesz alkal­
mazásképpen. Sem K й w [ 2 s ) y  könyve, sem v [ О  = 0 r  W [ 0 r = 0 О  „Al­
gebra” c. könyve 1959-es kiadásának II. kötete nem kívánja meg a 
topológikus algebrai struktúráktól, hogy terük Tj-tér legyen.

To-terű topológikus csoportoknál bármely normálosztó szerinti faktorcsoport 
újra Г0-terű topológikus csoport, viszont Ti-terű topológikus csoportok esetében 
pontosan a zárt normálosztók szerinti faktorcsoportok lesznek Ti-terű topológikus 
csoportok a kvociens-tér topológiájában. Bármely Ti-terű csoport szükségképpen 
r 2-terű is. Lásd pl. Pä - N „ ■ J WÁ-  [186] könyve harmadik fejezetét.

A topológikus csoportokhoz szükséges alapvetés céljára P й О t r ( [ ­

4 6 О  [186] említett könyve mellett még B й u r 1 [ ) 6  [37] és W 0 6 2  [238] 
könyve olvasható haszonnal. Ebben a referátumban szereplő gyűrűk
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mind 7\-terűek, tehát r 2-terűek azaz HAUSDORFF-terűek is lesznek. 
Tehát lényegében van Dantzig definícióját követjük: Topológikus gyű­
rűn egy olyan gyűrűt értünk, amely egyszersmind HAusDORFF-tér, és 
amelyben a — b és ab együttesen folytonosak я-ban és ó-ben. (VJ -  
D J - N z ÁW a definícióban megszámlálhatósági megszorítást is tett, ezt 
a feltételt azonban már régóta nem kívánják meg a definícióban.) 
Topológikus algebra olyan topológikus gyűrű, amely egy topológikus 
ferdetest, mint a skalárisok operátortartománya felett egyszersmind 
topológikus vektortér (Bä ” „ ü J ZÁ  [38]), és a skalárissal való operációk 
is folytonosak. Norm ált algebrán olyan normált (valós vagy komplex) 
lineáris teret értünk, amely egyszersmind olyan algebra is, amelyben

( * )  • \Wb\\ ||a||-11*11

teljesül. BANACH-algebrán komplett normált algebrát értenek, ahol a 
komplettség, mint szokásos, azt jelenti, hogy minden CAUCHY-féle 
alapsorozatnak van az algebrában határértéke.

G C ) ü J - D  [64], általánosabb feltételek mellett pedig A„ C - _  [10] vizsgálta, hogy 
( ^  ) helyett mikor elegendő a normált algebrában a . b folytonossága, hogy ugyanazt 
a fogalmat kapjuk vissza.

A gyűrűk P 0 r u s — J [ ] й 1 s й О  radikáljának az egyik definíciójához 
(lásd Jacobson [96]) célszerű bevezetni az aob = a + b + ab újabb 
műveletet. Ha aob = 0 akkor b az я-пак jobbkváziinverze, és kvázi- 
inverze, ha egyidejűleg aob = boa = 0 teljesül. A jobbkváziinverzzel 
(kváziinverzzel) rendelkező' elemeket jobbkváziregulárisnak (kvázi- 
regulárisnak) nevezzük. Egy jobbideál jobbkvázireguláris, ha min­
den eleme jobbkvázireguláris. Egy ilyen jobbideál minden elemé­
nek van (kétoldali) kváziinverze is. Az A gyűrű J radikálja 
az összes kvázireguláris jobbideál összege, amely egybeesik az összes 
kvázireguláris balideál összegével. Világos, hogy а о  művelet mellett 
a kvázireguláris elemek csoportot alkotnak, amelynek О az egység­
eleme. Ha A topológikus gyűrű és a kváziinverz képzése folytonos 
művelet, akkor ez a csoport topológikus csoport. A r 0 О s  [10; 626 oldal] 
módszerével, amely egyébként az elemi analízis módszere, könnyen 
belátható, hogy BANACH-algebrában a kváziinverz képzése folytonos 
művelet. A lokálisan bikompakt, zérusosztómentes topológikus gyűrűk­
ben a kváziinverz folytonos és a kvázireguláris elemek halmaza nyílt 
halmaz K [ p 2 [ О s ) y  [113, I. rész 8. tétele] szerint. Megmutatható pél­
dával [113], hogy a zérusosztómentesség szükséges, viszont [10] szerint' 
bármely komplett metrikus tqpológikus algebrában is folytonos a 
kváziinverz. Az egységelem pótlására vezette be S 0 4 [ 2  [213] a reguláris 
(más elnevezéssel moduláris) jobbideál fogalmát. Egy R jobbideál 
moduláris az A gyűrűben, ha van olyan e£A elem, hogy minden x d A
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esetén x — exd R. B [ О [ ] 5  algebrában minden reguláris maximális jobb­
ideál zárt. Általánosabban ez igaz az un. ß  ..-gyűrűkben is ( K [ p 2 [ О s ) y  

[108]), amelyekben a jobbkvázireguláris elemek halmaza nyílt. Hasonlóan 
egy topológikus gyűrű Q-gyűrű, ha a balkvázireguláris elemek halmaza 
nyílt.

Megmutatható, hogy a J  JACOBSON-radikál a moduláris maximá­
lis jobbideálok metszete, és hogy J olyan kétoldali ideál, hogy J minden 
kvázireguláris jobb- és balideált tartalmaz és az A/J faktorgyűrűben О 
a radikál. Továbbá О ..-gyűrűkben a radikál zárt. Ha a jobbkváziregu­
láris elemek halmaza zárt, akkor [108] szerint a radikál ugyancsak 
zárt. Bikompakt topológikus gyűrűkben a jobbkvázireguláris elemek 
halmaza zárt, ezért az előzó'ek szerint a radikál is zárt. Elsó'nek K [ p ­

2 [ О s ) y  és H. R u 1 6 О közösen szerkesztett olyan normált gyűrűt [108], 
amelyben a radikál nem zárt. Ennél egyszerűbb K [ p 2 [ О s ) y  egyik 
késó'bbi példája arra, hogy a radikál nem zárt.

Legyen ugyanis A a p-adikus egészek P gyűrűje felett az összes olyan végtelen 
mátrix gyűrűje, hogy bármelyik mátrix bármelyik sorában csak véges sok elem külön­
bözik nullától. Legyen /1-ban O-nak U„  egy általános környezete: az összes olyan 
mátrix halmaza, amelyeknél az első n sor végig csupa 0. A teljes környezetrendszerre 
vonatkozó kikötések nyilván teljesülnek. A radikál tartalmazza az összes olyan mát­
rixot, amelyeknek egyszerre csak véges sok oszlopában és véges sok sorában vannak 
zérustól különböző elemek, és ezek az elemek />-veI mind oszthatók. Ha etJ jelöli a 
mátrixegységeket, akkor nyilván p {e  12+ е 2э + е з4 +  е45 +  ■ ■ ■ ) a radikál lezártjában 
fekszik, de nincs a radikálban, mert ez a mátrix nem kvázireguláris, a radikálnak 
pedig minden eleme kvázireguláris (ideált generál).

Egy gyűrű radikálgyűrű, ha egybeesik a radikáljával. Ilyen pl. a 
páratlan nevezőjű és páros számlálójú törtek gyűrűje, amelyben a pá­
ros egész számok részgyűrűje féligegyszerű. Jй О 0 s — Lu 9 0 r  [102] közös 
dolgozata adott meg egy kritériumot: Egy A radikálgyűrű bármely 
részgyűrűje akkor és csak akkor radikálgyűrű, ha minden a € A elemhez 
létezik olyan egészegyütthatós p(x) polinom, hogy p(á) = o, p(ó) = o 
és p{ —1)=  — 1. Egy olyan Banach-algebrában, amely radikálgyűrű, 
minden topológikusan zárt részalgebra szintén radikálgyűrű.

Diszkrét gyűrűk esetében hasznos fogalom a B r й w О — M ] C й y - 

féle radikál is (Radicals and subdirect sums, Amer. Journ. Math. 69 
(1947) 46—58), amely a gyűrű összes reguláris (moduláris) maximális 
kétoldali ideáljának a metszetével esik egybe. >

Vizsgálták többen, hogy ez a radikál topológikus gyűrűkben milyen feltételek 
mellett zárt. Erre-а problémára a vegyes eredmények tárgyalásánál még visszatérünk. 
Az (asszociatív) gyűrűk esetében sokfajta radikál ismeretes, ezek megfelelőit eddig 
sajnos csak speciális radikálok és speciális topológikus gyűrűk esetében vizsgálták.

A topológikus gyűrűk tanulmányozásánál hasznos és fontos foga­
lom a jobbkorlátosság, balkorlátosság és korlátosság fogalma, amelyet
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Safarevics [208] vezetett be. Az A topológikus gyűrű S részhalmaza 
jobbkorlátos, ha létezik о bármely U környezetéhez o-nak olyan V 
környezete, hogy S V Q U (Ez a feltétel filter-apparátussal [37], [139] 
még egyszerűbben kifejezhető.) A balkorlátosság duális módon definiál­
ható. Egy halmaz akkor korlátos, ha egyszerre bal- és jobbkorlátos. 
Ennek a fogalomnak nagy szerepe van a bikompakt gyűrűkről szóló 
bizonyos eredmények általánosításánál, valamint az értékeléselmélet 
topológikus módszerekkel való tárgyalásánál az ún. „F-típusú” ferde­
testekkel kapcsolatban (lásd Kaplansky [109]).

Minden bikompakt részhalmaz korlátos, és sok algebrai problémánál a korlá­
tosság pótolja a bikompaktságot. Ha egy topológikus gyűrűben a kváziinverz foly­
tonos, akkor az bármely korlátos halmazon egyenletesen folytonos, továbbá bármely 
polinom bármely korlátos halmazon szintén egyenletesen folytonos.

Ezek azok az általános fogalmak, amelyek többször előfordulnak, 
ezért őket célszerű volt előkészületképpen külön megbeszélni. Egyéb 
speciális fogalmakat később ott fogunk értelmezni és tárgyalni, ahol 
erre alkalmilag szükség lesz. Azt azonban kiemeljük, hogy lineáris 
terek (vektorterek) operátortartománya mindig a komplex vagy a va­
lós test lesz a továbbiakban.

3. §. Topológikus ferdetestek, értékeléselmélet és rokon kérdések

Ferdetesteken a nem feltétlen kommutatív testeket értjük (de meg­
engedjük a kommutatívokat is). Ebben a paragrafusban említést te­
szünk a normált ferdetestekkel, továbbá az értékeléselmélettel és a 
lokálisan bikompakt ferdetestekkel kapcsolatos eredményekről és az 
ezekre vbnatkozó más, általánosabb eredményekről.

M J �” „  [158] közzétette — bizonyítás nélkül — azt a meglepő 
eredményt, hogy a komplex számtest felett maga a komplex számtest 
az egyetlen olyan BANACH-algebra, amely ferdetest.

Ez az eredmény önmagában is fontos és érdekes, és jelentőségét még jobban 
aláhúzza az a tény, hogy a felhasználásával bizonyította be később a szovjet normált- 
gyűrűelméleti iskola azt a fontos reprezentációs tételt, hogy bizonyos A kommutatív, 
egységelemes, radikálmentes Banach-algebrák izomorfok egy В bikompakt halmazon 
folytonos komplex függvényeknek egy algebrájával. (Itt В lényegében az A algebra 
összes maximális ideáljának a halmaza.) Ez az utóbbi tény pedig magában hordozza 
annak a ténynek egy elegáns bizonyítását (N. W ÁC - C „ , Tauberian theorems, Ann. 
Math. 33(1932) 1 — 100; és The Fourier integral and certain of its applications,

Cambridge Univ. Press, 1933), hogy ha egy c„e<nt abszolút konvergens trigonomet-
П = — oo

r ik u s  so r  seh o l n e m  tű n ik  e l, a k k o r  a s o r  ö sszeg én e k  a r e c ip ro k a  is k ife jth e tő  a b s z o lú t  
k o n v e rg e n s  tr ig o n o m e tr ik u s  so rb a . Ez és h a s o n ló  a lk a lm a z á s o k  a BA N A CH -algebrák-
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kai kapcsolatban e referátum későbbi paragrafusában, valamint terv szerint egy 
későbbi referátumban még említésre kerülnek.

Mármost visszatérve M J �” „  tételére, megjegyzendő, hogy GC ) - 
ü J - D  [64] is bebizonyítja 1941-ben MJ z ” „  eredményét. GC ) ü J - D bi­
zonyítása a számértékű vektorfüggvényekre kiterjesztett komplex függ- 
vénytani LiouviLLE-tétel alkalmazásán alapul, és miként ezt Lä „ x C  
[148] megjegyzi, hasonló eredményhez ju to tt korábban TJ �) ä „  [226] is. 
Az eredmény Gelfand—Mazur-tétel néven terjedt el. Erre a tételre 
később elemi bizonyításokat is adtak. A rezolvens halmaz és a spekt­
rum vizsgálatával a TJ �) ä „ —GELFAND-féle bizonyítás az ARENS-féle
[10] általánosított formában a következőképpen foglalható össze. Egy 
A komplex, lineáris, egységelemes algebrában az x£ A elem spektruma 
az összes olyan Я skalár halmaza, amelyekre az x — X.e különbségnek 
nincs reciproka (e az A egységeleme). A spektrum komplementer hal­
maza a komplex számsíkon a rezolvens halmaz. Mármost az ARENS-féle 
feltételek azok, hogy A a komplex test felett olyan egységelemes topo- 
4lógikus lineáris algebra, amelyben az inverz képzése folytonos művelet, 
és amelyhez létezik a komplex funkcionáloknak egy totális rendszere: 
azaz minden o A x £ A elemhez van olyan /  funkcionál, hogy f(x) A o. 
Ez utóbbi feltétel teljesül pl. akkor, ha A + konvex lineáris tér. Meg­
állapítható, hogy A minden elemének van nem üres spektruma. Ellen­
kező esetben ugyanis létezik olyan x£A , hogy képezhető (x — Xe)~1, 
és tetszőleges /kom p lex  funkcionállal képezhető a g(X) — / ( ( x  — Xe)~ 1) 
komplex függvény. Igazolható, hogy g(X) egész függvény, amely ana­
litikus, és l im g(2 )— o. Ezért az általánosított Liouville-féle tétel alap-

A-»==

ján g(2) azonosan o. Minthogy /  tetszőleges, és a funkcionálok rend­
szere A felett totális, ezért (x — Xe)~1=o ahonnan e = o tehát ellent­
mondás adódik. Ezért bármely x elem spektruma nem üres. Legyen 
most A ferdetest, ekkor x  spektruma csak úgy nem üres, ha x  = Xe, 
amely éppen a Gelfand—Mazur-féle tétel.

A valós test feletti olyan Banach-algebrák, amelyek egyszersmind 
ferdetestek, a fenti módszer egyik variánsa szerint a valós, komplex 
vagy kvaterno-ferdetest egyikével izomorfok. — Egy x elemet topoló- 
gikus zérusosztónak nevezünk a" normált algebrában, ha van olyan 
y„ nem-zéró-sorozat, hogy xy„-*o  vagy ynx->-o. Mármost érvényes 
SÁ) ä ­  [216], A„ C - _ [10] és R 6 ] ) [ �t  [205] eredményeinek a következő 
élesítése (K [ �2 [ О�) �  [114], [115]): topológikus zerusosztó nélküli nor­
mált algebra a valós test felett vagy a valós, vagy a komplex test, vagy 
pedig a kvaterniók ferdeteste. Ennél az eredménynél sem az egység­
elem létezése, sem a komplettség nem szerepel a feltételek közt. Továbbá, 
ha A egy NEUMANN-reguláris BANACH-algebra (azaz minden af_A elem­
hez létezik a BANACH-algebrában olyan x£A, hogy a =  axa), akkor A
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véges dimenziójú algebra [114]. Ezzel kapcsolatban megjegyzendő, hogy 
A r 0 О s — K [ p 2 [ О s ) y  [12] szerint egy lokálisan bikompakt csoportnak 
a csoportalgebrája pontosan akkor lesz NEUMANN-reguláris, ha a cso­
port véges.

• Továbbá I. SC ^ J )  a dok tori értekezésében (Yale University 1940) gyengén regu­
lárisnak nevezte az A gyűrűt, ha minden XyíO elemhez van olyan у  7= о elem, hogy 
y x y  = y. (A  gyenge regularitás ekvivalens azzal, hogy minden nem  zérus főbalideál 
tartalm az nem zérus idem potenset. Ezért a  NEUMANN-regularitásból folyik a gyenge 
regularitás. V iszont létezik olyan végtelen dimenziójú (tehát nem NEUMANN-reguláris) 
BANACH-algebra, amely gyengén reguláris. (Egyébként egy X  bikom pakt H J ” _ D ä „ ü ü- 
téren folytonos összes valós függvény C(X) BANACH-algebrája pontosan akkor lesz 
gyengén reguláris, ha Y-ben minden nyílt halm az tartalm az egy nyílt és zárt halm azt.)

Minthogy a topológikus lineáris terek összefüggöek, kérdezhető, hogy milyen 
összefüggő topológikus testek léteznek. Más vonatkozásban ugyanez a kérdés merült 
fel B [ 0 r —H [ s s 0  [20] dolgozatában is 1932-ben. D 6 0 �= й О О
  [46] 1946-ban konstruált 
a komplex számtestben egy olyan összefüggő valódi résztestet, amelyik nem a valós 
számtest. Kapuano [126] pedig topológikus 1-dimenziójú olyan résztestet konstruált 
a komplex számtestben, amely természetesen szintén nem a valós számtest.

M [ z u r  egy tétele szerint egy, az R valós testet tartalmazó olyan 
К  normált test, amelynek az N  normája az R testen vett abszolút érték 
folytatása, szükségképpen vagy maga R vagy a C komplex számtest. 
(Lásd még Aurora [17] cikkét). Mármost S6 2 v 6 й A u r й �[  [18] elejti 
azt a feltételt, hogy R^=K és gyengíti a normáról tett MAZUR-féle fel­
tételt is, amelyet Aurora csak a prímtest egy részhalmazára szab ki 
megszorításnak. Eredménye az, hogy К  eme általánosabb esetben C 
egy résztestével lesz algebrailag izomorf. Au r й �[  [17] általánosítja 
O s t r й w s ) 6  egy tételét is azzal, hogy megmutatja a következőt: На К  
topológikusan összefüggő normált test, és N(x2) = (N(x))2 minden 
x 6 К  esetén, akkor К  izomorf a Q (valós test feletti) kvaternio-ferde- 
test egy résztestével. A u r й �[  [19] megmutatja, hogy az előbbi multip­
likativ tulajdonságot elegendő ugyanazon állításhoz megkövetelni A-nak 
egy olyan В részhalmazán, amely egyrészt sehol sem sűrű А-ban, más­
részt x t , x2, ..., Xj esetén N(x1x2---xi) = N(x1)N(x2) ■ ■ ■ A (x ;) harmad­
részt pedig x £ B és у dК  esetén N(...xy...) = N(...yx...) teljesül.

A G 0 2 3 [ О =  — MAZUR-tételhez hasonló eredmények kimondása és bizonyítása 
szerepel még Z0 2 [ �) й  [246] cikkében. V6 2 5 ( [ 2 9 u r  Ö4 9 �О = �й О  [183] a E
й 1 0 О 6 ��- 
tételnek nemasszociatív, normált, valós test feletti, végesfokú algebrákra való általá­
nosítására ad új, eléggé elemi bizonyítást.

K ü r s ] 5�)  [143] egy К  test értékelését úgy definiálta, mint egy 
nem-negatív, valós értékű \a\ függvényt, a £ K, ahol \a\ = o pontosan csak 
a = o esetén teljesül, és érvényes |aű| =  [a|-|ó| valamint \a + b\ ^  |a| +  |h|. 
Ez a fogalom úgy jö tt létre, mint a p-adikus számoknak és a komplex 
számok abszolút értékeinek a közös általánosítása. O s t r й w s ) 6  [179] 
megmutatta, hogy az előző két eset valamelyikével bizonyos értelem-
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ben ekvivalens egy általános értékelés is. Egy értékelt К  test ugyanis 
az archimedesi esetben izomorf a komplex számok egy résztestével, 
ahol az értékelés lényegében a közönséges abszolút érték, míg a nem­
archimedesi esetben a /;-adikus értékeléssel eleget tesz egy még élesebb 
\a + b\ ^ m a x  (|ű |, |ft|) „háromszög-egyenlőtlenségnek” is. Bár az al­
gebrai számelméletben célszerű az összes értékelést tekinteni, mégis 
O s t r й w s ) 6  struktúra-tételében főleg a nem-archimedesi eset érdekes. 
K r u 2 2  [140] észrevette ugyanis, hogy az előbbi élesített háromszög­
egyenlőtlenséggel pótolt értékelés-axiómák közt az értékek Г tartomá­
nyában nincs szerepe az összeadásnak, ezért Г szerepében vehető egy 
tetszőleges, rendezett ABEL-csoport. Az így általánosított értékelés ré­
vén is értelmezhető Á'-ban test-topológia. Először vizsgálták azt az 
esetet, amikor Г a racionális egész számok additív csoportja (lásd T 0 6 ] 5 -  
9 ü 2 2 0 r  [228] és M [ ] L [ О 0  [152]), majd általánosabb Г  esetére K [ p -  

2 [ О s ) y  [107] ért el bonyolult eredményeket. Cohen [40] hasonló vizs­
gálatot végzett el a lokális gyűrűk esetében.

Ezek a gyűrűk tudvalevőleg olyan egységelemes és ideálokra nézve maximum­
feltételű gyűrűk, amelyekben csak egyetlen maximális valódi ideál van. Ennek a kitün­
tetett ideálnak a hatványait célszerű a 0 teljes környezetrendszeréül venni, ha e rend­
szerre teljesülnek a környezet-axiómák. Régebben további axiómákat is hozzávettek 
a lokális gyűrű definíciójához. Az értékeléselmélet, a lokális gyűrűk és általánosítá­
saik körül nagy szakirodalom alakult kk >

Az értékeléselméletben gyakran vannak olyan bizonyítások, ame­
lyek nem használják ki teljesen, hogy a testben értékelés is adva van, 
hanem csak bizonyos enyhébb topológiai feltételeket elég kihasználni. 
Ilyen feltétel K [ p 2 [ О s ) y  [109] dogozatában a topológikus testnek a 
következő tulajdonsága: H a S korlátos Á'-ban és van 0-nak olyan 
U környezete, hogy U(~) S üres (azaz 0^ S), akkor S~1 is korlátos A-ban. 
Az olyan ferdetesteket, amelyekben ez a feltétel teljesül, K [ p 2 [ О s ) y  
[109] nyomán „ F-típusúaknak” fogjuk nevezni.

B ä ” „ ü J ZÁ  [37] könyvében az 57. oldal 13. példánál a ferdetesteknek ez az osztálya 
egyébként már 1942-ben röviden tárgyalva lett. Egy F-típusú komplett topológikus 
К  ferdetest felett bármely véges dimenziójú topológikus vektortér szükségképpen 
К  véges sok példányának a szorzatterével van topológizálva. Továbbá F-típusú algeb­
ra iig  zárt topológikus testnek a komplett lezárása ugyancsak F-típusú topológikus 
test. Érdemes megvizsgálni a kérdést, hogy egy F-típusú topológikus testnek egy 
tetszőleges végesfokú algebrai bővítése topológizálható-e úgy, hogy a bővítés szintén 
F-típusú legyen, ugyanis a kvadratikus bővítések esetére [109] szerint erre igenlő a 
válasz. Továbbá [109] szerint a valósan értékelt testek F-típusúak, és van bennük a 
nullának olyan környezete, amely csupa topológikusan nilpotens elemből áll. Z C ) Á- _ Zy  
[247] a nem-archimedesi módon értékelt testeket hasonlóan jellemezte. Bármely ren­
dezett test a rendezési topológiában F-típusú. Viszont nem triviális kérdés, hogy a 
racionális számtest minden F-típusú topológizálása feltétlenül értékeléssel van-e 
megadva? H J ü Áx CN  [80] a valósan zárt testek felett vizsgálta a polinómokat, és K J | ­
) J - _ Zy  [110] ezt általánosította a F-típusú testek feletti polinomokra.

18 Matematikai LapoK
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C [ ����5  [39] értékeléselméleti módszerekkel vizsgálta, hogy egy 
К  test mikor lesz analitikusan izomorf egy hatványsorokból álló test­
tel, miközben K [ �2 [ О�) y  bizonyos korábbi eredményeit (amikor K[ p - 
2 [ О�) y  a testek karakterisztikájára megszorítást tett) általánosította 
karakterisztika-feltételek nélkül. J[ 3 3 [ �=  [97] tárgyalja hálószerűén ren­
dezett csoportban a „fiiét” fogalmát, amely a testek értékelésének egy 
általánosításánál jelentős.

Legyen ugyanis G hálószerűén rendezett csoport, és G+ a pozitív elemek halmaza 
a nullával együtt. Legyen a  =  b akkor és csak akkor, ha bármely X e G r elemre az 
пПх =  0 és br\x =  0 feltételek egymással ekvivalensek. Ekkor G*  felbomlik a =  
reláció alapján ekvivalenciaosztályokra, amelyeket „fi!et”-eknek nevezünk. Legyen 

а е я  és ekkor á g i  azt jelenti,hogy а Лх =  0 esetén b nx =  0 is teljesül az összes 
x e G *  elemre. J J ü ü J „ D  [98] a féligrendezett ABFL-csoportokhoz a KaurL-féle mód­
szerrel a féligértékelt testeket rendeli hozzá. Egy К  féligértékelt test pontosan akkor 
lesz topológikus test, ha G hálószerűén rendezett, és van hozzá maximális „fiiét” .

Z0 2 6 Оs ) y  [250] olyan komplett topológikus testeket ad meg, ame­
lyek nem értékelésből származnak. D ��1 [ �9  [49] bevezeti a „Fast­
ordnung” fogalmát. Ez egy К  test olyan О részhalmaza, amely zárt 
a szorzásra, továbbá 0£O , 1 £0, — 1 és van olyan z £ 0  hogy 
z (0 +  0).Q О. На (p а К  test értékelése, amely nem feltétlen archimedesi, 
akkor a <p(x)  ̂1 feltételt kielégítő x £ K  elemek Aí-ban maximális Fast- 
ordnung-ot alkotnak. Továbbá minden maximális „Fastordnung” egy 
alkalmas értékelésnél éppen az egészek halmaza. Bármely „Fastordnung’' 
bármely ferdetestben invariáns a belső automorfizmusokkal szemben. 
K й �[ 2 �) �  és D ü r 1 [ u 9  [51] újra igazolják e módszerrel F 2 0 6 s ] 5 0 r  
[58], [59] eredményeit, hogy egy К  topológikus ferdetest pontosan akkor 
értékelhető, ha 1. К  egy F-típüsú ferdetest; 2. К  multiplikativ kommu- 
tatorcsoportja korlátos a topológiában. A bizonyítás felhasználja, hogy 
К  lokálisan bikompakt, továbbá К  környezetbázisa az összes x- U ha l­
maz rendszere, ahol xp^O, x £ K és U Fastordnung A'-ban. Minden 
x £ K  elemhez van olyan y£_K hogy x U Q Uy és minden у-hoz van olyan 
z hogy UyQzU. Itt a F-típus további feltételeket szab ki még U-ra. 
Egy topológikusan nilpotens elemek nélküli topológikus К  ferdetest. 
pontosan akkor értékelhető egy (nem feltétlen kommutatív) rendezett 
csoporttal, ha AT tartalmazza a 0-nak egy invariáns korlátos környezetét.

K ä x J ) _ Zy  [138] Stone-félének nevezi az olyan К  topológikus ferdetestet, amelyre 
a C*(x, K) gyűrűbeli bármely M  maximális ideállal C*(X, K)/M  érvényes, 
ahol C*(X K) az összes olyan függvények gyűrűje, amelyek az X  topológikus teret 
а К  test egy korlátos részhalmazára képezik le. Mármost G ä ) D CJ ü C „ —W ä ) Z  [79] 
eredményét általánosítva K ä x J ) _ Zy  megmutatta, hogy egy K-tipusú ferdetest pon­
tosan akkor STONE-féle, ha lokálisan bikompakt.

K��2 2  [142] rendszeresen összefoglalja a testek különféle topolo- 
gizálási eljárásait. W [ �О 0 �  [234] igen általános eredményei a lokálisan 
bikompakt testek értékelésgyűrűjére is adnak alkalmazást.
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F�] 5�  Lá s z 2 ó  [62] megadta az értékeléselmélet egy általánosítá­
sát, miközben a v(a) értékelés-függvény axiómái közt a háromszög­
egyenlőtlenséget azzal az axiómával helyettesítette, hogy ha v(a)^v(c) 
és v(b)^v(c) akkor legyen v(a — b)^v(c) . Ez olyan értékeléseket szol­
gáltat, amelynél az érték-csoport féligrendezett. Integrálisán zárt gyűrű­
nek az értékcsoportja lineárisan rendezett csoportoknak egy szub- 
direkt összege. R0 0 s  [198] egy A NoETHER-féle integritástartományon 
az /  nemnegatív valós függvényt homogén filtrációnak nevezi, ha 
f i x  y)  — min (f(x),f(y)),  továbbá f (x-y)  &/(.v) +f(y)  és f ( x n) =  n-f(x). 
Létezik bármely /  homogén filtrációhoz Л-nak а К  hányadostestén 
diszkrét értékeléseknek olyan v„ sorozata, hogy minden О ^ а в А elem 
esetén (1 ) vn(a) nemnegatív egészszámú többszöröse az (w(n) ) “ 1  szám­
nak, ahol m(n) az n-től függő' egész szám és f(á) =  lim in f vn(a). H a /  
racionális értékkészletű, akkor f (á )=  lim vn(a). Többek közt Cohn és

П —too

Mahler [41] a pseudonértékéléseket is vizsgálták. Ezek olyan w(a) 
nemnegatív valós függvények egy A gyűrűn, hogy C (0 )—0, továbbá 
w(a = b)^w(á) + w(b) és w(ab) w(a)-w(b). Ha w(a — b)S. 
^m ax  {w(a), w(b)), akkor a pseudo-értékelés nem-archimedesi.

Bizonyos pseudokonvergenciát tárgyal T J Á [224] az értékelt testek perfektsé- 
gére vonatkozó szükséges és elégséges feltételében, míg V C „ Cä C ü ü  [230] pedig po(i- 
nomok segítségével mutat meg egy kapcsolatot egy nem-archimedesi értékelt testben 
a pseudokonvergencia és az értékben való konvergencia közt. W „ Á WCN  [240] a nem- 
asszociatív esetben tárgyalja az értékeléseket.

A valós számok, komplex számok és a p-adikus számok előbbi 
példáival kapcsolatban természetes dolog azt kérdezni, hogy milyen 
lokálisan bikompakt testek léteznek. Egymástól függetlenül van D [ О" - 
#6 4  [42] és Pй О"$( [ 4 6 О  [185] végeztek ilyen vizsgálatokat. Pй О t r ­
( [ 4 6 О  megmutatta, hogy a lokálisan bikompakt és összefüggő ferde­
testek csak a valós, vagy komplex testtel vagy pedig a kvaterniók ferde­
testével lehetnek izomorfok. D [ О"#6 4  azonban csak a kommutatív 
esetet tárgyalta. Pй О t r ( [ 4 6 О  pedig először (pl. [186] könyve első kiadá­
sában is) felhasználta a második megszámlálhatósági axiómát, de ké­
sőbb [185]-ben a nélkül bizonyította be a tételt.

Minthogy az egyszerű gyűrűk vagy összefüggőek, vagy pedig tel­
jesen nemösszefüggőek, célszerű tárgyalni a teljesen nemösszefüggő 
lokálisan bikompakt ferdetesteket is. A kommutatív, teljesen nem­
összefüggő és lokálisan bikompakt testek esetében P й О"r ( [ 4 6 О  azt 
találta, hogy ezek izomorfok vagy a p-adikus számoknak egy véges­
fokú bővítésével (ezek a 7r-adikus testek, amelyeknek olyan további 
véges bővítéseit vizsgálta S[ 3 [ r 0 v 6 ] s  [209], amelyeknek a л-adikus 
alaptest feletti GALOis-csoportja véges p-csoport), vagy pedig izomorfok 
egy véges test feletti formális hatványsoroknak a testével (ezek a z-adikus
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testek). J[ ] й 1 s й О  [93] kiegészítette ezt az eredményt a nemkommuta- 
tív eset vizsgálatával, és megmutatta, hogy ekkor végesrangú ciklikus 
algebrát kapunk a 7t-adikus vagy a z-adikus test felett.

Pä - N „ ■ J WÁ-  [183] dolgozatából kiderül, hogy lokálisan bikompakt ferdetes­
tekben érvényes az első megszámlálhatósági axióma, és J J x ä ü _ ä -  [93] ezt az axiómát 
mégis- megköveteli. ON ä ü C  [182] újra kimutatja, hogy az első megszámlálhatósági 
axióma megkövetelése felesleges. Később a második megszámlálhatósági axióma is 
fáradtság nélkül volt nyerhető a bizonyításból.

S[ 3 [ r 0 v 6 ] s  [208] jellemzést adott azokról a testekről, amelyeknek 
van olyan értékelése, amely az eredeti topológiát adja vissza. A problé­
mában szereplő feltételek a lokálisan bikompakt testek esetében köny- 
nyebben megfogalmazhatók, és így a PoNTRJAGiN-féle struktúratétel 
szerint a kérdés az értékelés-elmélet egyik kérdésére redukálódik. Az ér­
tékeléselmélet módszereivel aztán meg lehet oldani a SAFAREVics-féle 
problémakört. A nemkommutatív esetben ehhez újabb nehézségek csat­
lakoznak (K [ %2 [ О&) (  [109]). Megjegyzendő, hogy az összefüggő és 
teljesen nemösszefüggő eset egészen azonos mederben is tárgyalható. 
Ez utóbbi érdem B)[ ] й О О 6 0 r  [33] bizonyításából fakad, aki megjegyzi, 
hogy x-*-ax{a^  0 ) egy lokálisan bikompakt topológikus ferdetest addi­
tív csoportjának homeomorf automorfizmusa. Ez a leképezés a H [ [ r - 
mérték egyértelműsége miatt minden mértéket egy v(a) pozitív valós 
számmal szoroz, és igazolni lehet, hogy v{á) tényleg értékelés, és az 
értékeléselmélet alkalmazható.

K „ ” ) ) [141] vetette fel még 1936-ban azt a kérdést, hogy tekinthető-e értékelés- 
gyűrűnek (valamely alkalmas értékelésben) bármely olyan egységelemes integritás­
tartomány, amely a hányadostestében teljesen integrálisán zárt és amely primér 
gyűrű. N J WJ N J  [166] foglalkozott 1952-ben e kérdés megoldásával, miközben ú g y  
vélte, hogy sikerült neki olyan mondott tulajdonságú integritástartományt konstru­
álnia, amely nem értékelésgyűrű a Mnyadostest egyetlen értékelésében sem, és h o g y  
ezzel sikerült negatív irányban K „ ” ) ) problémáját megoldania. R Áü C - ü ä Á>  [200] 
észrevette 1956-ban, hogy Nagata ellenpéldája nem jó, ezért konstruált Ribenboim 
egy helyes ellenpéldát K „ ” ) )  problémájának a megoldására. Ugyancsak RÁü C - ü ä Á>  
vizsgálta egy másik [199] korábbi dolgozatában annak szükséges és elégséges felté­
telét, hogy a mondott tulajdonságú integritástartományok értékelésgyűrűk legyenek.

A lokális bikompaktság a ferdetestek terére vonatkozólag gyen­
gíthető a lokális korlátosság feltételezésével. Legyen К  lokálisan kor­
látos ferdetest, amely minimális abban az értelemben, hogy rajta nem 
létezik gyengébb lokálisan korlátos testtopológia. Legyen továbbá a 
multiplikativ, kommutátor csoport korlátos. Akkor — miként ezt 
Fleischer [59] is megmutatta, — a topológia értékeléssel adható meg. 
Bármely lokálisan korlátos topológia egy minimálissá gyengíthető. :— 
A szorzás asszociativitásának a gyengítésével, elhagyásával vagy más 
feltételekkel való pótlásával érdekes nemasszociatív testek lépnek fel,
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amelyek: közül némelyik a geometria alapjaival függ össze. (Lásd pl. 
K й 2 9 й 4 й r й v  [136], K й 0 t 5 0  [134].)

R u t 5  M й *3 [ О 4  munkásságának a szempontjából különösen az alternatív 
ferdetestek érdekesek. Az Összefüggő eset hasonló az asszociatív ferdetestekébez, a 
teljesen nem. összefüggő eset bonyolult és még nincs kivizsgálva teljesen, bár ez kap­
csolatban állónak látszik a я -adikus és z-adikus számok feletti C [ y 2 0 y —D 6 ] ) s й О  
algebrákkal. Itt Br [ ] й О О 6 0 r  [33] módszere szintén alkalmazhatónak látszik. E mód­
szerrel kapcsolatban jelent meg a lokálisan kompakt asszociatív ferdetestekről W C Á_ _— 
Z 6 0 r 2 0 r [239] cikke is.
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