A topologikus algebrakrol és gyiiriikrol II.

SzAsz FERENC

4. §. Lokalisan bikompakt gyfiriik és rokon kérdések

A gyliriik szerkezetét a gy(irii additiv csoportjdnak a szerkezete dltaldban erdsen
befolyésolja, persze az utobbi ismeretébdl altaldban nem kodvetkezik az eldbbi isme-
rete.

A lokalisan bikompakt gylirlik tanulmanyozasat elGsegiti a loka-
lisan bikompakt Abel-csoportok elmélete (lasd Pontrjagin [186] és
Weil [238] konyveit). E gylir{ikrdl igen fontos a kdvetkezd 4ltalanosabb
eredmény (Kaplansky [113]): Ha 4 lokalisan bikompakt gyfiri, C a
nulldnak a komponense és B jobbkorlatos additiv alcsoport A-ban,
akkor C-B = 0. Ugyanis A* egy f tetszGleges, rogzitett karakterére
nézve legyen I(f) az Osszes olyan a€ A elem halmaza, hogy f(aB)=0.
Vilagos, hogy A*-ban I(f) zart alcsoport. Legyen most U a nulla olyan
kornyezete, hogy f(U) <% és legyen V a nulla olyan kornyezete, hogy
VBC U. Ekkor tetszSleges n egész szammal és tetszGleges x € V elemmel
x(nB) = nx-B = 0, ezért barmely b€ B elemmel f(nxb)€f(U)<1%, te-
hat nf(xb)=0. Minthogy f(y) =0 ezért n—< esetén f(xb)=0. Tehat
f(V-B) =0 és xc VS I(f) miatt I(f) nyilt. Ezért I(f) egyszerre nyilt
és zart, tovabba 0€I(f), igy CESI(f) és f(CB)=0. De f tetsz8leges,
ezért a Peter— Weyl-tétel ([184], 110 oldal) szerint CB=0, mert ele-
gend§ sok karakter létezik. (Minden a¢#0 elemhez van olyan f3#0,
hogy f(a) #0.)

Ez az eredmény a lokdilis bikompaktsag feltétele helyett igaz ama enyhébb fel-
tétellel is, hogy elegendd sok additiv homomorfizmus van egy olyan csoportba,
amelyben nincsenek tetszbleges -alcsoportok.

Mérmost idézziik Weil [238]-b6l azt a strukthra-tételt, amely sze-
rint egy A additiv, lokalisan bikompakt csoport direkt Osszege egy
N valos, véges rangu vektorcsoportnak és egy olyan M csoportnak,
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amelyben a nullanak a P komponense bikompakt. Ezért az 4 gyirii
esetében P? = PN = NP =0. Ha specialisan 4 bikompakt és osszefiiggd,
akkor 42=0. Ha tehidt A4 nem tartalmaz kétoldali annulitorelemet,
akkor P=0 és A=N, tehat 4 végesrangu algebra a valds test felett.
Ha A4 asszociativ ferdetest, akkor a Pontrjagin-féle, ill. Frobenius-féle
\ tétel alkalmazhaté, ha pedig 4 nemasszociativ ferdetest, akkor A4 a
Cayley-féle szamok teste is lehet. Ezt a négy algebrat Albert [3] egyébként
ugy jellemezte, mint az Osszes olyan valOs algebrat, amelynek létezik
értékelése. .

Ha vannak A-ban kétoldali annuldtorok, akkor a lokdlisan bikompakt gyfir(i
szerkezete bonyolultabb, a részletekre azonban nem tériink ki, mert az eredmények
egyébként sem elég explicitek ahhoz, hogy konkrét esetekben jél alkalmazhaték
legyenek Mindenesetre nullinak a C komponense Osszefiiggd, és az A/C faktor-
gylir(i teljesen nemdosszefiiggd, amelyek KAPLANSKY [113] szerint részleteiben jobban
kivizsgdlhat6 esetek.

A tovabbiakban atmenetileg feltessziik, hogy 4 teljesen nemossze-
fiiged. Ekkor a bikompakt, teljesen nemosszefiiggd esetben van Kam-
pen szerint létezik A-nak alcsoportokbdl allé6 kornyezetbazisa, és a
bikompaktség miatt attérhetiink 0-nak idealokbdl all6 kdrnyezetbazi-
sara is. Ha ugyanis U egy alcsoport-kornyezet, van olyan ¥ nyilt alcso-
port, hogy a W = V+AV+VA+AVA idedl U-nak része. Igy van
Dantzig [44] definiciéja szerint egy bikompakt, teljesen nemssze-
fiiggd gylirii b ~adikus. Ez a tény lehet&vé teszi a radikal és félig egyszerfi-
ség elméletének a hathatdsabb kidolgozasat. Egy I idealt A-ban topolo-
gikusan nilpotensnek neveziink, ha 0 minden U koérnyezetéhez van
olyan n kitev8, hogy I"S U. Marmost bikompakt és teljesen nem-
Osszefiiggl A gylirli radikélja topologikusan nilpotens és zart. Tovabba
a féligegyszerli bikompakt topologikus gylirik véges testek feletti tel-
jes matrixgylirliknek a komplett direktosszegei, amelyek topoldgiaja
a diszkrét véges komponensek Descartes-féle szorzattere. Ez az elmé-
letnek az.egyik legszebb struktira-tétele. A bizonyitasok megtalalhatok
Kaplansky [112] dolgozataban. A bikompakt, teljesen nemosszefiiggsd
gylirik esetében az alcsoport-kérnyezetek létezése biztositja azt, hogy
az x> +x = y¢€J egyenleteknek van x € J megoldasa, ahol J a radikal.
A megoldas sorbafejtéssel adhaté meg, amely a topolégiaban konver-
gens, és az x-szel pontosan csak azok az elemek lesznek felcserélhetSk,
amelyek y-nal is felcserélhet6k. Ezért a bikompakt, teljesen nemossze-
fiigg8 gyfirtik un. ,,S. B. L-gy(irik” (v6. Jacobson [96], III. fejezet).
Ezek alapjan a bikompakt féligegyszerii gyiriik strukturajanak ismere-
tében bizonyos eredmények kimondhaték a nem féligegyszerii esetben
is. Ezeket ugy kapjuk, hogy a klasszikus eljardssal [96], amely lényegé-
ben még Wedderburn-tél szdrmazik, Attériink az A/J gyfirli idempo-
tenseir§l az A gylirii idempotenseire, ahol J az A4 radikalja, A Banach-
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algebrak Q-gylirtik, tehat SBI-gyliriik is, viszont a p-hez relativ prim
nevezdjli (irreducibilis alakl) racionélis szamok gyfirije a természetes
p-adikus topolégidban nem komplett és nem is SB/-gylirli. Az SBI-
gyliriikben, igy specidlisan a bikompakt, teljesen nemdsszefiiggd gyfi-
rikben is érvényesek bizonyos struktira-tételek, az idempotensek
konstrudlhatésaga alapjan. A nevezett egységelemes gylirlik ugyanis
teljesen primer gyfiriik feletti teljes matrixgyf{irliknek a direkt Osszegei,
ahol a teljesen primer gy{iriin olyan egységelemes gytirii értendd, amely-
nek a radikalja szerint vett faktorgylir(i ferdetest. Kaplansky [113]
felsorol egy olyan topologikus axiéma-rendszert is, amelyen beliil
egyidejlileg kdzds mederben targyalhaté a jobbide4lokra nézve mini-
mum-feltételli gylirliknek és a lokalisan bikompakt gyiiriiknek az ana-
16g elmélete. Kaplansky [112] és [113] dolgozatai egyébként még sok
mas érdekes eredményt tartalmaznak és egyszersmind jé elGkésziiletet
jelentenek e szakteriilet altalanos tanulméanyozasihoz is.

A lokélisan bikompakt, teljesen nemdosszefiiggd gylirlik esetében
a nulla teljes kornyezetrendszere idedlok helyett altalidban csak rész-
gylirlikbsl valaszthatd meg. Ha ugyanis U egy bikompakt, nyilt al-
csoport, akkor van olyan ¥V nyilt alcsoport, hogy VE U és VUCU.
Ekkor W = V+V2+V?3+... nyilt, bikompakt részgy(irli 4-ban. To-
vabba zérusosztomentes lokalisan bikompakt gylirli Kaplansky [112]
szerint vagy Osszefiiggd vagy teljesen nemosszefiiggd, és Jacobson—
Taussky [95] szerint a nulla C komponense vagy 0, vagy a valds testet
tartalmazé ferdetest. Ezt az utdbbi tényt felhasznélja [112] bizonyitasa
is. A zérusosztomentes bikompakt gylirlik vagy radikélgyiiriik, vagy
teljesen primér gytiriik. Tovabba zérusosztémentes, és a masodik meg-
szamlalhatésagi axiomanak eleget tevG lokalisan bikompakt gy{iriiben
van a 0-nak topologikusan nilpotens elemekbdl 4ll6 kérnyezete. Meg-
adhatok elég enyhe elegendd feltételek, hogy egy lokalisan bikompakt
gylrli Q-gylirli legyen, és a radikél zart legyen.

Zelinsky [249] Un. linearis topol6giat, vagy pedig van Dantzig
elnevezésével b,-adikus topoldgiat vizsgalt gylirlikben: ez olyan topo-
l6gia, amelyben 0 kornyezetei zart jobbidealok. [249] megtargyaldsara
még visszatériink. Zelinsky [251] megmutatta, hogy a [249]-ben tett
megszamlalhatésagi feltétele a bikompaktsag feltételezésével mellSz-
hetd. Leptin [146] a line4risan topoldgizalt bikompakt gylriiket vizs-
galta, és bebizonyitotta, hogy a gyfiri ilyen topoldgidja gyengithet§
egy egyetlen, leggyengébb linearisan bikompakt topoldgidva a gyfiriin,
mikozben -a zart jobbidealok halmaza nem valtozik meg. Vizsgalta a
nyilt jobbidealt tartalmazé jobbidedlokra nézve minimum feltételii
gytiriiket is. Tovabba legyen A féligegyszerii, és a maximalis jobb-
idedlok alkossanak 0-ndl egy szubbézist a topoldgidhoz. Ekkor A
komplett lezarasa szintén féligegyszer(i és linedrisan bikompaktul to-
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polbgizalt. Vizsgilta Leptin altaldban a linedrisan bikompakt operétor-
modulusokat és ezek direkt felbontasait is. Leptin a [146] dolgozat
masodik folytatdsaban pedig vizsgalta a diszkrét, jobbidealokra nézve
minimum-feltétel(i gyliriik inverz limeszeit (lasd pl. Eilenberg— Steen-
rod, Foundations of Algebraic  Topology, Princeton, 1952, Chapter
VIII). Leptin tanulmanyozta [146]-ban a Loewy-sorozatok hosszat és
a szerepld gylirlik matrixelGallitasait és direkt felbontésait.

FLEISCHER [60] a linedrisan topologizalt operdtormodulusok korében targyal
dualitasi kérdéseket. Isexi [91] megmutatta, hogy ha a teljesen nemdosszefiiggd A-
ban 0 minden kornyezete tartalmaz egy nyilt bikompakt idealt, akkor 4 véges 4.
gylir(ik inverz limesze. Tovabba ekkor x¢ 4 pontosan akkor kvaziregularis, ha X
képe mindegyik A.-ban kvéziregularis. A pontosan akkor egységelemes, ha mind-
egyik A, is egységelemes, és X-nek pontosan akkor van inverze, ha X minden vetii-
letének van inverze.

Ugyancsak linedrisan topologizilt bikompakt gy{irliket tdrgyal Ballier [21].
Kiilonféle eredményeket ad meg a radikalrél, és igazolja, hogy a linedrisan bikom-
pakt gylirQi a féligegyszeri esetben véges rangu egyszer(i algebrak komplett direkt
osszege. Felteszi azt is, hogy létezik elegendé sok folytonos homomorfizmus az algeb-
rakrol az alaptestbe, és ekkor a Banach-algebrakrél és lokalisan konvex algebrik-
1ol sz6l6 bizonyos tételekhez analdg igen altalanos eredményekhez jut. WARNER
[236] a lokdlis gyiiriik szempontjabol targyalja a Noether-féle bikompakt gytiriiket.
Kozben vizsgil lokalis gyliri feletti tobbvaltozés formalis hatvanysorokbdl allé
gylriiket is.

Warner [235] dolgozata olyan jellegli kérdéseket vizsgal, hogy
egy gylirinek mikor van legalibb egy, vagy legfeljebb egy olyan bi-
kompakt topologidja, amely az algebrai struktiraval osszeegyeztethetS
(azaz topologikus gyfirlit eredményez). Kiilondsen figyelemre méltd
Warner [237] Gj dolgozata. Legyen A bikompakt gytirli és J az 4 radi-
kalja. A osszes idedlja pontosan akkor zart, ha A4-ban teljesiil a két-
oldali idealok' maximum feltétele és minden f&ideal zéart. Ekkor A4
topolégiaja J-adikus, azaz 0 minden U nyilt kornyezetéhez van olyan
n, hogy J"S U. Tovabba ekkor A/J véges és A-ban csak véges sok re-
gularis (modularis) maximalis ideal, jobbideal, balideal van. Egy egy-
ségelemes, topologikus A gyfirlire nézve, amelynek radikélja J, ekvi-
valens az alabbi négy feltétel:

1. A bikompakt és minden jobbideal zart;

2. A bikompakt és jobbidealjaira teljesil a maximum feltétel;

3. A bikompakt és zart jobbide4dlokra nézve maximum feltételi;

4. A a jobbideilokra maximum feltételli, 4/J véges, A topoldgidja
J-adikus, amelyben A komplett topologikus gyfirti.

Tovabb4 egy bikompakt gyiirliben birmely nemzérus ideal pon-
tosan akkor nyilt, ha minden idedl zart és minden nemzéré valodi
primideal reguliris maximalis idedl. (Tehat ekkor a Baer-féle alsé
nilradikal és a Brown—McCoy-féle radikél, valamint a koztik levé
lancban valamennyi mas radikal egymassal egybeesik.) Warner [237]



78

) 22

szerint egy bikompakt 4 gytiriiben barmely nemzérd jobbide4l ponto-
san akkor nyilt, ha 4 zérusosztémentes, és ha barmely nemzér6 jobb-
ide4l tartalmaz egy nemzérd idealt, és ha teljesiil 1. vagy 2.:

1. 4 a jobbidealokra maximum feltételi, 4/J véges test és J az 4
egyetlen nemzérd valodi primideélja,

2. A a jobbidealokra maximum feltételii radlkélgyiirﬁ és A valddi

e

primidealok nélkiili gyfird.

WARNER megdallapitott még hosszasabban részletezhetd kritériumokat arra,
hogy egy nemdiszkrét topologikus gyiirii nyilt részgyliriiként ferdetestbe bedgyaz-
haté legyen; ezeket a terjedelem miatt nem részletezziik [237].

NUMAKURA [178] cikke elsé kozleményében AsaNo [13] egy eredményének
a bikompakt topologikus gyiiriikre valé atvitele talalhatd, és azonkiviil a kommu-
tativitast is gyengiti Asanohoz képest. NUMAKURA eredménye arra vonatkozik, hogy
a véges foidealgylirikon kiviil még milyen topologikus gyliriik (végtelen) direkt
Osszegére bomlik egy olyan 4 nemkommutativ topologikus gy(ir(i, amelyben az egy-
oidali idedlok egymassal felcserélhetok €s A nyilt maximalis M idedlja és M= kozt
nincs egyoldali ideal. NUMAKURA a masodik kozleményben a primér és féligprimér,
egységelemes bikompakt gytiriiket vizsgalja. (Félig primer gy(iriiben modulo a radi-
kal teljesiil a jobbidedlok minimum feltétele.) Egy A bikompakt egységelemes gyfirii
pontosan akkor lesz bikompakt primér gyiirikknek a komplett direktosszege, ha bér-
mely két maximalis nyilt primidedl pontosan akkor egymassal felcserélhetd, ha min-
den olyan ideal egységelemes, amely a négyzetének a topologikus lezartjaval egyenld.
Ha pedig A teljesen primér bikompakt gyurt, és ha nincs egyoldali ideal a J radikal
és J2 kozt, akkor 4 minden idealja J egy hatvdnya. Az utobbi esetben J foidedl.
Egy primér bikompakt gylirliben J egyébként pontosan akkor foidedl, ha minden
jobbidedl fojobbideal, minden balidedl pedig foébalideal.

Legyen A topologikus gyfirli, J a Jacobson-radikal. 4-ban akkor
teljesiil egy Wedderburn-felbontas, ha van olyan S zart részgy(ir(i, hogy
A+t = I®S. Marmost Yen [241] igazolta azt, hogy ha A4 linearisan
bikompakt algebra egy K test felett és ha vagy a) 4 kommutativ és
A/M az A minden M zart maximalis idealja mellett szeparaltan gene-
ralt K felett, vagy ha b) 4A/M minden M zart maximélis ideallal K
feletti teljes matrix-algebra; akkor érvényes A-ban egy Wedderburn-
féle felbontas. Jans [100] vizsgalta a Wedderburn-féle felbontast akkor,
ha A teljesen nemdssszefiiggé bikompakt gyiir{i, amelyben a J radikal
nyilt. Az A+ = J@ S felbontiasban birmely két S’ és S” Wedderburn
faktor szitkségképpen izomorf. Ekkor az alabbi harom feltétel egymas-
sal ekvivalens:

1. A-ban teljesil a Wedderburn-felbontas;

2. J-nek van A-ban komplementer alcsoportja;

3. ha é az A/J egységeleme, akkor van olyan e€A4 hogy e€é és
az e és é elemek additiv rendjei egyméssal egyenldk.

Ha A egységelemes is, A-nak pontosan akkor van Wedderburn-
féle felbontasa, ha A véges testek feletti véges sok algebranak a gyfir(i-
elméleti direkt Osszege. — Ha J nyilt, akkor J transzfinit hatvinyai
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A-ban 0 kornyezetbazisaul vehet6k. Van olyan F szabad bikompakt
gylirt, amelynek homomorf képe minden olyan A gyfirli, amelyre a
J radikallal 0-ban teljesiil egy Wedderburn-felbontas és J is nyilt A-ban.
Ezeknek az eredményeknek a Kkiterjesztése talalhaté meg Numakura
[177] dolgozatiban, amelynck a részletezésére mar nem tériink ki.

5. §. Vegyes kérdések topologikus gyiiritkre vonatkozolag

Isaku Ikushima [88] még 1950-ben atvitte a diszkrét gyiiriikben
fontos szerepet jatszé6 Brown—McCoy-féle radikdlnak a fogalmat és
vizsgalatat az egységelemes topologikus gylirikre. Nevezziik ugyanis
az A egységelemes topologikus gylirlinek egy x elemét G-elemnek, ha
az x elemmel generdlt (x) (kétoldali) féideadl maga A. Az A gyliriit pe-
dig G-gylirlinek nevezzik, ha létezik az 1 egységelemnek A-ban olyan
nyilt kornyezete, amely csupa G-elembdl all. Marmost G-gyliriben az
Osszes G-elem halmaza nyilt és 4-nak a Brown—McCoy-féle radikalja
pedig zart. Vizsgalta Ikushima [88] a korlatos G-gyfiriiket is.

Ugyanezek az eredmények, ill. ezek egy része megtalalhaté6 még K. Isexr [89],
[90] dolgozataiban (1952, 1953), valamint ANDRUNAKIEVICS [6] még késébbi dolgo-
zataban is, aki megjegyezte azonban egy labjegyzetben, hogy csak utblag értesiilt
Isek1 eredményeirol.

Erdekes eredményeket ért el Maharadze [153], [154]. Megjegy-
zendS ugyanis, hogy Szele [222] eredménye szerint egy diszkrét, nil-
potens gylirliben a kétoldali idealok minimum-feltételébsl folyik az
additiv alcsoportok minimum feltétele. Marmost [153]-ban ennek egy
topologikus megfelelGje szerepel. Alljon az 4 topologikus gyiiriiben
0 kornyezetbazisa additiv alcsoportokbdl, és legyen A topologikusan
nilpotens abban a médositott értelemben, hogy 0 minden 4, kérnyeze-
téhez van olyan n kitevd, hogy A™nek a lezartjara 4"C A4, érvényes.
A minimum-feltételt is mddositva definidlja [153]. Az A4 gylir(iben az
alcsoportokra akkor teljesil a minimum-feltétel, ha 0 minden 4, (al-
csoport-)kornyezetéhez és minden H, 2 H,=2>H;=... fogyo alcsoport-
lanchoz létezik egy olyan » index, hogy H,E 4,. (Itt n fiigg a lanctdl
és a-t6l.) Marmost [153] indukcidval igazolja azt, hogy az olyan topo-
logikus nilpotens gytriikben, amelyekben 0 kornyezetbizisa additiv
alcsoportokbol all, a kétoldali idedloknak és az additiv alcsoportok-
nak a minimum-feltételei egyméssal ekvivalensek.

Vizsgélta [153] a lokdlisan bikompakt, teljesen nem &sszefiiggd topologikusan
nilpotens és a kétoldali idedlokra vonatkozélag minimum-feltétel(i gytiriknek a nyilt
bikompakt részgytirliit és a mondott gyliriiknek egy leirdsat, mikozben felhasznalta
VILENKIN egy eredményét (A topologikus csoportok elmélete, Uszpehi Mat. Nauk
5 (38) (1950) 19—74.)
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Tovabba Maharadze [154] a diszkrét gylir(ik Levitzki-radik4ljanak
a topologikus megfelelGjét is targyalta. (Ez a diszkrét esetben a lokali-
san nilpotens idealok Osszege; €s egy gyflirli lokalisan nilpotens, ha
minden végesen generalt részgytiriije nilpotens.) Méarmost [154] hirom

feltételt targyal:

I. 0O-nak van zért jobbidedlokbol all6 {A4,} kornyezetbazisa az
A topologikus gyliriiben;

II. 0-nak van A-ban olyan A, kornyezete, hogy létezik minden
Ag kornyezethez olyan A4, kornyezet, hogy A4,-4,S 4, teljesiil;

III. O-nak létezik A-ban egy lokélisan nilpotens kdrnyezete.

Itt a nilpotencia természetesen a fenti [153]-beli topologikus nil-
potenciat jelenti, a lezarasi miiveletet felhasznalva, tovibba a B rész-
halmaz A-ban lokalisan nilpotens, ha B barmely végesen generalt
részgylirtijének a lezartja topologikusan nilpotens. Marmost legyen
N(A) az osszes, A-beli, lokalisan nilpotens ideél dsszege. [154] az alabbi
allitasokat mondja ki: '

1. Ha teljesiil L. és II., akkor N(A) lok&lisan nilpotens.

2. Ha teljesiil 1., II és III, akkor N(A) tartalmazza az osszes loka-
lisan nilpotens zart jobbidealt és balidealt.

3. Ha teljesill L, IL és III., akkor N-(4/N(4)) = 0.

4. Ha teljesiil IIL., akkor N(4) nyilt, tehat zart is. Egyébként
ugyanis N(A4) nem feltétleniil zart idedl A-ban.

EHRLICH [52] vizsgdlta, hogy két egységelemes, topologikus, Neumann-regu-
laris gy(ir(iben a multiplikativ invertdlhatdé elemek Gi és G» csoportja mikor lesz
egymassal izomorf.

Jennings [101] egy G végesen generalt, torzidmentes, nilpotens
csoportnak egy nullkarakterisztikaja K test feletti I' csoportgyliriijében
vezetett be topoldgiat. Legyen ugyanis 4 az Osszes g—1 alakt
elemmel felfeszitett ideal I'-ban, ahol g befutja G elemeit. Igazolhato,
hogy 4 sszes természetes kitevGjli hatvanyanak a metszete nulla, igy
a A"(#0) idealok, mint a 0 kornyezetbazisa, egy topoldgiat értelmez-
nek I'-ban, amelyben I' altaldban nem komplett. Jennings vette a I'
topologikus gyfirli I'* komplett lezarasat. Ebben értelmezhetd log (1 + x)
tchat g€ G esetén logg is. A tovabbi eredményei a Lie-algebrakhoz
kapcsolédnak. i

Szele [223] a tetszOleges G (additiv) Abel-csoportok endomorfiz-
mus-gylir{ijében vezetett be egy sajitos topologiat. Barmely 4 egység-
elemes gylir( elGall ugy, mint az A* additiv csoport E(4*) endomor-
fizmus gyfir(ijében a @ balszorzdsok centralizatoraval izomorf gyfirti.
Ez az A gyliri kanonikus el6allitasa. Ha marmost P=Eg(A*) az 4
gylir(i kanonikus elG4llitasa (1€ A4) és B egy tetszGleges (esetleg iires)

-
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részhalmaz A-ban, akkor B-nek a B lezéirtja az dsszes olyan y € P hal-

maza, hogy y € B és az 6sszes olyan y elem halmaza is B része, hogy bar-
mely x €A+ elemhez Iétezik végtelen sok olyan f, € B elem, hogy xy =
=xf, érvényes. Igazolhat6, hogy a lezarasi operacié axiémai valoban
teljesiilnek, ¢és igy P egy Ty-tér lesz. Legyen most ®={g¢,} (p,€P)
egy elemrendszer. Ezt O-rendszernek nevezte Szele, ha a 0 elemet nem
tartalmazoé zart C részhalmazokra ¢, € C csak véges sok v index mellett
teljesiil. Igazolhat6, hogy @ pontosan akkor O-rendszer, ha barmely
xX€A+ esetén x¢p,=0 csak véges sok v indexre teljesiil. Ha &' ={¢p}}
egy tetszGleges elemrendszer, és ¢ olyan elem P-ben, hogy @ =
= {¢}, — @} mar O-rendszer, akkor azt mondjuk, hogy & konvergal a
@ elemhez, azaz ¢’ =lim @j. Minthogy P egy T;-tér, a ¢ limesz egy-
értelmiien van meghatdrozva. Szokasosan értelmezve P-ben a konver-
gens elemrendszerek @, + @, Osszegét és P, @, szorzatat, igazolhatd,

rr 7y

hogy P topologikus gytiri lesz.

Egy @ = {p.} (véN) elemrendszer P-ben Cauchy-rendszer, ha minden xe A+
elemhez létezik olyan véges N részhalmaz N-ben, hogy x(@v,—@.,)=0 teljesiil
minden vy, v2€ N\ N, esetén. Igazolhato, hogy P komplett, azaz minden Cauchy-
rendszernek van P-ben hatarértéke. P-ben a @ ={p.} elemrendszer ,,6sszegezhets”,
éspedig Osszege @ ha minden x¢ A+ elemhez létezik az N indexhalmaznak olyan
N, véges részhalmaza, hogy barmely olyan V véges részhalmazra, amely tartalmazza

az N, halmazt, teljesiil x(p — 2 @v)=0. SZELE azt is megmutatta, hogy az ,,0ssze-
VEF

gezhet6” elemrendszerek P-ben pontosan a O-rendszerek.

Gacsalyi Sandor [63] tovabb folytatta ennek a P topologikus gyli-
rlinek a Szele-féle vizsgalatat. Gacsalyi definidlta egy kétindexes {¢,,}
elemrenszernek a ¢ kettds hatarértékét, tovabba az iteralt hatarértékeit,
ilyen utobbi kétféle is lehet. Ha a kettGs hatéarérték létezik, akkor az
iteralt hatarértékek is léteznek, és ez a harom elem P-ben egymassal
egybeesik. Vizsgalta annak sziikséges és elegendd feltételét is, hogy a
két iteralt limesz a P gytiriiben létezzék és egybeessék. Gacsalyi defi-
nidlta és vizsgilta a kétindexes {¢,,} elemrendszer egyenletes konver-
genciajat is.

MAURER GYULA [156] az Abel-csoportok endomorfizmus-gyfir{ijében ugyancsak
bevezetett egy topologiat, amely altaldban kiillonbozik a SzeLe-féle topologizalastol.
MAURER lényegében azt a topologiat viszi 4t gyiiriikre, amelyet korabban egy vég-
telen halmaz permutdciocsoportjaban vezetett be.

Steinfeld Ottd [219] a Cauchy-féle sorozatokkal kapcsolatban iga-
zolja Kalmar Laszlo [106] egy sejtését. Legyen ugyanis K az R valos
szamtestének egy részteste és legyen B az Osszes olyan korlatos sorozat
gylrije, amelyek elemei K-bdl valok, tovabba legyen C a B-ben az dsszes
Cauchy-sorozat részgyiiriije és N pedig a B-ben azoknak a sorozatok-
nak a halmazabdl all6 ideédl, amelyek nulldhoz konvergalnak. Kalmar

6 Matematikai Lapok
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[106] sejtése, amelyet Steinfeld [219] bebizonyitott, az volt, hogy ha
D olyan gyiirli, hogy CSDCEB é C#D, akkor N nem maximalis
ideal D-ben.

M. StrAUss (Wiss. Zeitschrift, Humboldt Univ. 5 (1955/56) 93-97) v1zsgalta
a valo6s testben az
a+b
E b= ——: Th = a+b—ab
(E) aih=—— () ath=a+b-a

binér miiveleteket, és megmutatta, hogy nincs olyan g invertalhaté fiiggvény, hogy
(G)g=E, azaz nincs olyan invertalhat6 g fiiggvény, amely az (E)-be attranszformalna
(E)-t. Marmost Aczél Janos [2] megmutatta, hogy létezik olyan g invertalhaté fiigg-
vény, amelyre g-1(G)g=(E) teljesiil. Az ilyen fuggvényekre sziikségképpen érvényes
az alabbi

1+ab

fiiggvényegyenlet, amelynek Osszes megoldasai [2] szerint

b
g(ﬁL) = g(@)+2(B)—2(a)yg(b)

2a e g l—a)k
g()———-1+ & ga) = (1+a’

ahol k=0.

Kaplansky [118] topologikus mddszerekkel igazolta azt, hogy ha
egy diszkrét algebra polinom-azonossagnak tesz eleget, és hogy ha
minden elem végesrangli részalgebrat general, akkor barmely véges
elemrendszer is véges rangu részalgebrat general tetszGleges alaptest
felett. MegjegyzendS, hogy ez a Kuros-féle problémanak a részleges
megoldasa, amelyet Kuros ama feltétel nélkiil kérdezett, hogy az algebra
polinom-azonossagnak eleget tesz. Minthogy kommutativ algebrakban
XyX; —X,x; = 0, vagy n-nilpotenciafoku algebrdkban x;-x;...x, = 0
azonosan teljesiil ezért ezek az algebrak polinom-azonossagnak tesz-
nek eleget, és rajuk nézve igenlé a Kuros-probléma megoldasa.

Megjegyzendd, hogy Kaplanskynak ezt az eredményét késobb topolégiai
modszerek nélkiil, tisztdn algebrailag Amitsur és Levitzki is igazolta.

Arens és Kaplansky [12] vizsgaljak tobbek kozt azoknak a folyto-
nos fiiggvényeknek az 4 gylirtijét, amelyeknek az értelmezési tartoménya
egy X lokalisan bikompakt, teljesen nemdosszefiiggé halmaz, érték-
készletiik pedig egy egységelemes, diszkrét, egyszerli R gyiirli, és egy
bikompakt halmazon kivill nulla e fiiggvények értéke. Egy ilyen A
gylirli egységelemes és biregularis, azaz barmely kétoldali fGidedlnak
van kétoldali egységeleme, és benne a fGidedlok komplett, komplemen-
tumos, moduléris hal6t alkotnak. Tovabba az 4 barmely M maximalis
idealjaval A/M = R kanonikusan fennall. Eme [12] cikk anyaga bizonyos
részeinek nem-asszociativ altalanositasait Behrens [26] adta meg, mi-
k6zben a szerepld fiiggvények értékei pl. a Cayley-féle szamok.
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Kaplansky [111] a topologikus gylirlik koéziil az un. ,,dualis”
gylirtiket vizsgalja. Legyen I az A topologikus gyiiriiben egy tetszdleges
részhalmaz, és legyen L(I) az I Osszes balannuldtoranak a halmaza.
Ekkor L([/) az A-nak zart balidedlja. Hasonl6an, az R(/) jobbannulator
pedig zart jobbideal lesz A-ban. Az A topologikus gyiiriit Kaplansky
dualisnak nevezi, ha L(R(I))=I illetve R(L(I))=1 teljesil A-ban
minden 7 zart balidealra és zart jobbidealra.

Ha A dualis gytir(i, €s benne a zart reguldris (moduldris) maximalis jobbidedlok
metszete nulla (amely a féligegyszertiségnél erdsebb feltétel), akkor A-ban létezik
egy olyan mindeniitt siirli részgyliri, amely egyszeri dualis gy{irliknek a (végtelen)
direkt Osszege. E felbontdsban mindenik egyszer(i dudlis gyiiriben van egy olyan
mindeniitt siiri részgytir(i, amelyek ferdetestek feletti olyan végtelen matrixokbol
4llo gyliriik, hogy mindenik matrixban csak véges sok koordindta nem nulla. Bar-
mely bikompakt féligegyszer(i gyiirii dudlis gylirt. Ugyancsak dudlis gyfir{i barmely
olyan primitiv gy(irli, amelyben vannak minimalis jobbidedlok, és amely Ugy van
topologizalva, hoogy a nulla kdrnyezetei a ,,socle” elemei balannuldtorainak és jobb-
annuldtorainak a véges metszetei. A dualis Banach-algebrak pedig sziikségképpen
Ambrose-féle H*-algebréik; ezek olyan algebrak, melyek egyszersmind Hilbert-terek,
¢€s éppen az utdbbi belsd szorzata szolgaltatja az elobbihez a normét, tovabba van
egy konjugdlt-linedris * involucio, amelyre az alabbi axiomak teljesiilnek:

xy, 2=, x* 2), (yz, 2)=(y, zx*),

ahol (a, b) a Hilbert-tér belsé szorzatanak a jele. (Gyakran felteszik azt is, hogy ez
az algebra balannulldtormentes.) Kaplansky azt is tjra megmutatja, hogy barmely
G bikompakt csoporton a folytonos valés fiiggvények C algebrija, valamint G-n
a megfeleld L, és L, algebrak szintén dualis, mégpedig féligegyszerii gylir(ik, és vizs-
galja eme algebrakban az idedlokat is.

rr i

Megjegyezziik azt is, hogy barmely A diszkrét gylir{ihdz hozza-
rendelhetS egy T topologikus tér az A gy{irli primidealjainak a halma-
zan, Ezaltal A persze nem valik topologikus gyiiriivé, viszont figyelemre-
mélt6é kapesolat lehet az 4 gy(irii algebrai és a T tér topoldgiai szerke-
zete kozt. Legyen ugyanis T az Osszes A-beli primideal halmaza. Le-
gyen tovabba SE& 7. Ekkor S-nek az S lezartjat gy definialjuk, mint
az S-hez tartozé primidedlok metszetét tartalmazd Osszes primideal
halmazat. Az iires metszeten maga A4 értendd. Ha P, és P, két kiilon-
b6z6 primidedl, akkor {P,} #{P,}, tehat T egy T,-tér. Viszont T nem
lesz altalaban T,-tér, mert egy primideal lehet valodi része egy masik
primidedlnak. Hasonlé konstrukcié végezhetS el altalainosabban bi-
zonyos primidedlok U halmazén is, és ekkor S(E U)-nak az S lezart-
janal is csak az U-beli primidedlokat hasznaljuk fel a metszetképzés-
hez. Minden primitiv ideal primideél, és Jacobson a primitiv idealok
halmazén definidlt ilyen topoldgiat.

Ezt a teret az A gylir(i Stone-terének, vagy struktura-terének nevezik. Ez rész-

letesen targyalva van JAcoBsoN [96] konyve 9. fejezetében. Egységelemes gyfirti struk-
tira-tere bikompakt. Bireguldris gy(iri struktira-tere lokalisan bikompakt és tel-

6*
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jesen nemosszefiiggd. Hasonlé eredményeket illetden megemlitendd még Gillman
[74], KoHL [135] és a nemasszociativ gyiiriik esetében haromfajta Stone-térre: BEH-
RENS [25] dolgozata.

Zelinsky [249] olyan A topologikus gyfiriiket vizsgal, amelyek
komplettek, szeparaltak és amelyekben O teljes kornyezetrendszere 4,
nyilt kétoldali idealokbdl all. (Az utdbbi feltétel szerint 4 egy b,-adikus,
tehat linedrisan topologizalt gy(iri.) Feltessziik, hogy 4,S 4, esetén
A|/A,nak mindig a természetes homomorfizmusét tekintjiikk A/Ap-ra.
Ezek a faktorgy(iriik diszkrétek, és Zelinsky az A gylirlit mint az A/4,
gylirik projektiv limeszét vizsgalja (Eilenberg—Steenrod, Princeton,
1952, vagy pedig Kowalsky [139], 7. fejezet). Ha 4 kommutativ és
mindenik A4/4, minimum-feltételi gylirii, akkor Zelinsky megallapitja,
hogy A-nak milyen topologikus felbomlasa van egy radikalgyfiriire és
primér gylriikre.

6. §. A normalt algebrak bizonyos klasszikus kérdéseirdl

Minthogy terv szerint a Banach-algebrakrél egy részletesebb is-
mertetés fog e lapokban megjelenni, ezért most csak a régebbi, klasz-
szikusabb irodalmat, és ebbdl is csak a struktira-tételekkel kapcsolatos
eredményeket tekintjilk at. Megjegyezziikk, hogy a jelen ismertetés
3. §-4ban mar szoltunk az olyan Banach-algebrakrol, amelyek ferde-
testek, vagy pedig Neumann-regularis gytiriik.

Gelfand [64] alapvet§ eredménye megallapitja, hogy egy Banach-
algebra radikalja éppen a nilidealok ©sszege, ahol nilideél olyan idealt
jelent, amelynek minden eleme topologikus nilpotens. (Lasd még Ja-
cobson, The radival and semi-simplicity for arbitrary rings, Amer.
Jour, Math. 67/1945 (300—320). Ez a tény azon az altalanosabb tényen
mulik, hogy egy 4 nem feltétleniil egységelemes, komplex Banach-
algebraban egy x€ A4 elemre teljesiil:

n
supremum | spektrum (x) | = Lim ¥/|x"]
n—oco

ahol az x spektruma gy értendd, mint azoknak a A komplex szimoknak
a halmaza, amelyekre nincs a (— A~ 'x) elemnek kvaziinverze. Ennek az
altalanosabb ténynek az igazolasa elvégezhet6 (—A-'x) kvéziinver-
zének A szerinti hatyanysorba vald fejtésével, és a konvergencia-sugar
megbecslésével. A valds test feletti Banach-algebrak radikalja is hason=
16an viselkedik.

Miként a radikalok topologikus nilidedl-jellege tekintetében a Banach-algebrak
és a bizonyos végesség jellegli gylirlik (diszkrét Artin-féle gy(iriik, és diszkrét, f6-
jobbidedlokra minimnm feltételd gyiiriik (,, MHR-gylir(ik””), masfelél pedig a bi-
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kompakt topologikus gyliriik) kozt bizonyos analégia all fenn, ugy a féligegyszer(i
Banach-algebriak bizonyos osztdlyaindl is varhaté valamilyen explicitebb strukttira-
tétel, amint ez a helyzet a féligegyszerii, végességi-feltételt kiclégitd legtobb gytirinél
is. (Egy gylirii valamilyen végességi feltétele olyan feltétel, amely megvan minden
véges gyiiriinek, de nincs meg legaldbb egy végtelen gyliriinek.) Kiilonosen akkor
varhatok struktura-tételek a féligegyszerli Banach-algebrakra, ha az x-ax és x-xa
leképezések barmely a rogzitett elemmel teljesen folytonosak. Ilyen algebrak szere-
pelnek FrReunbpLICcH [61] és KapLAaNsky [115] dolgozataban.

Gelfand és Najmark [68] igen szép és hatékony struktiura-tételhez
jutott a kommutativ, egységelemes, féligegyszerli, komplex test feletti
Banach-algebrakra vonatkozolag. Legyen egy ilyen A algebriban adva
még egy * involucio is, amely konjugalt linearis és amelyre || x-x*|| =
=[xl lIx*lI. Akkor a struktura-tétel szerint 4 izomorf egy bikompakt
Hausdorff-téren (nevezetesen lényegében A dsszes maximalis idealjanak
a halmazén) folytonos 6sszes komplex-értékii fiiggvénynek az algebraja-
val, ahol a norma az abszolit érték szuprémuma, és a % involucié
pedig azonosithatd a konjugalt komplex értékének a képzésével.

ARENs [8] megjegyzéseket flizott GELFAND €s NAIMARK bizonyitdsdhoz, és ARENs [11]
vizsgilta az egységelem nélkiili esetet is. A valos fuggvényekbol allo féligegyszerii
algebrdk hasonlé jellemzései ARENS [11] és SEGAL [215] dolgozatiban szerepelnek,
tovabba ARens és KApLANSKY [12] dolgozatdban a valds és komplex eset targyaldsa
egyesitve szerepel. A folytonos fiiggvények gyfiriii ilyen jellemzéseinek szép alkal-
mazasai vannak. (Egy teljesen regularis topologikus térnek zart részhalmazként vaid
Stone-Cech-féle bedgyazasa egy bikompakt térbe; vagy a Hilbert-tér korldtos, nor-
maélis operatorainak spektril-tétele; vagy pedig az a Stone [220] ¢és Eidelheit [53]-féle
tétel, amely szerint egy bikompakt Hausdorff-téren folytonos dsszes fiiggvény algeb-
rajinak egy zart részalgebrija dnmaga is egy alkalmas bikompakt Hausdorff-téren
folytonos Osszes fiiggvénynek az algebraja. A szakirodalomban elég sok tovabbi
ilyen jellegli eredmény szerepel.)

A nemkommutativ féligegyszerii, egységelemes Banach-algebrakrol
Gelfand és Najmark [68] megmutatta, hogy ha az A-beli * involtciéra
Ix*Il =lxll teljesiil, és ha létezik az 1+ x-x* elemnek minden x elem
mellett multiplikativ inverze, akkor az A4 Banach-algebra izomorf egy
Hilbert-tér Osszes korlatos operatora Banach-algebrajanak egy zart,
Onadjungalt részalgebrajaval.

Ennek a fontos és elegdns struktura-tételnek. azonban sok alkalmazédsnal az
a hatranya, hogy ennek a zart onadjungalt részalgebranak a koriilhataroldsa nem
eléggé hatdrozott, tehdt csak zdrt bedgyazds exisztencidja szerepel, de a bedgyazas
kozelebbi médja nem.

Ambrose [4] vizsgalta a H*-algebrakat. Miként mar emlitettiik
(az 5. végén, Kaplansky [111] cikkével kapcsolatban), ezek olyan
Hilbert-terek, amelyek Banach-algebrak is az (x, y) bels6 szorzatbdl
szarmaztatott normaval, tovabba van benniik egy # involicid, amelyre
(x, y, 2)=(y, x*z) és (yx, z) =(p, zx*) teljesiil, és amely természetesen
konjugilt linearis. Marmost Ambrose a féligegyszeriiség helyett az A
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algebra balannulator-mentességét tételezte fel, és megallapitotta, hogy
ekkor az A H*-algebra egyszer(i H*-algebraknak a Hilbert-térben értel-
mezett direkt Osszege. Az egyszerli H*-algebrak pedig az 6sszes olyan

komplex- koordlnataju végtelen a=(a;;) matrix gy(ir{ijével izomorfok,
amelyekre > |a;;|> <o, tovabba a szorzds a matrix-szorzas, valamint

s J
* =(af;), tehat a transzponaltnak a konjugalt komplexe, és
(a,b) = a-X a;;b{;, (x szam),

ahol x’ jelenti x konjugaltjat. Ennek az Ambrose-féle eredménynek
meglep8 alkalmazdsa van egy G bikompakt csoporton vett L,(G)
algebrara, amelybdl kovetkezik a Peter—Weyl-tétel [184] és a vele
kapcsolatos tények. Legyen ugyanis G bikompakt topologikus csoport
és A pedig a G-beli Haar-mértékre vonatkozolag négyzetesen integral-
haté komplex fiiggvényeknek az algebrija, ahol a gyfirliszorzas az

(4) (9@ =[f(»e(r~1-x)dy

altalanositott konvolicié révén van értelmezve és az % involicid pedig
az f*(x)=(f(x~1)) képlet altal, ahol z’ a z komplex szim konjugaltjat
jelenti. Akkor igazolhat6, hogy ez az 4 algebra H*-algebra. Megjegy-
zendd, hogy Koethe [133] a G csoporton korabban az A algebra helyett
az Osszes folytonos fiiggvény algebrajat tanulmanyozta. A Peter— Weyl-
tétel abbdl folyik, hogy megmutathat6 az, hogy a G bikompakt csoport
feletti L, (konvoliciés, involiiciés) Banach-algebra egyszerli gyfiriikbél
all6 komponensei mind végesdimenzidjiak a komplex szamtest felett,
amely szimolassal vezethet6 le a feltételekbdl.

Legyen most G lokalisan bikompakt topologikus csoport, és 4 a
G-beli Haar-mértékre vonatkozolag az L,-algebra, vagyis az integral-
haté komplex fiiggvények algebrija, ahol a Banach-algebra szorzdsa a
(4) alatti konvoltcié G-n. Segal [213] igazolta, hogy ez az L,-algebra
Jacobson-értelemben, s6t bizonyos esetekben erésebben még Brown—
McCoy-értelemben is féligegyszerii, azaz benne a modularis maximalis
kétoldali idealok metszete nulla.

Ha egy Hilbert-tér korlatos onadjungélt operatoranak a spektruma csak a nulla,
akkor maga az operator is nulla. Ezért 4 hiien dbrazolhat6 bizonyos L. (G)-beli ope-
ratorokkal, és a Hilbert-tér korlatos operatorainak minden 6nadjungdlt részalgebraja
féligegyszer(i. Rajkov [193] mds modon bizonyitotta be Li(G) féligegyszeriiségét.
L,(G) féligegyszeriiségébol folyik, hogy létezik a G egy Banach-tér operatoraival
val¢ irreducibilis reprezentdciénak a teljes rendszere. Ezeket a reprezentdciokat Segal
[213] B-reprezentéci(')knak nevezte. Ha G bikompakt vagy kommutativ, akkor a
B-reprezentaciok véges-dimenzidésok és ezért unitérok. Gelfand — Ra_,kov [70] és
Segal [214] igazoltdk, hogy lokdlisan bikompakt G csoport esetében is van lI‘I‘CdUCl-
bilis unitér reprezentdcioknak egy telies rendszere.
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Legyen most G kommutativ, lokélisan bikompakt csoport. Ekkor
- L,(G) is kommutativ. Ekkor L,(G)-nek minden I zart valédi idealja
bedgyazhatd egy modularis (regularis) maximalis idealba. Ez a beagyaz-
hatdsag szoros kapcsolatban 4ll egy abszolut konvergens trigonometrikus
sor reciprokdnak az abszolit konvergenciajarol szolé N. Wiener-féle
eredménnyel. Ha G nem diszkrét, akkor I bedgyazisinak vizsgilata
megtalalhaté Godement [77] és Segal [213] dolgozataban.

Az I zart idedl specidlis megvalasztasaval az L, (G)/I faktorgyiir(i radikdljanak
a vizsgalata parcialis eredményeket adott WIENER és PiTT ,, Tauber-tipusti” tételeinek
altalanositisdhoz, amelyek DiTkIN [47] és SEGAL [213] dolgozataban vannak. VAR-
SAVSKY is végzett ilyen jellegli altalanosabb vizsgalatokat [229].

Ha G nemkommutativ, lokélisan bikompakt csoport, akkor az
L,(G) Hilbert-tér nem feltétleniil lesz Banach-algebra, mert L,(G) nem
zart 4ltalaban a konvoldcids szorzasra. Ehhez a problémakorhozrhasonld
parciilis eredményeket ért el Mautner [157] mikézben a G csoportra
tovabbi feltételt szabott ki.

MegjegyzendS még, hogy Milman [160] vizsgalta a topologikus
gylirlik normalhatésaganak a feltételeit, tovabba Michael [159] pedig
bizonyos, specialis topologikus algebrakra sok olyan eredményt altala-
nositott, amelyek eredetileg csak a Banach-algebrakra vonatkozdlag
voltak bebizonyitva.
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