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Unter cinem Ring verstehen wir in dieser Note immer einen assoziativen Ring,
D Ringe mit Minimalbedingung fiir Rechtsideale werden Artinsche Ringe genannt,
Besuglich der ndtigen Begriffe verweisen wir auf (1], [3] und [5).

Das folgende interessante Problem stammt (1953) von T. Szele: Ist die additive
Grurpe jedes ringdirekt unzerlegbaren Artinschen Ringes entweder torsionsfrei

okr cine p-Gruppe? Dieses Problem ist offensichtlich dem folgenden Problem

ven Fuchs und Szele ([2), Fussnote 11) dquivalent: Ist das maximale periodische

er Ringtagung (Oberwolfach-
»Problem 3 aufgeworfen,

dieses Problems: Es wird nimlich gezeigt,
Idcal P eines beliebigen Artinschen Ringes A4 not-
wendig ein ringdirekter Summand von 4 ist. Fuchs und Szele (2] bewiesen diese

Tatache nur fiir den speziellen Fall, wenn die additive Gruppe A* von A keine
Prufersche Untergruppe Z(p™) besitzt.

Das Ziel dieser Note ist die Losung
davs das maximale periodische

Zu unseren Untersuchungen brauchen wir einige Vorbereitungen.

HILFSSATZ 1. Ist in einem Ring A die additive Gruppe R* jedes Rechisideals R
con A torsionsfrei und teilbar (.. divisible™), so gilt aea.A fir Jedes Element g e A,

Beweis. Nehmen wir an, dass a¢ a.4 fiir ein a€ A. Dann gilt auch kae¢aAd
fur jedes ganze k # 0, denn aus kg = aay (a, € A) erhilt man wegen der Teilbarkeit
von A7 gewiss g = kay und somit wegen der Torsionsfreiheit von A
= Gad: € ad. Bezeichnet J den Ring der ganzen Zahlen, folgt also wegen der Vo.
raussetzung die Existenz der additiven direkten Summe Ja @ aAd die genau die
additive Gruppe des Hauptrechtsideals (@) ist. Da (a) =Ja + aA jedoch teilbar

ist, ergibt sich wegen (Va)* & J* ein Widerspruch, Man erhilt also a€ad fir
jedes ae A.

auch g =

Bedingungen a € ad fiir Jedes a€ A und b — pe &€J fur ein Idempotent e und fir jede\
bed, so ist e ein Rechtseinselement von 4, . i
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352 . F.Szész

Beweis. Es sei a € 4 ein beliebiges Element und e ein Idempotent mit b — beeJ
fur jedes b e A. Da fiir a; = @ — ae nach Voraussetzung a; € a; 4 gilt, erhilt maa
a, = aja; mit a; € A. Wegen a; = (a; — ay ) + a; e ergibt sich a— ae = (a —ac)-
*(az—aze) + (a—ae) az e. Nach einer Rechtsmultiplikation mit e folgt nun (a—
—ae)aye =0 und daher (a—ae) = (a—ae) (a3 —az e). Wegen ay—areel
existiert ein a3 eJ mit (a;—az€)+ay—(a;—aze)ay =0.

Hiernach gilt aber auch
a—ae=(a—ae)—(a—ae) [(ay—aze)+ay—(a;—a¢) a3] =
= (a — ae) — (a—ae) (a3 — a; &) — [a — ae — (a — ae) (a3 — @y €)) a3 = 0.
Folglich, e ist ein Rechtseinselement von 4.
Nun gilt der folgende
SATz 3. Jeder Artinsche Ring A mit rorsfonsfre!er additiver Gruppe A™ besitzt
ein Rechtseinselement e.
Beweis. Es sei N das Radikal von A,, das bekanntlich nilpotent ist. Im Falle
- A = Nist A" nach [6] periodisch, und da A* torsionsfrei ist, ergibt sich 4 = V.
Es gibt in A ein Idempotent e, fiir das die Nebenklassc e+ N genau das Einsclemeot
des halbeinfachen Artinschen Ringes A/N ist. Dann erhiilt man offensichiind
a—aee N flr jedes ae A. Es gilt aber auch a € a4 fir jedes ae A, denn mR™ m
wegen der Minimalbedingung fiir Rechtsidcale fiir jedes Rechtsideal R von 4 usd
fir cine passende ganze Zahl m s 0 eine teilbare Gruppe, fiir die nach ¢incm Saz

~ von R. Baer (vgl. z.B. [1]) R* = mR* @ K gilt, wobei die Untergruppe A voa 4

wegen K = (R/mR)* und wegen der Torsionsfreiheit von 4" Null ist. Da R fa
jedes Rechtsideal R von A teilbar ist, erhilt man nach dem Hilfssatz 1 wirklxs
aead fir jedes ae A. Wegen a — ae € N fiir jedes a € A4 ist e nach dem Hilfssaiz 2
gewiss ein Rechtseinselement von A.

Als eine nichttriviale Folgerung des Satzes 3 erhdlt man den folgenden

SATZ 4. Das maximale periodische Ideal P eines beliebigen Artinschen Ringes A
ist notwendig ein ringdirekter Summand von A, d.h. es gibt ein torsionsfreics ldesd
Q von A, dass die ringdirekte Zerlegung A = P @ D gilt.

Beweis. Nach [2] gilt AT = B@ C @ D, wobei B eine beschrinkie Abciuis
Gruppe (kB =0, k # 0), C—die Summe von endlich vielen Z (p*), D — cwnt
teilbare torsionsfreie Gruppe und @ —additive dirckte Summe sind. B3 C - P
ist also das maximale periodische Ideal von A, der eine Everctische Ringers o
terung von P mit A/P ist. Wegen der erwihnten Struktur von 4 kénnen hurba
das additive Faktorsystem [r),r;]JeP (ri€ R = A/P) und dic Endomoiphiimen
systeme rp und pr (p € P, r € R) identisch Null gewiihlt werden, denn P 15t cin a3
ditiver dirckter Summand von A und es gilt wegen der Teilbarkeit von B axa
PB=BP=0. Es sei (rj,r>€P(rie R) das multiplikative Fuktorsystem o

erwihnten Ringerweiterung 4 von P mit R = A/P. Bekanntlich gilt in daowzy
besonderen Fall

(1) | <r1+r2, rl) = (!‘1, r3>+<r2: 'r3>’
()] Py ratrs) = {ry, rp <y, r

&) ' {rinrary) = {ryir,rd.
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Uber Artinsche Ringe - 353

Da R = A/P ein torsionsfreier Artinscher Ring ist, hat R nach dem Satz 3 ¢in
Rechtseinselement e. Ist nun ry = ¢, s0 crgibt sich nach der Formel 3 offensichtlich
nort=-rir, e, Es sci jetzt # = {ry,e>. Dann erhilt man {r, r;> = (ry+ra)®
wobel ¢ wegen (1) ein additiver Homomorphismus von R* in P+ ist. Es gilt also,
R<C= } Z(p™). Dann ist A bis auf Ringisomorphie die Menge aller formal

endlich
verschiedenen Paare (r, p) mit re R; PEP und

(r1s P1) + (r2, p2) = (ry + 13, p, +p3), s
(r1, 21)+(r2, p2) == (ry+rs, (ry+1)° + py p3).

Dic Menge aller Paare (r, r) bildet in A ein torsionsfreics Ideal Q mit Q < A2,
denn Z(p*) liegt im zweiseitigen Annulator von A. Wegen (r, p) = (r, r*) -
=(0.p—r*) erhdlt man A4 = P+ 0, und wegen PNQ =0 auch A=P3Q.

Bemerkung 1. Ist 4 ein ringdirekt unzerlegbarer Artinscher Ring, so ist 4*
entweder cine p-Gruppe oder eine torsionsfreie teilbare Gruppe. Dies is fiir
Z(p") s A™ aus [2] nicht ersichtlich.

Mit den vorigen Bezeichnungen erhilt man nach den Sitzen 3 und 4 den fol-
genden

SATZ 5. Fiir jedes Rechtsideal R eines beliebigen Artinschen Ringes A gilt die
ringdirekte  Zerlegung R = (RNP)D(RNQ). Ferner erhilt Jeder torsionsfreie
Artinsche Ring ohne Rechtsannulatoren ein zweiseitiges Einselement,

SATZ 6. Jeder kommutative Artinsche Ring ist die ringdirekte Summe von einem
nilpotenten kommutativen Artinschen Ring N und von endlich vielen komplett primdren
ringdirekt unzerlegbaren kommutativen, Artinschen Ringen Ay (i = 1,2, ..., n), wobei
Jedes A entweder eine p-Gruppe, oder eine torsionsfreie teilbare Gruppe ist,

Der Beweis ist nach dem Satz 4 und nach den Sitzen 3.9.1, 3.9.2 und 3.9.4 von
Jacobson [3] Kklar,

SATZ 7. Das Radikal N jedes Artischen Ringes ist die ringdirekte Summe eines
periodischen Ringes und eines torsionsfreien teilbaren Ringes. Eine Abelsche Gruppe G
ist dann und nur dann die additive Gruppe des Radikals N eines Artinschen Ringes,

wenn

(%) 6= JrRe D zome S zuh

endlich p¥/m
gilt, wobei R eine volle rationale Gruppe ist,

Beweis. Die erste Behauptung folgt aus dem Satz 4 unmittelbar, denn es gilt
N=N,® N, und AN, @ Ny = P/N,(—BQNQ. Die Notwendigkeit der Bedingung («)
in der zweiten Bé¢hauptung folgt aus der ersten Behauptung und daraus, dass jedes
Rechisideal eines torsionsfreien Artinschen Ringes, wie wir es z.B. beim Beweis
des Satzes 3 geschen haben, teilbare additive Gruppe besitzt. Das Hinreichen der
Bedingung (#) ergibt sich folgendermassen, Hat £R den Rang m < Ry, so sei K
eine einfache algebraische Korpererweiterung von X, (K" & R) mit dem Grad m
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354  F.Szdsz

Uber Ky, Ist m 2 Ry, so sei X eine rein transzendente Kérpcrcrwciterung von K,
mit dem Transzcndenzgrad liber K,. Es sei Ao = Ke+ Kz mit ¢2 €= er— ro
=20 —zmz22= (0, Danp ist Kz das Radikal von Ayg mit (K2)* ZR. Ferner

ist Z‘Z(p“) ein Artinscher nilpotenter Ring, und zwar ein Zeroring. Nun lisst
endlich

sich g‘ Z(p*) als die direkte Summe von endlich vielen Gruppen G zerlegen, derart,
C

dasspcp‘ = ZZ (p") fur dasselbe feste pund 7/ ist, und G einen Rang n=n (p)

hat. Nach dem Lemma 72.4 von Fuchs [1] gibt es einen kommutativen Artinschen

Ring 4,,, | iiber Gpivr (Mit i+ 1 statt § aper mit demselben Rangn = (p"). Dann

ist pA,, ., das Radikal von Ape, 1 und ergibt sich auch (pA,, )t = G- Folglich ist

A®J Z(p") @ 2 Ay, ein Artinscher Ring, dessen Radikal N solche additive

endlich pnm
Gruppe N+ besitzt, dass G >~ N+ ist. Dies beweist das Hinreichen von (*).

Bemcrkung 3. T. Szele hat auch gefragt (1949): Gibt es (Artinsche) Ringe mit
endlich vielen Rechtsidealen und mit unendlich vielen Linksidealen? Beziiglich
des Aufwerfens dicses Problems vgl. noch [5] und [4]. Bedeutet nun Am,n) =21
fur die belicbige Miichtigkeiten m und n die Existenz eines Artinschen Ringes 4
genau mit m Rechtsidealen und genau mit n Linksidealen, so ergibt sich nach un-
serem Resultat das Bestehen von A(n, R, =4 fir jede natiirliche Zahl 23
und jedes X, und 4 (R, R) =4 fir jedes Paar R, und R,. Diese Artinsche
Ringe haben dabe; auch Einselement, Es gilt A(3,4) =, o5 gibt aber unendlich
viele Paare (m®), n®) von Folgen natiirlicher Zahlen derart, dass y(®, bzw., n{®
fiir jedes feste arithmetische Folgen bilden, und auch 4 (m®, nikry = + gilt, Wir

MATHEMATISCHES FORSCHUNOSINS'I'ITUT. UNGARISCHE AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN,
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