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Hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines
Rechtseinselementes in einem Ring

Von F. SZASZ (Budapest)

Ein Problem von T. SzeLE lésend haben wir frither bewiesen, daB sich jeder
(rechtsseitig) Artinsche Ring A in eine ringdirekte Summe 4 =P® T zerlegen 1dBt,
wobei P ein periodischer Artinscher Ring und 7 ein torsionsfreier Artinscher Ring
ist (s. Verlasscr [7]). Beim Beweis dieses Satzes wurden Everettsche Ringerweiterungen
und die Tatsache beniitzt, dal3 jeder torsionsfreie Artinsche Ring ein Rechtseins-
element besitzt. Es wird beziiglich eines Beweises ohne die Everettsche Ringer-
weiterungstheorie eines etwas allgemeineren Zerlegungsatzes auf die Note [5] von
A. KEerTEsz, beziiglich der Existenz eines Rechtseinselementes in einem torsions-
freien Artinschen Ring auch auf HErsTEIN [2], Hopkins [3] (insbesondere Teil 6. 2)
und MiCHLER [6], weiterhin beziiglich der Existenz des Einselementes in einem belie-
bigen (assoziativen) Ring auf BAER [1] und Verfasser [8] verwiesen.

Das Ziel dieser Note ist nun eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz Eines
Rechtseinselementes in einem Ring anzugeben, woraus wiederum auch die Tatsache
folgt, daB jeder torsionsfreie Artinsche Ringein Rechtseinselement besitzt. Es gilt ndm-
lich, als eine Verallgemeinerung einer Behauptung von CH. Hopkins, der folgende

Satz. Ist A ein assoziativer Ring mit dem Jacobsonschen Radikal J, der die
folgenden Eigenschaften besitzt:

a) AlJ hai ein zweiseitiges Einselement;

b) J ist nilpotent;

c) es gilt die Minimalbedingung fiir die nilpotenten Rechtsideale von A;
so gibt es in A Linksideale L, und L, mit A=L+L,, Ly (1L, =0, wobei L, ein
Ring mit einem Rechtseinselement und L, ein nilpotenter Artinscher Ring ist.

Folgerung 1. Ist A ein Ring mit den Eigenschaften a), b) und c), der kein nil-
potentes Artinsches Linksideal enthilt, so hat 4 ein Rechtseinselement.

Folgerung 2. Tst A ein torsionsfreier Artinscher Ring, so hat A ein Rechts-
einselement,

Brwits., Da nach Szele [10] jeder nilpotente Artinsche Ring eine periodische
additive Gruppe besitzt, und da olfenbar jeder Artinsche Ring die Eigenschalten
a). b) und ¢) hat, ergibt sich FFolgerung 2. aus Folgerung 1. und freilich auch Folge-
rung |. aus dem Satz. Hiernach geniigt es den Satz zu beweisen. Es sei also 4 ein
(assoziativer) Ring mit den Eigenschaften a), b) und c). Da der Faktorring A/J
nach dem Jacobsonschen Radikal J wegen a) ein zweiseitiges Einselement f+J
hat, und da J wegen b) nilpotent ist, gibt es ein idempotentes Element e€ A4 mit
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e+J=f+J und A(1-e)SJ, (1-e)ASJ (vgl. z. B. JacoBson [4], S. 54). Dann
erhiilt man mit den Bezeichnungen L, =Ae¢ und L,=A(l —e)={x—xe; XEA)
gewib A=L;+ L, mit L; N L, =0, wobei L, und L, Linksideale von 4 sind, und
L, ein Rechtseinselement e besitzt. Es soll bewiesen werden, dass L, ein nilpotenter
Allu:schel Ring ist. Es gilt L, £J und wegen b) ist L, gewil3 nilpotent. Wir werden
zeigen, daB L, cin (rechtsseitig und linksscitig) Artinscher Ring ist. Nach Szele [10]
gendigl es zu zeigen, dall 7, rechisscitigs Artinseh ist. Nehmen wir an, dald eine

unendliche absteigende Kette &, 2R, "R, ... von Reehtsidealen des nilpotenten
Ringes /2, existiert. Dannist A, R, 1 Rt e jedes 7 cin Rechisideal des Rinees o,
und wegen Ay J und wegen D) und o) _a',iin s dann e gy derart, dald Ay AL

=Kjp42=-.. gill. Bs seien J/=0, J7 '20 und My 07 M, —<{vixed, /" -0}

Dann ist M, ein zweiseitiges Ideal von 4, und man erhilt A=M 1=2M;, 2
2M;_,2..2M;2M;=0 und M,JSM,_,. Setzen wir voraus, daB K, S M,

2.
und K 4- M,,_, gelten. Dann cw'bt sich wegen R, SL,=A(l1—e)SJ, R;“_M,,,
und M,,,J M,,_, gewiss R, A=R,(1—e)ASM,JSM,_, und demnach . R+
+Mpy-1=Ripi 1+ M,,,_l—!{,o+;,_ +M0_, . Do der Rechtsidealverband von

A modular ist, soll die echt absteigende Ketle der Durchschnitte
Ri‘a N Mm—‘l = Riu+l N Mm— 1 D'Rin+2 'r}-‘)‘f‘!rur—l:J sea

unendlich sein. (vgl. [9], Satz 22, S. 100). Gibt es also in M,, eine unendliche echt
absteigende Kette der Rechtsideale des Ringes L,, so existiert schon in M,,_,
eine solche Kette. Nach endlich vielen dhnlichen Schritten erhilt man in M, die
Existenz einer unendlichen echt absteigenden Kette von Rechtsidealen des Ringes L,.
Wegen (M,NL)A=(M;NL)(1—e)ASM,(l —e)AS M, J=0 ergibt sich, dal
jedes in M liegende Rechtsideal R des Ringes L, auch ein Rechtsideal des Ringes
A ist, und wegen c) folgt, dass L, ein Artinscher nilpotenter Ring sein muss.

Bemerkung. Es wire interessant ein Analogon des obigen Satzes zu unter-
suchen, wenn man in der Bedingung a) statt der Existenz des Einselementes von
AlJ die Existenz eines Rechtseinselementes von A/J voraussetzt. Dann folgt aber
i.a. R,AS M, _ nicht notwendig aus der Voraussetzung R; & M,,.
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