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DIE LOSUNG EINES PROBLEMS BEZUGLICH
DES DURCHSCHNITTES ZWEIER MODULARER
RECHTSIDEALE IN EINEM RING

Von
F. SZASZ (Budapest)

In der Theorie des Jacobsonschen Radikales eines (assoziativen) Ringes spielen
die mcdularen maximalen Rechtsideale und die quasimodularen maximalen Rechts-
idecale eine wichtige Rolle. Das Jacobsonsche Radikal eines Ringes stimmt ndmlich
scweohl mit dem Durchschnitt aller modularen maximalen Rechtsideale als auch
mit dem Durchschnitt aller quasimodularen maximalen Rechtsideale des Ringes
iiterein (vgl. JAcoBsoN [1, Theorem 1. 6.1 (1)], KerTEsz [2, Satz 5.24 (g)]).

Eckarntlich wird ein Rechtsideal R eines Ringes 4 modular (bzw. quasimodular)
in A gerannt, wenn e¢s ein Element a€ A mit x —ax€ R fir jedes xc A gibt (bzw.
R: AS R gilt, wobtei R: A=[y; y€A, AyS R] ist). Offenbar ist jedes modulare
Rechtsideal auch quasimedular im Ring. Das Problem 3 des Buches [2] von KERTESZ
[6send hat Verfasser [6] die Existenz eines Ringes mit einem quasimodularen
maximalen, ater nicht modulaien Rechtsideal gezeigt.! Es soll bemerkt werden,
dall nach JacoesoN [1, Proposition 3. 6. 1 (2)] der Durchschnitt von endlich vielen
modularen maximalen Rechtsidealen in einem Ring stets modular ist. Mit dhnlichen
Methoden, wie JACoBsON [1] gezeigt hat, hat KERTESZ [2, Satz 5. 2] bewiesen, daB
der Durchschnitt R, ) R, zweier modularer Rechtsideale R; und R, des Ringes
A ebenfalls modular ist, wenn die Bedingung R,+ R,=A gilt. Diese Tatsachen
sind bekanntlich fiir einen eleganten Beweis des Wedderburn—Artinschen Satzes
iber die Struktur der Ringe ohne von Null verschiederes (Jacobsonsches) Radikal
und mit Minimalbedingung fiir Rechtsideale wichtig.

Beziiglich des Duichschnittes der modularen maximalen Rechtsideale lautet
das Problem 2 des Buches [2] von A. KiRrTESsz folgendermallen:

Ist der Durchschnitt zweier modularer Rechtsideale eines Ringes stets modular?

Dieses Problem war fiir die Algebraiker auch frither bekannt, aber es wurde
im Druck erst von KerTEsz [2] aufgeworfen.

Das Ziel dieser Arteit ist nun zweifach: Einerseits geben wir einige Beispiele
der Ringe an, in denen der Durchschnitt zweier modularer Rechtsideale nicht
modular ist (Satz 1), und somit zeigt diese Losung, daBl die Antwort fiir das Problem 2

des Buches [2] von KrRTfsz im allgemeiren »nein« ist. Andererseits betrachten
.;:’!
! Nennt man ein Ideal P eines Ringes primitiv (bzw. quasiprimitiv) im Ring 4, wenn es ein
modulares (quasimodulares) maximales Rechtsideal R von 4 mit P = R:A gibt, so stimmt das
Jacobsonsche Radikal nach Jacobson [1] (bzw. Verfasser [7]) mit dem Durchschnitt aller primitiven
(bzw. quasiprimitiven) Ideale iiberein. Offenbar ist jedes primitive Ideal quasiprimitiv, und umge-
kehrt ist auch jedes quasiprimitive Ideal nach STEINFELD [5] und Verfasser [8] primitiv. In [8] gibt es
eine Verschirfung des Resultates von [5]. Weiterhin stimmt das Jacobsonsche Radikal nach KERTESZ
[3] mit @, (A): A tiberein, wobei @, (4) den Durchschnitt aller maximalen Rechtsideale des Ringes 4
bezeichnet.
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wir einige, stirkere, hinreichende Bedingungen fiir einen Ring, die eine positive
Antwort des Problems 2 von [2] in speziellen Ringen garantieren (Satz 3).
Die Losung des Problems 2 des Buches [2] liefert? der folgende

SAtz 1. Es gibt fiir jede endliche Mdchtigkeit 2™" (n=2, n=2) einen Ring
A mit 24 =0 und mit 2™" Elementen derart, dafj der Ring m solche modulare Rechts-
ideale hat, aus denen der Durchschnitt beliebiger zweier modularer Rechtsideale
nicht modular in A ist. Weiterhin gibt es fiir jede unendliche Mdchtigkeit ¥, einen
Ring A mit 2A =0 und mit 8, Elementen derart, daf§ der Ring R, solche modulare
Rechtsideale hat, aus denen der Durchschnitt beliebiger zweier modularer Rechtsideale
nicht modular in A ist.

Bewers. Es seien K, der Primkorper mit zwei Elementen und 4 die iiber K,
durch die Elemente ¢, erzeugte Algebra mit der Multiplikation

kx  k k ‘k ke+k
totg® =t 4t 1,

Ist die Michtigkeit der Menge der verschiedenen Symbole 7, eine endliche Zahl
m=2, so gelte ¢r+1=1¢» fiir jedes 7, mit einer festgewihlten Zahl n=2. Ist aber
die Michtigkeit der Menge der verschiedenen Symbole 7, eine unendliche Méchtig-
keit §,, so diirfen entweder z2+! =12 fiir jedes ¢, mit einer festgewihlten Zahl n =2
gelten, oder alle Potenzen von 7, fiir jedes 7, voneinander verschieden sein. Dann
ist die Multiplikation in 4 wegen x+x=0 fiir jedes x€ 4 und wegen

t:x(tzﬂt;‘)') = t:’(t§y+t:y+t§ﬁ+k7) = t:y+t;;‘y+t::+ky+t:y+t;‘y+t:z+ky+

+t:ﬁ+k‘/+t};ﬂ+kv+t:z+kﬂ+kv i t;‘7+t;‘v+t:ﬂ+kv+t;y+t;‘v+t§ﬂ+k7'+t;‘y+t:v+

ka+kpg+k k k kx+k k kx Kk k
1=t = (Bt LT = (),

offenbar assoziativ, und es gilt (7,+1;)*>=0 fiir jedes #,, 5. Weiterhin hat jedes
Element des Ringes die Gestalt

k k .
.=Zl'f,-(tal.) =2 2 aijt,

wobei f(t,) Polynome in #,, mit konstantem Glied 0 sind. Es gilt dabei dann
und nur dann fi(#,) =f{(t,) fit 1, #1¢,, wenn fi(t,)=f{t,)=0 ist. Wegen x+x=0
fiir jedes x € 4 erhélt man (1 —x)4 = (1 + x)4 fiir das modulare Rechtsideal (1—-x)4A=
=[y—xy;y€Ad]. Wegen (1+1)tp=(1+1)t, fiir jedes t; ergibt sich, daB das
modulare Rechtsideal (1 —¢,)4 genau aus den Polynomen der Gestalt (1+1,) f(¢,)
besteht, wobei das konstante Glied von f(#,) verschwindet. Hiernach erhdlt man
nach der vorigen Bemerkung gewil3

(I—-)AN(1—-1)A=0
fur 1, #1,,.

2 Beziiglich der Resultate in Zusammenhang mit den Problemen 1 und 3 des Buches [2] von
KERTESZ sieche die Arbeiten [6] und [9] des Verfassers.
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Dieser Durchschnitt, da er gleich Null ist, ist aber dann und nur dann modular
im Ring 4, wenn A ein Linkseinselement hat. Wir werden aus der Voraussetzung,
daB der Ring 4 ein Linkseinselement hat, einen Widerspruch ableiten.

Hat ndmlich der Ring A4 ein Linkseinselement e, so besitzt e eine Gestalt

S

k .
e= 21’ 2 ity
=

j=1

Wegen et, =t, und tjt,=t,+1t;+1;" ergibt sich aus der Darstellung von e
nach einem Vergleich der Koeffizienten von #, und 7, der folgende Widerspruch:

k n n
lzzzaij’ 2011:0

i=1 j=1 ji=1

i=m iZm

woraus 1=0 folgt, und somit folgt, daB 4 kein Linkseinselement hat. Daher ist
der Durchschnitt
a-t)an1-1)4=0

fiir ¢, #1,, gewiB nicht modular in 4.

Die Michtigkeit der modularen Rechtsideale der Gestalt (1 —1,)4 ist entweder
m(=2, <R, oder {&,. Weiterhin ist die Méchtigkeit der Elemente des Ringes 4
entweder die endliche Zahl 2"" (m=2, n=2), oder R,.

Damit ist der Satz 1 bewiesen.

BeEMIRKUNG 2. Es kann erwidhnt werden, dall der im Beweis des Satzes 1
betrachtete Ring A fiir m=2 und n=2 dem durch die Matrizen

0 1 0-0 0 ‘0 0 0 0 Ol
0 0 1 0 0 01 1 10
M1=|0 0 1 0 0] M,=10 1 1 1 O
01 0 1 1 g 0 0 0.1
0 1L 0 I . 0 0 0 O 1,

iiber dem Primkorper K, erzeugten Ring isomorph ist. In diesem Matrixring des
Typs 5X5 gelten dann:

00100 000 0 1
00100 000 0 1
Mi=M}=|0 0 1 0 Of; MZ=M3=|0 0 0 O 1
00100 000 0 1
00100 |00001
01110 01 01 1
01110 01 01 1
MM,=|0 1 11 0|; M,M,=|0 1 0 1 1
¢ 1 1 B 01 01 1
01110, 01011
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O 1 010
6101 B
M1+M2=01010’
0101 0
0101 0
01100 (000 11
0000 O 01 1 11
M+M2=|0 0 0 0 O; My+M2=|0 1 1 1 1
01 1 1 1 00000
§ 0.0 4 & 00000

Dieser Ring ist keine monomiale Algebra im Sinne von REDEI [4], und er hat folgende
Multiplikationstabelle :

M, M, | M3 M3
M, M? M +M,+ M3} | M} M?
M, M +M,+ M3 M3 M? M?
M3 M3 M +My+M? | M M3
M} | M,+M,+M3 M3 M 17 M3

Jetzt betrachten wir einige hinreichende Bedingungen, aus denen folgt, daB
der Durchschnitt zweier modularer Rechtsideale des Ringes A ebenfalls modular
in A ist.

Es gilt der

SATZ 3. Gilt eine der folgenden Bedingungen in einem Ring A, so ist der Durch-
schnitt von beliebigen zwei modularen Rechtsidealen von A ebenfalls modular in A:

a) A hat ein Linkseinselement

b) Die Mengen Q,=[a+x—ax;x€cA]l und Q,=[b+y—by; y€A] haben
fiir jedes feste Paar der Elemente a, b von A einen nichtleeren Durchschnitt, wobei
x, ¥ alle Elemente von A iiberlaufen.

ERGANZUNG 4. Wichtige Unterfille sind, in welchen anstatt b) eine der folgenden
Bedingungen erfiillt ist:

by) Es gilt a—be(l—a)A+ (1 —b)A fiir jedes a, b€ A;

b,) A ist ein Radikalring im Sinne von JAcoBson [1];

b;) Fiir jedes a, b€ A gibt es Elemente ¢,€Q,, q, € O, mit q,9, =q449.;

b,) A ist kommutativ;
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bs) Gilt g,t,=gq, fiir ein Element g,€ Q, und fiir ein Element 7,€4, so gilt
auch g¢,t,=gq, fiir ein Element g, €Q, fir jedes b€ A;

bs) A hat ein Rechtseinselement;

b,) Es gilt a—abe(1 —ab)A fir jedes Paar der Elemente a, b€ A4.

BEwEIS DES SATZES 3. Hat A ein Linkseinselement e, so ist wegen (1 —e)Ad =
=0Z R jedes Rechtsideal, und somit jeder Durchschnitt von Rechtsidealen modular
in A.

Haben nun die Mengen Q, und Q, fiir jedes Element a € A, b € 4 einen nichtleeren
Durchschnitt, und bestehen (1 —@)4< R, und (1 —-b)AS R, fiir die modularen
Rechtsideale R, und R, von 4, so erhélt mang,=g¢,€ 0, Q,. Daher gibt es Elemente
X€EA, y€A mit

q=a+x—ax =b+y—byc0,(10Q,,
woraus man

(I-@4=~10-a)(l-x4 = (1-)(A-NAS(1-)AN(1-bHAS R, R,,
also die Modularitdt von R,(1 R, in A erhilt.

BEWEIS DER ERGANZUNG 4.
b;) Gilt a—be(l —a)A+(1 —b)A fiir jedes ac€ A, bc A, so gibt es Elemente

X, y€EA mit
a—b=(N0—-a)(—x)+1—->)y,
woraus
gda=a+x—ax =b+y—by = ¢,€0, 0
folgt.

b,) Ist 4 ein Radikalring im Sinne von Jacobson, so gilt (1 —a)4 = A fiir jedes
ac A, und somit gilt auch die Bedingung b,).
b;) Gibt es Elemente ¢,€Q,, q,€ 0, mit q,q,=qg,*q, fir jedes acA, bcA,
so gilt auch
9t 9 =99 = 9b+ 90— D90

woraus wegen der Assoziativitit der Verkniipfung xoy = x+y—xy offenbar
folgt, daB Q,( Q, nicht leer ist.

b,) Ist 4 kommutativ, so gilt die Bedingung b;) und somit auch b).

bs) Bestehen gleichzeitic ¢,=gq,f, und g¢,=gqyt,(t,€A), so ergibt sich
ta = qa+’a—qara = qb+ta_qbta = a+(x+ta—XIa)—a(x+ta—Xta) =
=b+(y+t,—yt,)—b(y+1t,—yt,) und somit gilt die Bedingung b).

be) Enthilt 4 ein Rechtseinselement e, so gilt wegen g.e=gq, und ge=gq,
die Bedingung bs) und somit auch b).

b,) Gilt a—ab¢c (1 —ab)A fiir jedes Paar der Elemente acd, b€ A, so gibt
es ein Element c¢=c,,€A mit a—ab = c—abc. Daraus folgt ¢ = a—ab +abc.
Mit der Bezeichnung d=5 —bc ergibt sich daher

¢ = a—ad.

Nun erhilt man einerseits @ +d —ad € Q,, andererseits b+ c—bc€Q,, und wegen
der Identitét
a+d—ad = a+(b—bc)—ad = b—bc+c

auch a+b—bc—adcQ,N Q,, folglich die Giiltigkeit der Bedingung b).
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Zum SchluB erwidhnen wir einige offene Fragen:

ProBLEM 1. Gibt es einen Ring A4 ohne die Bedingungen a) und b), in dem der
Durchschnitt zweier modularer Rechtsideale stets modular ist?

PROBLEM 2. Ist der Durchschnitt zweier quasimodularer Rechtsideale in einem
Ring stets quasimodular?

Da der in der Bemerkung 2 betrachtete Ring 4 keinen von Null verschiedenen
Rechtsannihilator enthélt, ist der Durchschnitt (1 + M;)AN(1+ M,)A ein quasi-
modulares (aber weder modulares noch maximales) Rechtsideal von A.

(Eingegangen am 4. Miirz 1968.)

MTA MATEMATIKAI KUTATO INTEZETE,
BUDAPEST, V., REALTANODA U. 13-15
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