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Beitriige zur Radikaltheorie der Ringe

Von F. SZASZ (Budapest)

Unter einem Ring verstehen wir in dieser Note stets einem assoziativen Ring.
Beziiglich der nétigen Grundbegriffe verweisen wir auf die Biicher DivinsKy [4],
JACOBSON [7], KErRTESZ [8]. KuroscH [9], LAMBEK [10] und REDEI [13], insbesondere
beziiglich der Radikale auf ANDRUNAKIEWITSCH [1], [2] und Divinsky [4].

Das Ziel dieser Note ist dreifach.

Einerseits wiinschen wir ein wértlich — in einer personlichen Diskussion —
aufgeworfenes Problem von R. WIEGANDT beziiglich der Existenz eines solchen
erblichen Radikals 1dsen, fiir das jeder halbeinfache Ring auch streng halbeinfach
ist. Wir zeigen nidmlich die Existenz solcher speziellen, also supernilpotenten Radi-
kale, und zwar solcher Radikale R, fiir jede natlirliche Zahl », fiir die jeder R,-halb-
einfache Ring auch kommutativ ist, und aus der Isomorphie 4,24, fiir die R,-
halbeinfache Ringe A4,, bzw. R,-halbeinfache Ringe 4, auch stets m=n folgt. Die
Radikale R, sind groBer, als das Brown—McCoysche Radikal. Das Radikal R,
darf verallgemeinertes antiboolesches Radikal gennant werden.

Andererseits werden wir eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir
bestiitigen, damit ein beliebiger Ring antieinfach ist. Ein Ring ist bekanntlich dann
antieinfach, wenn er auf keinen von Null verschiedenen subdirekt irreduziblen
Ring mit idempotentem Herz homomorph abgebildet werden kann.!) Die anti-
einfachen Ringe wurden ausfiihrlich von Andrunakiewitsch ([1]) untersucht.

Drittens wollen wir einige Eigenschaften einfacher Jacobsonscher Radikal-
ringe bestdtigen. Dafiir beniitzen wir die s.g. quasiinneren Automorphismen der
Ringe. Bekanntlich ist die Existenz der (nichtnilpotenten) einfachen Jacobsonschen
Radikalringe von SASIADA ([15]) bzw. CoHN—SASIADA ([3]) gezeigt.

Es gilt fiir die Losung des erwdhnten Problems von R. Wiegandt in einer
schiarferen Form der folgende

1) Hiernach ist freilich jedes homomorphe Bild eines antieinfachen Ringes eine subdirekte Sum-
me von subdirekt irreduziblen Ringen mit nilpotentem Herzen. Insbesondere ist jeder transfinit
nilpotente Ring auch antieinfach. Das maximale antieinfache Ideal eines Ringes ist ein Amitsur-
Kurosch-sches Radikal. Das wird das antieinfache Radikal genannt. Dieses isr ebenfalls ein spezi-
clles Radikal, und es ist mit dem Jacobsonschen Radikal nach Beigpielkonstruktionen [15], [16]
im allgemeinen unvergleichbar. Die Konstruktion [15] ist auch deshalb auBerordentlich wichtig. In
einem Sasiadaschen Ring A ist ndmlich das antieinfache Radikal 0, und das Jacobsonsche Radikal
stimmt mit 4 selbst iiberein. Dagegen ist in [16] ein solcher primitive, subdirekt reduzible Ring
betrachtet, dessen jedes homomorphe Bild nilpotent ist. Daher ist im letzteren Ring das antiein-
fache Radikal echt kleiner, als das Jacobsonsche Radikal.
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Satz 1. Es gibt zu jeder natiirlichen Zahl n ein erbliches sogar ein spezielles Radikal
R, derart, daf} R, folgende Eigenschaften besitzi:

1) jeder R,-halbeinfache Ring ist streng R,-halbeinfach;

2) jeder R,-halbeinfache Ring ist kommutativ;

3) ist A, ein Ri-halbeinfacher Ring, so ergibt sich aus der Isomorphie A, = A,
stets m=n.

Bewess. Es seien K, bzw. L, fiir jede feste natiirliche Zahl n die Klassc derje-
nigen kommutativen Korper A, , bzw. derjenigen Ringe B,. fiir die " =u« fiir jedes
Element a€ A, bzw. ac B, bestehen. Nach dem wohlbekannten Satz von Jacobson
([7), Theorem 10. . 1) ist jeder Ring 4, aus K, und jeder Ring B, aus L, kommu-
tativ. Da jeder Ring B, aus L, auch halbeinfach im Jacobsonschen Sinne ist, ist
B, eine subdirekte Summe von primitiven Ringen, die jetzt nach Theorem 1. 4. 1
von Jacobson [7] K&rper sind. Also ist jeder Ring B, aus L, eine subdirekte Summe
von Kérpern 4, aus der Klasse K,. Umgekehrt ist Jjede subdirekte Summe der
Ringe B, aus L, ebenfalls ein Ring B} aus L,, denn die Bedingung ¢" =g fiir jedes
Element erbt jeder Unterring, bzw. jedes homomorphe Bild und auch die komplette
direkte Summe der Ringe B, aus L,.

Wir zeigen, daB die Klasse K, eine spezielle Ringklasse ist ([4]), d.h. folgende
Bedingungen erfiillt sind:

1) jeder Ring aus K, ist ein Primring;

2) jedes Ideal eines Ringes aus K, liegt ebenfalls in K,;

3) liegt ein Ideal 7 eines Ringes 4 in K, und ist I* der zweiseitige Annihilator
von I in A, so gilt auch 4/I* < K,. Die Bedingungen 1) und 2) sind trivial erfiillt.
Da jeder Ring aus K, zweiseitiges Einselement besitzt, ist das Ideal 7 des Ringes
A beim Beweis der Giiltigkeit der Bedingung 3) ein direkter Summand von A, und
somit gilt A = I@J. Da I ein Primring ist, ergibt sich /*=J fiir den Annihilator
I”, und daher gilt A/I*=]¢K,. Also ist K, wirklich eine spezielle Ringklasse.

Es ist zu bemerken, daB L, im allgemeinen keine spezielle Ringklasse ist, denn
L, enthélt nicht nur Primringe. Dagegen gilt 2) trivial fiir die Klasse L,. Man kann
auch 3) fiir L, folgendermaBen beweisen. Es gilt /" =1 fiir jedes i€ und somit
(ai)'=ai und (ia)" =ia, denn I ist ein Ideal im Ring 4. Wegen der Kommutativitit
des Ideals 7 von A 1Bt sich (ai)* = a*i* bzw. (ia)* = i*¢* mit vollstiandiger Induktion
nach k& beweisen, woraus man

(@i) = (ai)" = a"i" = a"i, (a"—a)i=0

und dhnlich i(a"—a) = 0 erhilt. Es gilt also ¢"—acl* fiir jedes a4 und somit
AlI*e L,

Die Klasse L, ist also schwach speziell ([14]), aber nicht speziell. Dagegen 148t
sich ein Ring 4 nach dem vorigen dann und nur dann auf einen von Null verschie-
denen Ring aus L, homomorph abbilden, wenn 4 auch auf einen von Null ver-
schiedenen Ring aus K, homomorph abgebildet werden kann.

Die im Satz erwiihnte Radikaleigenschaft R, sei jetzt folgendermaBen definiert:
Ein Ring 4 ist genau dann ein R,-Ring, wenn A auf keinen von Null verschiedenen
Ring aus der Klasse K, homomorph abgebildet werden kann.

Da K, cine spezielle Ringklasse darstellt, ist R, wirklich eine Radikaleigen-
schaft im Amitsur-Kurosch-schen Sinne, sogar ist R, ein spezielles Radikal nach
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Divinsky [4]. Die Klasse S, aller R,-halbeinfachen Ringe ist freilich grofer, als
K,, denn S, stimmt nach Divinsky [4], Lemma 80, genau mit der Klasse L, iiberein,

Da aber jedes homomorphe Bild eines Ringes aus L, ebenfalls in L, liegt, ist
jeder R,-halbeinfache Ring auch streng R,-halbeinfach. Dabei ist R, auch ein
erbliches Radikal, denn R, ist speziell. Die im Satz 1 erwihnten Eigenschaften 2)
und 3) des verallgemeinerten antibooleschen Radikals R, lassen sich trivial bestii-
tigen, w. z. b. w.

Bemerkung. Mit der Hilfe der obigen Klassen L, kann man solche Ringklassen
angeben, die die halbeinfachen Klassen fiir ein Radikal, und die Radikalklassen fiir
ein anderes Radikal sind.

Um ein Kriterium fiir die Antieinfachkeit eines Ringes anzugeben, gilt der
folgende

Satz 2. Fiir einen Ring A sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

1) A ist antieinfach;

2) es gilt (a) = (a+b) fiir jedes Hauptideal (a) von A und fiir jedes Element
b des Quadrates (a)® von (a).

BeweEis. Aus 1) folgt 2). Nehmen wir an, daB 1) gilt, aber 2) nicht gilt. Dann
gibt es ein Hauptideal (@) von 4 und ein Element b €(4)? mit der Bedingung (@) =
#(a+b). Dann ergibt sich aZ(a+b). Nach dem Lemma von Zorn existiert ein
solches maximales Ideal M von A, fiir das a¢ M und M2 (a+b) bestechen. Dann
ist der Faktorring A/M subdirekt irreduzibel, denn jedes von Null verschiedene
Ideal von A/M enthilt g+ M. Wegen a +b € M ergibt sich b + M = a + M. und somit

(%) (@)+M = (a)*+ M

Das ist abe- unmdglich, denn nach 1) ist mit 4 auch 4/M antieinfach, und gleich-
zeitig ist das Herz (a)+ M/M von A/M nach (*) idempotent. Also folgt 2) wirk-
lich aus 1).

Aus 2) folgt 1). Nehmen wir an. daB 2) gilt, aber 1) nicht gilt. Dann ist die
Bedingung 2) in jedem homomorphen Bild von A erfiillt, und A 148t sich auf einen
subdirekt irreduziblen Ring S mit idempotentem Herzen H nach der Voraussetzung
homomorph abbilden. Es gibt also ein Ideal 7 von 4 mit 4/I= S. Da H in S minimal
ist, erhdlt man H=(h) fiir jedes von Null verschiedene Element /¢ H. Wegen
H?=H ergibt sich auch hc H?, Es sei nun @€ A ein solches Element des Ringes
A, das bei der Isomorphie A/I= S auf / abgebildet wird. Dann erhilt man wegen
he H? gewiB (a)+1 = (a)? + 1. Es gibt also ein b€ (a)? und ein i ¢ mit

a = b+i,
woraus (a—b) = (i) & I folgt. Wegen
(a=b)+1=1I und (a)+1=1 gilt (a) = (a—b),

was der Bedingung 2) widerspricht. Also folgt 1) aus 2), womit Satz 2 bewiesen ist.?)

*) Wir bemerken, daBl der Beweis der Behauptung ,,aus 1) folgt 2)” des Satzes 2 in gewissem
Mass dhnlich der Konstruktion von E. Sysiada ([15]) ist, wodurch er einen einfachen Jacobsonschen
Radikalring explizit angegeben hat. Ein exakter Beweis von einem Lemma, das im wesentlichen die
Ungiiltigkeit von 2) in einem konkreten, von E, Sasiada betrachteten, Jacobsonschen Radikalring
bestitigt, kann in der gemeinsamen Arbeit von P, M. Cohn—E. Sasiada ([3] gefunden werden. Auch
cine dem ersten Beweisteil dhnliche Methode wurde von Verfasser (17) fiir ein anderes Ziel beniitzt,
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Fiir die Betrachtung einiger Eigenschaften der einfachen Jacobsonschen
Radikalringe, benétigen wir eine Vorbereitung. In jedem Jacobsonschen Radikal-
ring 4 ist die Abbildung

Pt X>(I—=a)x(1—a)~!

fir jedes feste Element a€A ein Ringautomorphismus, der quasiinner genannt
werden kann. Hierbei ist 1 freilich ein Operator, und (I —a)~* existiert bekanntlich
fiir jedes ac A4 und stimmt mit 1 —p liberein, wobei g+b—abh = aob = 0 ist.
Weiterhin bezeichne $ die Menge aller quasiinneren automorphen Bilder x¢, von
X fir jedes Element ¢ des Ringes.?3)

Es gilt der

Satz 3. Es sei A ein einfacher Jacobsonscher Radikalring, der eine der Solgenden
Bedingungen erfiillt:

(i) A hat kein von Null verschiedenes Element, das gleichzeitig ein Linksnull-
teiler und Rechtsnullteiler in A4 Ist;
(i) A hat kein von Null verschiedenes nilpotentes Element ;
(iii) A ist nullteilerfyei;
(iv) 4 ist anordnungsfiihig.
Dann ist die Menge % Siir jedes von Null verschiedene Element x € A unendlich,

BEWEIS, Offenbar folgt aus (iv) auch (iii) und aus (iii) ergibt sich (ii), weiterhin
hat (i) trivial (i) zur Folge. Deshalb gentigt es zu zeigen, daB die Menge £ in jedem

einfachen Jacobsonschen Radikalring mit der Bedingung (i) nur fiir x=0 endlich
ist,

Nehmen wir an, daB A ein einfacher Jacobsonscher Radikalring ist, der die
Bedingung (i) erfiillt, und ein Element x besitzt, fiir das ¢ eine endliche Menge ist.
Dann sei das Element ¥ durch

V= Tz= [T xg. (B st eine Teilmenge von 4)
ZCX acBS A

definiert. Wir werden y=0 zeigen, was der Bedingung (i) widersprechen wird.
Wegen der Symmetrie von J erhilt man ndmlich Y=y fiir jedes ¢,, und daher
ist das Rechtsideal R == yA invariant beziiglich aller quasiinversen Automorphismen
¥q-  Dann ergibt sich wegen (1—a)R(1 —q)-1 S R offenbar (1 —a)R C
= R(1—a) S R und somit gilt aRS R fiir jedes a€A, also ARCR. Hiernach ist

R ein zweiseitiges Ideal im einfachen Ring 4, woraus entweder y4=A oder y4 =0

folgt. Im ersten Falle gibt es Elemente uc A, pe A mit yu=yp und y4p—up — 0,
was

Yy=y(l-u)(1-2) = (y=xu)(1 —-1) =0

*) Ist der Jacobsonsche Radikalring kommutativ oder endlich (im letzteren Fall ist er auch nil-
potent), so ist ¥ fiird jedes x ¢ 4 cine endliche Menge, Deshalb bedeutet die Klasse derjenigen Jacob-
sonschen Radikalringe A, for die ¥ fiir jedes Element X€ A eine endliche Menge ist, eine solche
gleichzeitige Verallgemeinerung der kommutativen, Jacobsonschen Radikalringe und der endlichen
Jacobsonschen Radikalringe, wie die Klasse der vom Verfasser [18] betrachteten ,,nicht £2-Ringe”
eine gleichzeitige Verallgemeinerung der Artinschen Ringe und der kommutativen Ringe. Ahnlich
ist die Klasse der von B, H, Neumann ([11]) von und J, Erd6s ([5]) betrachteten FC-Gruppen eine
simultane Vcrallgemcinerung der endlichen Gruppen und der kommutativen Gruppen.

zur Folge hat, Eber
von A. In beiden F

Daraus ergibt sich a
(i) widerspricht, we
Satz 4. Es gil

Jacobsonschen Rad,

BeEweis. Das |

beziiglich aller quas
des Satzes 3, ein z

Problem 1. Git
ring?
Problem 2. Wi

Radikalringe mogli
schiedene Ringelen

4) Fir anordnung
statt des Elementes y =
dann formal reell. Ein
Nilring, denn die Pote



chen Jacobsonschen
obsonschen Radikal-

qtmmmrer genannt
existiert bekanntlich
-ab = gob = 0 ist.
ohen Bilder x¢, von

er eine der folgenden

1zeitig ein Linksnull-

2 A unendlich.

it sich (ii), weiterhin
e Menge X in jedem
ur fir x=0 endlich

ikalring ist, der die
endliche Menge ist.

n A)

vidersprechen wird.
:des ¢,, und daher
n Automorphismen
enbar (1—a@)R <
RS R. Hiernach ist
vA =4 oder yA=0
ind u+4v—up = 0,

en Fall ist er auch nil-
lasse derjenigen Jacob-
Menge ist, eine solche
nge und der endlichen
teten ,,nicht 2-Ringe”
ativen Ringe. Ahnlich
sten FC-Gruppen eine
:n Gruppen.

Beitrige zur Radikaltheoric der Ringe 271

zur Folge hat. Ebenfalls folgt y =0 im Falle 4 =0 aus der Linksannihilatorfreiheit
von A. In beiden Fillen erhélt man also y=0, folglich

1 (-a)x(i-a)t =

k=
Daraus ergibt sich auch x( ﬂ xrpm) x =0, was im Falle x 0 wirklich der Bedingung

(i) widerspricht, wenn k mogllchst klein gewdhlt ist. Es gilt also x=0, w. z. b. w.4)

Satz 4. Es gilt mit den obigen Bezeichnungen A= ZZA fiir jeden einfachen

Jacobsonschen Radrkab‘me A und fiir jedes von Null Lers-ch:edene Element x¢€A.

Bewess. Das Rechtsideal R=2zA ist von Null verschieden und invariant
ZEX
beziiglich aller quasiinversen Automorphismen und somit ist R, dhnlich dem Beweis
des Satzes 3, ein zweiseitiges Ideal, woraus R=4 folgt.

Problem 1. Gibt es einen anordnungsfihigen einfachen Jacobsonschen Radikal-
ring?

Problem 2. Wie kann die Bedingung (i) im Satz 3 fiir einfache Jacobsonsche
Radikalringe moglichst weit abgeschwicht werden, daB £ fiir jedes von Null ver-
schiedene Ringelement x eine unendliche Menge sei?

4) Fir anordnungsfihige einfache Jacobsonsche Radikalringe darf im Beweis des Satzes 3
statt des Elementes y = ITz(z¢ x) auch das Element y, = Xz2(z¢ %) betrachtet werden, denn A4 ist
dann formal reell. Ein formal reeller einfacher Jacobsonscher Radiakalring ist aber gewill kein
Nilring, denn die Potenzen positiver Elemente sind auch positiv.
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