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Uber das im Operatorring enthaltene allgemeine Radikal
eines Untermoduls

Von FERENC A. SZASZ in Budapest

Professor B. Szdkefalvi-Nagy zu seinem 60. Geburtstag gewidmet

Das Radikal einer algebraischen Struktur gibt die Singularitit der Struktur
in gewissem Sinne an. Oft kann man fiir eine Struktur mit einem Radikal (0) einen
Struktursatz bestitigen, der die Struktur mit Invarianten charakterisiert. Ein klassi-
sches Beispiel ist daftir der Wedderburn—Artinsche Struktursatz der Artinschen
Ringe mit Radikal Null (vgl. N. JacossoN [6, Chapter III]).

Als Verallgemeinerungen der Vektorriume tiber einem Schiefkérper, spielen
die Operatormoduln iber einem Ring in der Mathematik (so z. B. in der Algebra,
sowie auch in der Funktionalanalysis) eine wichtige Rolle. Wie es bekannt ist, definiert
die Aufgabe 5. 28 des Buches von A. KERTESZ [7, Seite 141] ein Radikal eines beliebi-
gen A-Rechtsmoduls M folgendermaBen:

I(M) =[x; x€d, Mx S o(M)];

wobei @ (M) den Frattinischen 4-Untermodul von M bedeutet. Man kann leicht
zeigen, daf} dieses Radikal (M) immer ein Ideal des Operatorringes A4 ist, derart,
daB I(M) das Jacobsonsche Radikal (siehe H. Jacosson [6, Chapter I, II]) des
Ringes A enthilt,

Andererseits hat O. STEINFELD [10] folgendes bewiesen: Sind .# ein Ideal eines
Ringes 4, und P ein Primideal von ., so ist der Idealquotient

P:l1=1Ja; acAd, Sa+af < P]

ebenfalls ein Primideal des Ringes 4. Weiterhin hat O. STEINFELD [11] einige Eigen-
schaften der Abbildung x—(x:y) untersucht, wobei (x:y) ein Rechtsresiduum in
einem verbandsgeordneten Gruppoid ist. Die Verbandsvereinigung zweier Rechis-
residuuma braucht i. allg. kein Rechisresiduum zu sein, und Verfasser [13] gibt
hinreichende Bedingungen an, damit diese Vereinigung wiederum ein Rechtsresi-
duum ist.
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Das Ziel dieser Arbeit is zwcifach, Eincrscits werden wir den Kertészschen
Begrifl des Radikals eines Moduls in zweien Stufen verallgemeinern, in dem wir (1)
auch 4-Untermoduln statt cincs 4-Rechismoduls und (2) auch Amitsur—Kuro§sche
allgemeine Radikale und Modulquotienten statt nur der Modulquotienien beniitzen
werden. Andererseits werden wir sowohl das Ergcbnis von SREINFELD [10], als
auch einige Resultate von Ion D, lon [5] verallgemeinern.

Beziiglich der bentitzien Begriffe verweisen wir auf G. Brkriosr [1], N. I. Di-
VvINSKY [2], L. Fucns [3], L. Fucus [4, Seiten 189—191 und 195—208], A. KERTlisZ
[7], L. Lesieur and R, Croisot [8] weilerhin aul F. Sz&sz [12] und G. SzAsz [14].
Es soll bemerkt werden, da3 unsere Beweismethoden manchmal den Methoden von
Ion D. Ion [5] und J. A. Ricey [9] dhnlich sind.

Definition 1. Fiir die A-Untermoduln L, und L, eines A-Rechtsmoduls M sei
Ly:Ly =[aja€d, Lya &S L]

Dieses nennen wir den Modulquotienten von L; und L,. Offenbar ist L,:L, ein
ideal von A4.

Definition 2. Sind R eine allgemeine (Amitsur—Kuro§sche) Radikaleigen-
schaft eines Ringes 4, und N ein 4-Untermodul eines 4-Rechtsmoduls M, so heifit
die maximale solche Untermenge R () von 4, fiir die R(N)/(N:M)=R(4)/(N: M)
gilt, das R-Radikal des 4-Untermoduls N.

Behauptung 3. R(N) ist ein Ideal von A, und es gilt (N:M)ZSR(N).
Beweis. Die erste Aussage folgt aus dem zweiten Isomorphismussatz und die

zweite Aussage ist trivial.

Behauptung 4. (1) Ist (N:M)=R(A), so gilt R(N)=R(4). (2) Sind ins-
besondere R=J das Jacobsonsche Radikal, und N= ® (M) der Frattinische A-Unter-
modul von M, so gilt J(N)=2J(4) (vgl. Aufgabe 5.28 von Kertész [7]).

Beweis. (1) Im Falle (N:M)=R(A4) bringt die Definition 2 und Axiom (C)
des Buches von Divinsky [2, Seite 3] R(N)=R(4) zur Folge. (2) Weiterhin erhélt
man J{(4) S ($(M):M)= (N:M) und wegen J(N)=2(N:M) ergibt sich auch
J(A) S I(N).

Definition 5. Sind R eine allgemeine Radikaleigenschaft von Ringen, und
N ein A-Untermodul eines A-Rechtsmoduls M, so heiit N ein R-primérer Unter-
modul in M, wenn fliir jedes Ideal 7 von 4, aus der Bedingung

mISN (meM)
immer m¢€ N oder IS R(N) folgt.

All rights reserved @ Bolyai Institute, University of Szeged



Radikal eines Untermoduls ) 373

Behauptung 6. Der A-Untermodul N eines A-Rechtsmoduls M ist fiir ein
Radikal R dann und nur dann R-primdr in M, wenn fiir jeden A-Untermodul K
von M und fiir jedes a€ A aus KaS N immer KEN oder ac R(N) folgt.

Beweis. Es seien N ein R-primirer A-Untermodul im A-Rechtsmodul M und
k€ K ein solches Element, fiir welches k¢ NV gilt. Bezeichne (a) das durch ein Element
a€ A erzeugte zweiseitige Hauptideal von 4. Dann folgt k(a) EN aus k(da)= (kA)a S
C Ka SN, und daher wegen k¢ N fiir I=(a) auch (a) SR(N) Hiernach ergibt sich
a€R(N).

Umgekehrt, nehmen wir an, dafl die Bedingungen der Behauptung 6 erfiillt
sind, und wir zeigen, da} N wirklich R-primér in M ist, Es seien m € M, und K=mA &
EN. Da fir jedes acl das Umfassen KI=mA. ISmISN hat KaSN zur
Folge, erhilt man a€ R(N) und somit auch I SR(N), w.z. b. w.

Behauptung 7. Es seien R eine Radikaleigenschaft von Ringen und I ein
beliebiges Ideal eines Ringes A. Nehmen wir an, dafi R(A/I) fiir jedes Ideal I von
A nilpotent ist. Ist N ein R-primdrer A-Untermodul im A-Rechismodul M, so ist das
Radikal P=R(N) von N ein Primideal von A.

Beweis. Sind I; und I, solche Ideale von 4, fiir die 7, -1, S Pund I, & P be-
stehen, so existiert ein Exponent e, fiir den M«(I;+1,)*C N und M+ (I, - ,)*"*&EN
erfiillt sind. Es seien K; = M -(I,1,)°"!, k€K, und k¢ N. Dann erhilt man
(ki IDI, = ky(I1,) € K I;I, S N, und wegen I; £P auch k,J; EN. Es sei k,
ein beliebiges Element von K,=k,I; mit k,¢N. Dann gilt k,I, S N, folglich, wegen
k,4¢N, auch 4,E P=R(N), w.z. b.w,

Behauptung 8. Es seien A ein rechtartinscher Ring oder ein rechtsnoetherscher
Ring, und R das Baer—Koethesche obere Nilradikal. Ist N ein R-primdrer A-Unter-
modul des A-Rechtsmoduls M, so ist das R-Radikal P=R(N) von N ein Primideal von A.

Beweis. Nach einem Satz von J. LEviTzK1 [2] ist R(4/#) nilpotent fiir rechts-
noethersche Ringe 4. Weiterhin ist R(4/.#) ebenfalls nilpotent nach einem Satz von
CH, Hopxins [2] fiir rechtsartinsche Ringe. Deshalb ist es geniigend Behauptung 7
fiir diese Fille anzuwenden.

Definition 9. Es seien R eine Radikaleigenschaft von Ringen, und N ein
A-Untermodul eines A-Rechtsmoduls M, weiterhin P=R(N) das R-Radikal von
N. Dann heiit N, ein P-primirer Untermodul, wenn P=R(N) ein Primideal von
A ist.

Satz 10. Es sei R(A/I) nilpotent fiir jedes Ideal % von A. P ist .cin Primideal
von A, und Nist ein P-primdrer A-Untermodul von M dann und nur dann, wenn die
folgenden Bedingungen gleichzeitig erfiillt sind: ;
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(1) Fiir jedes Ideal I von A und jedes mé M folgt immer aus mI SN die Rela-
tion m¢ N oder IS P;

(2 (V:M)&P;

(3) Ls gibt einen Exponenten e fiir jedes Hauptideal (x) S P, derart,dafi M - (x)° SN
besteht,

Beweis. Ist N ein P-primérer A-Untermodul, so folgt (1) und (2) unmittelbar
aus der Definition 9. Da R(4/I) nach der Voraussetzung stets nilpotent ist, folgt
aus (x) EP=R(N) die Existenz eines Exponenicn e derart, daB M- (x)° & N gilt.
Dies bedeutet aber, daBl auch (3) erfiillt ist.

Umgekehrt, nehmen wir an, daB die Bedingungen (1), (2) und (3) fiir N be-
stehen. Wir werden zeigen, daBl P=R(N) gilt, und, daBl P ein Primideal von 4 ist.

Ist ndmlich x ein beliebiges Element von P, so gill wegen (3) M-(x)* S N
mit einem geeignelen Exponent e. Es sei P, ein beliebiges Primideal von 4 mit der
Bedingung

N:M)< P,.

Wegen (x)°«S P, und (] P,=R(N) erhélt man dann x€ R() und somit PSR(N).

Das umgekehrte Umfassen R(NV) & P werden wir folgendermafien zeigen. Ist
y ein beliebiges Element von R(N), so gibt es wegen der Nilpotenz von R(A/I)
einen Exponenten e, derart, daf3

M-(»)SN und M-())"EN

bestehen. Ist hier e=1, so gilt (») S (N: M), woher man wegen der Bedingung (2)
(») S P, folglich R(N)ZS P erhilt. Ist aber e=2, so seien K=M- (y)°~!, weiterhin
k€K und k¢ N. Wegen

k() &SM-(yFEN

und wegen der Bedingung (1) ergibt sich (y) S P, folglich y€ P und daher auch
B(N) C P, womil alles notiges bewiesen ist.

Behauptung 11. Es seien R das Baer—Koethesche obere Nilradikal und A
ein rechtsnoetherscher oder ein rechtsartinscher Ring. Dann sind die Behauptungen
(1), (2) und (3) des Satzes 10 notwendig und hinreichend, damit P ein Primideal von A
und N ein P-primdrer A-Untermodul von M sind.

Beweis ist dhnlich dem Beweis der Behauptung 8, und somit kann er weg-
gelassen werden.

Bemerkung 12. Der Ring Z der ganzen rationalen Zahlen ist Noethersch
aber nicht Artinsch. Dagen ist ein Zeroring iiber einer Priiferschen quasizyklischen
additiven Gruppe C(p™) Artinsch aber nicht Noethersch (siehe L. Fucss [3]).
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Behauptung 13. Es sei R(A/I) nilpotent fiir jedes Ideal # von A. Fiir ein
festes Primideal P, der Durchschnitt endlich vieler P-primdrer A-Untermoduln N;
(j=1,2, ..., k) wiederum P-primdr im Modul M.

Beweis. Wegen N = (e] N; und wegen der Bedingung (2) des Satzes 10 er-
j=1

ji=
hilt man (N:M)ES(N;:M)S P. Weiterhin gibt es wegen der Bedingung (3) des
Satzes 10 fiir x € P geeignete Exponenten e; mit

M.(x)¢s & N (J=12,..,k).

Es sei nun e=max (e;, €,, ..., ¢). Dann gilt auch M- (x)°CN. Es sei weiterhin 1
ein beliebiges Ideal von A. Bestehen me M, m¢N und mIS N, so gibt es einen
Index j mit m¢ N, woraus wegen mIS N; offenbar IS P=R(N) folgt, w. z. b. w.

Jetzt beweisen wir die folgende Verallgemeinerung des erwdhnten Ergebnisses
von Steinfeld, die folgendermaBen lautet:

Satz 14. Es seien R eine Radikaleigenschaft von Ringen derart, dafy R(A/I)
Sfiir jedes Ideal I eines Ringes A nilpotent ist, P ein Primideal von A, N ein P-primdrer
A-Untermodul des A-Rechtsmoduls M und I ein Ideal von A mit der Bedingung
IS P=R(N). Ist nun
N* =[m;meM, mS < N],

S0 ist N* ein A-Untermodul von M, derart, da N* auch P-primdir in M ist.

Beweis. Wir werden den Satz 10 auf N* anwenden. Ist x ein beliebiges Element
von (N*: M), so bestehen

Mx S N* und MxSZCN.

Wegen IS P=R(N) erhilt man offenbar Mx S N, woher x€ (N: M), folglich auch
(N*:M)S (N:M)CS P. Deshalb gilt die Bedingung (2) des Satzes 10 fiir N*.
Es seien nun B ein Ideal von 4 und m ein Element von M, derart, daB

mB S N* und m¢N*
erfillt sind. Nach der Definition von N* ergibt sich:
mBI & N,

und wegen NS N* auch mBISN* Wegen I £P=R(N) und wegen der Bedin-
gung (1) des Satzes 10 hat BI S P offenbar BE P zur Folge, denn P ist ein Prim-
ideal von 4.

Wegen der Bedingung (3) des Satzes 10 gibt es fiir jedes x € P=R(N) einen
Exponenten e mit M- (x)*S N. Wegen NE N* erhéilt man aber auch M. (x)°S N¥,
w. z. b. w.
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