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Irodalomjegyzék

BEVEZETES

Doktori értekezésem témaja az alapkutatasokhoz, pontosabban az absztrakt
algebrahoz tartozik. Ertekezésemben igyekszem attekintést nyujtani (bar olykor,
helykimélés végett, csak vazlatosan) a legutobbi tizenkét évben végzett olyan kuta-
tasaimrdl, amelyek bizonyos algebrai strukturak altaldnos vagy konkrét radikal-
jainak a vizsgalatat tilizték ki céljukul. Megjegyzem, hogy korabban irtam Radikale
der Ringe (Gylirik radikaljai) cimmel az Akadémiai Kiado részére egy monografiat,
amely nemsokara meg fog jelenni. Disszertaciém anyaga azonban lényegesen kilon-
bozik a monogrifidm anyagatol, mert utébbi féleg kompilativ munka, viszont érte-
kezésemben sajat kutatasokrol van szo, bar az értkezésem 3., 4. és 5. §-ai WIEGANDT
RicHARDdal kozosen végzett kutatasaimrol, a 10.§ egy része pedig részben
Lajos SAnNDORral koézésen végzett kutatdsaimrdé! szamolnak be. Masfelsl, mig
a monografidmban csak asszociativ gyliriik és alternativ gyliriik radikaljai szere-
pelnek, addig az értekezésemben megemlitem a gy(iriik radikaljai mellett a kate-
goridknak, Hashimoto-féle univerzalis algebrak (igy pl. nem kommutativ csoportok,
gyliriik vagy a Higgins-féle multi-operator csoportok, vagy alulrdl korlatos, relativ
komplementumos, disztributiv halék) automorfizmus-csoportjainak, vagy tetsz3-
leges csoportoknak vagy zéruselemes félcsoportoknak a kérében végzett bizonyos
radikalelméleti vizsgalataimat is. (Ezekhez lassuk az értekezés irodalomjegyzékében
a [24] és [25] dolgozatokat, tovabba a [36], [37], [38] stb. jelzésiiekt8l egészen a [85],
[86] és [87] jelzésiiekig terjeds, tehat Gsszesen kb. 6tvendt idevago tartalmu dolgoza-
tot.! Megjegyzem, hogy disszertacidim jobb megértéséhez az olvasd esetleg tanul-
manyozza a magyar nyelvii Osszefoglalé [57], [58] és [59] dolgozataimat, amelyek

1 Lasd még a 7.§. 3. libjegyzetét is.
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ugy is tekinthet6k, mint a mar emlitett német nyelvii monografiimnak magyar
nyelvii vazlata (a monografiabdl tartalmazva az Osszes definiciét és bizonyitas
nélkiil az Osszes tételt).

Gyliriik altalanos és konkrét radikaljairdl, mint jél ismert, N. DIvINsKY [9]
bevezetd angol konyve adta az elsG (teljességre nem torekv3) Osszefoglalast. Ezt
a konyvet az olvasé szintén haszonnal tanulmanyozhatja. Megjegyzem azonban,
hogy értekezésemben definidlni fogok minden nem kozismertnek tekinthet8 fogal-
mat, éspedig ezt nem egy kiilén §-ban teszem, hanem a kiilénbozé §-okban mindig
ott definialom Gket, ahol el8szor sziikség van rajuk. Az értkezésben felhasznalt
altalanos és alapvetd fogalmak pl. REDEI LAszL6 [26], FucHs LAszLO [11], KERTESZ
ANDOR [23] és SzAsz GABor [88] konyveiben megtalalhatdk. (I’Jjabban érkezett
meg — ti. a monografiam elfogadas éta — Magyarorszagra MARY GRAY, A Radical
Approa;‘h to Algebra, Washington, Addison—Wesley Publ. Comp. (1970) érdekes
koényve).

Miként ismeretes, a radikalok torténetileg el6szor egy kommutativ test felett
vett végesrangu-algebraban figy jelentek meg, mint a gyiir{i szingularitisat, a sza-
balyostdl, a ,,jotél” vald eltérést bizonyos értelemben lemérd idealok. Ebben az
esetben WEDDERBURN 1gy definialta a radikalt, mint a gy(ir{i 6sszes nilpotens ideal-
janak az Osszegét. A radikdlmentes végesrangi algebrikat WEDDERBURN félig-
egyszeriieknek nevezte, és ezekrdl kimutatta, hogy egyszerii algebraknak a direkt
Osszegei, és hogy minden végesrangi egyszerii algebra izomorf egy ferdetest felett
vett teljes matrixgyilriivel. HOPKINS észrevette azt, hogy az igy definialt radikal
maga is nilpotens lesz minden, a jobbidedlokra nézve minimum-feltételli gyiiriiben.
ARTIN pedig azt mutatta meg, hogy a végesrangli féligegyszerii algebrakrdl sz6lo
Wedderburn-féle két struktura-tétel is altalanosithaté a jobbidealokra nézve mini-
mum-feltételii gyfirlik szélesebb osztalyara. Ebben az esetben a féligegyszer@i jobb-
artin-féle gyliriik invaridnsokkal irhatdk le, ahol az invariansrendszer véges sok
ferdetestbdl és véges sok természetes szimbol all (utdbbiak a ferdetest felett vett
teljes matrixgy(riik tipusai).

A jobbartin-féle gyfirliknél azt lattuk tehat, hogy a gylirii szerkezete szép és jo
bizonyos értelemben (ti. a gylr{i invariansokkal izomorfia erejéig egyértelmiien
jellemezhetd), ha a radikal a lehetd legkisebb, ti. éppen (0), masfell a gy(lr(i szer-
kezete kevésbé szép és jO, ha a radikal a lehetd legnagyobb, ti. maga a gy(ir{i. (Ebben
az esetben SZELE és WIEGANDT jOl ismert tételei, illetve a szerz8 jelen disszertacio-
janak 51. és 52. Korollariumai mondanak ki valamit a gyiir{i szerkezetérdl, de az
olyan nem jobbartin-féle vagy nem balartin-féle gyiiriikr8l, amelyek egybeesnek
nilpotens idealjaik Osszegével, strukturalis szempontbdl altalanossagban alig ismert
valami, hiszen e gylirlik még annihilator-mentesek is lehetnek.)

A radikalelmélet fejlédésének kovetkezd lancszeme (1943-t6l 1953-ig) az a kor-
szak volt, amikor a radikalt, mint a gyiir(i szingularitasat bizonyos moédon lemérni
igyekvé bizonyos idealt, végességi feltételek nélkiili tetszéleges (asszociativ) gyliriik-
ben nilpotencia, nil, jobbkvaziregularitds és mas konkrét regularitis-fogalmakkal
definialtak. Igy j6tt 1étre a Baer-féle alsé és felsG nilradikal, a Koethe-féle, a Levitzki-
féle, a Jacobson-féle és a Brown—McCoy-féle radikal a gylirikben (v6. B. BROWN—
N. H. McCoy [7]. N. Divinsky [9], N. Jacosson [19]).

Késdbb, 1953-ban, egymastol fliggetleniil, AMiTsur és Kuros Aaltalanosan,
axiomakkal definialta (lasd. az 1. §-t) a gyliriik radikaljait. Ezek az altalanos radi-
kalok mar nem feltétleniil mérik le a gylirli bizonyos szigularitasat, hiszen az is

3 MTA II1. Osztdly Kdézleményei 22 (1973)




218 SZASZ F.

eléforduthat, hogy bizonyos, egy radikalra nézve féligegyszerli gylirik éppen radi-
kalgyiiriik lesznek egy masik radikalra nézve. S6t P. N. STEWART [33] (ehhez 1asd
az értkezés 6. §-at is) olyan nemtrividlis gyliriosztalyt is megadott, amely egyrészt
gyliriknek egy teljes radikalosztalya, masrészt pedig ugyanakkor gyilirliknek egy
teljes féligegyszerli osztalya is?. Egyébként az Amitsur—Kuros-féle radikalfogalom
gyliriikre olyan &ltalanos mar, hogy barmely gytiriiosztaly beagyazhatd egy teljes
radikalosztalyba, és bedgyazhaté egy masik gylirGosztalyba is, amely viszont egy
teljes féligegyszerd osztaly lesz egy masik radikalra nézve. Gyiriik altalanos radi-
kalelméletének igen nagy irodalma jott létre, ennek legkivalobb kutatdi koézil pl.
AMITSUR, KUROS ANDRUNAKIEVIC, RJABUCHIN, DIVINSKY, SULINSKI, LEAVITT stb.
nevei emlithetOk! :

Az altalanos radikalelmélet gylirliik esetében tehat abbdl a célbdl jott létre,
hogy megvaldsitsuk a gylirlielmélet céljat: az Gsszes gylrd leirasat, meghatarozasat
vagy jellemzését.

Tlyen médon a radikalelmélet az algebra igen fontos és modern agava valt,
amit még jobban megerdsitett az a tény, hogy A. G. Kuros (majd késébb B. I.
PLOTKIN) csoportokban, majd SULGEIFER, DicksoN, Livsic, SULINSKI, RJABUCHIN
stb. pedig, még altalanosabban, kategdridkban is vizsgalni kezdtek altalanos és
konkrét radikalokat. Szerzé [77]. [79] és [80] dolgozatai pedig a zéruselemes fél-
csoportok altalanos radikal-elméletét kezdték meg kiépiteni. (MegjegyzendS, hogy
korabbi nagyszami konkrét radikalt zéruselemes félcsoportok esetében méas szerzék
vizsgaltak, ezek [77], [79] és [80] irodalomjegyzékében szerepelnek, de ilyen p. szerzd
[47] dolgozata is).

Az értekezésben felhasznalt kutatdsi modszerek valtozdak, mindig a vizsgalt
témahoz idomulnak, de altalaban axidmatikus modszerek. Elég sok az értekezésben
az explicit példakonstrukcio is, ami az érintett eredmény természetébdl adddik.
Ujra kiemelem, hogy a 3., 4. és 5.§-0ok eredményeit csak 50—50%-ban vallom
magaménak, a 10. § eredményeit pedig kb. 80%-ban tekintem sajit eredményeim-
nek, mert ezek teljesen vagy részben tarsszerzOvel kOzGsen végzett kutatasokrol
szO0lnak. A tobbi paragrafus anyaga teljesen a sajat kutatisaim eredménye.

Az értekezésemben nem minden eredményt bizonyitok be, hanem, t6bb kolléga
javaslatara és helykimélés végett, bizonyos eredményeket bizonyitas nélkiil ismer-
tetek, de megjelolom ilyenkor azt a dolgozatomat, ahol a bizonyitas megtalalhato.
Egyébként minden §-t azon dolgozataim megemlitésével kezdek, amelyekben az
illet6 § anyaga részletesebben szerepel.

Minthogy az olvasd, a disszertacid teljes értékeléséhez ugysem elégedhetik
meg pusztan csak a bevezetes elolvasisaval, megemlitem, hogy az egyes §-ok ered-
ményeinek masok korabbi eredményeihez vald viszonyat, illetve egy-egy megoldott
probléma torténetét az olvasé az egyes §-ok elején részletesen megtalalhatja. Tovabba
igyekeztem az egyes §-oknak a cimeit részletesebben megfogalmazni, hogy mar
abbol is viszonylag sok dolog kideriiljén a § tartalmara vonatkozolag. Ezért ebben
a bevezetésben csak a koOvetkezd igen vazlatos tartalmi ismertetést emelem Kki:

Az elsé fejezet altalanos radikalokat vizsgal gylirlikben, kategoriakban, igy
pl. a 4. § a transz-szabad képként el6allé radikalobjektumokat, és a 7. § egy rész-

? Kordbban V. A. ANDRUNAKIEVICS, Dokladii AN S$zS5zSzR 113:3 (1975) 490. oldalon és
a Matr. Szbor. 55 (1961) 344. oldalan adott példat ilyen osztalyra.
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modulus gylirliben vett altalanos radikaljat is elemzi, mégpedig f6képpen a primér
részmodulusokat targyaiva.

A II. fejezet a gyiriik gyengén szubidempotens radikaljait, a III. fejezet pedig
a gyiriik gyengén nilpotens radikaljait vizsgalja.

A disszertacionak a szerintem talan legmélyebb eredményei a IV. és V. feje-
zetekben talalhatok, tehat ezek a Jacobson-radikallal kapcsolatban allanak, és
KEerTEsz, FucHs, SzeLE, REDEI, STEINFELD, HAINAL és WIEGANDT egyesével kiilon-
kilon, vagy parosaval vagy harmasaval k6zosen felvetett bizonyos problémaira
adnak valaszt. Megemlitem, hogy pl. a 17. §-ban egy példakonstrukciém szimultan
megoldast ad Rédei egy félcsoportelméleti és KERTESZ egy gylirlieiméleti problé-
majara.

Végiil a VI. fejezetben bizonyos Hashimoto-féle univerzalis algebrak automor-
fizmus-csoportjanak, valamint a zéruselemes félcsoportoknak a radikaljait téar-
gyalom. A VI. fejezet tanulmanyozasahoz tehat elonyds do]og ismeretekkel rendel-
kezni multioperatorcsoportokrdl és haldkrdl is.

Természetesen, a bevezetés eme vazlatos tartalmi ismertetésénél mar az elGbb
kozolt tartalomjegyzék is tGbbet koz6l, amely az egyes §-ok részletesebb cimeit is
tartalmazza.

Még tobbet tudhat meg az olvasé az értekezés tartalmardl az Osszes huszondét
§ bevezetésének és az értekezés Osszes szazharom tételének (illetve korollariuma-
nak) alaposabb megnézésébsl. A bizonyitdsok attanulmanyozasa pedig arra is
fényt vethet, hogy a hasznalt t&bbféle bizonyitasi médszer tényleg eléggé fiigg a bizo-
nyitandd allitas természetétdl.

1. FEJEZET

ASSZOCIATIV S ALTERNATIV GYURUK, VALAMINT
KATEGORIA-OBJEKTUMOK ALTALANOS RADIKALJAIROL

1. §. Gyiiriik altalanos radikaljai Amitsur—Kuros-féle axiéma-rendszerének
relativ fiiggetlensége és Steinfeld Otté egy problémajinak a megoldasa

Ennek a §-nak az anyaga részletesebben megtalalhatd a szerz6 [67] dolgozata~
ban. Alternativnak neveziink egy A gyiirit, ha 4 barmely két eleme asszociativ
részgylirlit general. Ezért barmely asszociativ gyiirii alternativ. Masfel6l a valods
szamtest felett vett Cayley szamok nyolcdimenzids algebraja alternativ, de nem
asszociativ gyilird. Mint jol ismert, a Cayley szamok bazisa B=[1, e,, e, ..., €}
nyolceleml halmaz, amelyre a szorzas definicidja:

lei = eil = ei
eiej'{'ejei:(), ha i#j
e} =1
€i€iy1 = €iy35, €436 = €41, €;11€43 = €.

Masfel6l egy A gylirii E részgyiiriijét elérhetének nevezziik, ha van olyan véges
hosszl részgytiriilanc
E=A,cA,cA,C...CA4,=A,

3* MTA III. Osztdly Kozleményei 22 (1973)
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amelynél A; ideal 4;,,-ben (i=0, 1, ..., n—1). R. BAER [6] igazolta, hogy egy asszo-
ciativ gylirli barmely nilpotens elérhetd részgyliriije beagyazhaté egy nilpotens
idealba.

Legyen S tetszOleges gyliriiosztaly, amely barmely A€ S gy{iriivel egyiitt tartal-
mazza A-nak az A¢ izomorf képét is. Ha A€ S, akkor az A gyiirlit S-gylirlinek
nevezzilkk. Ha az 4 gyir{i egy [ idedlja S-gylir{i, akkor azt mondjuk, hogy I egy
S-ideal A-ban. Ha A tartalmaz olyan, S(A)-val jelolt, S-ideélt, amely tartalmazza
a gylirli minden mas S-idealjat, akkor az S(A4) idealt az 4 gylirli S-radikaljanak
nevezziik. Lathatd, hogy az S-radikal altalaban nem létezik, ha S éppen az Gsszes
véges gyliri osztalya, ezért nem teljesiil automatikusan minden S osztalyra, hogy
az S(A4) radikal minden A4 gyiiriiben 1étezik. Ha az 4 gy(lirliben (0) az egyetlen
S-ideal, akkor A-t S-féligegyszerlinek nevezziik. Nyilvan, ha S az Osszes gy(ri
osztalya, és ha A2=A, akkor A-nak az S-féligegyszeriisége éppen A egyszerliségét
Jjelenti.

Az R gylirliosztaly Amitsur—Kuros-féle radikal-gyiirik osztalya, ha az alabbi
(I, (D) és (III) axioma teljesiil:

(I) Ha A€R, akkor A barmely A¢ homomorf képe is az R osztalyhoz tar-
tozik.

(II) Az R(A) radikal létezik minden A4 gyiiriiben, vagyis minden A4 gyir{i
tartalmaz olyan R(A)€R idealt, amelyben benne van A Osszes tObbi R-ideilja.

(II1) Az A/R(A) faktorgylirli R-féligegyszerii, vagyis

R(A/R(A4)) = (0) érvényes.

Jelolje x marmost az (I), (IT) vagy (III) axioma valamelyikét, X pedig az x logikai
tagadasat. Jelsljon u, v, w az x és X jelekbol all6 haromelemii sorozatot, és (v, v, w)=1
jelolje azt, hogy az (u, v, w) axiémarendszer ellentmondastalan, (u, v, w)= pedig
jelentse azt, hogy az (u, v, w) axidmarendszer ellentmondasos. Az vilagos, hogy
(I1) és (III) nem fiiggetlenek, mert (III) felhasznalja az (II) axidmaban szerepld
R(A) ideal fogalmat. Ha egy u, v axidmaparra

(u,v) = @{,v)=w,?) =@d =t

teljesiil, akkor u és v teljesen fiiggetlen egymastol.

1. El6szor megmutatjuk, hogy (I, I, III)= 4, vagyis, hogy létezik legalabb
egy radikalosztaly. Ilyen modell a radikalaxiémak teljesiilésére pl. az Gsszes Jacobson
radikalgyirii R=J osztalya, tehat 4€ R=J akkor és csak akkor, ha 4=J(4), ahol
J(A) jelenti A Jacobson-radikaljat. Masik, talan egyszerlibb példa az, hogy A€R
legyen akkor és csak akkor, ha A2=A. Ugyanis (I) nyilvan teljesiil akkor R-re,
tovabba, minthogy idempotens idedlok Osszege maga is idempotens idedl, nyilvan
(D) is teljesil. Végiil (III) az izomorfia-tételek miatt teljesiil.

2. Most azt igazoljuk, hogy (I, II, III)= t. Legyen S mindazoknak az 4 gyi-
riiknek az osztalya, amelyek egybeesnek nilpotens elérhet8 részgyfiriiik Osszegével.
(I) nyilvan teljesiil, tovabb (IT) is érvényes, mert egyrészt ,.elérhets részgyliriinek
lenni” tranzitiv relicié, masrészt, minthogy BAER [6] szerint minden nilpotens elérhetd
részgylirii beagyazhaté egy nilpotens idedlba, az elérhet8 részgyiiriik S(4) Osszege
éppen az A gylirii osszes nilpotens idealjdnak az Osszege lesz. Legyen most J;; a
Kronecker-féle szimbdlum, és A az a gy(rii, amelyet az a, és a;; elemek (1=i=2;
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l=j=2; k=1,2,3,4,...) generdlnak az alabbi definidlo relacickkal:
@ = alpyx = aly = 8o+ 01z =
= Qi Qo+ 02 ik = Giyjyay * Digjoky + Oy 13Oy ke B oy =
= 2ay = 2a;5 = 0,

ahol i"i”. K6zvetlen szamolas igazolja, hogy A asszociativ nilgyiirii (azaz minden
elem nilpotens), s6t 4 egy MHR-gylir{i is lesz (vagyis teljesiil a féjobbidealok mini-
mum feltétele) és minden y;=x;:x,...x; (x;€A4) szorzat egy elég nagy indextdl
kezdve csupa 0.
Minthogy
a0 & ayu€(a),,

ezért az (a,), f6jobbideal nem nilpotens, €s ezért g, nincs benne az Gsszes nilpotens
ideal Osszegében. Tehat mar asszociativ MHR-gylirik esetében is érvényes lehet,

hogy
S(A/S(A)) # 0,

ami tényleg (I, IL, III)=t fennalldsat mutatja. Ez a példa megoldja STEINFELD
OTT0 egy problémajat, aki azt kérdezte, hogy a nilpotens idealok 6sszege nilpotens-e
minden MHR-gyiriiben.

3. Mutassuk meg azt, hogy (I, II, III)= 4. Legyen S mindazoknak az A gyfi-
riiknek az osztalya, amelyek egy régzitett p primre mindazon E, nilpotens elérhetd
részgyliriiiknek az Osszegei, amelyekre p?E,=0, de legalabb egy B indexre pE; =0,
ahol kE={ke; ecE, k rogzitett egész szam}. Vilagos, hogy A€ S esctén A/pA¢ S,
ezért (I) nem teljesiil. Legyen S(A4) az Osszes S-idedl Osszege A-ban. Minthogy
S(A)€S, és S(A) az A minden S-ideéljat tartalmazza, érvényes (I1I). Legyen most
A olyan gyiir{i, amelyre 42=0 és amelynek az additiv csoportja p*-rendi ciklikus
csoport. Ekkor

S(A4/S(4)) = A]S(4) # (0)

miatt (IIT) teljesiil, mert S(4)=p*4, és igy @ I, )= t.
4. Hogy (I, II, IIN)= 4 is érvényes, kovetkezik abbdl, ha S vagy az Osszes
nilpotens gyliri osztalya, vagy az Osszes véges gyiirli osztalya. Ha pl. S.. az Osszes

nilpotens gylirli osztalya, legyen 4= > ® B,, ahol Bi*'=0, de Bi=0. Ekkor B,
n=1

nilpotens idedl, és ezek 4 direkt dsszege olyan nilgyiiri, amely nem nilpotens.

5. Igazoljuk azt, hogy (I, II, IIl)=+t. Ha mar pozitiv irAnyban eldontott
volna az a még nyitott probléma, hogy a Fuchs-féle Z, zeroid pseudoradikalra
mindig teljesiilne

(*) Zy(4/Z,(4)) = (0),

akkor S lehetne mindazon A gyliriik osztilya, amelyre Z,(4)=A, ugyanis ekkor
az (I) axioma nem teljesiil. Ezt a zeroid pseudoradikalt, altalinositasait és ezek
dualizalasait a 2. §-ban részletesebben vizsgiljuk majd. Minthogy azonban (%)
nincs még sem bizonyitva, sem cafolva, masik példat valasztunk. Legyen S, tovabbi
céljaink érdekében, mindazon gyiiriik osztalya, amelyek nem izomorfok a K két-
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elemii testtel. Ekkor (I) nyilvin nem teljesiil, mert A=K@ K=S, hiszen 4 és K
egymassal nem izomorfok, viszont A/K=< K¢ S. Tovabba (II) nyilvan teljesiil. Ekkor
K egy S-féligegyszerli gyiirli lesz, és az Gsszes K417 idedl Gsszege, ahol I befutja
A idealjait maga A4 lesz és K=1#0 eietén K+1I¢ S miatt A€ S, tehat S(4/S(A4))=(0)
miatt (III) teljesiil. Ezért tényleg (I, 1L, = t.

6. Végiil bebizonyitjuk, hogy (I, II, III)=* is lehetséges. Legyen ehhez §
az Osszes nullosztomentes gyiirli osztalya. Ha Z a racionalis egész szamok gyiirije,
akkor

ZeS de Zj4zZ¢ S

miatt (I) nem teljesiil. Masfelol az 4 =Z @ Z direkt Gsszegben nem 1étezik az S-radikal,
mert ez tartalmazna A-t, de A¢ S. Ezért (II) és (III) sem teljesiil.

Lattuk tehat, hogy az Amitsur—Kuros axiomak relativ fiiggetlenek mar az
asszociativ gyliriik és ezért még inkabb az alternativ gylirlik osztalya felett.

2.8. A Fuchs-féle zeroid pseudoradikal altalanositasai,
mint tovabbi fontos példak az Amitsur—Kuros axiomak relativ fiiggetlenségére

Ennek a §nak az anyaga megtalalhaté a szerz [37], [81] dolgozataiban.

Fuchs LAszLo [10]) definidlt asszociativ gyliriiben egy zeroid pseudoradikalt,
amely minden zérus-osztomentes gylirliben (0). Viszont pseudo-radikalgyiri lesz
minden olyan gylirli, amelynek minden eleme egyidejiileg balnulloszté és jobbnull-
osztd. FucHs [10] igazolta azt is, hogy direkt Gsszeg pseudoradikilja, ha egyik
direkt Osszeadandd sem pseudo-radikalgy(irli, egybeesik a direkt Gsszeadanddk
pseudoradikaljainak a direkt Osszegével. Ha pedig legalabb egyik direkt Gsszeadan-
do pseudo-radikalgyfir{i, akkor maga a direkt Osszeg is pseudo-radikalgytrd.

Fucas [10] legutobb emlitett eredményébdl adodik, hogy bdrmely gyiirii el6all
tigy, mint bizonyos pseudo-radikalgyiiriinek egy alkalmas homomorf képe, ezért
az 1. §ban emlitett Amitsur—Kuros-téle (I) axiéma nem teljesiil a Fuchs-féle zeroid
pseudo-radikalgylirtik Z, osztalyara. Tehat a Fuchs-féle zeroid pseudo-radikal-
gylriiket tartalmazd Amitsur—Kuros-féle legsziikebb radikélosztaly az dsszes
gyliriit tartalmazza. Masfel6l mar négyelemii olyan A= {a} gyiirdi is létezik, ahol
2a=a*+a*=0 (a*=0), ugy, hogy A pseudo-radikalgylirii, bAr e=a?>=0 idempotens
elem a gyliriben.

A Fuchs-féle [10] zeroid pseudoradikalt itt nem definialjuk, hanem ennek egy
tobl1épesds altalanositasat fogjuk értelmezni, és majd megmutatjuk, hogy a tobb-
féle specialis eset kozt melyik lesz éppen a Fuchs-féle zeroid pseudoradikal.

Legyen T egy teljes halo, 0 a legkisebb eleme, i a legnagyobb eleme. T-nek
egy F részhalmazat fels6 halmaznak nevezziik, ha x€ F és x =y esetén mindig y€ F.
Vilagos, hogy 0€ F akkor és csak akkor teljesiil, ha F=T. Egy F fels6 halmazt

végesjelleglinek neveziink, ha V x,€F esetén létezik A-nak olyan véges B rész-
acAd
halmaza, hogy mar U xz€ F is teljesil. Ezeket roviden v-felsé halmazoknak hivjuk.
€B

Véges sok v-felsé halmaznak halmazelméleti metszete és tetszbleges sok v-felsd
halmaznak a halmazelméleti egyesitése szintén v-felsé6 halmaz.

Legyen x€T tetszGleges olyan elem, amelyre x4 F, ahol F egy v-felsé halmaz.
Azt mondjuk, hogy y€T egy (F, x)-elem, ha yUx¢ F. Tovabba z<£ T erdsen (F, x)-
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elem, ha zUyUx4¢ F teljesiil minden olyan y elemmel, amely (F, x)-elem T-ben.
Nyilvin maga x erdsen (F, x)-elem, és minden erGsen (F, x)-elem még inkabb
(F, x)-elem.

1. TETEL. T dsszes erdsen (F, x)-elemének a z(F, x) egyesitése szintén erdsen
(F, x)-elem, amely egybeesik az dsszes maximdlis (F, x)-elem metszetével.

Bizonyitds. Minthogy a haloegyesités asszociativ miivelet, véges sok erdsen
(F, x)-elem egyesitése erdsen (F, x)-elem. A végtelen egyesités erGsen (F, x)-elem
pedig a v-felsé halmaz deflnicidja miatt lesz, ugyanis ha

V z,UyUx€F

volna egy bizonyos y (F, x)-elemmel és ha w,=z,Uy{ x akkor V w, € F miatt van
olyan véges BC A4, hogy U wg € F tehat (U zg) UyUx€F, aml lehetetlen Ezért

V z, is erésen (F, x)- elem
a€A
ZORN lemmaja szerint minden y (F, x)-elemhez van olyan m=y elem T-ben,
amely maximdlis (F, x)-elem. Legyen m, a maximalis (F, x)-elemek metszete, és
meg fogjuk mutatni, hogy
my = z(F, x)

Ha y egy tetszbleges (F, x)-elem, és m olyan maximalis (F, x)-elem, amelyre m=y,
akkor
myUyUx = mUmUx = mUx¢ F

miatt m, erésen (F, x)-elem, tehat my=z(F, x).

Megforditva, ha m egy maximalis (F, x)-elem, akkor z(F, x) Um szintén (F, x)-
elem, tehat z(F, x)=m, és igy z(F, x)=m,. Tehat valoban my=z(F, x).

Legyen most 7 egy negativan rendezett teljes haldgrupoid, vagyis egy teljes
hald, amely ugyanakkor grupoid is, amelyben teljesiilnek az alabbi axiémak:

1.a-b=anb
2. a(bUc) = abUac
3. (@Ub)e = acUbc

T-nek egy F v-fels6 részhalmaza v-felsé részgrupoid, ha F egyszersmind részgrupoid
is 7-ben. Az iires halmazt v-felsd részgrupoidnak tekintjiik. Minthogy

hfe=hNfy & fi-fo€F,

ezért az Fuy-fels6 részgrupoid a 7 halé dualis idealja.
T-ben egy p elemet primelemnek neveziink, ha ab=p esetén a=p vagy b=p
teljesiil.

2. TETEL. Legyen T negativan rendezett teljes hdlogrupoid, amelyben az 1., 2.
és 3. axiomdk teljesiilnek. Ekkor minden maximadlis (F, x)-elem, ahol x§ F és F egy
v-felsG részgrupoid T-ben, primelem, tehdt az 1. Tétel szerint létez6 my=z(F, x)
elem primelemek metszete.
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Bizonyitds. Legyen m egy maximalis (F, x)-elem és a¥ m, valamint b= m. Ekkor
(aUm)UxeF é GbUmUxcF,
tehat, minthogy F részgrupoid is:

f=@UmUx)-bUmUx)€F.
De 1., 2. és 3. miatt
f=abUmUx

és minthogy f€ F, és F fels8 halmaz, azért abUm\ x€ F. Igy, minthogy m maxima-
lis (F, x)-elem, abUm=m & abUm nem (F, x)-elem, ezért abxm.
Tehat p primelem.

Legyen most M a T negativan rendezett halégrupoidban F v-felsé részgrupoidok-
nak egy tetszGleges halmaza. Ekkor definidlunk egy z(M, x)€T elemet a kovet-
kezdképpen:

z(W, x)= A z(F, x).

x¢ FEM

Vilagos, hogy mindig x=z(I, x)=i teljesiil. Ezt a z(IM, x) elemet az x elem M-
presudo-radikaljanak nevezziik.

Mint alkalmazasok emlithet6k a kovetkez6é példak:
3. TETEL. Legyen A egy nem feltétlen asszociativ gyliri, és I= ﬂ Py prim-

idedloknak egy tetszéleges metszete A-ban. Ekkor I elédllithato “J.R-pseudoradtkal
alakban.

Bizonyitds. Legyen T az A 6sszes kétoldali idealjanak a teljes haldja, amelyben
A a legnagyobb, (0) a legkisebb elem. Az I, - I, szorzat legyen az Gsszes iy * iy Szor-
zatot tartalmazé ideal metszete, ahol i, €1, és i,€1,. Ekkor T grupoid is lesz, és tel-
jesiilnek az 1., 2. és 3. axiomak, hiszen pl. I,-I,S 1,1, miatt T negativan rendezett
lesz. Ha I= /\ Py, ahol P, tetszbleges primidedl A-ban (tehit CDZ P, esetén

CCS Py vagy DCP ahol C és D idealok A-ban), legyen K,=A\ P,. Tehat x€ K,
(x€A) akkor és csak akkor teljesiilion, ha x¢ P;. Legyen F; mindazoknak az I,
idealoknak a halmaza, (tehat Fy & T), amelyekre K1, nem iires. Ekkor Fy nyilvan
egy v-fels6 halmaz T-ben, és legyen I az Gsszes ilyen F; halmaza. Belathatd, hogy

I= A Pz =2z(9,0),
BEB
amivel a tételt igazoltuk.

4. TETEL. Minden specidglis radikal (tehdt primgytirik V. A. Andrunakievic-
Jéle specidlis osztdlydval meghatdrozott felsé radikal (lJasd N. Drvinsky [9], VIL
Fejezet), tehdt pl. a Baer-féle alsé és felsé nilradikdl, a Levitzki-féle, a Jacobson-féle,
a Brown—McCoy-féle, Thierrin-féle radikdl, vagy az un. antiegyszerii radikdl és
Fuchs zeroid pseudradikdlja egyarint M-pseudoradikdl.

Bizonyitds. A 3. Tétel, N. DiviNnsky [9] és L. Fucns [10] miivei alapjan nyilvan-
valo.
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Most néhany definiciot ismertetiink.

1. DerFNic10. Az A (nem feltétleniil asszociativ) gyiirli gyenge blokkjan olyan
B, részhalmazt (B,< A) értiink, amelyre az aldbbi két feltétel teljesiil:
(i) 0¢ B,, ahol 0 az A zéruseleme;
(ii) Ha az I, és I, idedlokra I;,NB,#0 és I,NB=0, ahol # az iires halmaz,
akkor
11 'Iszl ;é 0.

2. DeriNicid. Blokkon olyan B, gyenge blokkot értiink, amelyre x€ B, esetén
x"¢ B, teljesiil minden n természetes szammal, x" értékét barmilyen zardjelezéssel
is tekintjiik.

3. DErNic16. Erfs blokk A-nak olyan B, multiplikativ részgrupoidja, amelyre
04 B;.

Nyilvan minden er6s blokk egyszersmind blokk és minden blokk egyszersmind
gyenge blokk.

Egy P primideal K=A\ P komplementer halmaza gyenge blokk, amely alta-
Jaban nem blokk. Forditva, egy B, gyenge blokk L=A4\ B, komplementer halmaza
altalaban nem ideal, de ha L ideal, akkor L primideal A-ban. Ha A egy ferdetestt6l
kiillonb6z6 nemzérus jobbtalpu egyszeri gyiirli, akkor B;=A4\0 biztosan olyan
gyenge blokk, amely nem blokk, mert B, tartalmaz >0 nilpotens elemet. Test felett
vett kétvaltozos polinom gylirliben pedig van olyan blokk, amely nem erds blokk.

5. TETeL. Ha B, tetszdleges gyenge blokk az A (nem feltétleniil asszociativ)
gytiriitben, akkor mindazoknak az 1 idedloknak az F halmaza, amelyekre nézve
B,NI=0, egy v-felsé részgrupoidot alkotnak A idedljainak a T hdlégrupoidjdban.

Bizonyitds. B, definicidjabol és a T halé kompaktul valo generaltsagabol ado-
dik.

6. TETEL. Legyen T az A gyiirii idedljainak hdlogrupoidja. Bdrmely [ idedlra
és T v-felsé részhalmazainak bdrmely I halmazdra Z(M, 1) tartalmazza a B Baer-
féle alsé nilradikalt. Ha pedig M-b6l minden Fy v-felsé részhalmaz (az 5. Tétel szerint)
egy B blokk dltal van meghatdrozva, akkor Z(9, I) mindig tartalmazza a K Baer—
Koethe-féle felsé nilradikdlt is.

Bizonyitis. BC Z(M, I) a definiciobol adédik. Legyen most adva a B{P blokkok
M halmaza, és F, mindazon idedloknak a halmaza, amelyek metszete B{-val
nem tures. Legyen [ tetszGleges ideal. Ha I€ Fy, akkor legyen definicié szerint (mint
ires metszet) Z(Fy, I)=A. Ha pedig 1§ F;, akkor legyen Z(F;,, I) az &sszes erdsen
(Fp, I)-ideal Osszege, amely az 1. Tétel szerint egyszersmind az Osszes maximélis
(Fy, I)-ideal metszete is, és az W-pseudoradikal az Gsszes Z(Fy, I) metszete.

Megmutatjuk, hogy KEZ(M, I), ahol K a Baer—Koethe felsd nilradikal.
Legyen J tetszOleges (Fj, I)-ideal az A4 gylirliben. Elég megmutatni, hogy

K+J+1¢F,

érvényes. Ellenkezd esetben ugyanis K+J+1¢€ Fy, és ha Fy-hoz éppen a BY¥ blokk
tartozik (az 5. Tételben leirtak szerint), akkor

(K+J+1)NBP = 9.
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Van tehat olyan b€ B elem és olyan k<K, jeJ és i, €1 elemek, hogy fennall
b =i +j+k.

Minthogy pedig K nilideal, van olyan m kitevd, hogy k™=0. A nemkommutativ
polinomiélis tételt alkalmazva, és minthogy I és J ideal,

b = (i +j+kyme(I+J)NBP,

mert Bf blokk. Ezért J+I€Fy, ellentétben azzal, hogy J egy (Fj, I)-ideal. Ezért
K erGsen (Fg, I)-ideal, amivel a 6. Tételt teljesen igazoltuk.

Példdk erds blokkokra

1. Az A asszociativ gylir(i 6sszes nem balnullosztéjanak B{’ halmaza nyilvan
félcsoport és 0¢ B{?. Hasonl6 igaz 4 &sszes nem jobbnullosztéjanak B{? halmazara
is. Legyen F, a B{"-hez, F, pedig a B{"-hez tartozé egy-egy v-felsé halmaz az A ideal-
jainak T halégrupoidjaban, és legyen R az [F,, F,] kételemii halmaz. Ekkor a
Z (I, 0) pseudoradikal éppen Fucus zeroid pseudoradikalja lesz.

2. Legyen L, az A asszociativ gylirli 6sszes balegységelemének a halmaza.

3. Legyen L, az A asszociativ gy(lirli 6sszes olyan elemének a halmaza, amelyek
balrél minden elemnek osztoi.

Vilagos, hogy L, és L, egy-egy multiplikativ félcsoport és 0¢ L,, 0¢ L,. Bal-jobb
dualitas alapjan R, és R, is definidlhaté. Ez a négy halmaz tehat erds blokk A-ban.

4. Minden e¢=0 idempotens elembdl (e?=e) 4ll6, egyelemii halmaz is erds
blokk.

5. Legyen A asszociativ gylirli, M egy A-jobbmodulus, N egy nemzérus A-rész-
modulus M-ben, tovabba H, és H, az M olyan részhalmazai, hogy 0¢ H,2 H,.
Ekkor tovabbi négy erbs blokk definialhaté A-ban a koévetkezOképpen:

5.1. Mindazoknak az x€4 elemeknek a halmaza, amelyekre Nx=N teljesiil;

5.2. Mindazoknak az x€A4 elemeknek a halmaza, amelyekre minden néN

elemmel fennall nx=n;

5.3. Mindazoknak az x€A elemeknek a halmaza, amelyekre H,xS H, érvé-

nyes;

5.4. Mindazoknak az x€A4 elemeknek a halmaza, amelyekre teljesiil

H,x2H,.
Szerz6 [37] igazolta az alabbi eredményét is:
7. TETEL. Jobbegységelemes és fGjobbidedlokra nézve minimum-feltételii gyiiriiben

Fuchs zeroid pseudoradikdlja egybeesik a B Baer-féle alsé nilradikdllal, a J Jacobson-
radikdllal és a G Brown—McCoy radikdllal.

A bizonyitdst, bar nemtrivialis, helykimélés végett mellSzziik.
Szerzd [37] szintén bebizonyitotta az alabbi tételt.

8. TETeL. Kétoldali egységelemes Neumann-reguldris gyiiriiben Fuchs zeroid
pseudoradikdlja egybeesik a G Brown—McCoy radikdllal.

Bizonyitds. Legyen M maximalis valodi (kétoldali) ideal A-ban, meM és x€ A
olyan elem, hogy m=mxm. Ha e az 4 kétoldali egységeleme, akkor m(e—xm)=0
és (e—mx)ym=0. Tovabba e—xm¢ M és e—mxé¢ M miatt M minden nemzérus
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eleme egyszerre balnulloszté és jobbnullosztd. igy a maximalis (F,, 0)-idedlok és
maximalis (F,, 0)-idedlok metszete egyarant a maximalis idealok metszete, és ez
a metszet e€4 miatt éppen G.

Példa Fucus egy (altala [10] bizonyitottnak vélt) sejtésének a cafolatara.
FucHs LAszLO azt sejtette, hogy zeroid pseudoradikalja (0) minden egységelemes
A Neumann-regularis gyliriiben, de ez nem igy van. Legyen ugyanis ¥ egy F ferde-
test felett vett 8,-dimenzids vektorétér, és A pedig V Gsszes linedris transzformacio-
janak a gyiirlije. Ekkor A kétoldali egységelemes Neumann-regularis gyiir(i, amely-
nek egyetlen nemzérus I maximalis ideédlja van, amely a zeroid pseudoradikal, és
ez az Osszes olyan a€A elembdl all, amelyekre a Va képtér dimenzidja <R,. Mint-
hogy I végtelen, biztosan 70, amit bizonyitani akartunk. Ha §, elég nagy, akkor
ebben az A gyliriben igen sok (pl. §,-szdma) olyan IM-pseudoradikal van, ame-
lIyek egymastol és Fuchs zeroid pseudoradikaljatdl is kiilonboznek. Ennél a v rend-
szam szamossaga legyen legalabb ®,.

E § befejezéseképpen megemlitjiik az M-pseudoradikal egy dudlisat (lasd szerzo
[81]). Legyen T teljes halo és az AC T részhalmazt alsé halmaznak nevezziik, ha

x=y és ycA esetén mindig x€A4. Az A alsé halmaz v-alsé halmaz, ha A x,€4
yer
esetén a I’ indexhalmaznak van olyan véges A részhalmaza, hogy mar ﬂ x;€A4

is teljestil. Nyilvan akkor és csak akkor A=T, ha i€ A4, ahol i jelentia T halo maxi-
malis elemét. A 0 iires halmazt v-alsé halmaznak tekintjiik.
Legyen x€T és x¢ A, ahol A egy v-alsé részhalmaz. Ekkor egy y<T elemet
(x, A)-elemnek neveziink, ha
yMNx§ A.

Tovabba azt mondjuk, hogy z€T erdsen (x, A)-elem, ha
zNyNx§ A

teljesiil minden olyan y€7T elemmel, amely (x, A)-elem. Nyilvin x maga erdsen
(x, A)-elem és minden erlsen (x, A)-elem egyszersmind (x, A)-elem is.

9. TETEL. Az dOsszes erdsen (x, A)-elem metszete szintén erfsen (x, A)-elem és
ez a metszet egybeesik az Gsszes minimdlis (x, A)-elem egyesitésével.

Bizonyitds mell6zhet3, mert ez az 1. Tétel bizonyitasinak a dualisa. Csak azt
jegyezziilk meg, hogy minden y(x, A)-elemhez létezik olyan mecT, hogy m=y és
m minimalis (x, A)-elem.

Probléma. Legyen T negativan rendezett (lasd 1. feltételt) haldgrupoid, de
a 2. és 3. teltételek altalaban ne teljesiiljenek. Mi annak egy nemtrividlis kritériuma,
hogy minden erdsen (x, A)-elem primelem legyen?
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3.8§. A radikal és féligegyszeriiség dualitisa és ekvivalenciaja
az asszociativ és alternativ gyfiriik kategoriajaban

Ennek a §nak az eredményei részletesebben megtalalhatok a szerzd és Wie-
GANDT RICHARD kozos [85] és [86] dolgozataban. E § anyagat csak vazlatosan
ismertetem.

Legyen C egy tetszOleges kategdria, amelyre azonban késGbb t6bb feltételt
kiszabunk. Legyen C* az a kategdria, amelynek ugyanazok az objektumai, mint
C objektumai, de a*:b—a akkor és csak akkor legyen C* leképezése, ha a:a—b
leképezés C-ben. C* lesz C dudlis kategdriaja. Nyilvan (C*)*=C. Legyen H(a, b)
az Osszes olyan leképezés C-ben, amely a-t b-be képezi le. Ha H(a, 0) és H(0, a)
egyarant egyelemii halmazok, akkor 0-t C zérusobjektumanak nevezziik.

Feltessziik, hogy teljesiil:

(C,)) Van C-ben zérus objektum.

Vilagos, hogy C*-ban is van zérus objektum.

Azt mondjuk C zérus leképezésii kategoria, ha minden @, b rendezett objek-
tumparhoz van olyan w,,:a—b leképezés, hogy minden a:c—aés f:b—d leképezésre
0Wap = Wep és wabﬂ:wad'

Egy a:a-c leképezés monomorfizmus, ha g:b—a, 6:b—+a, go.=cua esetén min-
dig g=o0.

Egy o:c—a leképezés epimorfizmus, ha g¢:a—b,6:a—+b és ap=uac esetén min-
dig o=o.

o akkor és csak akkor monomorfizmus (epimorfizmus) C-ben, ha o* epimor-
fizmus (monomorfizmus) C*-ban. Ha létezik két monomorfizmus (epimorfizmus)
szorzata, akkor ez szintén monomorfizmus (epimorfizmus). Ha «f monomorfizmus
(epimorfizmus), akkor o« monomorfizmus (f epimorfizmus).

Most definidljuk a részobjektumot, faktorobjektumot és az ilyenek kozt levd
részbenrendezést.

Legyenek B;:b,—~a és f,:b,—~a monomorfizmusok. Ha Iétezik olyan ¢ mono-
morfizmus, hogy of;=pf,, akkor legyen (by, f1)=(b,, Bo). Ha (by, )= (b, By) és
egyidejlileg (b,, B2)= (by, B,) is fenndll, akkor a (b,, By) és (b, B,) parok ekvi-
valensek. E relacié ekvivalencia-osztalyait nevezziik az a objektum részobjektumai-
nak. Ha két par nem ekvivalens, de =, akkor legyen koztiik > relacid.

Hasonléan, legyenek f,:a—~b, és By:a—b, epimorfizmusok. Ha létezik olyan
¢ epimorfizmus, hogy B, ¢=f,, akkor legyen (B,, b)) =(B;, b,). Ha (B, b))=(B,, by)
és egyidejlileg (8,, b,)=(B,, b,) akkor ez a két par ekvivalens. E relacié ekvivalencia-
osztalyait nevezziik a faktorobjektumainak. Ha két pir nem ekvivalens, de =,
akkor legyen koztik < relacio.

A tovabbiakban definidljuk a visszahuzas (pullback), kilokés (pushout), mag
¢s ko-mag fogalmat.

Egy kommutativ

1Y
N —_—e dl'

]

d, - a
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diagram visszahizds a &, és 8, leképezésekre nézve, ha minden c€C objektumhoz
és minden kommutativ

71
6 — — =d,

|

dz-—-————-b-d

diagramhoz létezik egyetlen olyan y:c—k leképzés ugy, hogy

Y1
c A
\ %
Y2 k a
,y
d*

N

a

szintén kommutativ diagram.

A kilokés 8, és &, leképezésekre nézve a homologikus nyilaknak mindenhol
valé megforditisaval definialhatd.

Az a objektum (k, ) részobjektuma az a:a—b leképezés magva, ha

k— =0
|
a —= b

a

visszahuizasi diagram. Itt a y leképezés normal monomorfizmus és ker a=(k, x)
pedig a idealja.
Az a objektum (y, k) faktorobjektuma ko-magva az a:b—a leképezésnek, ha

a
a

b
1 .
0

SE—

kilokési diagram.

Itt ¥ normalis epimorfizmus és Coker x=(y, k) pedig a normalis faktorobjek-
tuma.

A csoportok és gyliriik kategéridjiban minden epimorfizmus normalis, de
nem minden monomorfizmus lesz normaélis.

S6t, két normalis monomorfizmus szorzata sem normalis.

Ha of normalis monomorfizmus és ha B monomorfizmus, akkor a (KUROS
szerint) normalis monomorfizmus lesz.

A tovabbiakban feltessziik:

(Cp Minden leképezésnek van magva és ko-magva.
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(C;) Minden a objektum részobjektumainak az osztalya és faktorobjektumai-
nak az osztilya halmazok, amelyek az el6z6kben definialt = részben rendezésre
egy L, illetve L, teljes halot alkotnak.

(C,) Minden a€C objektum ideédljai és normalis faktorobjektumai L,-nak,
illetve L.-nak teljes részhaldjat alkotjak.

Bebizonyithato, hogy

Ker Coker Ker a=Ker a és Coker Ker Coker a=Coker a.

Megjegyezziik a (C,) axiomaval kapcsolatban, hogy a (d;, 6,) és (d,, d,) idealok
metszete olyan (k, y) idedl lesz, hogy

k— o d
x I

121
l\\‘
dg—*——a

visszahfizasi diagram. Tovabba a (6, d;) és (d,, d;) normalis faktorobjektumok
metszete olyan (y, k) normalis faktorobjektum lesz, hogy

"l
a
L )

TN

kilokési diagram. A (dy, d;) és (d,, 0,) idedlok (/, ) egyesitése pedig olyan ideal,
hogy egyrészt

a4

diagramra nézve létezik olyan A’:/—¢ monomorfizmus, hogy A’y=4, és a kibdvi-
tett diagramm is kommutativ.

Két normalis faktorobjektum egyesitését dudlisan (tehdt a nyilak megfordi-
tasaval) definialjuk.

Szerzd és WIEGANDT RICHARD [85] igazolta, hogy L dudlisan izomorf L,-val,
és a Ker a«»Coker Ker a leképzés kolcsondsen egyértelmdi.
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Legyen a:a—b egy leképezés. Ha p:a--m epimorfizmus és v:m-—b monomor-
fizmus, tovabba a=u- v, akkor b-nek az (m, v) részobjektuma a-nak képe lesz. Ha
y raadasul normalis epimorfizmus, akkor (m, v) normadlis képe lesz a-nak. Legyen
(k, x) az a részobjektuma és a:a—b epimorfizmus. Ha ya-nak egy képe (m, v),
akkor (m, v) a (k, a) egy képe lesz az o epimorfizmus altal. Dualisan definialhatd
a-nak a ko-képe, narmdlis ko-képe, és (y, k)-nak az o monomorfizmus dltal valo
ko-képe is.

A kép és ko-kép nincs egyértelmiien meghatarozva, de a normalis kép és nor-
malis ko-kép mindig egyértelmﬁen meghatérozottak
mindig normaélis kép, de Coim « altalaban nem lesz normalis ko-kep

Feltessziik, hogy teljesiilnek:

(C;) Minden o leképezéshez 1étezik Im o és Coim o (ezek altaldban nem nor-
malisak).

(C¢) Minden ideadlnak a képe barmely normalis epimorfizmus altal mindig
ideal és minden normalis faktorobjektumnak a ko-képe barmely normaélis mono-
morfizmus altal mindig normalis faktorobjektum.

Az elsé izomorfia- téte]lel beléthaté hogy (C, (Cy), ..., (Ce) axiémak mind

Ha van a-nak normalis képe és ha Ker a=(0, co), akkor » monomorfizmus.
(Ez KUroS eredménye).

Azt mondjuk, hogy egy g objektum az a, (x€A) objektumok direkt szorzata,
ha léteznek olyan =,:g—a, leképezések (ezeket g-nek a,-ra vald projekcidinak
nevezziik) gy, hogy minden A€C objektumra és a B,:h—a, (x€A4) leképezések
barmely rendszerére 1étezik egyetlen kanonikus leképezés y:h—~g ugy, hogy
yn,=f, minden a€A4 indexre. Ekkor ezt igy irjuk:

g = Haa(na)-

a€A

Az f szabad szorzat dualisan definidlhato. Feltessziik, hogy érvényes:

(C;) Objektumok barmely halmazanak létezik a direkt szorzata és a szabad
szorzata.

Legyen az a objektum (k,, y,) idealjainak egy halmaza megadva, és legyenek
B.:a—~a, epimorfizmusok a Ker f,=(k,, x,) magokkal. Legyen a g= ]] a,(n,)

direkt szorzathoz tartozé kononikus leképezés y:a—~g, ahol yn,=p, (ozEA) Ekkor
Ker y= A (k,, 1) érvényes. Feltesszlik annak érvényességét, hogy
x€Ad

(Cs) Minden epimorfizmus normalis.
Az ilyen C kategéridkban bebizonyithaté a két izomorfia tétel (ezek sorsza-
mozasa a szokasos, tehat eltér [86]-tdl).

ELSO 1ZOMORFIA-TETEL. Legyenek (k, x), (dy, 6,) és (dy, 85) az a objektum
idedliai ugy, hogy

(k: X) = (dls 51)n(d2, 52) éS (a’ 8a) = (d19 51)U(d25 62)
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exakt sorozatok, akkor exakt és kommutativ a kovetkezd diagram is (azaz b, és b,
ekvivalensek ) :

0 0 0
ol
0—k—dy—~by—0
Voo
0—>dy—~a—by—0
}
0

MASODIK IZOMORFIA-TETEL. Legyen (k,y) idedl az a objektumban és (m, p)
idedl a b objektumban és legyen

0-k%a%b-~0

exakt sorozat. Legyen (d, 8) az (m, p) teljes inverz képe az a epimorfizmus mellett.
Ekkor léteznek olyan B és y leképezések, hogy

0 0
Vo
O-k—-d-m—-0
Vo u
0~k—-a—-b-+0
v 8
O0-c—>c-0
o
0 0
.exakt és kommutativ diagram.

A C kategéria objektumainak egy R osztilya radikal-osztaly, ha teljesiil a ko-
vetkez6 harom feltétel:

(a) Ha a€R és ha a:a—b normilis epimorfizmus, akkor b€R.

(b) Minden a¢C objektumra, az olyan (k, y) idedlok e egyesitése, amelyekre
k€R, szintén R-hez tartozik, vagyis e€ R. Ekkor e=R-rad a, amelyet R-radikélja-
nak neveziink

(¢) Ha «a:a—b olyan normal epimorfizmus, hogy ker a=R-rad g, akkor
R-rad b=(0, w).

Az R-hez duilis S osztalyt féligegyszerii osztalynak nevezziik. Tehat S féliegegy-
szer{i osztaly, ha teljesiilnek:

(a*) Ha a€S és ha o:b—a normdlis monomorfizmus, akkor b€ S.

(b*) Minden a¢C objektumra az dsszes olyan (4,7) normalis faktorobjektum-
nak az f egyesitése, amelyekre /€ S, az S-hez tartozik, vagyis f€ S. Ekkor f= S-ses a,
amelyet az a S-féligegyszerli képének neveziink.

(c*) Ha «:h—+a normdlis monomorfizmus, ahol Coker a=S-sesa, akkor
S-ses b=(w, 0) S-normalis faktorobjektum olyan (4,/) normalis faktorobjektum,
amelyre /€ S.

Ha R radikalosztily, legyen R* mindazon a€C objektumoknak az osztilya,
amelyek R-radikélja zérus objektum. Hasonldan, ha S félieggyszerii osztaly, legyen
S* mindazon a<C objektumoknak az osztdlya, amelyekre S-ses a zérus objektum.
Vilagos, hogy RN R* és SN .S* egyarant csak a zérus objektumbdl allhat.
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Bizonyitas nélkill kimondhaté a nemtrividlis:

9. TEteL. Tegyiik fel, hogy a C kategéridban bdrmely két normdlis epimorfizmus
szorzata normdlis epimorfizmus. Ha S féligegyszerii osztdly C-ben, akkor S* radikdl-
osztdly.

Meg]egyezzuk hogy E. P ARMENDARIZ—W. G LEAVITT [3] szerint az Osszes
feltételt. Viszont az alternativ gy{irliknek vagy az asszociativ gyiiriiknek a katego-
ridgjaban (g*) mindig teljesiil az R* osztilyra.

10. TETEL. Legyen minden R radikdlosztdlyra R* féligegyszerii osztdly, és legyen
minden S féligegyszerii osztdalyra S* radikdlosztily a C kategdridban. Ekkor R**=R
és S**=8S.

4.8§. A szubdirekt beagyazas dualizalasa kategoriakban
és alkalmazasok alternativ és asszociativ gyiiriikkre, csoportokra és modulusokra

Ennek a §-nak az anyaga részletesen megtalalhaté a szerzé és WIEGANDT
RicHARD [85] ko6zos dolgozataban. Feltessziik, hogy a C kategériara teljestilnek
a (Cy, (Cy), ..., (C;) axiomak, amelyeket az el6z5, 3. §-ban fogalmaztunk meg.

Egy acC objektum a g= ][ a,(n,) direkt szorzatba szubdirekt mddon van

2cA
bedgyazva, ha létezik olyan, y:a-—g monomorfizmus ugy, hogy az Osszes f,:a—~a,
leképezés, ahol B,=ym,, normalis epimorfizmus.

Dualizalassal adddik, hogy egy a€C objektum az f= > a,(0,) szabad szor-

a€d

zatnak egy transz-szabad képe, ha létezik olyan ¢: f—a epimorfizmus, hogy min-
den B,:a,—~a (x€A) leképezés, ahol B,=g,0, normalis monomorfizmus.

G. BIRKHOFF szubdirckt Osszegekrbl szold ismert tétele kategdria-elméleti
altalanositisinak nem trivialisan bizonyithaté dualisaként igaz:

11. TEtEL. Egy a€C objektum az f= Z a,(0,) szabad szorzatnak akkor és

csak akkor egy transz-szabad képe, ha leteZIk (Aa, 1,) normdlis faktorobjektumoknak
olyan halmaza, hogy mindegyik (2,,1,) ko-magva a B,.a,—~a normdlis monomor-
Sizmusnak (x€A) és A (Ay, I)=(w, 0).

€A

Egy a<C objektum transz-szabad modon irreducibilis, ha az Osszes nemzérus
normalis faktorobjektumanak a metszete egy nemzérus normalis faktorobjektum.

Bizonyitds nélkiil emlitjik az alabbi tételt.

12. TETEL. Legyen az a<C objektum Osszes normdlis faktorobjektumdnak L
teljes hdloja kompaktul generdlt. Ekkor a az f= 2 a,(9,) szabad szorzatnak egy

transz-szabad képe a y epimorfizmus mellett, ugy hogy 0,y=P, és B,:a,—~a normdlis
monomorfizmus minden o€ A indexre. Ebben a felbontdsban egy a, komponens akkor
és csak akkor transz-szabad mddon irreducibilis, ha a ko"uetkezé Sfeltétel teljesiil:

(F) a,-nak minden (m, y)#(a,, &, ) idedljdhoz (amely a-nak nyilvdn egy (m, y;)
részobjektuma, létezik a-nak olyan (d,d) idedlja, hogy (m, x,)=(d, 8)% (a,, B.)-
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Az (F) feltétel mas szoval azt jelenti, hogy az a, objektumnak pontosan egy
(d, §’) valodi maximalis idealja van (itt =06"B, és (d, 6) ideal az a objektumban).
Most interpretilni fogjuk a 12. Tételt. Egy L teljes hald k elemét ko-kompakt-

nak nevezziik, ha k= A /; esetén a B index-halmaznak van olyan véges I" részhal-
ﬂ €B
maza, hogy mar n =k is teljesil. Minthogy L, és L. dualisan izomorfok, L;

akkor és csak akkor kompaktul generalt, ha L, ko-kompaktul generalt, vagyis
L, minden eleme ko-kompakt elemek metszeteként allithato eld.

13. TETEL. Az L hdlé minden eleme akkor és csak akkor ko-kompakt, ha L-ben
teljestil a minimum-feltétel.

14. TETEL. Ha az A gyiirii olyan A, gyliriiknek a diszkrét direkt Osszege, hogy
mindegyik A, jobbegységelemes vagy balegységelemes, és A, kétoldali idedljaira
teljesiil a minimum-feltétel, akkor A kétoldali idedljainak az L teljes hdléja ko-kom-
paktul generdlt.

Az (F) feltétel gyiiriikre pl. az alabbi specialis esetekben teljesiil:
1. Minden elérhetd részgylirii ideal.

2. Minden részgyiiri ideal.

3. Minden ideal idempotens.

15. TETEL. Legyen A tetszoleges 1., 2. vagy 3. tipusu olyan gyftirii, amely bal-
egységelemes gyliritknek és jobbegységelemes gytiritknek a diszkrét direkt Osszege
ugy, hogy ezekben a direkt komponensekben a minimum-feltétel teljesiil a kétoldali
idedlokra. Ekkor léteznek A-ban olyan A, (BEB) idedlok, hogy

(i) mindegyik Ag-nak egyetlen valodi idedlja van, amely A-nak is idedlja;

(i) mindegyik Ay olyan tipusu, mint A;

(ili) A homomorf képe a 3 By szabad Osszegnek, ahol By=Ag és a J By sza-
bad dsszeg az Osszes formdlis 3 n.@, végessok-tagu dsszeg halmaza, ahol n,€Z
raciondlis egész szdm, és ¢, pedig bizonyos By gyiiriikbél vett végessok-tényezls
szorzat.

KIiEGESZITES. A 2. eset fontos alesete: 2.1. Minden részgyiirii direkt dsszeadando.
A 3. eset fontos alesetei:

3.1. A Neumann-reguldris;

3.2. A erdsen reguldris, azaz aca*A minden a€ A elemre;
3.3. A bireguldris, azaz minden féidedl egységelemes;

3.4. A gyengén reguldris, azaz minden jobbidedl idempotens.

MEGIEGYZES. A 15. Tétel igaz akkor is, ha az 1., 2. és 3. tipusok helyett a 2.1.,
1., 3.2, 3.3. és 3.4. gyiirli tipusokat vessziik.

16. TETEL. Legyen a G csoport normdlosztéinak az L hdléja ko-kompaktul
generdlt, és legyen G-ben tranzitiv a ,,normdloszténak lenni” reldacié. Ekkor léteznek
G-nek olyan G, normdlosztéi, hogy teljesiil az alabbi két feltétel:

(1) Mindegyik G,nak egyetlen maximdlis normdlosztéja van;

(il) G homomorf képe a [[*F, szabad szorzatnak, ahol F,=G, (a€A).
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MEGIEGYZES. A 16. TETEL megfelelje kimondhaté volna egy A4 gyiirii felett
vett M A-jobbmodulusra is.

Asszociativ gyliriik egy R radikalosztalya 6roklodd, ha abbol, hogy A€R,
és hogy I idedl A-ban, kovetkezik I€R is.

17. TETEL. Legyen A egy 6roklédé R-radikdlgyiirii, amelynek az L idedlhdléja
ko-kompaktul generdlt. Ekkor A bizonyos R-radikdl I, idedljainak egy transz-szabad
képe. I, akkor és csak akkor lesz transz-szabad mddon irreducibilis, ha az (F) feltétel
teljesiil az 1, idedlra.

Példa adhaté meg arra, hog egy a objektum kétoldali idedljainak L, haldja
nem ko-kompaktul generalt. Legyen ugyanis 4 zérusosztomentes, egységelemes
¢s kommutativ féidealgytiri. Ekkor léteznek irreducibilis elemek A4-ban, amelyek
primelemek, érvényes A-ban a szamelmélet alaptétele, és barmely két elemnek
létezik a legnagyobb ko6z0s osztdja. Ha [ tetszSleges nem zérus idedl A-ban, van
olyan a€ A elem, hogy I=(a). Létezik olyan p(s¢1) primelem A-ban, hogy (a, p)=1.

Minthogy A (p¥)=0c(a), de minden k-ra (p*)E(a), ezért I nem ko-kompakt
k=1

elem az A gyiirii L idealhalojaban. Minthogy [ tetszlegesen volt valasztva, L nem
ko-kompaktul generalt.

5.§. Kritériumok és elegendd feltételek arra, hogy egy fels6 radikal
oroklodo legyen

E §nak az anyaga a szerz0 és WIEGANDT RICHARD [87] k6z0s dolgozataban
talalhaté meg.

Az 0roklodo radikalok mar az el6z6 §ban levé 17. Tételben is el6fordultak.
Ebben a §ban, tobbek kozt, megmutatjuk azt, hogy az 6rokldd6 radikalok igen
gyakran lépnek fel abban az értelemben, hogy minden m végtelen szimossagahoz
megadhatd olyan P és Q 6roklédo radikal, hogy P és Q kézt pontosan 2™ szamossagi
6rokl6d6 R radikal 1étezik, tehat: P= R=(Q. Példat adunk még arra is, hogy a P és
Q 0roklédd radikalok kozt nincs mas 6roklédo radikal. Azt tobben vizsgaltak
(pl. ARMENDARIZ—LEAVITT {4]) korédbban, hogy egy als6 radikal 6rokléds legyen,
ezért célszerli most a fels§ radikal 6rokl6d8ségét vizsgaini.

Legyen F testeknek egy osztalya, amely nem halmaz a Zermelo— Fraenkel-
halmazelmélet szerint. Legyen UF az F altal meghatarozott fels radikal, és legyen
F(m) az F osztalynak egy m-szdmossagu részhalmaza.

18. TETEL. Legyen P(S UF) tetszéleges radikdlosztdaly és Q pedig P F(in)
osztdllyal meghatdrozort ¥ (PU F(m)) alsé radikdl. Ekkor a [P, Q] intervallumban
pontosan 2™ szdmu radikdlosztdly van. [P, Q] minden radikdlosztdilya akkor és csak
akkor orékléds, ha P orokléds.

Bizonyitds. Legyen R€[P, O], tehat R a [P, Q)] intervallumbdl egy radikalosz-
taly. Legyen F(n) az F(m) halmazbdl mindazon testeknek a halmaza, amelyek
R-beli bizonyos gyiiriiknek az idealjai. (Itt n jelenti F(n) szamossagat). Ezért
B¢ F(n) esetén B direkt 6sszeadandoja egy R-beli gyiirliknek, és igy PUF(M)ER
miatt £(PUF(n)SR.))
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Ha A€R, de A¢P, akkor A,=A/P(4)>#0 és R(4,)=4,. Minthogy
Q=2(PUF(m)), ezért Q= U N, ahol N;=PJF(m) és N, mindazon gyfiriik
k_

=1

halmaza, amelyeknek minden nemzérus homomorf képében van nemzérus idedl
Npbél, ahol /<k. Ezért Q(4,)=A4,, és van SULINSKI—ANDERSON—DIVINSKY [35]
1. Lemmadja szerint A;-nek olyan nemzérus elérheté A, részgyliriije, amely N,=
=PUF(m) eleme. Ha A4,€P, akkor P(A4,_,) idedl A,_o-ben, és 0= A,SP(A4,_ 9.
Ezért az A,_s, ..., Ay, A; elérhetd részgyiirliknek nemzérus P-radikaljaik vannak,
ami lehetetlen. Ezért A4,-nek egy A, nemzérus elérhetd részgyiirlije F(m) eleme.
Ezért A4, test. Legyen A az A, altal 4,-ben generalt ideal. Ekkor 4,=A3C(4,)*C 4,
miatt A4,€F(n), tehat RS ZL((PU F(n)) kovetkezik. Minthogy pedig F(m)-ben pon-
tosan 2™ szamu olyan F(n) részhalmaz van, amelyekre n=m, ezért a 18. Tétel
elsd felét bebizonyitottuk. A mdsik fele ARMENDARIZ—LEAVITT [4] 3. Lemmajabol
adddik, amely szerint, ha N 6rokl6ds, akkor Z(N) is 6roklGds.

19. TETEL. Legyen PSUF, és legyen F-nek a ¥ részoszidlya nem halmaz
(jelolések megegyeznek a 18. Tételével), legyen tovdbbd Q=%(PU¥%). Ekkor a
[P, Q] intervallumba esé radikdlok osztdlyt, de nem halmazt alkotnak. Ha P Orok-
16d6, akkor [P, Ql-ba esé minden radikadl oréklodé.

Bizonyitds. A bizonyitas modszere ugyanaz, mint a 18. Tételé.

20. TETEL. Minden R radikdlhoz tartozik egyetlen maximdlis 6roklédé H szub-
radikdl.

Bizonyitds. Legyenuﬁ mindazon o6rokl3dé radikalosztilyok egyesitése, ame-
lyekre O=R. Ekkor O szintén 6rokléds, és H=2(0)=R kivint szubradikal,
amely 6r6kl6ds.

21. TETEL. A 20. tétel jeloléseit megtartva H mindazon A gyiiritkbdl dll, amelyek-
nek egyik nemzérus elérhet részgyliriije sem képezheté le homomorf mddon az SR
Sféligegyszerii osztdly egy nemzérus gyiiriijére.

Bizonyitds. Vilagos, hogy R éppen az USR felsé radikal. Legyen C mindazon
gyliriik osztalya, amelyeknek egyik nemzérus elérhetd részgytiriijik sem képezhetd
le homomorf médon az SR osztaly egy nemzérus gyir(ijére. Igazolni fogjuk, hogy
C=H. Minthogy C 6r6kl6dd, és homomorf zart, ezért £C is 6roklédo, és:

C S %C< R=USR

Masfell, ha A€ HS R, akkor SRS SH, és minthogy H 6rokl6do, A minden
elérhetd részgylirlije H eleme, €s igy homomorf médon nem képezhetd le SR egy
nemzérus gyiirlijére. Ezért A€C, tehat HEC. Igy HEZC, tehat H=2C.

Példa. Megmutatjuk, hogy az is lehet, hogy P és Q 6roklodé radikalok, de
a [P, Q] intervallum minden mas radikalja nem 6rokl6dé. Legyen P={(0)} és Q
a Z(p) primszamrendii zérdgyiiriivel meghatarozott alsé radikal. Legyen (H 3 P)
0r6kl6do6 radikal a [P, Q] intervallumbdl. Ekkor minden A€ H gylirlire A€, tehat
van A-nak egy Z(p)-vel izomorf elérhetd részgyliriije. Minthogy H 06rokl6ds,
Z(p)EH, és igy Q=2(Z(p))S H. Masfeldl a Z(p>) kvaziciklikus additiv csoporta
zérogylirlivel meghatirozott £(Z(p™)) alsé radikalosztaly pontosan azon zéré-
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gyliriikbo6l all, amelyeknek az additiv csoportja C(p=) csoportok diszkrét direkt
osszege. Minthogy Z(Z(p=))=Q, ezért L(Z(p>)) nem 6roki6ds, bar £ (Z(p™))
benne van a [P, Q] intervallumban.

Minden R€[P, O] radikalhoz legyen R a [P, O] intervallumba esd, R-et tar-
talmazé 6roklédd radikalok metszete. Ez az R radikal [P, Q)-ban R 6rokl6dé

lezartja lesz. Nyilvan R, UR,=R;UR, tehat R—~R topologikus lezaras.
22. TETEL. Ha az R radikdl nem 0rokléds, léteznek olyan PSR és Q 2 R orok-

16dé radikdlok, hogy sem [P, R) sem [R, Q] nem tartalmaz 6r6klédé radikdlt, csak P-t
és O-t.

Bizonyitds. Legyen P=H és Q=R, ekkor nyilvan teljesiilnek a tétel allitasai.

23. TETEL. Legyen M tetszbleges oroklédé gyiirii-osztdaly. Az UM felsd radikadl
akkor és csak akkor 6roklédo, ha UM pontosan azokbol a gyiiriikbél dll, amelyeknek
egyik nemzérus elérhetd részgytiriijének sincs nemzérus homomorf képe az M gyiirii-
osztdlyban.

Bizonyitas. UM a 21. Tétel szerint akkor és csak akkor 6rokléds, ha UM
tartalmazza mindazokat a gy(riiket, amelyeknek egyik nemzérus elérhetd rész-
gyiirijének sincs nemzérus homomorf képe az M= SUM féligegyszeril gylirliosztaly-
ban. Ezért, ha A€ UM, akkor M S M miatt M-ben sincs nemzérus homomorf képe
A nemzérus elérhetdé részgylirtijének. Ha pedig 4¢ UM, akkor van olyan B0
elérheté részgylirti, amelynek egy nemzérus S homomorf képe M-ben fekszik, és
S homomortf leképezheté M egy nemzérus gyiirljére is.

A tovabbiakban elegend6 feltételeket adunk meg arra, hogy az UM felsé radi-
kal 6rokl6dé legyen. Feltessziik, hogy M 6roklddd osztaly, €s még a tovabbi fel-
tételeket szabhatjuk ki M-re:

(i) M homomorf zart.

(i) Ha I ide4l A-ban, és L olyan ideal I-ben, hogy I/LcM, akkor L ideél
A-ban.

(iii) Ha K idedl A-ban, és K€M, akkor Ilétezik olyan N valddi idedl A-ban,
hogy K+N=A.

(iv) Jelolje I, az I ideal kétoldali A-beli annihilatorat. Ha /€ M, akkor A/I,€M.

(v) Ha I és L az A gylirii idealjai és I2 L, tovabba I/Le M, akkor (L: )N J= L.

Megjegyezziik, hogy egységelemes egyszerii gylirik barmely osztalya homo-
morf zart, és eleget tesz az (i), (ii), ..., (v) feltételeknek. Masfeldl az &sszes (Jacobson-
féle) primitiv gylirli M osztalyadval meghatarozott felsé radikal éppen a J Jacobson-
radikal, amely nyilvin 6r6ki6dé radikél, bar ez az M osztaly nem homomorfan
zart., Létezik ui. olyan primitiv gyliri, amelynek minden valédi homomorf képe
nilpotens, tehat ¢ homomorf képek Jacobson-radikalgyiiriik.

24. TETEL. Legyen M homomorfan zdrt és oréklédi olyan gyiirtiosztdly, amelyre
teljesiil (1), (i) és (iii). Ekkor az UM felsé radikdl 6roklédé.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy A€¢UM és A egy I ideédljara I¢ UM. Ekkor van
Inek olyan L idedlja, hogy 0=I/Le M, és (ii) alapjan L ideal A-ban is. Ezért I/L
az AJ/L gyliri M-idealja, ezért (iii) alapjan van olyan N/L ideal A/L-ben, hogy
N/L#A[L, és

AJL = I/L+NJ/L.

MTA III. Osztdly Kdzleményei 22 (1973)



238 SZASZ F.

Ekkor LSINN és A=I+N, tovabba az elsé izomorfiatétel szerint A/N=I/INN,
és igy A/N homomorf képe, LSINN miatt, I/L(€ M)-vek, ezért M homomorf
zartsiga miatt A/NeM, ami A€ UM miatt lehetetlen. Ezért UM tényleg 6roki6do
radikal.

25. TETEL. Ha M homomorfan zdrt és oroklédé olyan gyfdiridosztdly, amelyre
teljesiil (ii) és (iv), akkor az UM felsé radikdl 6roklGds.

Bizonyitds. Legyen A€UM és I az A gyiir(i olyan idedlja, hogy I¢ UM. Ekkor
UM(I) idealja A-nak is, tovabba O0=I'=I/UM(I)e SUM=M. Minthogy I’-nek
barmely nemzérus idealja homomorfan leképezhet6 M egy nemzérus gyiiriijére, van
I’-nek olyan L’ ideélja, hogy I’/L’€ M. A masodik izomorfia-tétel szerint van olyan
L ideal I-ben, hogy I/L=I'/L'€ M, és az (ii) feltétel miatt L idedl A-ban. Legyen
A”=AJL és I"=1I/L, tovibba I kétoldali annihilitora [”-nek A”-ben. Ekkor az
(iv) feltétel alapjan 0= A/(f, == (A/L)/I,/LYy=A"[I5 € M, ellentétben azzal, hogy A€ UM.
Ezért UM tényleg 6roklods radikal.

26. TETEL. Legyen M olyan homomorfan zdrt és 6rokléds gyiiriiosztdly, amelyre
a (ii), (iv) és (v) feltételek teljesiilnek. Ekkor az M =SUM féligegyszerii osztdlybol
minden gyiirii M-bdl vett gyiiriiknek lesz egy szubdirekt dsszege.

Bizonyitds. Ha A€M, van olyan I ideal A-ban, hogy 0 A4/I€ M. Legyen {I,}
mindazon idedloknak a halmaza, amelyekre 0=A/I,é M. Legyen K=NI,. Elég
megmutatni azt, hogy K=0. Minthogy M is 6r6kl3ds osztaly, 4¢M miatt KcM.
Ezért van K-nak olyan L idealja, hogy K/Lc M, és (ii) alapjan L ideal A-ban is.
Nyilvanvals, hogy K/L-nak A/L-beli kétoldali annihilatora (L: K)/L. Ezért a (iv)
feltétel alapjan

A/(L:K) 2= (4/L)/(L: K)/LE M,

tehat L: K€ {l,}. Ezért KS(L:K), és (v) alapjan
KS(L:K)NK=LZK,

ami ellentmond K megvalasztasanak. Ezért a 26. Tételt indirekt bebizonyitottuk.

Példa. Legyen R az Osszes Neumann-regularis gylird osztalya. R nyilvan 6rok-
16d6 radikalosztily, és R=USR, pedig az SR osztalyra (ii), (iii} és (iv) egyike sem
teljesiil. Legyen ugyanis 4= {a,, a,}, ahol 24;=0, és a szorzasi tabla

a, |Gz

Gy |Gy |Gy

a,ja,| 0

Vildgos, hogy 4,={a,} nilpotens minimalis ideal, ezért 4, € SR, de (ii) nem teljesiil.
Minthogy nincs olyan N valédi ideal, hogy N+ A4,=A, ezért (iii) sem teljesiil. To-
vibbi A, annihilditora maga A4,, és minthogy A4/A4,={a,} test, ezért A/A,€R és
AlA5¢ SR. Tehat (iv) sem teljesil.
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6.§. Wiegandt Richard egy problémajianak a megoldisa
homomorfan zirt nemtrividlis féligegyszerii gyiirfiosztaly 1étezésérol

Ennek a §-nak az anyag megtalalhatd a szerzd [55], [56] és [73] dolgozataiban.

Az 0roklédé radikaloknak kategéria-elméletileg dualisai azok a féligegyszerii
gyliriiosztalyok, amelyek homomorfan zartak. Az ilyen féligegyszerii gytirlik szub-
direkt irreducubilis féligegyszeril gylirliknek lesznek szubdirekt Gsszegei. Ilyen félig-
egyszerd S gyiirfosztalyra van két trivialis példa:

1. S az §sszes gyliriit tartalmazza;

2. S csak a {0} gy(iriit tartalmazza.

WIEGANDT RICHARD kérdezte, hogy létezik-e nemtrivialis, homomorfan zart
féligegyszerli S osztaly. Megmutatjuk, hogy létezik ilyen nemtrividlis osztaly. Meg-
adjuk tovabba ennek az osztalynak hat ekvivalens feltétellel valé jellemzését, és
azt is igazoljuk, hogy az I-US(I) megfeleltetés asszociativ és alternativ gy(iriik
esetében a kétoldali idealok haldjanak egyesités-endomorfizmusa.

Egy R-féligegyszerd gyiirii er@sen féligegyszerii, ha a gyliri minden homomorf
képe R-féligegyszerd. E fogalom V. A. ANDRUNAKIEVIC [2] és A. SULINSKI [34]
dolgozataiban mas vonatkozasban szerepelt.

27. TETEL. Minden n=2 természetes szdmhoz létezik olyan R, radikdl, amelyik
specidlis (v.0. DiviNskyY [9], VII fejezet), és minden R,-féligegyszerii gyfirii erdsen
féligegyszerii és kommutativ.

Bizonyitds. Rogzitett n=2 természetes szamra legyen K, mindazon 4, testek-
nek az osztalya, amelyekre a"=a teljesiil minden ac A, esetén. Legyen tovabba
L, mindazon B, gyiirliknek az osztalya, amelyekre b"=5) teljesiil minden b€B,
esetén. N. JAcoBsoN ([19] Theorem 10.1.1) szerint minden B, kommutativ, é&s mint-
hogy minden B, Jacobson-féligegyszerii, ezért B, a K,-b8l vett bizonyos testeknek
lesz egy szubdirekt 6sszege. Forditva, K,-bsl vett bizonyos testeknek barmely szub-
direkt Osszege L,-hez tartozik, mert az a"=a feltétel 6roklédik részgyliriikre, homo-
morf képre és komplett direkt Osszegre is.

Ahhoz, hogy megmutassuk azt, hogy UK, specialis radikal, igazolni kell (v6.
Divinsky [9], VIL fejezet), hogy

1. K,-bol minden gyfirii primgylirii;

2. K,-beli gylirli minden nemzérus idealja is K,-beli;

3. Ha [, jelenti az I idedl A-beli kétoldali annihilatorat, és ha 7€ K,, akkor
AJLEK,.

A K, osztdlyra 1. és 2. trivialisan teljesiilnek, mert minden test egyszeri és
primgylirli. Legyen 7 idedl A-ban, I€K,, i€l és acA. Ekkor

(ai)' = ai ¢és (ia)* = ia,

tovabba I kommutativitasa miatt k szerinti teljes indukcidval belathaté (ai)*=d*i*
és (ia)*=i*a*. Ezért i"=i miatt nyilvanvaléan:

(a@"—a)i =i(a"—a) =0,
tehat a"—ac€l, minden a€ 4 elemre. Ennélfogva

AL eL,.
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Minthogy azonban I€K,, I egységelemes idedl A-ban, tehat A=I@ 1, és I,=1,,
tehat A/I,=I¢K,. Ezért UK, specidlis radikal, tehat UK, 6roklodo. Belathato,
hogy L,=SUK,, és L, nyilvan homomorfan zart.

MEGIEGYZES. P. N. STEWART [33] megoldotta azt a problémat, hogy létezik
nemtrividlis olyan féligegyszerli gyiiriiosztily, amely ugyanakkor radikalosztaly is
egy masik radikalra nézve. P. N. STEWART nemcsak adott egy ilyen megoldast, hanem
mddszeresen meg is hatirozta az 6sszes ilyen megoldéast. Erdekes viszont, hogy
P. N. STEWART megoldasai egybeesnek éppen a 27. Tétel bizonyitasdban szerepld
L, osztalyokkal.

28. TETEL. Egy A gyliriire ekvivalens az aldbbi hat feltétel:

1. A minden S részgyiiriije idempotens;

2. A minden S részgyliriijének minden homoniorf képe balannihildtormentes;

3. A minden S részgylirifje Neumann-reguldris;

4. A minden S részgyiirilje erdsen reguldris;

5. A-nak az A* additiv csoportja torzié-csoport, és minden elem rendje négyzet-
mentes szdm. Tovdabba minden ac A elemmel generdlt részgyiirii véges, és {a} véges
testek direkt dsszege A kommutativ.

6. Minden ac A elemhez létezik olyan n=n(a)=2 kitevd, hogy

a=a.
Bizonyitds. 6.-bol kovetkezik 5. Ugyanis
2"qa = 2"q" = (2a)" = 2a

miatt (2"—2)a=0. Tovabba 6. miatt minden részgyiiri idempotens, tehit ha
A= ®A,, akkor A3=4, és
14

P°A, = p* A% = (pA,)? = pA,

miatt pA; oszthaté. Ha pA} =0, akkor pA; > C(p~), amibdl p®4%=pA,=0
adddik. Ezért p4,=0, és igy minden elem rendje négyzetmentes szam. Tovabba
a"=a miatt {a} véges féligegyszerii gylirli, tehat alkalmazva N. Jacosson ([19],
Theorem 10.1.1) eredményét, 5. adddik.

5.-bdl 4. kovetkezik. Legyen ugyanis

{a} = F1$F2® e @Fn,

ahol F; véges test. Legyen a=f;+f,+...+f,, ahol fic F;. Ha f;=0, legyen g;=0.
Ha pedig f; =0, legyen g; az f; inverz eleme F;-ben. Ekkor

a=(fit+...+fig1+ .- +/u8) =
= a*(g+ 8+ ... +8)€a* {a}.

4. trividlisan adddik 3.-bdl.

2. is kovetkezik 3.-bdl, mert Neumann-regularis gyiiri minden homomorf
képe is ilyen, és balannihilatormentes.

2.-bdl kovetkezik 1., mert S/S? balannihilitormentes, tehat S& S2 De S2C S,
és igy S?=S.
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1.-b8l kovetkezik 6. Minthogy {a}*={a}, van olyan a,€{a}, hogy a=aa,.
Ekkor a=a-d?, és legyen ai=a-a,, ahol a,€{a}. Ekkor a=a*-a,, tehat A nil-
potens elem nélkili gylir. Minthogy (a2—q,)?=0, ezért a;=a}=0 idempotens
elem. Miként elobb lattuk, 4* minden elemének a rendje négyzetmentes szam, €s
a€{a}® miatt A, algebrai algebra a K, véges primtest felett. Minthogy {a} féligegyszer(,
és véges, {a} véges sok véges test direkt Osszege, és igy van olyan s, hogy a"=a.

Ismeretes, hogy ha 7 ideal az 4 gylirliben, és ha R tetszdleges radikal, akkor
R(I) ideal A-ban is. Most ezt a

@ I+ R(I)

leképezést fogjuk vizsgaini.

29. TETEL. (1) A @ leképzés monoton, vagyis 1,S1, esetén ¢(1,)S @ (1y).
(2) Ha az SR féligegyszerii osztdly homomorfan zdrt, akkor bdrmely asszociativ
vagy alternativ gyliriiben bdrmely két idedlra:

o(h+1) = o)+ el)
teljesiil, vagyis ¢: I—-R(I) az idedlhdlénak egyesités-endomorfizmusa.

Bizonyitds. (1) Legyen I, SI,. Nyilvin ¢(;)S1,. Tovabba az elsd izomorfia-
tétel alapjan

(%) o)+ o) oLy = o)/eI) Ne(lL).

Itt (%) baloldalan az R-féligegyszerii 1,/¢(l,) gylriinek egy idealja szerepel, amely
tehat R-féligegyszerli. Viszont (%) jobboldalin a ¢ (I,) R-radikalgyiirlinek egy homo-
morf képe all, ez viszont szintén R-radikalgytirli. Ezért (%) mindkét oldala O, tehat

o) = e)Nely) & o(1y),

amivel a tétel (1) részét igazoltuk.

(2) igazolasara megjegyezziik, hogy R-féligegyszerii gylirtinek R-féligegyszerii
gyliriivel vett barmely Everett-b6vitése mindig R-féligegyszeri. Ez az elsd izomorfia-
téteilel lathato be.

Csak mostantol fogva fogjuk kihasznalni, hogy az SR gylirliosztaly homo-
morfan zart.

Minthogy 1,2 ¢ (1,) és A idealhaldja modularis, ezért

LN (¢(11) + 4’(12)) = o(l)+ (12 N ‘P(Il))-

Tehat I,/(L,N(e (1) + ¢ (I,))) homomorf képe az R-féligegyszerli L/ (L) gyfirii-
nek, ezért L/(LN(e(I)+¢ (1)) is R-féligegyszeri. Ezért az elsd izomorfia-tétel
alapjan

((P (1) +I2)/((P(11) + 90(12)) = ]2(12 N ((P )+ ‘P(Iz)))

is R-féligegyszeri.
Masfeldl I, 2 ¢ (1), és az idealhalé modularitasa miatt

Ln (‘P(Il) +12) = o)+, ND).

Tehat 1,/(I,N(¢ (1) +1,)) homomorf képe az R-féligegyszerii I/ (I,) gyliriinek,
ezért L/(ILN(p(I)+1,)) is R-féligegyszerli. Az elsé izomorfia-tétel alapjan:

4 +Iz)/(§0(11) +Iz) = L/(L N (eWh) +12))
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is R-féligegyszerii. Az Everett-bovitésekrol szolé megjegyzés alapjan (I, + L)/(o (I +
+¢(I)) is R-féligegyszerii. Ezért az els6 izomorfia-tétel alapjan

(* %) o(h+1) & o(h)+o(l).
Minthogy pedig ,S1I,+1, és a tétel (1) része alapjan o (L)S (I, +1,), ahol k=1

vagy 2, nyilvan
L)+ el & o, +1).
Ennek (* *)-gal valé Osszehasonlitasaval pedig

(i +1L) = o)+ o).

Tehat ¢:I—-R(I) az idealhdlonak tényleg egyesités-endomorfizmusa, amivel a
(2) részt is igazoltuk.

Példa. Megmutatjuk, hogy 7—R(/) nem minden R radikilra lesz egyesités-
endomorfizmus. Legyen R az Gsszes idempotens gytliriibol allé radikalosztaly.
Ekkor a racionalis egészek Z gyiiriijére Z€ R. Legyen p és g két olyan primszam,
hogy (p, q)=1. Ekkor (p)+(q)=Z, tovabba (p) és (q) R-féligegyszerli gyirik.
Tehat

Z = R(Z) = R(P)+@) # R(()) + R((¢)) = 0+0 = 0.

Nyilvan SR nem homomorfan zart gy(lirtiosztaly.

7.§. Steinfeld Otté egy eredményének analogonja
részmodulusok gyiiriibeli altalanos radikaljaval és modulushanyadokkal
kapcsolatban

Ennek a §-nak az anyaga a szerz6 [83] dolgozataban talalhato meg.
Miként jol ismert, A. KERTESZ [23], konyve 141. oldalan az 5.28. Feladatban,
egy M A-jobbmodulus radikaljat igy definialja:

(M) = [x; x€ 4, Mx S ®(M)],

ahol @ (M) jelenti az M Frattini-féle részmodulusat. Tehat @ (M) az M Gsszes maxi-
malis részmodulusanak a metszete, és M= @& (M), ha nincs maximalis részmodulus
M-ben. I(M) ideal az A operatorgyiiriiben, és I(M)=2J(A), ahol J(A4) az A Jacobson-
radikalja.

Masfelsl STEINFELD [30] bebizonyitotta, hogy ha I idedl az A gyiirliben és P
primideal az I gylirliben, akkor a

(%) P:1=[x;x€A, Ix+xI< P]

ideal-hanyados primideal lesz 4-ban. STEINFELD [31] vizsgalta halészeriien rendezett
félcsoportban az x—x:y leképezés néhany tulajdonsagat. Szerz6 [84] pedig arra
adott elegend6 feltételt, hogy haldszerlien rendezett jobbreziduumos grupoidban
(xy: y1) €s (x3: y,) egyesitése szintén (x3: y;) alakl legyen. (A kapott grupoid kap-
csolatban van foidealgyiriikkel és fénormaloszté-csoportokkal.)

Ebben a §-ban a modulus gyliriibeli Kertész-féle radikaljat két 1épcsGben alta-
lanosithatjuk gy, hogy kozben altalanositjuk Ion D. IoN [18] bizonyos eredmé-
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nyeit is, és megadjuk STEINFELD [30] gyiiriieiméleti eredményének egy moduluselmé-
leti analogonjat.
Egy M A-jobbmodulus L, és L, A-részmodulusaira legyen

L,:L,=1[a;acA, L,a< L]

Ezt az L,: L, szimbdlumot modulushanyadosnak nevezziik. L,: L, ideal A-ban.
Legyen most R egy Amitsur—Kuros-féle altalanos gyiiriiradikal, és N egy A-rész-
modulus az M A-jobbmodulusban. Az

R(N)/(N: M) = R(A/(N: M))

egyenlGséggel definidlt (maximalis) R(N) részhalmaz N radikilja lesz az A gyiirii-
ben. R(N) ideal A-ban, és nyilvin R(N)2(N:M)*. Ha (N:M)=R(A4), akkor
R(N)=R(A). Ha pedig R=J, a Jacobson-radikal, és ha N=¢&(M), akkor J(N)2
2J(4) (v6. KerTEsz A. [23] 5.28. Feladattal).

DerNic16. Ha R gyliriknek egy Amitsur—Kuros radikalja, és N A-részmodulus
az M A-jobbmudulusban, és ha 4 minden I idealjara és minden méeM elemre

mI S N

esetén me N vagy pedig IS R(N) teljesiil, akkor az N részmodulust R-primérnek
nevezziik M-ben.

30. TETEL. N akkor és csak akkor R-primér M-ben, ha minden K A-részmodulusra,
és minden a€ A elemre KaS N esetén KS N vagy pedig ac R(N) teljesiil.

Bizonyitds. Legyen k€K és k¢ N, tovabba (a) az a altal 4-ban generilt fGideal.
Minthogy
k(da) = (kA)aS Ka S N

miatt k(@) S N, ezért F=(a) esetén (a) S R(N), tehit ac R(N).
Forditva, legyen mec M, I=(a) és K=mAE N. Minthogy

K[ =mAIS mI S N
miatt KaCS N, adédik a< R(N), tehat IS R(N).

31. TEtEL. Legyen R(A/J) nilpotens A minden J idedljdra. Ha N egy R-primér
részmodulus M-ben, akkor R(N)=P primidedl az A gyfiriiben.

Bizonyitds. Legyenek I, és I, olyan ideilok, hogy L LS P és I, E£P. Ekkor
van olyan e kitevs, hogy

MWL) SN é M L)>"tE N
Legyenek Ky=M(L1)*", k, €K, és k¢ N. Ekkor
kL)L, & KhiI, & N
€s I, £ P miatt ky I, EN. Legyen k, tetszdleges elem K, =k, I;-ben, Ggy, hogy k¢ N.
Ekkor k;L,EN és k¢ N miatt [,© R(N)=P, és éppen ezt akartuk bizonyitani.

3 R(N) felhasznilhaté a Jacobson-radikal egy modulus-elméleti jellemzésére is, F. Sz4sz,
Rings with radical maximal submodules, Monatshefte, f. Math. (sajtd alatt).
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32. TEreL. Legyen R a Baer—Koethe felsé nilradikdl és A jobbnoether-féle
vagy jobbartin-féle gyiirii. Ha N egy R-primér-részmodulus M-ban, akkor R(N)=P
primidedl A-ban.

Bizonyitds. Minthogy R(A/I) mindkét esetben nilpotens, elég a 31. Tételt alkal-
mazni.

DEeriNic16. Ha R(N)=P primideal 4-ban, akkor N-et P-primér részmodulusnak
nevezziik.

33. TETeL. Legyen R(A/I) nilpotens minden I idedlra. P akkor és csak akkor
primidedl A-ban és N akkor és csak P-primér M-ben, ha az aldbbi hdrom feltétel
teljesiil:

1. A minden I idedljdgra és minden me M elemre mI< N esetén me N vagy ISP
érvényes;

2. Fenndll az N: M< P tartalmazds;

3. Minden (x)S P féidedlhoz van olyan e kitevd, hogy M(x)*S N érvényes.

Bizonyitds. Ha N egy P-primér részmodulus, akkor 1. és 2. az el6z6 definicio-
bdl, 3. pedig abbdl kdvetkezik, hogy R(A/I) minden [ idealra nilpotens. — Forditva,
tegyiik fel, hogy 1., 2. és 3. teljestilnek. Megmutatjuk, hogy P=R(N) és P primideal
A-ban.

Legyen x<K tetszOleges elem. Ekkor 3. alapjan M (x)°S N alkalmas e kitevGvel.
Ha P, tetszlleges olyan primideal, hogy N: MSP,, akkor A P,=R(N), és van -

olyan e, kitevd, hogy (x)%=SP,. Ezért xcR(N), tehat PSR(N). Megmutatjuk,
hogy R(N)ZP is teljesil. Legyen ugyanis y€ R(N) tetszbleges elem. Ekkor van
olyan e kitev6, hogy teljesiil:

M) SN é& Myyr*EAN
Ha itt minden y elemre e=1, akkor (y)SEN: M, ahonnan 2. alapjan (y)< P, tehat
R(N)SP. Ha viszont van olyan y€ R(N), hogy e=2, akkor legyen K=M(y)*~?,
k€K és k¢ N. Minthogy
k(y) € M(y)* & N,
ezért 1. alapjan (y)E P, tehat y€ P és igy R(N)EP.

34. TETEL. Legyen R a Baer—Koethe-féle felsd nilradikdl és A jobbnoether-féle
vagy jobbartin-féle gyiirii. Ekkor a 33. Tétel 1., 2. és 3. feltétele sziikséges és elégséges
ahhoz, hogy P primidedl legyen A-ban és N P primér legyen M-ben.

Bizonyitds. R(A/I) nilpotens, és elég a 33. Tételt alkalmazni.

MEGIEGYZES. A racionalis egészek Z gylirlije Noether-féle, de nem Artin-féle.
Z(p=) viszont Artin-féle, de nem Noether-féle gylirii.

35. TETEL. Legyen R(A/I) nilpotens A minden I idedlidra, és legyen P rogzitett,
tetszbleges primidedl A-ban és N, (f=1,2, ..., k) véges sok P-primér részmodulus
k
az M A-jobbmodulusban. Ekkor N= (| N; szintén P-primér M-ben.
ji=1
Bizonyitds, bar nem egészen trividlis, elvégezheté a 33. Tétel alkalmazisaval,
ugyanis igazolni kell, hogy az 1., 2. és 3. feltételek teljesiilnek N-re.
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36. TETEL. Legyen R(A/J) nilpotens A minden I idedljdra, P primidedl A-ban,
N egy P-primér részmodulus M-ben és K olyan idedl A-ban, hogy K& P=R(N). Ha

N* = [m; mé M, mKS N],
akkor N* A-részmodulus M-ben és N* K-primér M-ben.

Bizonyitds. Nyilvan NS N*. Legyen x€(N*: M) tetszbleges elem. Ekkor
MxEN* és MxKSN. Minthogy KE P, ezért MxEN, tehat xe N: M és igy

(N*:M)S(N:M)S P

miatt a 2. feltétel teljesiil N*-ra. Legyen B olyan ideal A-ban és m<M olyan
elem, hogy
mB = N* de m¢ N*.

Ekkor mBKS N miatt mBKS N*, és minthogy K¢ P, ezért 1. alapjan BE P. Tehat
az 1. feltétel N*-ra is teljesiil. Végiil 3. alapjan minden (x) & P f6idedlhoz van olyan
e kitevs, hogy M(x)°C N, és NCN* miatt nyilvin M(x)*SN*, tehat 3. teljesiil
N*-ra is. Ennélfogva N* tényleg P-primér A-részmodulus M-ben.

MEGIJEGYZES. A 36. Tétel STEINFELD [30] eredményének egy moduluselméleti
analogonja.

II. FEJEZET
GYURUK GYENGEN SZUBIDEMPOTENS RADIKALJAIROL

8.§. Egy Kertész-probléma redukciojaval kapcsolatban
kritériumok arra, hogy a Divinsky-radikalgyiiriik osztalyanak
egy részosztalyaba eso gyiiriik egységelemesek legyenek

Ennek a §-nak az anyaga a szerzé [46] és [50] dolgozatdban szerepel.

Legyen D mindazon A gylirlik osztilya, amelyekben a<ad teljesil minden
ac A elemre. D-beli gylirliket DIvINSKY elGtt tOobben vizsgiltak (pl. JOHN VON
NEUMANN vagy REINHOLD BAER), és N. DiviNsky [8] megmutatta, hogy D radikal-
osztaly, és vizsgilta e radikal tobb tulajdonsagat.

Masfelsl KerTESZ ANDOR [23] konyve igazolja, hogy A akkor és csak akkor
egységelemes gy(irli, ha minden M A-jobbmodulusra M=M,H MA érvényes, ahol
M, az M-nek maximalis olyan N részmodulusa, amelyre N4 =0 teljesiil. Az ilyen
N részmodulusokat trividlisnak nevezziik. Ezzel kapcsolatban veti fel KERTESZ
ANDOR [23] 1. Problémdja a kovetkez kérdést:

Egységelemes-e minden olyan A gyliirii, amelyre minden M A-jobbmodulusban
az M, maximalis trividlis részmodulus direkt Gsszeadando?

Az ilyen tulajdonsagd gyliriiket, kovetve szerzd [46] dolgozatat (ahol E,-,
E,-, E,-, E;-, E,- és E;-gyliriik is szerepelnek) roéviden E,-gyiriknek fogjuk nevezni.
(A Divinsky-radikalgy(iriik éppen az E;-gyliriik lesznek.)
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Szerz6 [46] dolgozata 2.3.2. Tételének bizonyitasi moddszerével igazolhato:

37. TETEL. Minden E,-gyiirii Divinsky-radik dlgyiirii, vagyis minden A E,-gyiiriiben
acaA teljesill minden a€ A elemre, tehdt nemzérus Ey-gyiirii nem lehet Jacobson radi-
kalgyiirii.

Bizonyitas. Tegyik fel, hogy van olyan a€ 4, hogy a4 a4. Legyen R az A maxi-
malis olyan jobbidealja, amelyre a¢ R és R2aA. llyen R a Zorn-lemma alapjin
létezik. Ekkor az A/R A-jobbmodulus szubdirekt irreducibilis, és legyen M/R
a szive A/R-nek. Nyilvan (a),+ R=M, és MAZ R. Tehat M/R benne van A4/R-nek
az A,/R maximalis trivialis jobbidedljaban. Minthogy A4 egy E,-gyiirii, ezért A,/R
direkt Osszeadanddja az A/R A-jobbmodulusnak, minthogy pedig A/R szubdirekt
irreducibilis, ezért A,/R=A/R, tehat A,=A. Ezért A2C R. Ha majd igazoltuk azt
(lasd 38. Tételt), hogy minden E,-gyiirii balannihilatormentes, és hogy minden E,-
gyliriinek minden homomorf képe is E,-gyliri, akkor 4%2=4, és igy az ASRG A
ellentmondas adddik, ugyanis A4/A4% balannihilatort iartalmazé E,-gyiirii volna
A%+ A4 esetén.

Tovabba, ha a=ab €és b+c—bc=0, akkor a=a—a(b+c—bc)=a—ab—
—(a—ab)c=0.

38. TETEL. (1) Bdrmely A E,-gyiirinek bdrmely A homomorf képe szintén
E,-gyiirit és (2) barmelv A E,-gyiirii balannihildtormentes.

Bizonyitds. (1) Legyen M’ egy A’-jobbmodulus, és (M "), az M’ maximalis trivialis
részmodulusa. Az ma=ma’ eldirassal M’ egy A-jobbmodulus is lesz, ahol ap=a’
és ¢: A—~A" az A egy homomorfizmusa A’-re. Ekkor M,=(M’), lesz az igy kapott
M=M’ A-jobbmodulus maximalis trivialis részmodulusa, és minthogy M, direkt
Osszeadando M-ben, (M), is direkt Osszeadandé M’-ben, tehat 4’ egy E,-gyirii.

(2) Legyen A, az A Dorroh-bévitése, vagyis az Osszes

(a,m)  (a€A, mcZ)

rendezett par halmaza a megszokott egyenl&ségi éss Osszeadasi definicidval. Legyen
egy tetszOleges b€ A elemre
(a, m)b = (ab+mb, 0).

Ekkor A, egy A-jobbmodulus, tehat 4,=A4,&® 4,, ahol 4, az 4, maximalis trivialis
A-részmodulusa, mert 4 egy E,-gyliri. Legyen (0, 1) = (a, m)+(—a, 1 —m), ahol
(a,m)€A,. Ezért AjA=0 miatt ab+mb=0 teljesiil minden b€ A elemre. Ezért

(6,0) = (0, )b = (—a, 1—m)bc 4,,

tehat (b, 0)4A=(bA, 0)=0 miatt A tényleg balannihilator-mentes gyirdu.

Dernicid. Egy nullatél kiilonbozd ac€A gylirli elemet balmultiplikatornak
neveziink, ha van olyan n€Z racionilis egész szam, hogy minden x€A elemre
ax=nx teljesil.

39. TEreL. (1) Egy A gyiirii akkor és csak akkor egységelemes, ha A egy bal-
multiplikatoros E,-gyiri. (2) A akkor és csak akkor egységelemes gyiirii, ha A olyan
Jjobbmultiplikdtoros Ey-gyiirii, amely jobbannihildtor-mentes.
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Bizonyitas. (1) Ha ecA az A kétoldali egységeleme, akkor e nyilvan bal-
multiplikator és
Me 2 MeA = (MeA)e = MA

miatt Me egy A-részmodulus. M (1—e) az M maximalis trividlis 4-részmodulusa,
¢s M =Me® M(1—e). Legyen most, megforditva, 4 egy balmultiplikatoros E,-gyirti.
Ekkor (b+n)A=0 teljesiil egy 0=2b€A és egy n€Z elemparra. Ezért (b, n)€A4,,
ahol A, jelenti az A, Dorroh-bdvitésnek, mint A-jobbmodulusnak, a maximélis-
trivialis részmodulusat. Minthogy 4 a 38. Tétel (2) szerint balannihilatormentes,
minden n-hez legfeljebb egy b elem tartozik, Ugy, hogy (b, n)€ 4,. Legyen (a, m)€ 4,
olyan par, amelyben |m| minimalis pozitiv szam. Euklides-i osztassal belathato,
hogy A, additiv csoportja ciklikus, és (a, m) egy generatorelem. Minthogy (0, 1)=
=k(a, m)+(—ka, 1 —km), ahol A,=A,®A,; k(a,m)€A,; (—ka, 1—-km)€Ad, és
k alkalmas racionalis egész szam, tovabba 4,70 miatt ks<0. Minthogy

(x,0) =0, )x = (—ka, 1 —km)xc A,
érvényes minden x€ A esetén, ezért (0, (1 —km))€ 4,. Tehat
(1 —km)a, m) = ((1—km)a, 0)+m(0, 1 —km)€ A,N\ Ay = O

miatt km=1. Ha m=1, akkor e = —a lesz egy balegységelem A4-ban, mig m = —1
esetén pedig maga e=a lesz egy balegységelem. Ekkor A(1—e) balannihilator
A-ban, tehat a 38. Tétel (2) szerint 4(1 —e)=0, és igy e kétoldali egységelem.

(2) Legyen a=0 most egy jobbmultiplikator az E,-gyliriiben. Ekkor xa=nx
teljestl rogzitett n€Z szammal minden x€A4 elemre. Minthogy (xy)a=nxy, ezért

x(ya) = (xy)a = nxy = (nx)y = (xa)y = x(ay),

tehat 4(ya—ay)=0 miatt ya—ay=0, mert feltétel szerint jobbannihildtor-mentes.
Ezért ay=ya=ny miatt a egyszersmind balmultiplikator is és igy elegendd a 39. Tétel
(1) részét erre az esetre alkalmazni.

Lattuk a 37. Tételben, hogy nemzérus E,-gylirli nem lehet Jacobson-radikal-
gyiirli. Bizonyitas nélkiil mondjuk ki a szerz6 [50] dolgozataban bebizonyitott-
eredményt:

40. TETEL. Tegyiik fel azt, hogy létezik olyan A nemzérus E,-gytirii, amely egy-
szersmind Brown—McCoy radikdlgyiirii is. Ekkor:

1. A vdlaszthato jobbprimitiv gytiriinek, tehdt primgyfiriinek is;

2. A minden eleme balnulloszté és ha A primgyiirii, akkor axa=0, ahol xa+0,
tehdat xa nilpotens;

3. A minden a elemére A(1—a)A=A;

4. A minden a=0 elemére aAS Aa, tehdt A centruma 0, tovibbd Aas=A min-
den elemre;

5. Minden ac A elemre és minden ncZ raciondlis egész szamra: ac(a+mA+
+A(a+n)A;

6. A-ban léteznek L maximadlis balidedlok, amelyekre mindig LA=A teljesil;

7. Nem teljesiil a maximum-feltétel az

L, = [x; x€A, xa=x]}

alaku balidedlokra, tehdt A nem balnoether-féle gyiirii.
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9.§. Gyiiriikrdl, amelyeknek minden homomerf képe balannihilator-mentes

Ennek a §-nak az anyaga megtalalhaté a szerz6 [46] és [68] dolgozataiban, —
A 38. Tételben lattuk azt, hogy minden E,-gylirii minden homomorf képe bal-
annihilator-mentes. Ha E,-gyiirlinek nevezziik e § cimében szerepld gyiiriiket, akkor
minden E,-gyliril Eg-gyiiril.

41. TEreL. (1) Ej-gyiirii barmely homomorf képe is Eg-gytirii. (2) LS LA érvényes
bdrmely Eg-gylirti bdrmely L balidedljira. (3) acaA+ AaA akkor és csak akkor
érvényes A minden ac A elemére, ha A egy Fs-gyiirii. (4) Bdrmely A E;-gyliriiben a J
Jacobson-radikdl egybeesik A-nak, mint A-balmodulusnak, a Frattini-féle részmo-
dulusdval.

Bizonyitds. (1) Trivialis.

(2) A/L+ LA balannihilator-mentes, ezért LS LA.

(3) Ha 4 egy E;-gylir(i és L=(a);=Za+ Aa, akkor LE LA miatt acad + AaA.
Ha pedig az utdbbi feltétel minden a€ A elemre teljesiil, akkor minden homomorf
kép balannihilator-mentes, tehat 4 FE;-gyri.

(4) E. HiLLE ([16], Theorem 22.15.3]) szerint JAS®,ZJ és minthogy &, két-
oldali ideal, és A/®;-ben J/®, balannihilator, ezért J=&, valéban:

Most tovabbi kritériumokat (v6. 39. Tétel) adunk meg (az FE;-gylriik segit-
ségével) arra, hogy A egységelemes gylirii legyen. E kritériumok tipusa is kiilonbozik
R. BAERétd! [5].

42. TeETeL. (1) Egy A gyiirii akkor és csak akkor jobbegységelemes, ha A olyan
E;-gylirii, amelynek van olyan jobbmultiplikdtora, amely nem jobbnulloszté. (2) Egy
A gyiiril akkor és csak akkor egységelemes, ha A olyan Ejs-gyiirii, amelynek van
olyan balmultiplikdtora, amely nem balnulloszto. (3) Egy torziomentes A gyfirii akkor
és csak akkor egységelemes, ha A egy balmultiplikdtoros E,-gyiirii.

Bizonyitds. (1) Ha a jobbmultiplikitor, amely nem jobbnulloszto, az A4
E;-gyliriiben, akkor xa=nx 0 teljesiil alkalmas n€Z egész szimmal minden elemre.
Minthogy a 41. Tétel (3) alapjan acad + Aad, léteznek olyan b€ 4 és c€A elemek,
hogy a=ab+nc, hiszen most da=nAd. Ezért

nx = xa = xab+nxc = nx(b+¢) = x(b+c)a.
Minthogy pedig @ nem jobbnullosztd, ezért
x =x(b+c¢)

érvényes minden x€4 elemre, tehat e=b+c¢ jobbegységelem.

(2) Legyen az A E;-gyliriiben a olyan balmultiplikitor, amely nem balnulloszté.
Minthogy ekkor van olyan n€Z szdm, hogy ax=nx minden x€A4 elemre fennall,
aA=nA miatt

AaAd = A(nA) = nA* = n4d

és az acaAd+ AaA miatt acnA. Tehat van olyan b< A4, hogy a=nb, amib8l nbx=
=nx+0 miatt abx=ax, tehit bx=x adddik minden x€A4 elemre, ezért e=5b bal-
egységelem. Minthogy pedig A(l1-—e¢) balannihilator az 4 E;-gyliriiben, nyilvan
A(1—e)=0, tehat e kétoldali egységelem.

(3) Ha A torziomentes E,-gy(ir, amelyben a balmultiplikitor, akkor van
olyan n€Z, hogy ax=nx érvényes minden x<A elemre. Ekkor (2)-hoz hasonléan
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van olyan b€ A, hogy n(bx —x)=0, amibdl a torzidmentesség alapjan adodik, hogy
b balegységelem, és minthogy @ nem balnullosztd, (2) alapjan van kétoldali egység-
elem is A-ban.

43. TeteL. (1) Egy A gyiirii akkor és csak akkor egységelemes, ha Es-gyfirii,
és ha van olyan a nem-balnullosztéja, amelyre AazaA teljesiil. (2) Minden olyan
A E;-gyiirtinek, amelynek a C centruma nem nulla, van egységelemes A’ homomorf
képe.

Bizonyitdas. (1) Legyen A egy E;-gylirii és a olyan elem, amelyre 4daCaA, és
a nem balnulloszté. Minthogy AdadSaA és acad+ AaAd, ezért van olyan b€ A elem,
hogy a=ab, amib6l ax=abx adddik minden x€A4 elemre és ebbdl pedig bx=x.
Tehat b balegységelem. Minthogy A4(1—5b) balannihilator az E;-gyiiriiben, ezért
A(1—b)=0 és e=>b kétoldali egységelem.

(2) Legyen 0c€C centrumelem. Ekkor c€cA+ AcA miatt c=bc=cb teljesiil
bizonyos b€ A elemmel. Legyen K=(1-b)A+A(1—-b)+A(1—-b)A. Ekkor b+K
kétoldali egységelem A/K-ban.

44. TETeL. (1) Az A gylirii akkor és csak akkor egységelemes, ha A olyan E;-
gylirii, amelynek van olyan nemzérus c centrumeleme, amely nem nulloszto. (2) A akkor
és csak akkor egységelemes gyiirii, ha olyan E;-gylirii, amelynek egy a elemére
aA=A és a felcserélhetd minden (1—b)A alaku jobbidedllal, azaz az a(l1—b)A=
=(1—b)Aa.

Bizonyitds. (1) Ha c¢=0 centrumelem, akkor c€cA+AcA=cA=Ac miatt
elég a 43. Tétel (1) részét alkalmazni.

(2) Ha aA=A, van olyan c€A4, hogy ac=a, tehat a(l —c)=0. Minthogy a
felcserélhetd az (1 —c)A4 jobbideallal, (1 —c)4a=0, és a4 =A miatt, valamint 42=4
miatt (1 —c)4=0. Tehat ¢ balegységelem, és minthogy A(l—c¢) balannihilator,
ezért A(1—c)=0. Ezért ¢ kétoldali egységelem.

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy az Osszes E;-gylirli R osztilya radikal-
osztaly, és vizsgalni fogjuk az R-féligegyszerii gyiiriiket. Legyen R(a)=ad+ AaA.

Egy T radikal gyengén szubidempotens, ha minden 7-radikalgy{ir{i idempotens.
Az 0roklodé gyengén subidempotens radikalokat nevezziik szubidempotensnek.

45. TETEL. Az dsszes Eg-gyiirii R osztdlya gyengén szubidempotens radikdlosztdlyt
alkot Maranda— Michler értelemben*. Minden (Maranda— Michler értelemben) R-félig-
egyszerii A gytirti olyan szubdirekt irreducibilis és R-féligegyszerti S, gyiiriiknek egy
szubdirekt osszege, hogy H,S,=0 teljesiil S,-nak a H, szivére.**

Bizonyitds. Az x€ R(x) relacio egy Brown—McCoy-féle [7] F-regularitast definial,
ahol
F(x) = R(x) = xA+AxA.

Legyen R(A) mindazon y€ A elemek halmaza, hogy az (y) f6idedl minden z elemére
z€ R(z). Ekkor R(A) kétoldali ideal, amely minden R-regularis idealt tartalmaz, és

R(A/R(4)) = 0.

* Trans. Amer. Math. Soc. 110 (1964) 98—135. és Math. Annalen 167 (1966) 1—48.
** Megjegyezzilkk a korrektira olvasasakor (1976. I. 5), hogy a szerz6é 1973-ban azt is igazol-
ta, hogy R Amistur—Kuros értelemben is radikalosztaly.
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R(A) egybeesik mindazon M, idedlok metszetével, amelyekre 4/M,=S, szubdirekt
irreducibilis és R-féligegyszer(i. Ezért van S,-nak a H, szivében olyan 4,70 elem,
amelyre 4, S,+ S,h,S,=0, amibél H,S,=0 adddik.

46. KOROLLARIUM. A bdrmely B idedljdra R(B)S B[\ R(A) teljesiil.

MEGIEGYZES. Ha A= Z a raciondlis egész szamok gyiiriije, és B a paros szamok
idealja, akkor
0=R(MB)SBNR(A) =BNZ=B=0.

47. KOROLLARIUM. R(A) tartalmazza minden A gytiriiben a maximdlis Neumann-
reguldris idedlt (B. BROWN—N. H. McCoy), az N. Divinsky-féle D-radikdit [8]
és a B. de la Rosa-féle i-radikalt (Doktori téziseiben).

48. KOROLLARIUM. Minden nilpotens gytirii R-féligegyszeril.
49. KOROLLARIUM. Minden erésen R-féligegyszerii gytirii antiegyszerii.

50. KOROLLARIUM. (1) Minden erbsen R-féligegyszerii, kétoldali fGidedlokra
minimum-feltételii gyiirii nilgyiirii. (2) Minden erésen R-féligegyszerii és az dsszes
kétoldali idedlra minimum-feltételii gyiird nilpotens.

51. KOROLLARIUM. Egy A jobbartin-féle gytiriire ekvivalens az aldbbi két fel-
tétel:

1. A nilpotens;

2. A olyan R-féligegyszerii gyiirii, hogy az Osszes A" hatvdany A® metszetében
nincs A-nak nemzérus balannihildtora.

Bizonyitasi vazlat: 1.-bél 2. trivialisan adddik. Feltessziik, hogy 2. teljesiil és

I. nem teljesiil. Ekkor
A= Z eiA‘l'Ns

ahol el=¢;#0, ;4 direkt felbonthatatlan és N nilpotens jobbideal. Hosszasabb
szamolassal 2. alapjan ellentmondas vezethetd le.
Legyen R’ az R radikalhoz bal-jobb duéilis radikal. Ekkor érvényes az

52. KOROLLARIUM. Legyen A jobbartin-féle és balartin-féle gyiiri. Fkkor egy-
madssal ekvivalens az aldbbi két feltétel:

1. A nilpotens;

2. A R-féligegyszerii és R’-féligegyszerii, és az dsszes A" hatvdany A® metszetében
nincs A-nak nemzérus kétoldali annihildtora.

MEGIEGYZES. Legyen A a kételemi test felett az a és b elemekkel generalt
algebra, ahol a szorzasi tabla:

alb
ala
b|b

Ekkor A=R(A)# R’ (4)=0 teljesiil a négyelemil gyliriiben.
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10.§. A Neumann-reguliris és erdsen reguliris gyiiriikrdl

Ennek a §-nak az anyaga megtalalhatd a szerzé [60], [61], [69] és [71] dolgoza-
taiban, tovibba LAJOs SANDOR és a szerz6 koz6s [24] és [25] dolgozataiban.

Az olvasét emlékeztetjiik arra, hogy az A gyiliri Neumann-regularis akkor,
ha acada, és erGsen regularis akkor, ha a€a®A, minden a€ A elemre. Mind a Neu-
mann-regularis, mind az er8sen regularis gylirlik egy-egy szubidempotens radikal-
osztalyt alkotnak.

KERTESZ ANDOR igazolta, hogy egy M teljesen reducibilis A-jobbmodulus
operator-endomorfizmusainak a gylirlije Jacobson-féligegyszerii. Szerzé [60] ezt az
eredményt élesitette, mikzben JOHNSON és KIOKEMEISTER egy joOl ismert [19] tételét
altalanositotta is a kovetkezGképpen:

53. TETEL. Legyen M egy teljesen reducibilis A-jobbmodulus. Ekkor M operdtor-
endomorfizmusainak az E(M) gyliriije Neumann-reguldris.

Bizonyitds. Legyen el6sz6r M homogén. Ha y€ E(M), van olyan K A-rész-
modulus, hogy M=yM& K. Legyen

L,=[m, meM, ym = 0].

Ekkor van olyan N A-részmodulus, hogy M=L,® N. Ha N= 3{n,}, akkor yM-nek
az Osszes yn, bazisa lesz, ha {n,} minimélis 4-részmodulus. Ez szdmolassal lathaté
be. Legyen k; bazisa K-nak, és legyen  olyan endomorfizmus, hogy

o(yn,) =n, és 0Oky=0.

Ha 3=ydy—y, akkor 3M =0, tehat y=ydy. Ha pedig M nem homogén, akkor
E(M) a homogén komponensek Neumann-regularis endomorfizmus-gyiiriiinek
komplett direkt Gsszege, tehat E(M) ekkor is Neumann-regularis.

Bizonyitas nélkiil mondjuk ki szerz8 [61] alabbi eredményét, amely JACOBSON—
WoLFsoN egyik eredményének egy altalanositasa:

54. TETEL. Legyen M homogén teljesen reducibilis A-jobbmodulus, és E(M)
az M operdtorendomorfizmusainak a gyiiriije. Ekkor E(M) minden nemzérus két-
oldali I idedljdhoz van olyan m végtelen szdmossdg, hogy I éppen az dsszes olyan
y halmaza, amelyekre rang yM <m.

Az A gylirli egy B részgyiiriijét biidealnak nevezziik, ha BABSB. Az A* cso-
port egy B additiv részcsoportja altalanositott biideal, ha BABCS B. Gyliriik bi-
idealjainak altalanos vizsgalata Lajos S.—SzAsz F. [25] koz6s dolgozatiban,
a minimalis biidealok és altalanositott biidealok vizsgalata szerzG [69], [70] és [71].
dolgozataban tortént meg. Erdsen regularis gylirliben minden altalanositott biideal
kétoldali ideal [71].

55. TETEL.Y Egy A gyfirtire a kévetkezb tizenkét feltétel egymdssal ekvivalens:
1. A Neumann-reguldris;

2. RNL=R-L minden R jobbidedlra és minden L balidedira;

3. (a),N\(b);=(a),- (b), minden a, b€ A elemre;

4 Az 55. és 56. Tételben szerepld feltételek egy része korabbrol ismert.
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2.
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. (@),N(a);=(a)(a), minden ac A elemre;
. (a),=(a), - (@), minden (a), f6kvdziidedlra,
. (@)q,y=(a), - (a); minden (@)q,y fobiidedira,

@qa,n=(@)(a), minden (a)a,yy dltaldnositott fGbiidedlra;
(@), n=aAa minden ac A elemre;

. (@, n=ada minden a€ A elemre;

QAQ=Q minden Q kvdziidedlra;
BAB=B minden B biidedlira;
BAB=B minden P dltaldnositott biidedira.

bizonyitast itt melldzziik.
TETEL. Egy A gyifiriire az aldbbi harmincegy feltétel ekvivalens:

A erdsen reguldris gyiirii;
A Neumann-reguldris gytirii, amelyben minden egyoldali idedl kétoldali idedl;
A szubkommutativ Neumann-reguldris gylirii (tehdt aA=Aa minden acA

elemre);

4.
5.
6.
7.
8.
9.

idedlra

10.

minden

B2=B minden B dltaldnositott biidedira;

B2=B minden B biidedlra;

Q*=Q minden Q kvdziidedlra;

RL=RNLSLR minden L balidedlra és minden R jobbidedlra,

LN R=L-R minden L balidedlra és minden R jobbidedlra;
LNLy=L,-L, és RyNRy,=R, R, minden L; balidedlra és minden R; jobb-
(=1,2);

LNT=LT és RNT=TR minden L balidedlra, minden R jobbidedlra és
T kétoldali idedlira;

. A Neumann-reguldris és ferdetesteknek egy szubdirekt dsszege;
. A nilpotens elemek nélkiili Neumann-reguldris gyiirii;

. LiNLy=L,+ L, birmely L, és L, balidedlra;

. RyNR,=R, R, bdrmely R, és R, jobbidedlra;

. LNT=LT barmely L balidedlra és T idedira;

. RNT=TR bdrmely R jobbldealra és T idedlra;

Q1N Q=0+ Q, bdrmely Q, és Q, kvdziidedlra;

. B,NB,=B, -B, bdarmely B, és B, biidedlra;,

. BiNBy,=B,-B, barmely B, és B, ditaldnositott biidedlra;
. A multiplikativ félcsoportja csoportok félhdloja;

. Minden egyoldali idedl centrdlis idempotenssel generdlhaté;
. (ab),=(a),N\(b), minden a, b€ A elemre;

. (ab);=(a); "\ (b), minden a, b€ A elemre;

. (@),=(a®, minden ac A elemre;

. (@);=(a®,; minden a€c A elemre;

Minden R jobbidedlhoz van olyan m=m(R)=2 kitevs, és minden L bal-

tdealhoz van olyan n= n(L)>2 kitevé, hogy fennallnak

= (R+AR™ ¢é L = (L+LA);

27. A nilpotens elem nélkiili és az aldbbi ot aleset egyike fenndll:
(1) ad=aAa minden a€A elemre,
(ii) Aa=aAa minden acA elemre,
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(1ii) ad=a*4 minden acA elemre,

(iv) Aa=Aa® minden a€ A elemre,

(v) minden a€A elemhez létezik olyan n=n(a)=2 kitevd, hogy ada=a"Aad"
érvényes.

A bizonyitdst itt mellozziik.
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