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1II. FEJEZET
GYURUK GYENGEN SZUPERNILPOTENS RADIKALJAIROL

11.§. Az antiegyszerii gyiiriikrol

Ennek a §-nak az anyaga szerzd [56] dolgozataban talalhaté meg.

Egy R radikal gyengén szupernilpotens, ha minden nilpotens gy{iri R-radikal-
gytirii. Egy radikal szupernilpotens, ha 6roklédé és gyengén szupernilpotens. Egy
A gyiri antiegyszerli, ha 4 homomorf médon nem képezhetS le idempotens szivii
szubdirekt irreducibilis gylirire. Az antiegyszerii gytiriket V. A. ANDRUNAKIEVICS
[1] vizsgalta részletesen. Barmely antiegyszeri gy{iri nilpotens szivii szubdirekt
irreducibilis gylirliknek egy szubdirekt Gsszege. Barmely nilpotens gyiirli antiegyszerii,
és barmely, kétoldali idedlokra minimumfeltételi antiegyszerii gylirli nilpotens.

Az antiegyszerdi gylirlik osztalya radikalosztaly, mégpedig specialis radikal
Andrunakievics-féle értelemben, tehat szupernilpotens is. Az antiegyszer{i radikal
a minimalis idealt tartalmazé primgyfirliik osztalyaval meghatarozott felsé radikal.

57. TéteL. Egy A gyiriire ekvivalens az aldbbi két feltétel:
1. A antiegyszerii gylirii;
2. (a)=(a+Db) érvényes minden (a) fidedlra és (a)? idedInégyzet minden b elemére.

Bizonyitds. Tegyilik fel, hogy 2. nem teljesiil. Akkor van olyan acA4 és b€ (a)?
elem, hogy
(a) # (a+b).

Nyilvan (a+b)c(a). Legyen M maximalis olyan ideal A-ban, hogy a¢ M és
M2(a+b). llyen M a Zorn-lemma alapjan létezik. Ekkor 4/M szubdirekt irredu-
cibilis gyiirii, amelynek (a)/M lesz a szive. Minthogy a+b€M, ezért

(@+M=0b)+M
és b¢(a)? miatt az (a)/M sziv idempotens. Ezért nem teljestl (1).

Forditva, ha 1. nem teljesiil, akkor van A-nak olyan [/ idealja, hogy A/[= S
szubdirekt irreducibilis és a H/I sziv idempotens. Ekkor H=(h), igy

(W +1 = (h)2+1.

* Doktori értekezés, Budapest, 1972. Az értekezés I. és 1I. fejezete, valamint a teljes tartalom
és irodalomjegyzék az MTA [IIl. Osztdly Kizleményei 22:2—3—4 fiizetében pp. 215—255. jelent
meg. A paragrafusok, tételek stb. szamozasa folytatolagos.
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2 SZASZ FERENC

Van tehat olyan /1,€ (1)? és iy€1 elem, hogy
= hy+iy.
Ekkor (/)5 (h—h,), mert (h—hy)S1 viszont ()& 1. Ezért 2. nem teljesiil.

12.§. Négy kritérium arra, hogy egy konkrét F-radikal
a Brown—McCoy-féle radikail legyen

L .
Ennek a §-nak az anyaga megtalalhaté szerzé [38] dolgozatdban. Minden
(k, I, m, n) nemnegativ egész szamokbo! allo szamnégyeshez explicit médon beve-
zetlink egy konkrét (k, /, m, n)-radikalt. Ha az 4 gylir{i elemei az acb=a+b—ab
kormiiveletre egy Neumann-regularis félcsoportot alkotnak, akkor 4 egy (k, 0, 1, 1)-
radikalgyiirli és (0,7, 1, )-radikalgylirii lesz minden nemnegativ k,/€Z esetén.
Tovabba barmely (k, [, m, n)-féligegyszerli és kétoldali féidedlokra minimum-
feltételil 4 gyliri, mint (4, A)-dupla modulus, teljesen reducibilis.

Legyen a®=0, al=a, a"+*V=a™ca a kormiivelettel. Legyen a< A rogzitett,
x< A valtozo elem és legyen

(k, I, myn)(a) = 5 (@™oxoa™ —k-a®.
X€A

Ekkor egy specialis F-regularitids definialhaté a€(k, [, m, n)(a) altal, ahol F(a)=
=(k, I, m, n)(a).

58. TETeL. Ha G jeloli a Brown—McCoy radikdlt, akkor G(a)=(1, 1, 1, 1)(4)=
=(1, 1, 1,00(4)=(, 1,0, IXA)=(1, 2, 1, 1)(A4) teljesiil minden A gyiiriiben.

Bizonyitds. Legyen P szubdirekt irreducibilis és (k, /, m, n)-féligegyszerii gyfirdi.
Ekkor P-nek az S-szivében van olyan d=0 elem, hogy (k,/, m, n){(d)=0, tehat

d™oxod™ = k.d®

minden x¢€P elemre. Ha specidlisan x=0, akkor d("+m=kd\), igy tetszbleges x€ P
elemre
x = d™x +xd™ —d™.x.dmM¢s,

tehat S=P. Ezért P-ben csak trivialis idealok vannak:

0 é P
Tovabba:
(—d"HP(1—d™) =0 é d=d-d"*" = kd.dV.

Hosszasabb szamolassal igazolhatd, hogy d akkor és csak akkor lesz P kétoldali
egységeleme, ha (k,, m,n)=(1,1,1, 1), (1,1, 1,0), (1,1,0, 1) vagy (1,2, 1, 1).

A szamolas részletesen megtalalhaté a [38] dolgozatban. Pl. k=I=m=n=1
esetén d’=d=0 és (1 —d)P(1 —d)=0 miatt d egységelem.

I£TA 111, Osztdly Kdozleményei 23 (1974)
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VIZSGALATOK ALGEBRAI STRUKTURAK RADIKALELMELETEBEN (II) 3

13. §. Gyengén szupernilpotens radikalok és idealizatorok

Ennek a §-nak az anyaga megtaldlhatdé szerzdé [72] dolgozataban.

Legyen S tetszOleges részgylirli az 4 gyiiriiben. 4-nak azt a legbévebb I(S)
részgyliriijét, amelyben S még kétoldali idedl, az S idealizdtoranak nevezziik. Tovabba
egy A gylirlit T-nilpotensnek neveziink, ha a

- ’
P = 1Ay ... Gy, €S DPp = QyQ,_; ... G304

szorzatok sorozatai nullat tartalmazzidk. Az Osszes 7-nilpotens gyiirii osztalyaval
meghatarozott alsé radikal szupernilpotens. Barmely, f6jobbidealokra nézve mini-
mum-feltételii gylirlinek a Jacobson-radikalja T-nilpotens.

59. TETEL. Legyen R gyiiriiknek egy gyengén szupernilpotens radikdlja. Legyen
S maximadlis A-nak az R-radikdl részgyiiriii kozt. Ekkor barmely S részgyiirii 1(S)
idealizdtordnak az I(1(S)) idealizdtordra I(I1(S))=1(S) teljesiil.

Bizonyitds. 1(S)-nek az R-radikalja S, mert S ideal 7(S)-ben és S maximalis
R-radikal részgyiirii A-ban. Tovabba I(S)-I(I(S))SI(S) miatt I(S)-I(I(S))- SES.
Definicionk alapjan I(I(S))S1(S), ezért I(I(S))S+ S/ S jobbannihilatora I(S)/S-nek,
és minthogy S maximalis R-radikal részgyiirii 4-ban, ezért I(1(S))SE S. Hasonléan
igazolhaté S.I(I(S))S S, tehat S kétoldali ideal I(I(S))-ben is. Ennélfogva
I{I(S))S1(S)SI(I(S)), tehat I(I(S)=I(S)).

MEGIEGYZES. Az 59. Tétel hasonlo az egyik jo! ismert csoportelméleti tételhez:
Ha S egy n-Sylow-alcsoport egy tetszéleges G csoportban, akkor az N(S) norma-
lizatornak az N(N(S)) normalizitora maga N(S), tehat N(N(S))=N(S).

60. TETEL. Ha az S valédi részgyiirii T-nilpotens az A gyiliriiben, akkor I(S)
valédi médon bévebb S-nél, tehdr I1(S)2S.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy I(S)=S. Minthogy S# A4, van olyan x€ 4, elem,
hogy x¢I(S)=S. Ezért van olyan s, és 5;€S elem, hogy xs5,4 S vagy s;x¢S. Igy
S=1(S) miatt van olyan s, és s;€ S, hogy pl. s,xs5,4 S vagy sss1x¢ S. Eljarasunkat
tovabb folytatva olyan 3, §,, ... és §;, 5, ... sorozatok adédnak, hogy

r =

SpaSm_1 e. §1X81°5, ... 5,48,

ami ellentmond annak, hogy S T-nilpotens A-ban. Ezért valéban I(S)=S.

MEGIEGYZES. Emlitettitk, hogy f6jobbidedlokra nézve minimumfeltételd gyliriik
Jacobson-radikalja T-nilpotens. E gylirlik Jacobson-radikilja egybeesik a Baer-féle
alsé nilradikéllal és ha a gyilir(i balegységelemes, akkor a Brown—McCoy-féle
radikallal is.

MasfelSl, ha egy tetszbleges 4 (asszociativ) gylirliben a B Baer-féle alsod nil-
radikal kiilonbézik a G Brown—McCoy-féle radikaltol, akkor:

1. van A-nak olyan végesen generdlt valodi részgyiiriije, amely nem egy (a), f6-
Jobbideal [40],

2. van A-nak olyan végesen generalt valddi részgyiiriije, amely nem a4 alaku
jobbideal [41].

1* MTA I111. Osztdly Kozleményei 23 (1974)
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Ugyanis a [40] dolgozatban bizonyitott tételiink explicit modon meghatarozza
mindazon gyliriiket, amelyeknek birmely végesen generdlt valddi részgyiiriijiik
féjobbideal, mig a [41] dolgozatban bizonyitott tételiink pedig explicit médon meg-
hatarozza mindazon A gyiirliket, amelyeknek barmely végesen generalt valodi rész-
gylirljik a4 alaki jobbidedl. Szerzd [40] tételének bizonyitdsa a kvadratikus nem-
maradékokat is felhasznilja. Megjegyzendd, hogy a [40] és [41] gy(rfiosztalyok
explicit leirasanak feladatat REDEI LASzLO akadémikus emlitette még 1958 tavaszan
a szerzOnek.

IV. FEJEZET
_ A JACOBSON-RADIKAL
TETSZOLEGES (ASSZOCIATIV) GYURUKBEN

14.§. A Jacobson-radikal jellemzése Green-ekvivalencidval

Ennek a §-nak az anyaga a szerzé [54] dolgozataban szerepel. Az A gyiri
B és C részhalmazaira nézve legyen

B~1C = [x; x€ A, Bx S C].

Tovabba definidljuk az a, b€ A elemekre az a=b ekvivalenciat (a),=(b), altal, ahol
(a), fGjobbideal A-ban. a=b az A4 multiplikativ félcsoportjaban egy Green-féle
ekvivalencia, amely a félcsoport balkongruenciaja.

61. TETEL. Az A gyiirii J Jacobson-radikdlja egybeesik mindazon x elemek
K halmazdval, amelyekre az (x), f6jobbidedl minden y elemével és A minden z elemével

z=2z+42zy.

Bizonyitds. Legyen @, az A A-jobbmodulus Frattini-részmodulusa. KERTESZ
ANDOR [21] szerint J=A4"1®,. El3sz6r a K<J tartalmazast igazoljuk. Ha x€A4,
és x¢J, akkor x¢ A=, AxEP,, tehat van olyan y€A4 és R maximalis jobb-
ideal, hogy yx¢ R. Minthogy ekkor A2E R és A/R egyszerli A-jobbmodulus, van
olyan u€ A, hogy y+ R=yxu+ R, ahonnan a v = —xu€(x), jeloléssel

+yr), S R#=A4=(y),+R,

tehat y+yv 2y, és ve(x), miatt x¢ K. igy KSJ.

Most a J S K tartalmazast bizonyitjuk be. Ha ugyanis x€A4 és x¢ K, akkor
létezik olyan y€(x), elem és olyan z€ 4 elem, hogy z2z+zy. ZORN lemmaja alapjan
van olyan R jobbideal, amely maximalis a z¢ R és R2(z+zp), relaciokra nézve.
Ekkor az A/R A-jobbmodulus szubdirekt irreducibilis, mert 4/R minden nemzérus
A-részmodulusiban z benne van. Minthogy z+zy€ R ezért

M+ R=(z),+R=2z(y),+R#R.

Minthogy (z),+ R/R egyszerii A-jobbmodulus és z(y),ER, ezért y€(x), miatt x4 J.
Tehat valéban JEK, és ezért J=K, amivel a 61. Tételt bebizonyitottuk.

MTA III. Osztdly Koézleményei 23 (1974)
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15. §. Kertész Andor egy problémajinak és
Kertész Andor és Wiegandt Richard egy kozis problémajinak megoldasa
. modulusok egy radikaljiroél

Ennek a §-nak az anyaga szerzd [62] és [74] dolgozataiban talalhaté meg.
Legyen A tetszOleges (asszociativ) gylirli, M egy A-jobbmodulus és ®(M) az
M Frattini-részmodulusa. M Kertész-féle radikaljat igy értelmezziik

K(M) = [m;meM, mA S &(M)).

Vildgos, hogy K(M) részmodulus M-ben (v6. KERTESZ [20]). M-nek egy N rész-
modulusa homoperfekt, ha MA+N=M. KErTESZ ANDOR [20] igazolta, hogy
K(M) egybeesik M Gsszes homoperfekt maximalis részmodulusanak a metszetével.
Ha A balegységelemes gylirfi, akkor A4-nak, mint A-jobbmodulusnak a Kertész-
radikalja éppen 4 Jacobson-radikalja lesz. Egyébként pedig minden A gylirliben
K(A)SJ(A).

KErRTESZ ANDOR [20] kérdezte, hogy vajon barmilyen 4 gylirliben K(A), mint
az A A-jobbmodulus (Kertész-féle) radikalja egybeesik-e a J(A) Jacobson-radikallal.

Az alabbi példa mutatja, hogy erre a valasz nemleges.

Példa. Legyen A a p elemii véges primtest felett az

0 0 0 1 00
x=10 0 0] & y=10 1 0
1 0 0 010

matrixokkal generalt algebra. Ekkor 4 egy p?-elemi nemkommutativ gylri €s
a szorzasi tabla:

x y
X 0 x
y 0 y

Minthogy y jobbegységelem A4-ban, 4%= A, tehat minden jobbideal 4-ban homo-
perfekt. Ezért (x),=Zx és (y),=Z2Zy, ahol Z a racionalis egészek gylirije, homo-
perfekt, p-elem{i, ezért maximalis jobbideal A4-ban. Minthogy pedig

A, =0,
ezért K,(4)=0. Viszont a J(A4) Jacobson-radikal éppen
() = Zx = (x), = K(A4) = J(4) # 0,

ahol K; a K, bal-jobb dualisa.

62. TETEL. Egy tetszbleges m szdmossdghoz akkor és csak akkor létezik olyan
m-szdmossdagu gyiirii, amelyben 0=K (A)#=J(A)=K,(A), ha W nem négyzetmentes
véges szdm.

MTA I111. Osztdly Kozleményei 23 (1974)
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Bizonyitds. Ha m véges négyzetmentes szam, akkor minden p-komponens
p-elemll zérégyirii, vagy p-elemii test. Ezért 4 kommutativ, tehat minden homo-
perfekt maximalis jobbideal modularis, és ennélfogva

J(A) = K, (4) = K(A).

Ha m véges, de nem négyzetmentes szam, akkor m=p?n. Legyen A az el6z0
példaban szereplé p2-rendii nemkommutativ gylirli, B pedig n-szamossagu gyiird,
amely p-hatvanyrendii véges testek direkt Osszege. Ekkor K,(B)=J(B)=0. Ha
C=A® B, akkor

KAC) = K (4) = 0 = J(C) = J(4) = (x), = K(C).

Ha pedig m végtelen szamossag, legyen B egy tetszOleges m-szamossagu test
(pl. a racionalis szamtest m-transzcendenciafoku tisztan transzcendens bévitése),
A az elobbi gylirii és C=A @ B. Ekkor szintén K, (B)=J(B)=0 és

K.(C) = K.(4) = 0 = J(C) = J(4) = (x), = Ki(C).

63. TETEL. K, és K| kétoldali idedlok minden A gyiiriiben, amelyekre AK,S &,Z
CK,CJ(A) és KKAS O, SK, SJ(A) teljesiilnek. De K, és K, nem gyiiriiradikdlok
Amitsur—Kuros értelemben.

Bizonyitds. ®,C K,=J az el6z6ek alapjan vilagos, mig a Hille [16]—Kertész [21}-
féle AJCS @, tartalmazésbol 4K, = @, is adodik.

Lattuk az el6z6 példaban szereplé A gylirlire, hogy K,(4)=0, de A-nak az
Ag=(x),#0 idealjara K,(A4,)=A4,=0. Ezért K, nem Amitsur—Kuros-féle gyliri-
radikal. K; vizsgalatahoz A-nak az 4" antiizomorf képét kell tekinteniink.

A Keszthelyi Gyiir(ielméleti Konferencian KERTESZ ANDOR emlitette A. KER-
TESZ—A. WIDIGER egy kO6zOs eredményét, hogy barmely N nilgylriire K(N)=N
teljesiil és a konferencidn WIEGANDT RICHARD is kérdezte, hogy: melyek azok az
Osszes A gyliriik, amelyekre K. (4)=A?

64. TETEL. Egy A gyiiriire K(A)=A akkor és csak akkor teljesiil, ha J(A)=A.

Bizonyitds. Ha K, (4)=A, akkor K,SJ miatt J(4)=4 is teljesiil.

Forditva, ha J(4)=A4, akkor AJS ®,SJ(A) miatt A2S &(4). Ez pedig azt
jelenti, K(M) definicidja alapjan, hogy 4=K,(A). Ezzel a 64. Tételt elemmentesen
bebizonyitottuk.

Bizonyitas nélkiill megemilitjiik azt az eredménylinket, amely szerint az 4 gyii-
rlire az alabbi két feltétel egymassal ekvivalens:

1. A Jacobson-radikalmentes jobbartin-féle gy(rii;

2. A olyan egységelemes M HR-gyiiri, hogy barmely M A-jobbmodulusban
a K(M) Kertész-radikal egybeesik M maximalis trivialis részmodulusaval, azaz
K(M). A=0 ([42], Satz 4.3).

MTA III. Osztdly Kdzleményei 23 (1974)



VIZSGALATCK ALGEBRAI STRUKTURAK RADIKALELMELETEBEN (i) 7

16.§. Kertész Andor egy problémdjanak megolddsa kvazi-modularis,
maximalis, de nem moduldris jobbidealok létezésérdl

Ennek a §-nak az anyaga a szerzé [45] és [75] dolgozatiaban szerepel.

Az A gylirli egy R jobbidedljat kvdzimoduldrisnak nevezziik, ha 4A-1RCR,
ahol B~1C=[x; x€A4, Bx<SC]. Tovabba egy R jobbide4l modularis, ha van olyan
e£ A elem, hogy minden x€ 4 elemre x—xe€ R. Egy R moduléris jobbidedlra R=A4
akkor és csak akkor teljesiil, ha e€R. JacossonN ([19] 1.3.1. illitds Korollariuma,
6. oldal) szerint minden moduldris jobbidedl kviazimodularis.

KERTESZ ANDOR ([23, 125. oldal) kényvének 3. Problémaja (mds elnevezésekkel)
kérdezi:

Minden kvazimodularis maximalis jobbideal moduldris-e?

A probléma azért jelentds, mert JacoBsoN [19] szerint a J Jacobson-radikal
minden gyiirliben az Osszes modularis maximailis jobbided! metszete. Mdsrészt
KerTEsz ([23], 5.24. Tétel (g)) szerint az Ssszes kvdzimoduldris maximalis jobb-
ideal metszete is éppen a Jacobson-radikal.

65. TETEL. Minden mvégtelen szdmossdghoz létezik egy K, ( p=0vagy primszdm)
primtest felett vett A algebra, amely tartalmaz egy kvdzimoduldris, maximalis, de
nem moduldris R jobbidedlt, ugy hogy

rang A = rang R = m.

Bizonyitds. Legyen d,5 a Kronecker-szimbdlum és I' egy m-szamossagl index-
halmaz. Legyen tovabba A az Gsszes a,, g, €s S5 (2, B, 7, €, 7, $€I) szimbélummal
a K, primtest felett generalt algebra, ahol a szorzétébla

a, Y 'eq ssr,s ]

a, a 5:15 -4, 518 *dy

L] Sape 6#: * Py 5[15 * Sans

Sapy | Sape | OyeSapn | Oye Saps (

Ez az A algebra monomialis és asszociativ. Legyen R az 0sszes r,; €s s,,, elem-

mel generalt részalgebra. 4 minden eleme

(%) @ = 2 My + 2 0 jlal y + 2 Ovjrie Sap gy

alakban irhatd, ahol =, g; v, 0,;4-€ K, és mindharom D Osszeg véges. R nyilvan
jobbideal A-ban, és minthogy aR+R=A addédik minden a¢ R(a€A) elemre, R
maximalis jobbideal A4-ban. Tovabba R nem modularis (1 —a)4 E R miatt. Ugyanis
a€R esetén (1 —dala,§ R minden «€I’ indexre. Ha pedig ad R, akkor («)-ban
legalabb egy m;=0, és

(1—-a) (—ni'r,y) = ag+1"¢ R (r"€R).

afy

Meg lehet mutatni, hogy minden a4 R elemhez (lasd (%)) van végtelen sok olyan
a, elem, hogy
a,-a¢R,

MTA III. Osztdly Kozleményei 23 (1974)
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amibdl kovetkezik, hogy a kvazimodularis jobbideal. Ugyanis ha a,a=r*, akkor
a= 2 ma, +r(r€R). Minthogy a,r =— > ma, +r*, ezért

r = Z Ui"aai+2 Tjksaﬂ17k+ra’

ahol oy, 7;, € K, és mindkét >’ Osszeg véges. Tovabba r,€ R és ar,€ R. Tehat
(* '*) Fy = 2 nij(rayi_sﬂﬁ17i)+2 a;jrﬂi71+2 T'{jksgi".i‘gk'

Minthogy mindharom 2 véges és |I'|=wm, van m szamossigu végtelen sok olyan
¢ index, hogy e és ¢ kiilonbozik a véges >-okban balrdl all6 Gsszes véges sok
B; és ¢; indextdl is. Ekkor a,=a,r=0 és

a,a = > ma, ¢ R.

Nyilvanvaldan rang A=rang R=1m is érvényes.

66. TETEL. Ha egy A gyiirii tartalmaz kvazimoduldris, maximadlis de nem moduldris
R jobbidedlt és egy nemzérus e idempotens elemet, akkor R is tartalmaz egy nemzérus
[ idempotens elemet.

Bizonyitds. Nyilvain A=(1—e)A+ R, mert R maximalis és nem modularis.
Ezért e=(a—ea)+r, ahol réR, és e=e?=er. Ebbll pedig e=ere, re=0 és f=re
idempotens elem R-ben.

Szerzé [45] dolgozata 3. §-aban t6bb eredmény szerepel egyoldali idealhanya-
dosokkal kapcsolatban.

Redukdltnak neveziink egy A gyiir(it, ha egy kvazimodularis, maximalis, de
nem modularis R jobbidealjaban fekvé kétoldali idealja csak (0) lehet. Redukalt
gylirii primitiv is.

67. TETEL. Redukdlt gyiirii centruma 0.

Bizonyitds. Legyen a€A és a4 R. Ekkor A2& R miatt ad+ R=A. Tehat van
olyan b€ A és r€ R, hogy
a=ab+r,

amibdl a(l—b)A=rAS R. Masfeldl A=R+(1 —b)A, mert R maximalis és nem
modularis. Ezért a4SaR+ R tehat aR+ R=A4. Legyen most C az A redukalt gylrQ
centruma és c€C. Ekkor cR=RcS R és a bizonyitas el6z6 részlete miatt CSR.
Ekkor (C)=C+ CAZ R és minthogy A redukalt, a (C) ideal 0, és ezért C=0.

68. TETEL. Redukdlt A gyiiriinek az A* additiv csoportja vagy elemi p-csoport,
vagy pedig olyan torzidmentes csoport, amelyre minden m raciondlis egész szdammal

AT = mAt+R*

teljesiil, ahol R kvdzimoduldris, maximdlis, de nem moduldris jobbidedl. Ekkor R*
tiszta alcsoport A*-ban.
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Bizonyitds. Legyen A[p] az AT maximalis elemi p-alcsoportja. Ha A* nem
torziomentes, van olyan p primszam, hogy A[p]=0, ezért 4= A[p]+ R, ahonnan
pA=pRER. Minthogy pA ideal 4-ban és A redukalt, ezért pA=0. Ebben az eset-
ben R* direkt Osszeadandé A*-ban, ezért R ekkor tiszta alcsoport is. Ha viszont
A[p]=0 minden p primszamra, akkor A* torzidomentes, és ha mA4 =0, akkor a redu-
kaltsag és R maximalitdsa miatt

A =mA+R.

Tegylik fel, hogy acA4, a4 R és nac R egy nemzérus n egész szdmra. Minthogy
aR+R=A, ezért nASR, ami A redukéltsaganak ellentmond. Ezért a§ R esetén
Zan R=0, ahol Za jelenti most az a-val generélt ciklikus csoportot, mas széval
(A/R)* torzidbmentes. Ezért R* ekkor is tiszta alcsoport.

69. TETEL. Legyen R kvdzimoduldris, maximdlis, de nem moduldris jobbidedl
az A gyiiriiben, amely nem feltétlen redukdlt, de additiv csoportja olyan legyen, mint
a 68. tételben levé gytirii additiv csoportja. Legyen az [x]1R jobboldali idedlhdanyadosra,
ahol [x] a csak az x elembdl dll6 halmazt jeloli, R=x. ([x]"'R). Ekkor A=xR,
tehdt x egy balnovelé elem, és xgR+R=A teljesiil az x elemmel generdlt {x} rész-
gytirii minden x, elemére. Van olyan y€ A elem, hogy minden x,€ {x} elemre fenndll:

(y—x)R+R = A.

Bizonyitds, amely nemtrivilis, két oldalon megtalalhato [45]-ben, ezért ezt itt
mell6zziik.

1. Példa. Legyen A a racionalis szimtest felett az a és b elemekkel generalt
algebra, ahol
a=ba® é b = ba.

Igazolni lehet, hogy A-ban a szorzas asszociativ. Az is belathatd, hogy A-ban
nincs sem kétoldali, sem egyoldali egységelem. Legyen R=baAd és L= Aba. Ekkor
R jobbideal és L balideal, tovabba

BER#A és adL#A.

Minthogy azonban bA=Aa=A, ezért bR=b*aA=bA=A é La=Abat=Aa=A.
Tehat b balnoveld, a jobbnovels elem A-ban.

2. Példa. Legyen A a racionalis szimtest felett az a, b és ¢ elemekkel generalt
algebra, ahol
a = aba = a*h, b = ab® = bab,

c=abc=bac é ca=cb=c2=0.

Ekkor c=ab és f=ba nemzérus idempotensek, legyen R=fA. Nyilvin R A4,
mert a¢ R, pedig A balegységelemes, hiszen e4 =A.
Minthogy
aR = afA = abaAd = aA2abA = eA = A,

ezért a balnéveld elem. A-nak a J(A) Jacobson-radikalja A(1—e)=(c),. Tovabba, ha
e=b(l-fd (=123 ..),
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akkor e; és e; (i=)) paronként orthogonalis idempotens elemek. 4 nem jobbartin-
féle és nem balartin-féle gyiirti, mert az

oo

Rn = Z eiA

i=n+1

jobbidealok valédi végtelen fogyé lancot alkotnak és az

Ln = 2 Aei
i=n+1
balidealok pedig szintén valédi fogyd lancot alkotnak. ¢c4=0 miatt A-ban nincs
jobbegységelem, de e=ab, miként emlitettiik, balegységelem. Tovabba

a+bide (i,j,k=123,4,5,..)
minden x€A4 elemnek balosztdja.

70. TETEL. Legyen R kvdzimoduldris, maximdlis, de nem moduldris jobbidedl
az A gytriiben. Legyenek
Xps Xay ooy Xp€A

olyan elemek, hogy x;R=A4 és x;r;=x; (n<R) (i=1,2,...,m), tovdbbd (1—r)A=
=la—ra;acd] és = (1—r)d. Legyen S= {x1, Xa, -.uy X}, vagyis az x; elemekkel

i=1
generdlt részgylirii. Ha I moduldris jobbidedl az A gyiiriiben, akkor S+ R valodi
(= A) alesoport az A* additiv csoportban.

Bizonyitds. Tegylk fel, hogy A+=S+R. Minthogy Izﬁ (1—r)A feltétel

i=1
szerint modularis jobbideal, van olyan @,€ 4 elem, hogy (1 —a,)4< 1. Tovabba tet-
szGleges a€ A elemre a=s-+r, ahol s¢ S={x{, ..., x,,} és r€R.
Minthogy pedig

xi(l—-ap)d & xi(l—r)d = (x;—x;r)4 =04 =0,

ezért minden s€S elemre s(l —a,)4 =0, tehat minden a=s+r elemre a{l —a)A=
=r(l—a,)AS R, ennélfogva A(1 —a,)A< R. Az R kvazimodularitasa miatt (1 —g)4AS
SR, ami pedig ellentmond annak, hogy R nem modularis A-ban. Ezért tényleg

R+S # A.

17.8. Kertész Andor egy problémajinak megoldasa
moduldiris jobbidedlok metszetérsl

Ennek a §-nak az anyaga a szerzd [S51], [52] és [53] dolgozataiban talalhato meg.
— Ismeretes, hogy véges sok modularis maximalis jobbideal metszete szintén modu-
laris. Tovabba, vo. A. Kertesz ([23], Satz 5.2), ha A=R,;+R,, ahol R, és R,
modularis jobbidealok az A4 gylirliben, akkor R, R, metszet szintén modularis.

A disszertacié 70. Tételében pedig feltételként szerepelt az, hogy [ =ﬁ (l—r)4d
i=1

legyen modularis jobbideal.

MTA III. Osztdly Kdzleményei 23 (1974)
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KERTESZ ANDOR [23] konyvének 2. Probiémaja (a konyv 123. oldalan) kérdezi:
Két modularis jobbideal metszete mindig modularis-e?

71. TETEL. Minden R, végtelen szdmossdghoz van olyan A gyiird, amely tar-
talmaz ¥, szdmu olyan moduldris jobbidedlt, amelyek koziil barmely kettének a met-
szete nem moduldris.

Bizonyitds. Legyen A a kételemii test felett bizonyos 7, elemekkel generalt
algebra, ahol a 7, elemek halmazanak szimossiga R, és

tl"tﬁ" = tis L ufp ks,

Kozvetlen szamolas mutatja, hogy ez a szorzas x+x=0 miatt asszociativ. 1,1,
esetén f(t,) =g(t;) akkor és csak akkor teljesiil, ha f(#,) =g(t;) =0. Tovabba

(1—1)A = (1+1)A4
pontosan az (1 +1,)f{(z,) alaki polinomok halmaza lesz. Ezért ¢, tg esetén (1 —£,)4 A

A(l—125)4=0. Viszont 0 akkor és csak akkor modularis, ha 4 balegységelemes.
Megmutatjuk, hogy egyik

mr.

elem sem lehet A balegységeleme. Ugyanis et, =7, és

thty = ty+tg+ gt
miatt egyidejiileg

k n ; n
=2 2a & 0= 2a;
i=1 j=1 j=1
i#m f;sm

tebat az 1=0 ellentmondas adddik. Ezért 4 nem balegységelemes és (1 —¢,)AN
(1 —1t3)A pedig nem modularis.

REDEI [26] Algebra 1. kOnyvének német valtozata veti fel (a kdnyv 90. oldalin)
azt a kérdést, hogy: Minden olyan F félcsoportban, amelyben a Frattini-részfél-
csoport iires, félcsoport-e minden részhalmaz?

Ezt a problémdt, mint ismeretes, I.LAJOS SANDOR negativ irdnyban, tehat egy
F példa megaddsaval megoldotta. Ebben az F példdban, amely négyelemii félcsoport,
@(F) lires, bar van olyan részhalmaz, amely nem félcsoport.

Most egy szimultan megoldast adunk KeErTESZ ANDOR kdnyve 2. problémajara
és REDE] LAsziOnak erre a félcsoportelméleti probléméjara.

72. TETEL. Létezik olyan 16 elemii A gyiirii, amelyre:

1. A-ban két moduldris nilpotens jobbidedl metszete nem moduldris;

2. A elemei az xoy=x+y—xy kormivelettel olyan F, félcsoportot alkotnak,
amelynek egy F négyelemii részfélcsoportjdban O(F) dires, de F nem minden részhal-
maza félcsoport;

3. A-ban a J Jacobson-radikdal moduldris jobbidedl, J®=0, de J2=0.

MTA III. Osztdly Koézleményei 23 (1974)
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Bizonyitds. Legyen A a kételemi test felett az a, b, ¢ és d elemekkel generalt
algebra, és legyen a szorzasi tabla:

a b ¢
a a a+b+c a d
b |a+b+d b c
¢ c b ¢ a+c+d
d a d b+c+d d

Ebben a bézis-eléallitisban 4 nem-monomialis algebra, de 1étezik 4-nak olyan
bazisa, miként H. J. WEINERT megmutatta, amelyben 4 mar monomiilis algebra lesz.
Igazolhatd, kozvetlen szamolassal, hogy A-ban a szorzds asszociativ, és hogy nincs
A-nak balegységeleme. Tovabba

(1—a)A A(1—b)4 = 0,

tehat ez a metszet nem modularis jobbideal. Nyilvanvaléan
(1—a)4A = Z(a+c¢) é (1—-b)A = Z(b+d),

amelyek nilpotens modularis jobbidealok. J nyolc elembdl all, ezek:

0,a+b+c+d,
tovabba
a+b,a+tc,a+d bt+c,b+d és c+d.

Belathato, hogy J2=0, de J*>=0.

Végiil megjegyezziik, hogy az a, b, ¢ és d elemek a kdérmiivelettel egy olyan fél-
csoportot alkotnak, amely a Lajos Sdndor-féle F nemkommutativ négyelemii fél-
csoporttal izomorf.

MEGIEGYZES. A 72. Tétel bizonyitisiban szerepld a, b, ¢ és d elemek megad-
hatok 5% 5 tipusi matrixokkal is ([51], 213. oldal).

Most elegendd feltételeket adunk meg arra, hogy két moduldris jobbideal
metszete mindig modularis legyen:

73. TETEL. Ha egy A gylirtiben teljesiil az alabbi két feltétel egyike, akkor A
barmely két moduldris jobbidedljinak a metszete modularis:

1. A balegységelemes,
2. minden a, b€ A elempdrra a

Q, = la+x—ax;xcd] é Q,=[b+y—by;ycA]
halmazok metszete nem iires.
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Bizonyitds. Ha 1. teljesiil, akkor minden jobbideal modularis. Tegyiik fel azt,
hogy 2. teljesiil. Ekkor van olyan x, y€ 4, hogy

q=a+x—ax =b+y—bycQ,NQ,,
ezért
1I-)4 =(1—-a)(1-x)4 = (1=b)(1—p)A4 S (1—a) AN (1—b) 4

miatt barmely két modularis jobbideal metszete modularis.

74. TETEL. Teljesiilion az A gyiiriire az aldbbi feltételek egyike:

1. a—be(l—a)A+(1—b)A, minden a,bcA elemre;

2. A Jacobson-radikdlgyiirii;

3. Minden a, bc A elempdrhoz létezik olyan q,€Q, és q,€Qy, hogy q.9y=9s* qa:

4. A kommutativ;

5. Ha q,t=gq, érvényes egy q,€Q, elemmel és tc A elemmel, akkor minden Q,-ben
van egy q, elem ugy, hogy q,t=gq,;

6. A jobbegységelemes;

7. a—ab€e(1 —ab)A érvényes minden a, b€ A elemre.

Bizonyitds. Mind a hét feltételr6l megmutatjuk, hogy beldle Q,MQ, =0 kovet-

kezik, és ekkor elég a 73. Tételt alkalmazni. Az 1. feltétel alapjan van olyan x, yc 4,

hogy
a—b =(1—-a)(—x)+(1-b)y,
amibdl
q=a+x—ax =b+y—bycQ,NQ,
adodik.
A 2. feltételbdl trividlisan kovetkezik 1. és igy Q,MNQ,=0.
A 3. feltétel alapjan van olyan q,€0, és ¢,€0,, hogy ¢,+9,=9,-q,, tehat

9a°9p = 45 °Y4a;
ezért, ha gq,=aox és q,=boy, akkor valdban:
at(xogy)—a(xogy) = b+(yoq)—b(yog)€Q, N Q.

A 4. feltételbSl koévetkezik 3., tehdt Q,NQ,=0.
Az 5. feltétel alapjan legyen egyidejiileg g,t=gq, és gq,t=q,. Ekkor

t=gq,+t—q,t = qp+t—qyt =aoxot =boyoteQ, N Q,.

6. feltétel alapjan legyen e jobbegységelem. Ekkor g,e=gq, és g,e=g, miatt
5. teljesiil.
7. feltétel alapjan van olyan c€ A4, hogy a—ab=c—abc, amibd! c=a—ab-+abc.
Ezért a d=b—bc jeloléssel: '
¢=a—ad.

Ennélfogva egyrészt aodeQ,, masrészt boc€Q, és fennall az
aod =a+d—ad = a+b—bc—ad = boc
azonossag miatt aod€Q,MNQ,.
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F. HANSEN megmutatta, hogy ezek az elegends feltételek nem szuksegesek és
4 megadta a pontos kritériumot is kés6bbi dolgozataban.
Most megadjuk a ,,kinai maradék-tétel” egy altalanositasat.

75. TETEL. Legyen m=2 természetes szam és I, 1,, ..., 1, olyan kétoldali
idedlok az A gyiiritben, hogy I,= () I; moduldris és i=j esetén mindig I;+1;=A:
j=1

Legyen
X1y Xoy ooy XA

tetszéleges elemrendszer A-ban. Ekkor van olyan x,€ A elem, hogy x,—x;€1; minden
J indexre (1=j=m), és ha y,—x;€1; minden j indexre, akkor x,—yo€1,.

Bizonyitas. Minthogy I, modularis, van olyan e< A4, hogy x—ex€I,<1; minden
J indexre. Tovabba i=j esetén I;4+1;=A, tehat

(1) A’"“l—]](1+1)cl+]]1_A
;¢: 1#s

Minthogy x—ex¢l, minden x€ A4 elemre, ezért x€ A%+, tehat A*°+1,=4, ¢és az
eljarast ismételve, 4= A4*+1, minden k kitevére. Ezért (1) és I, /; alapjan:

) A S L+ [[ 1, S A= A"+,
s
Tehat nyilvan
3) A= 1I+ J[ I, minden s indexre (1 = s = m).
s
Legyen
= J[ I.
t=1
1#s

Ekkor (3) alapjain A=1,+ K, minden s-re (1=s=m), tehat létezik olyan i €I, és
k€K, hogy

4) e = i+k,.

Tekintsiik a kovetkezd Osszegeket:

(5 Xo = Z;k X5, Yo = Xot+ioUio€1y).
s=
Ekkor y,—x,€1, és v
keK, = [[LS NI S I,
s=1 §s=1
sFt s#t
miatt
2D kyx, €1
=1
:#s
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Ezért
koxs—x, = (e—ij)xs_xsélv
kovetkezbleg

Xo—Xg = 2 ktxt_f'(ksxs_xs)éls'
1=1

1#s

18. §. Steinfeld Otto két problémajinak a megoldasa
és egy eredményének az élesitése

Ennek a §-nak az anyaga a szerzé [48], [49] és [63] dolgozataiban talalthat meg.
(Megjegyezziik, hogy [63]-ban BECHTELL amerikai matematikus négy tételét meg-
cafoljuk.)

Legyen R egy kvazimodularis maximalis jobbidedl az 4 (asszociativ) gyiir{iben.
A O=A"'R=[x; x€A, AxSR) idedlhdnyadost kvaziprimitiv idedlnak nevezziik,
az A/Q gytriit pedig kvaziprimitiv gy{irlinek.

STEINFELD OTTO kérdezte, hogy az Gsszes kvaziprimitiv idedl D metszete egybe-
esik-e minden gytriiben a J Jacobson-radikallal.

Szerz6 két bizonyitast is adott arra, hogy D=J. Az els6 [48] igen rovid és gyiirii-
elemekkel szdmol. Minthogy DCJ, elég megmutatni, hogy D =J lehetetlen. A masik
bizonyitas, amely a [48] dolgozatban szerepel, gylirlielemek haszndlata nélkiil mu-
tatja meg négy metszetnek, koéztitkk D-nek és J-nek az egyenlGségét. STEINFELD OTTO
még kéziratban olvasta a [48] dolgozatot, és ennek a moddszereit is felhasznilva
bebizonyitotta [32], hogy minden kvaziprimitiv idedl primitiv ideal. STEINFELD
OT116 [32] azt is igazolta, hogy ha R kvazimoduldris maximalis jobbidedl, akkor
létezik egy olyan x€A és x4 R elem, hogy [x] 'R moduldris maximalis jobbideal,
¢s hogy teljesiil:

AR = A7 [x]'R.

Elesebben igaz a kovetkezs:

76. TETEL. Ha R egy kvdzimoduldris maximalis jobbidedl az A gyiiriiben, akkor
minden olyan x€ A elemre, amelyre x§¢ R, érvényes, hogy

P, = (x4A)"'R

primitiv idedl A-ban (tehdt lényegében minden x-re egy x helyetr).

Bizonyitds. Szerz6 [48] szerint R,=[x]"'R modularis maximalis jobbideal,
ha R kvazimodularis maximalis jobbideal. (Ugyanis, [48]-t kévetve, R, jobbideal,
és A*+ R=A miatt RA-1=R, tehat minden x¢A4, x¢ R elemre x4+ R=A. Ezért
minden x¢ R elemhez van olyan y€4, hogy xy4 R, ezért y¢R,, tehat R.#A4. Ha
z€ A és z¢ R,, akkor xz4 R és xz4+ R=A, tehat tetszéleges b€ 4 elemhez van olyan
ac 4, re R, hogy

xza-+r = xb.

MTA 111, Osztdly Koézleményei 23 (1974)
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Ennélfogva x(b—za)=r€R, tehat b—zacR, és zA+ R,=A, mert b€ A tetszOleges
elem. Ezért R, maximalis jobbidedl A-ban. xza;+r,=x teljesiil bizonyos q,€4 és
ri€R elemekre, ahonnan x(1—za;)=r,€R, tehat x(1—za;)ASR és (1 —za,)ASR,
miatt R, modularis.

Minthogy pedig

A((xA)"'R) = (xA+R) (x4)"'R) S R,

kovetkezésképpen (x4) "' RS A~ 1R. Masfeldl, ha yc AR, akkor A"'R=(xA+R)"'R
miatt xAyCS R, tehat y€(x4) R, ezért A"'R=(xA)"'R minden x€ 4, x¢ R elemre.
Trividlisan igaz, hogy (xA) R=A"Yx]"'R=A"1R;1, amivel a tételt bebizonyi-
tottuk.

STEINFELD OT1T16 definidlt egy T tulajdonsigot egy A gyliri maximalis R jobb-
idedljaira: R egy T-tulajdonsagi maximalis jobbidedl, ha minden a€A, a¢ R és
minden c€ A4 elemhez létezik olyan b€ A4 elem, hogy teljesiil:

abc—c*¢€R.

STEINFELD OTT0 azt kérdezte, hogy tartalmazas szempontjabol az 6sszes T-tulaj-
donsagu maximalis jobbidedl 7 metszete hogyan viszonylik a J Jacobson-radikalhoz.

77. TETEL. Minden R maximdlis jobbidedl T-tulajdonsdgi. Ezért I=®, és
AJS IS J minden A gyiiriiben,

Bizonyitds. Ha A?S R, akkor abc—c*¢€ R minden a, b, ¢ elemre. Ha pedig
A*ER, akkor A/R egyszerli A-jobbmodulus, tehat N. Jacosson ([19], 5. oldal)
1.2. Allitasa szerint ciklikus is. Ezért létezik olyan modularis maximélis M jobb-
ideal,hogy A/ M és A/ R egymassal A-izomorfok. Minden a€ A,a¢ Relemread+ R=A,
ezért minden c€ 4 elemre:

c2€dc = (aA+R)c & adc+R
érvényes, tehat van olyan b€ A és rc R, hogy
¢ = abc+r,

amib6l abc—c? =—r€R adddik. Ezért I=9,.

19. §. Bizonyos egyszerii Jacobson-radikalgyiiriikrol

Ennek a §-nak az anyaga a szerzd [56] €s [76] dolgozataiban szerepel.

Egy A gylirii egyszerii, ha A2=A és A-ban csak 0 és A4 kétoldali idedlok. Miként
jOl ismeretes, E. SasiapA [19] adott meg példat egyszerli Jacobson-radikalgyiiriire,
amely nem zérus, tehat nem is nilpotens. (Ugyanis A™=0 és A*=A esetén 4=0.)

Legyen A egy Jacobson-radikalgyiirli. Minden a€ A4 elemre

@.:x > (l—a)x(1—a)~?

az A gyflirlinek egy kvazibelsG-automorfizmusa. Itt 1 operator és (1—a)~1=1-b,
ahol a+b—ab=0.
Jel6lje X az x elem Osszes kvazibelsé automorf képének a halmazat.
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78. TETEL. Legyen A olyan nemzérus Jacobson-radikdigyiiri, amelyre az X hal-
mazzal generdlt {X} részgyiiri minden x€ A elemmel kommutativ és az alabbi feltéte-
lek egyike teljesiil:

1. A-ban nincs nemzérus nilpotens elem,
2. A-ban nincs olyan elem, amely egyidejiileg balnulloszté és jobbnullosztd,
3. A nullosztémentes.

Akkor az X halmaz végtelen minden nemzérus x€ A elemre.

Bizonyitds. 3.-bol kovetkezik 2., 2.-b6l kovetkezik 1. és 1.-bdl, mert A prim-
gylirti, kdvetkezik 3. Ezért azt igazoljuk, hogy 2. feltételii egyszerii Jacobson-radikal-
gyliriiben az X halmaz végtelen, ha x>0. Ha ugyanis X véges volna, legyen

y= 1z

zZExX

Ekkor y=y¢@, minden ¢, kvazibelsé automorfizmusra és az R=yA jobbideélra
Re,SR. Ezért
(1—a)R(1—a)"* C R,

tehat (1—a@)RS R(1 —a)S R. Més széval r—ar€ R minden a€ R elemre, ennélfogva
ARSR. Tehat R=A vagy R=0. De yA=R=A lehetetlen, mert ekkor volna olyan
vEA és wE A, hogy yv=y és v+w—ow=0, amibdl
y=y(l—v—w+ow) = (y—yr)(l—w) =0
adddik. De y4=0 esetén is y=0, mert 4%:0. Viszont y=0 esetén
k
H'x(pa‘ = 0

. i=1
miatt

k—1
x[[] x(pai]x =0,
tehat 2. alapjan x=0. =
79. TETEL. Az el6z8 jelolésekkel A= D zA érvényes az A egyszerit Jacobson-
radikdlgyiirii minden x€ A elemére. e
Bizonyitds. Ha R= 2 zA, akkor mindig Rp,ZR, tehat ARCR é R=A.

ZEX
A tovabbiakban olyan A Jacobson-radikalgyiiriiket vizsgilunk, amelyekre
x#0 és y=0 esetén mindig x=y. Tehat csak két ekvivalencia osztily van 0 és
x=AN\0. Az ilyen gyiirliket Q-gydriiknek nevezziik. ¥=j miatt van olyan z, hogy

(%) x = (1-2)y(1-2)7".

Ezért, ha A*= A4, akkor A egyszerii gy(ir(i, amely algebra egy K, (p=0 vagy primszam)
primtest felett.

80. TETEL. Ha egy Q-gyiiriiben vannak nemzérus nilpotens elemek, akkor A*=0
és |Al=2.
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Btzonyttas Feltételiink és (%) alapjan 4 olyan idedlmentes gylirli, amelyben
minden nemzérus elem négyzete 0. {gy

0=(x+y?=xy+yx

miatt yx = —xy, és szintén (%) alapjan

x=(1=-2y(1-2)7 = A-2)¥(1+2) = y+2yz€(y),.
(»), tehat minimalis jobbideal, amelyre (y),=A4, ennélfogva 42=0 és |A|=2.

81. TETEL. Nilpotens elem nélkiili A Q-gyiiri zérusosztdmentes, és ha K, az
A algebra operdtorprimteste, akkor minden x¢€ A elem transzcendens K, felett. Tovdbbd
minden nemzérus a€ A elemhez és minden f(x)€xZ[x] polinomhoz van olyan c€A
elem, hogy a=f(c). Specidlisan, ha a™+b™=0, van olyan c€A, hogy a™+b™=c".

Bizonyitds. Nilpotens elem nélkiili Q-gyiirii 4*>0 miatt egyszerli, tehat prim-
gylirli, és minden nilpotens elem nélkiili primgyfirli zérusosztomentes. (Ugyanis
xy=0 és x=0 esetén (yAx)?=0, tehat yAx=0 és (y)(x)=0 miatt (y)=0, tehat
y=0.) N. JacoBsoN ([19], 1.10.1 Tétel) alapjin 4 minden eleme transzcendens K,
felett, mert A4 nilpotens eclem nélkiili. Ezért ha a=0, ac€A4, és ha f(x)€z, Z[x],
akkor a*=f(a)#0. Van tehat olyan b€ 4 elem, hogy

=f(a) = ap, = (1-b)a(l1-b)7".
Legyen c=aq@u«=(1—b)"a(1—b), ahol tehat

Dy Ppr = Qe @ = 1, b+-b*—bb* = 0.

Ekkor nyilvan b* kvaiinverze b-nek és fennall:

f(©) = f(app) = f(@) @px = a0y = a-1 = a.

Ha a7+b7+0 és f(x)=x™, nyilvan van olyan c¢,€A4 elem is, hogy af+b7=c]
amivel a tételt bebizonyitottuk.

82. TETEL. Legyen A zérusosztémentes Q-gyiirti, x#0, x€A és x+x"—xx'=0,
x+x’'—x'x=0. Tegyiik fel azt, hogy 2y—y*c{x, x'} esetén mindig y€{x, x'}, ahol
{v, w} jelenti a v és w dltal generdlt részgyiiriit. Ekkor minden x elemnek a C, centra-
lizatora bdvebb, mint {x, x'}.

Bizonyitds. Van olyan z€A4 elem, hogy x'=(1—2z)x(1—z)~'. Minthogy
(1—x)(1—-x)=(1-x")1-x)=1, ahol 1 operator,
(1-x)(1-(1-2)x’"(1-2)"Y) =1,
amibdl a kvaziinverz egyértelmiisége miatt x=(1—z)x’(1 —2)~, tehat x=(1-2z)%-
x(1—2)"2és x’=(1—2)x’(1—2)"2. Ezért ¢=2z—22¢C,C,.. Trividlisan {x, x}C
CC,NC,. Ha 2z—2%¢{x, x"} volna, akkor a Tételben kimondott feltétel szerint
z€ {x x} de ekkor z€¢C,NC,, tehat z definicidja miatt x’=x és igy 2x—x%=0

volna, ami a 81. Tétel szerint x=0 esetén Iehetetlen. Ezért c¢ {x, x"} és igy tényleg
fennall, hogy

xx}S {xx,c S C, N Cy S C,.
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V. FEJEZET

A JACOBSON-RADIKAL NEMZERUS JOBBTALPU
GYURUKBEN

20. §. Szele, Fuchs és Kertész kizos problémdjinak megoldéisa
jobbartin-féle gyiiriik széthasithatosagarél

Ennek a §-nak az anyaga a szerzé [44] dolgozataban taldlhato.

Jobb talpon a gylirli 6sszes minimalis jobbidealjanak az Osszegét értjilk. MHR-
gyliriikben és jobbartin-féle gytiriikben a jobbtalp nemzérus. Egy A jobbartin-féle
gylirlit széthasithatonak neveziink, ha 4 egy torziomentes idedljanak és egy torzio-
idedljdnak a direkt dsszege. E direkt Osszeadanddk, mint 4 homomorf képei, szintén
jobbartin-féle gytirlik. Ha 4 =J(A) és A jobbartin-féle, akkor A nilpotens, és minthogy
ekkor A* torzidcsoport, ezért A széthasithatd. Masrészt, ha J(4)=0 és 4 jobbartin-
féle gylirli, akkor 4, mint (4, A)-duplamodulus teljesen reducibilis, tehat a maximalis
torzidideal direkt Osszeadandd, és ezért A ekkor is széthasithaté. Masrészt FUcHs
és SzEeLE [12] igazolta azt, hogy ha nincs C(p=) alcsoport 4*-ban, akkor az A jobb-
artin-féle gyliri mindig széthasithato.

SzeLe még 1953-ban kérdezte, hogy létezik-e vegyes additiv csoportu, gyirii-
elméletileg direkt felbonthatatlan, jobbartin-féle gyiirii.

Ezzel ekvivalens FucHs és SzeLE 1955-b6l vald problémaja:

Vajon minden jobbartin-féle gylirii széthasithato-e?

1961 6szén ugyanezt a problémat KERTESZ ANDOR tjra felvetette Oberwolfach-
ban, a Gytirlielméleti Konferencidn tartott el6addsiban.

Minthogy C(p=) benne van az A4 jobbartin-féle gyiirii kétoldali annihilatora-
ban, és az annihilator pedig a J(A4) Jacobson-radikalban és minthogy C(p=)-t nem
tartalmazd, jobbartin-féle gyiirik, vagy ha 4=J(4) vagy ha J(4)=0, széthasit-
haték, a Jacobson-radikalnak nyilvan szerepe van A4 széthasithatésidgaban.

Ebben a §-ban minden A jobbartin-féle gyfirlire megoldjuk az emlitett Szele—
Fuchs—Kertész-féle problémat, mert igazoljuk, hogy minden jobbartin-féle gyfirii
széthasithato.

83. TETEL. Ha egy torzidmentes A gyiiritben minden R jobbidedl additiv csoportja
oszthatd, akkor A Divinsky-radikdlgytirti, azaz a€aA érvényes minden a€ A elemre.

Bizonyitds. Tegylk fel azt, hogy van olyan a€ A, hogy a¢éad. Ha ka=aa,€aAd
volna egy k=0, k€Z szammal, akkor volna olyan a,€ 4, hogy a,=ka,, tehit

ka = kaa,, k(a—aay) = 0,

igy a=aa,€ad, ami lehetetlen. Ezért ZaNaAd=0 és minthogy (a);}=(Za+aA)*
oszthatd csoport, Zazz(a);'/aA* is oszthaté, ami lehetetlen. Ezért valéban a€aAd
teljestil minden a€ 4 elemre.

84. TETEL. Ha acaAd minden a€ A elemre, és ha van olyan e€ A idempotens elem,
hogy b—becJ, ahol J az A Jacobson-radikdlja, akkor e jobbegységelem A-ban.
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Bizonyitds. Legyen a€ A tetszOleges elem, €s e*=e€ 4 olyan idempotens elem,
hogy b—be¢J minden bcA elemre. Van olyan a,€4 elem, hogy a,=aa,, ahol
a,=a—ae. Ezért fennall, hogy

a—ae = (a—ae)(a,— a,e) +(a—ae)a,e.
Szorozzuk meg e-vel jobbrol ezt az egyenlséget:

(a—ae)ae = 0,
tehat
a—ae = (a—ae)(a, —a,e).

Minthogy a,—a,e€J, van olyan a; elem, hogy

(a2 —ase) +as—(a—ase)a; = 0,
ennélfogva
a—ae = (a—ae)(1 —(a,—a,e) — a3+ (a, — aye)a;) =

= (a—ae)(1—(a,—ase))(1 —az) = 0.
Tehat a=ae, és igy e tényleg jobbegységelem A-ban.
85. TETEL. Bdrmilyen torziémentes jobbartin-féle gyiirii jobbegységelemes.

Bizonyitds. A-nak a J Jacobson-radikélja nilpotens. Minthogy 4+ torzidmentes,
ezért J= A, mert J=A esetén A* torzidcsoport volna. Minthogy A/J egységelemes
és J nilpotens, van olyan 0=e€ .4 id>mpotens elem, hogy e+J éppen A/J egység-
eleme lesz. Ekkor a—ae€J minden a€ A elemre. Legyen R tetszdleges jobbideal
A-ban, és legyen mR minimalis az nR alakt jobbideilok kézt (m,n€Z). Ekkor
mR* oszthatd, tehat R =mR* + K, ahol K egy alkalmas additiv alcsoport 4 *-ban.
IMinthogy K=z R/mR m-korlatos elemrendli és A* torzidmentes, ezért K=0 és
R*=mR* oszthaté csoport. E mélfogva acad érvényes a 83. tétel alapjan, és
A-ban e jobbegységelem lesz a 84. Tétel alapjan. Ezzel a 85. Tételt bebizonyitottuk.

86. TETEL. Minden jobbartin-féle A gyiirii széthasithato.

Bizonyitds. Legyen P az A maximalis torzid idealja. Ekkor 4 Everett-bivitése
P-nek a torziémentes A/P gyiirlivel. Minthogy 4+ =B+ C+ D, ahol B korlatos
elemrend Abel-csoport, C véges sok C(p*) direkt Osszege és D torzidmentes oszt-
hat6 csoport, nyilvin P*=B+C. Legyen T=A/P. Ekkor, mind a [t,, #,] additiv
faktorrendszer, mind pedig a pt és tp (p€ P, t€ T') endomorfizmus-rendszerek valaszt-
hatdk azonos zérusnak, mert 4*=P*+D. Legyen (1,, t,) az Everett-bovités mul-
tiplikativ faktorrendszere.

Ekkor
(titts, t3) = (ty, ) +(ts, t3)

(ty, tatt3) = (i, 15+ (t1, t3),

valamint (¢, £yt ={t 5, t3), ahol ¢, €T. Minthogy a torzidmentes jobbartin-téle
T=A/P gyiiriinek van egy e jobbegységeleme, (t,1;, e)=(t;, t,). Ekkor

@:t =t e
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additiv homomorfizmusa 7t-nak P*-ba és

(11 t2)(p = <tl t23 e> = <t19 t2>'

Minthogy T+ =~(A4/P)*=D, ezért Tp oszthatd, tehat To < B. Ennélfogva A for-
malisan az Osszes (p, ¢) rendezett par halmaza, ahol a parok egyenlGségét trivialisan
értelmezziik, az Osszeadast is trividlisan, azaz

. (P1> 1)+ (P2, 1) = (P1+p2, i+ 1)
A szorzas pedig

(P1> 1) (Pas ) = (Pl Pt 1) @, 1 1)

Az Osszes (1@, t) alakl elem A-ban egy torzidmentes Q idealt képez, és QC 42,
mert B — ami véges sok C(p>) Osszege — A kétoldali annihildtoraban fekszik.
Minthogy pedig (p, t)=(p—1¢, 0)+ (10, ), ahol (p—1p, 0)EP, (19, 1)€Q, tovabba
PN QO=0, nyilvin 4A=P® Q. Ezzel a 86. Tételt bebizonyitottuk.

MEGIEGYZES. KésObb J. N. HERSTEIN [14] mdasik bizonyitast adott arra, hogy
torzidmentes jobbartin-féle gylri jobbegységelemes, és szintén kés6bb KERTESZ
ANDOR [22} az Everert-bévitések nélkiill bebizonyitott egy altalanosabb A=P®Q
széthasithatdsagi tételt, de KERTESZ ANDOR szintén feltette azt, hogy Q=2 4/P jobb-
egységelemes gylirt.

21. §. Szele, Rédei és Kertész egy kozos problémaijinak a megoldisa
olyan gyiiriik l1étezésérol, melyeknek csak véges sok jobbidealjuk, de végtelen
sok balidealjuk van

Ennek a §-nak az anyaga a szerz6 [42] dolgozataban talalhato.

SzeLE TiBOR [89] 1949-ben kérdezte, hogy létezik-e olyan gy(iri, amelynek csak
véges sok jobbidedlja, de végtelen sok balidedlja van.* Ugyanezt a kérdést REDEI [26]
Algebra 1. konyve 211. oldalan 1959-ben tjra felveti. KERTESZ ANDOR pedig 1961-ben,
az Oberwolfachban tartott Gylirlielméleti Konferencian, eléadasiban veti fel ugyanezt
a Szele-féle problémat. Késébb HAINAL ANDRAS egy masik, ilyen tipusu kérdést
vetett fel. E §-ban ezeket a kérdéseket oldjuk meg.

Példa. Legyen F tetszOleges ferdetest, ¢: F—~F¢p az F-nek egy 6nmagaba val6
izomorfizmusa pl. F legyen a K, racionalis szamtestnek egy &, transzcendenciafoki
transzcendens testbdvitése, ahol [..., ¢,, ...] lesz egy R,-szdmossagu transzcendencia-
bazisa. Legyen A4, az Gsszes

p= 22
k=0

formalis hatvanysor halmaza, ahol z transzcendens elem F felett, Z°=1¢ F és f,€ F.
Ekkor A, egy (F, F)-duplaalgebra lesz, ha

2t 2 e = 2 2M(fitgw,
k=0 k=0 k=0
* Ha A ilyen gy(rG, akkor a J(A) Jacobson-radikalra nyilvan 0=J(A4)# A teljesiil.
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tovabba fz=zfp és fz*=z¢p*. Legyen két hatvanysor szorzata a kovetkezd:

[szfk] : [2 zlgt] =2 Zm[ DA A gl] .

k=0 1=0 m=0 m=k+1

Minthogy a hatvanysorok egyiitthatéit jobbrd! irtuk, ezek lényegileg jobbhatvany-
sorok, de fz=z(fp) miatt barmely balhatvanysor atirhaté jobbhatvanysorba, és
(fo~Yz=zf alapjan barmely jobbhatvanysor is atirhat balhatvanysorra.

co

Legyen R tetszOleges jobbidedl Agy-ban, r,= 3 zif; olyan elem, ahol f, =0 és

=k
k minimalis. Minthogy !

Seho = gk
(fe@) hi+ frs1ho = 8uia
(ﬁf(l’z)h2+(ﬁ<f1(l’)h1+ﬁc+_zho = gk«.}‘z

egyenletek a A, hy, hy, ... ismeretlenekre megoldhatdk, belathaté, hogy R=(r,),
f8jobbideal. Tehat A,-ban minden jobbidedl egy (z¥), alakG fGjobbidedl. Az A4,
balidealhaldja erdsen fiigg attdl, hogyan valasztjuk meg az

F—Fgp

testizomorfizmust. Nyilvan A4, lokalis gyiird, amelyben (z),=zA4, az egyetlen maxi-
malis ideal és Fx= Ay/zA,, zA,=J(A).

87. TETEL. Minden n=3 természetes szimhoz és minden R, végtelen szdmossdg-
hoz van olyan A jobbartin-féle gyfirii, hogy teljesiil:

1. A egységelemes, és A-nak pontosan ¥, szdmu eleme van;

2. A jobbidedlhdldja n-elemil ldnc, és minden jobbidedl kétoldali idedl;

3. A balidedlhdldjanak %, szamit eleme van, és ez a hdld véges hosszusdgi.
4. A-nak pontosan R, szdmu fébalidedlja van.

Bizonyitds. Legyen A=A,/z""14, és F a K, racionalis szamtestnek [..., 1., ...]
transzcendencia-bazisd, &, transzcendencia-foku transzcendens testbdvitése, és legyen

tj, ha a=8
o= t,, ha o =8

A @:t,~t,0 leképezés, amely K, elemeit rdgzitve hagyja, kiterjeszthetd F-nek egy
testizomorfizmusava. Ekkor F rangja az Fo résztest felett éppen n, és kozvetleniil
igazolhatd, hogy az A =A,/z"'A4, faktorgyfirlire 1., 2., 3. és 4. feltételek teljesiilnek.

Még 1962 tavaszan emlitettem HAINAL ANDRAsnak a 87. Tételem tartalmat, és
akkor HAINAL ANDRAS azt kérdezte, hogy lehetséges-e az, hogy a gyiirlinek ¥, eleme,
2%, balidedlja, de csak véges sok jobbidedlja van. (Itt 2% nyilvdn a halmazelméleti
maximum.) Ekkor bebizonyitottam a kovetkez6t:
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88. TETEL. Minden n=3 természetes szdmhoz és minden 8, végtelen szdmossdg-
hoz létezik olyan jobbartin-féle A gyiiri, amelyre teljesiilnek az aldbbi feltételek :

1. A egységelemes, és A-nak pontosan ®, szdmu eleme van;

2. A jobbidedlhdldja n-elemii ldnc, és minden jobbidedl kétoldali idedl;

3. A balidedlhdldja pontosan 2% elemii, és a balidedlhdlé R,-hosszisdgi.

4. Léteznek a balidedlhdldban fogyd és névd, ®,-elemii ldncok, tehdt A sem bal-
artin-féle, sem balnoether-féle gyiirii;

5. A-nak §,-szdmu fébalidedlja van, de a fébalidedlok ldncainak hosszai ésszes-
ségiikben végesek, és korldtosak.

Bizonyitds. Legyen A=Ay/z""14,, és ¢ (gy megvalasztva, hogy az F rangja
Fo résztest felett éppen R, legyen. Ez példaul torténhetik gy, hogy minden « indexre
a transzcendencia-bazisnak a

t,o =t} (minden o indexre)

leképezését kiterjesztjik F Onmagaba vald ¢: F—=F¢ izomorfizmusiva. Ekkor
F rangja Fo felett tényleg X,. Igazolhatd, hogy 1., 2., 3., 4. és 5. teljesiil az
A=Ay/z" 14, faktorgyiiriire.

89. TETEL. Minden (R,, R,) végtelen szdmossdgpdrhoz létezik olyan egység-
elemes, balrdl és jobbrdl is Artin-féle C gyiirii, amelynek pontosan ¥, szdmi balidedlja
és pontosan R, szdmu jobbidedlja van.

Bizonyitas. A 87. Tétel alapjan van olyan A4 gy(irii, amelynek # (=3) jobbidealja
és ¥, balidedlja van. Tovabba legyen B antiizomorf egy olyan A’-gyiirlihdz, hogy
A’-nek n jobbidealja és &, balidealja van. Ekkor B-nek » balidedlja és ¥, jobbidealja
van. Ekkor a

C=A®B

direkt Osszegnek pontosan 8, balidealja és pontosan R, jobbidedlja van.
Megjegyezziik, hogy szerzé ([42], Satz 2.5) explicit meghatarozta mindazokat
a gylirfiket, amelyeknek pontosan harom jobbidedljuk van. SzEp JENG [90] olyan
G csoportokat vizsgalt korabban, amelyeknek 1, N és G, ahol 12N#G, az Gsszes
normalosztdja. Szerzd ([42], Satz 2.7) szerint minden harom jobbidealos 4 gyiiriiben
teljesiil a f6balidedlok minimum-feltétele, és ha ekkor a balidedlhalé végtelen,
akkor 4 egységelemes. '

Probléma. Teljesiil-e a gyiirliben a fGbalidealok minimum-feltétele, ha a jobb-
idealhalod véges?

22.§. Hans-Jiirgen Hoehnke egy problémajinak megoldasa
bizonyos nemzérus jobbtalpa primitiv gyiiriiknek
a kormiivelettel val6 jellemzésérol

E §-nak az anyaga a szerz4 [64] dolgozatiban talalhaté meg.

Ismeretes, hogy az A gylirii akkor és csak akkor Jacobson-radikalgyliri, ha
elemei az xoy=x+y—xy kérmiivelettel csoportot alkotnak. TetszOleges A gyiiri-
ben az elemek a kérmiivelettel egységelemes félcsoportot alkotnak és éppen O(€ A)
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lesz e félcsoportnak az egységeleme. Ez az adjungalt félcsoport akkor és csak akkor
»J0”, ha a gyliri ,,rossz”. H. J. HONEHKE azt kérdezte, hogy a kdrmiivelet fel-
hasznalasaval hogyan jellemezhetdk bizonyos Jacobson-féligegyszeri gytiriik. Ered-
ményképpen bizonyos nemzérus jobbtalpi primitiv gyiirliket, éspedig kételemii
testeket fogunk kapni. Ezeknek legf6bb jelentSségiik a kétértékli logikaban és
a Boole-algebrak elméletében van, ui. Stone-tétele szerint barmely Boole-gyiird
(vagyis a?=a minden a€ A4 elemre) kételemii testeknek egy szubdirekt Osszege, és
tudvalevlleg a Boole-algebrak és Boole-gyliriik egymast kolcsondsen és egyértelmiien
meghatarozzak.

Legyen S egy tetszOleges absztrakt félcsoport. S-nek egy s€.S elemét jobb-
kvaziregularisnak nevezziik, ha minden f, u€ S elemhez létezik olyan nemnegativ
m és n kitevs, hogy

st = s"u.

(Ha esetleg m=0, akkor legyen s°=1, az egységoperator, vagy S egységeleme, ha
S egységelemes.)

Az e egységelemes S félcsoportot majdnem jobbkvaziregularisnak (ill. majdnem
nil-nek, majdnem nilpotensnek, majdnem trivialisnak) nevezziik, ha S=eUQ, e¢ Q0
és a Q ideal minden eleme jobbkvaziregularis (illetve, Q zéruselemes, és Q nil fél-
csoport; Q nilpotens félcsoport, ill. Q2=0).

Az A gyiirli elemeinek a koOrmiivelettel ellatott egységelemes félcsoportjat
a gylirli adjungalt félcsoportjanak nevezziik.

90. TETeL. Egy A gyiiriire, illetve A-nak az S adjungdlt félcsoportjdra az aldbbi
tizenhdrom feltétel egymdssal ekvivalens:

1. S majdnem jobbkvdzireguldris;

2. S majdnem jobbkvdzireguldris és van olyan e€S idempotens eleme, hogy
e=1€S (itt 1€ S éppen az A gylirii zéruseleme lesz, és S esetleges zéruseleme pedig
A esetleges (kétoldali) egységeleme);

3. S balzéruselemes és majdnem jobbkvdzireguldris;

4. S jobbzéruselemes és majdnem jobbkvdzireguldris;

5. S zéruselemes és majdnem jobbkvdziregularis;

6. S zéruselemes és majdnem nil;

7. S zéruselemes, majdnem nil és elemei korldtos nilpotenciafokuak;

8. S zéruselemes és majdnem nilpotens;

9. S zéruselemes, majdnem nilpotens és kommutativ,;

10. S zéruselemes és majdnem trividlis;
11. S zéruselemes, majdnem trividlis és véges;
12. S kételemil félcsoport és szorzétdabldja

a b
a a a
b a b

13. S egy kételemii A test adjungdlt félcsoportja.
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Bizonyitdas. Az 1., 2., ..., 12. és 13. feltételek logikai Gsszefiiggése olyan, hogy
ha igazoljuk csupan 1. és 13. ekvivalenciajat, akkor mar mind a tizenharom feltétel
ekvivalencigjat is igazoltuk. Hoehnke-gylirlinek, réviden H-gyiriinek nevezziik A-t,
ha az S adjungalt félcsoportra az 1. feltétel teljesiil. Feltessziik tehat, hogy A4 egy
H-gyiirii, és igazoljuk, hogy A kételemii test, tehat hogy teljesiil 13. A bizonyitast
kilenc lépésben végezziik el, ezeket a l1épéseket a)-val, b)-vel, ... h)-val és i)-vel
jeloljik.

a) Minden nemzérus x elemhez és tetszOleges y és z elemekhez van olyan nem-
negativ  kitevd, hogy 1—(1—x)"(1—y)=1—(1—x)"(1—2). Ennek bizonyitasa
a jobbkvaziregularis elem definicidja és xoy=1—(1—x)(1—y) alapjan adddik.

b) Ha A egy H-gyiirli és O<e=e?>c A idempotens elem, akkor e az 4 bal-
egységeleme. Nyilvan (1—e)?=1—¢, és ha a)-ban x=y=e, akkor 1—(1—e)=
=1—(1—¢e)(1—2), tehat ez=z minden z€ A4 elemre.

¢) Minden A H-gylirii minden a€ A4 eleméhez van két kiilonb6zo & és / kitevd,
ugy hogy I —(1—a)=1—(1—a)'. Ha ugyanis az o) allitisban x=y=aoca=2a—a?
és z=a, akkor

I—(1—aoa)"(l—aca) =1—(1—aca)(1—a)
bizonyos m és n nemnegativ kitevokkel. Ezért
1__(1 _a)2m+‘.’. — 1_(1 _a)2n+1

és ez a két kitevé kiilonbozik, mert baloldalon paros, jobboldalon paratlan szam
a kitevd.

d) Barmely A H-gyliri barmely nemzérus a eleméhez van olyan m kitevd,
hogy minden b€ A elemre

(I—ay"b =0

érvényes, ezért az {a} részgylirlinek mindig van egységeleme.

Ugyanis ¢) alapjan az S adjungalt félcsoport torziéfélcsoport. Ezért S minden
a eleme olyan részfélcsoportot general, amelyben van egy e idempotens, amelyre
e#0 (0 az A zérus eleme). Ekkor e=1—(1—a)", és minthogy b) alapjan eb=b
minden €A elemre, ezért (1—a)"b=0. Minthogy e€ {a}, ezért {a} egységelemes.

e) Ha az A H-gylriiben van az a€ A elemnek kvaziinverze, tehat aob=5bhoa=0,
akkor a=0.

Ugyanis, ha a0 és (1—-a)(1 —-b)=(1—->b)(1—a)=1, akkor minden m kitevire
I—(1-b)"(1—a)y*=0. Viszont a d) lépés alapjan a=0 esetén van olyan m kitevd,
hogy (1 —a)"c=0 minden c€ A4 elemre, ezért

¢c=1lc=(1=by(l—a)yc = (1—b)y"-0 = 0,

ami lehetetlen. Ezért a=0.
f) Barmely A H-gylir(i 2-karakterisztikaji, azaz 24=0. Ugyanis d) alapjan
minden {a} részgyiiriiben van egy e kétoldali egységelem, és minthogy

=de—4e = 2e+2e—2e-2e,

ezért 2e-nek kvaziinverze van, €s igy e) 1épés alapjan 2e¢=0. Ekkor x=ex miatt
minden x€ {a} elemre 2x=2(ex)=(2e)x=0x=0, tehat 24=0.
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g) Barmely A H-gylirfinek van kétoldali egységeleme. Ugyanis d) alapjan
van e balegységelem A-ban. Ekkor L=A(1—e)=[y—ye; y€ A] minden elemének
négyzete nulla, tehat L minden elemének van kvaziinverze A-ban. Ezért az e) 1épés
alapjan L=0, tehit 4 egységelemes.

h) Barmely A H-gyiiriinek az adjungalt félcsoportja majdnem nil. Ugyanis
g/ alapjan A-nak van egységeleme, amely S-nek zéruseleme és H. SEIDEL [27] 3.3 Té-
telébdl és 3.4 Tételébdl kovetkezik, hogy S majdnem nil, mert SEIDEL [27] szerint
zéruselemes félcsoport nil, ha minden eleme jobbkvaziregularis.

i) Barmely H-gyirli kételemi test. Ugyanis g) alapjan van 1 egységelem
A-ban és minthogy pedig /#) alapjan S majdnem nil, minden nemzérus a€ 4 elemére
aob=a+b—ab miatt d) alapjan 1—(1—a)"=1, (1—a)"=0 teljesiil alkalmas
m kitevével. Minthogy pedig (1 —a) nilpotens, van kvaziinverze 4-ban, tehat e) alap-
jan 1—a=0. Ezért a=1 és igy A, minthogy a tetszGleges nemzérus elem A-ban,
valéban kételemii test.

23. §. Tovabbi eredmények nemzérus jobbtalpa gyiiriikkel és
a Jacobson-radikallal kapcsolatban

Ennek a §-nak az anyaga a szerzd [39], [42] és [43] dolgozataiban talalhaté meg.
Ebben a §-ban kiilon bizonyitasok nélkiil ismertetlink néhany eredményt.

Mint az 1.§-ban mar emlitettiik, STEINFELD OTTO kérdezte azt, hogy létezik-e
olyan MHR-gylirt (ez nyilvin nemzérus jobbtalpi), amelyben az Gsszes nilpotens
idedl Osszege nem nilpotens. Az 1.§-ban 2)-nél targyalt (I, 11, II1)=4 esetnél explicit
moédon megadtunk olyan, végtelen sok elemmel generalt MHR-nilgy(iriit, amely
példa megoldja STEINFELD OTTS emlitett problémajat.

*
* *

Szerzb ([36], 477. oldal) egy A gylirii R jobbidedljat szabdlyosnak nevezte, ha
R tartalmaz olyan ¢ nemzérus idempotens elemet, hogy R=eA4 és Q=(1—e)4eA(l —e)
nilpotens kvaziideal, azaz Q"=0 egy n kitevdvel. Ismeretes, hogy a kvaziideal fogal-
mat gylirlikben (és félcsoportokban is) STEINFELD OTTO definidlta (lasd pl. [30]),
és hogy a gytrii jobbtalpaban fekv6 szabalyos jobbidedloknak szerepiik van abban,
hogy a ,,jobbidedlnak lennie relacio”™ tranzitiv legyen. Ugyanis érvényes a kévetkezd:

91. TeteL. (1) Ha R=eA, az e nemzérus idempotens elemmel generdlt szabdlyos
fGjobbidedl az A gyfiriiben, 1igy hogy R az A gyiirii A, jobbtalpdban fekszik, akkor az
R gyiirti minden S jobbidedlja egyszersmind A-nak is jobbidedlja, tovdbbd eA=eAe
érvényes, és eAe jobbartin-féle Jacobson-féligegyszerii gytirii, valamint eN=0, ahol
N jelenti A Osszes nilpotens minimdlis jobbidedljinak az Gsszegét.

(2) Ha Ny=Ne és n€ N, akkor (e+n):=e+n és

eAGN = (e+n)ADN,

tovdbbd (e+n)A szintén szabdlyos jobbidedl A-ban, és (e+n)A szintén az A, jobb-
talpban fekszik. Az

ex «— (e+n)x
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megfeleltetés A-izomorfizmus eA-rél (e+n)A-ra. Ha ni € Ny, ny,€ Ny, és ha
(e+n)A = (e+ny)A
akkor ny=n,. Ha n€N,, akkor érvényesek a tartalmazdsok:

A(l—e) E (l—e—nA
-£€s
A(l~e~n) S (1—e)A.

(3) Forditva, ha R’ az A olyan jobbidedlja, hogy
R@®N =eAdN

65 ha e=¢* és ha eA szabdlyos jobbidedl, akkor R’ is szabdlyos jobbidedl és van olyan
me Ny=Ne elem, hogy R =(e+m)A.
(4) Ha eé*=e, f2=f, eA=/fA és ha ed szabdlyos fdjobbidedl A-ban, akkor e=f.
(5) Ha Q=(1—e)AeA(1 —e) nilpotens, akkor mdar Q=0.

*
¥ K

Szerz6 [39] dolgozatat kovetve, egy gylirlit nevezziink nemkommutativ féideal-
gylirlinek, roviden F-gylirlinek, ha barmely balideal fébalideal, és barmely jobb-
ideal fjobbideal.

92. TETEL. Minden F-gyiiriiben a Baer-féle fels6 nilradikdl minden nil egyoldali

idedlt tartalmaz, és ez a radikdl egybeesik a Baer-féle alsé nilradikdllal, tehdt a Levitzki-
féle radikallal is.

93. TETEL. Legyven A egy F-gytirii és P az A-nak egy komplett primidedlja (azaz
A/ P nullosztémentes), és minden x€ A elemre teljesiiljon:

x€(xA+P) N (Ax+ P).

Ekkor A|P egységelemes, és a minimum-feltétel teljesiil mindazokra a jobb- és bal-
idedlokra, amelyek a P idedlt és egy rogzitett

bcA, b¢P
elemet tartalmaznak.

94. TETEL. Ha A egy F-gyiirii, P komplett primidedl A-ban, x€(xA+P)N
N(Ax+P) minden x€ A elemre teljesiil, és ha P valddi idedl a Jacobson-radikdl-
ban, akkor G=J, ahol G a Brown—McCoy-féle radikdl.

95. TETEL. (1) A akkor és csak akkor nemzérus jobbtalpu jobbprimitiv F-gyfirii,
ha A jobbartin-féle egyszerii gyiirii. (2) A akkor és csak akkor egységelemes Neumann-
reguldris F-gylirli, ha A jobbartin-féle Jacobson-féligegyszerii gyiirii. (3) Egy G Abel-
féle csoport akkor és csak akkor egy F-nilgytirii additiv csoportja, ha G végesen generdlt
Abel-féle csoport. (4) Az A F-nilgyiirii A% additiv csoportja akkor és csak akkor
torzidmentes, ha van A-nak végtelenrendii balannihildtora (vagy jobbannihildtora).

*®
* *
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96. TETEL. (1) Legyen M mindazon nilgylirik osztdlydval meghatdrozott alsé
radikdl, amelyek M HR-gyliriik J Jacobson-radikdljai, tehdt egyszersmind Baer-féle
alsé nilradikdljai és T legyen az dsszes egyszerii MHR-gylirii osztdlydval meghatd-
rozott felsé radikdl. Egy R dltaldnos radikdl akkor és csak akkor esik J-vel egybe
az M HR-gyiiriik osztdalydn, ha M=R=T. (2) Legyen N, a primszamrendii zérégytiriik
osztdalydval meghatdrozott alsé radikal. Ha A egy MHR-nilgyiirii, amelynek minden
B idedljéra B>=(B: A),N\(B: A),, akkor A egy Ny-radikdlgyiirii. (3) Minden A MHR-
gytirtiben a Jacobson-radikdl T-nilpotens és transzfinit nilpotens.

VI. FEJEZET

ZERUSELEMES FELCSOPORTOKNAK ES BIZONYOS
AUTOMORFIZMUS-CSOPORTOKNAK A RADIKALJAIROL

24. §. Zéruselemes félcsoportok radikaljairol

Ennek a §-nak az anyaga a szerzd [47], [77], [79] és [80] dolgozataiban talalhatd
meg. E § eredményeit bizonyitds nélkill kozoljiik. — Legyen S zéruselemes tetszo-
leges félcsoport, B és C két részhalmaz S-ben. Legyen

B1C=[x;x€S,Bx S C] és CB ' =[y;y€S,yB < C].

Ezek a B~'C és CB~! részhalmazok persze iiresek is lehetnek. Ha B balideal €és
C is balideal, akkor B~1C ideal lesz. TetszGleges B részhalmazra B~1C jobbideal,
ha C jobbideal és CB~! balideél, ha C balideal.

Jelolje @, az S jobbfrattini jobbidealjat, tehat ¢, az S Osszes maximalis jobb-
idealjanak a metszete (ami persze tires is lehet), és legyen &,= S, ha nincs maximalis
jobbideal S-ben.

Egy R maximalis jobbidealt kvazimodularisnak neveziink, ha S™RER.
Tovabba egy kétoldali Q@ idealt jobbkvaziprimitivnek neveziink, ha van olyan
kvazimodularis maximalis R jobbideal, hogy Q@ =S~1R. Ekkor nyilvin QWS R.
Bal-jobb dualitas alapjan definidlhaté a kvazimodularis maximalis balideal és bal-
kvaziprimitiv kétoldali ideal, tovabba a @, balfrattini balideal. Legyenek:

) =S,

2) L=¢ S1

3) I;=az Osszes jobbkvaziprimitiv ideal metszete;

4) I,=az Osszes balkvaziprimitiv ideal metszete;

5) I,=az Gsszes kvazimodularis maximalis jobbideal metszete; €s
6) I;=az Osszes kvazimodularis maximalis balidedl metszete.

97. TeteL. (1) L, I, I, és I, kétoldali idedlok, és érvényes, hogy
LELEL é LELE.

(2) Ha S-ben érvényes a baloldali térlési szabdly (tehdt s=0 és ss,=ss, esetén mindig
s1=8y), akkor ®,S1,. (3) Ha S-ben érvényes a baloldali torlési szabdly, R kvdzi-
moduldris maximdlis jobbidedl, és ha z€ S?, de z¢ R, akkor R,=[z]7*R is kvdzimodu-
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ddris, és I kétoldali idedl S-ben. (4) Ha S-ben érvényes a baloldali térlési szabdly,
és ha R, kvdzimoduldris minden maximdlis R jobbidedira, akkor

L=1I=1I,.

MEeGIeGyzEs. Kés6bb H. SEIDEL [28] igazolta, hogy minden zéruselemes S fél-

csoportban
H=5L=5L(=1L=1)

ahol H jelenti S-nek a HoenNkEe-radikaljat [17].

Probléma. Mi annak a kritériuma, hogy:

1. I; kétoldali ideal legyen, és hogy

2. H=I; legyen.

Szerz6 [77] zéruselemes félcsoportokra az Amitsur—Kuros-féle R radikal-
osztalyt a kovetkez8képpen definialta:

1. R zart minden félcsoport-homomorfizmusra nézve;

2. Minden S zéruselemes félcsoport tartalmaz egy R(S)€R kétoldali idealt,
.amely minden mdas I€ R idealt tartalmaz S-ben. Ezt az R(S) idealt R-radikalnak
nevezziik.

3. Az S/R(S) Rees-féle faktor-félcsoport R-radikalja 0, azaz R(S/R(S))=0.

98. TETEL. (1) Ha I idedl a zéruselemes S-félcsoportban, akkor R(I) idedl S-ben.
(2) Bdrmely homomorfban zdrt H zéruselemes félcsoportosztalybdl kiindulva transzfinit
indukcidval definidlhaté egy (a Kuros-féle alsé radikdlosztélyhoz hasonld, ditaldban
bévebb) H2 H félcsoportosztdly uigy, hogy ez a konstrukcié mdr w lépésben véget ér,
ahol w a legkisebb végtelen rendszdm [77).

Egy R félcsoport-radikal 6roklédo (vo. szerzé [79]), ha abbdl, hogy I ideal
S-ben és hogy S€R, kovetkezik ¢ R. ROBERT SHULKA [29] t6bb tételét altaldnosi-
tottam a ko6vetkezGképpen:

99. TETEL. Legyen S minden I idedljdgra 1/I=R(S/I), ahol R 6rikiéds radikdl.
Ekkor I—+I az S idedlhdléjanak egy metszet-endomorfizmusa, vagyis I, Nl,=I, \I,.

R-féligegyszerii a zéruselemes S félcsoport, ha R(S)=0, és erbsen R-féligegyszerti,
ha S minden homomorf képe R-féligegyszerii.

100. TETEL. Ha az R radikdl olyan, hogy minden R-féligegyszerii zéruselemes
félcsoport erdsen R-féligegyszerii, akkor egy tetszbleges zéruselemes S félcsoport
idedlhdléjaban az

I - R()
leképezés mindig egyesités-endomorfizmus, vagyis:

R(I, U I) = R(I) U R(L,).
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25, §. Bizonyos Hashimoto-féle univerzalis algebrak
automorfizmus-csoportjanak egy féligegyszeriiségérol

Ennek a §-nak az anyaga 2 szerz0 [82] dolgozatiban szerepel.

Legyen V az Osszes véges G csoport osztilya. A csoport egységelemét 1 fogja
jelolni. V nyllvan zart mind a homomorf képeknek, mind pedig a normalosztéknak
a képzésére nézve. Legyen V mindazon csoportoknak az osztalya amelyeknek
barmely N1 normalosztdjuk homomorfan leképezheté egy véges csoportra.
(Ilyenek pl. a véges, egyszerli csoportok is, ezekhez lasd pl. Szgép [91]) Nyilvdn
VCV. Legyen tovabba R mindazon G csoportoknak az osztilya, amelyek nem
képezhet8k le homomorf médon egy G,>*1 olyan csoportra, amely V eleme.
Igazolhaték az alabbi tulajdonsigok:

1. Az R csoportosztdly homomorfan zart;

2. Minden G csoport tartalmaz egy N€R normélosztét ugy, hogy N tartal-
mazza G-nek minden mas N,€R normalosztojat. Ezt az N=R(G) normalosztSt
a G csoport R-radikaljanak nevezziik; tovabba G R-féligegyszerii akkor lesz, ha
R(G)=1.

3. Minden G csoportra R(G/R(G))=1, vagyis G/R(G) R-féligegyszerii.

Azt sem nehéz bebizonyitani, hogy R-féligegyszerii csoportoknak barmilyen
szubdirekt szorzata szintén R-féligegyszerli csoport, és hogy R-féligegyszeri cso-
portnak barmely normaélosztSja szintén R-féligegyszerii lesz.

gy egy konkrét Amitsur—Kuros-féle R radikalt definidltunk az 6sszes csoport
osztalyan. Meg fogjuk mutatni, hogy bizonyos, alabb definialt Hashimoto-féle
univerzilis algebraknak a teljes automorﬁzmus-csoportja (a tovabbiakban réviden
csak automorfizmus-csoportja) erre a konkrét radikélra nézve féligegyszertii.

Egy U univerzalis algebrat Hashimoto-félének neveziink, ha teljesiilnek az
alabbi feltételek:

1. Minden homomorfizmusnak van egy és csak egy magva, amit idealnak
neveziink, és minden ideal reszalgebra U-ban,;

2. Minden idedl fellép egy és csak egy homomorﬁzmus magvakent

3. Eppen az idedlok szerint vett mellékosztalyok adjak U Gsszes kongruencia-
osztalyat.

Példik. Hashimoto-féle univerzalis algebrakra:

1. TetszOleges (nem-feltétlen kommutativ vagy véges) csoportok;

2. Asszociativ és nemasszociativ gyliriik;

3. Egy A asszociativ gyiirii felett vett 4-jobbmodulusok;

4. P. J. HiGGINns [15]-féle multioperator-csoportok;

5. Alulrél korlétos, relativ komplementumos, disztributiv halok, (lasd SzAsz
GABOR [88], (v6. még HasHMOTO [13])) igy specidlisan pl. a Boole-algebrék.

Egy H Hashimoto-féle univerzalis algebrat Hopf-félének neveziink, ha barmely
6nmagara valé homomorfizmusa sziikségképpen automorfizmus. Minden véges.
univerzalis algebra, vagy pl. a végtelen ciklikus csoport nyilvan Hopf-féle; viszont
a Priifer-féle kvaziciklikus csoportok nyilvan nem Hopf-féle univezalis algebrak.*

* Korabban G. BAUMSLAG vizsgalt Hopf-féle kommutativ csoportokat.
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Egy H Hashimoto-féle univerzalis algebra I idealja teljesen invarians, ha le&S7
teljesiil minden ¢ endomorfizmusra.

101. TETEL. (1) Egy H Hashimoto-féle univerzdlis algebra akkor és csak akkor
Hopf-féle, ha léteznek olyan teljesen invaridns I, (a€ A) idedlok H-ban, hogy mind-
egyik H|I, Hopf-féle, és H az désszes ilyen H|I-nak egy szubdirekt dsszetétele,
(2) Ha mindegyik I, idedl teljesen invaridns a H Hashimoto-féle univerzdlis algebra-
ban ugy, hogy mindegyik HJ/I, véges, és ha H az dsszes ilyen H|I -nak egy szubdirekt
osszetétele, akkor H Hopf-féle.

Bizonyitds. Minthogy (2) kovetkezik (1)-bdl, elég (1)-et bebizonyitani. Legyen
¢ tetszbleges olyan endomorfizmusa H-nak, hogy He=H és legyen a,, a,€ H két
olyan elem, hogy a,e=a,e. Minthogy I, teljesen invarians ideadl H-ban, I ¢S],
és minthogy H/I, Hopf-féle, ezért ¢ egy automorﬁzmust indukal a H/I, univerzalis
algebriaban. Ezért a, kongruens a,-vel modulo 7,, ahol I, a mondott tulajdonsagi
idedlok kozt tetszdleges. Minthogy /\ I,=0, ahol 0a legﬁnomabb kongruencia,

ezért a, és a, kongruensek moduloO lS tehat a,=a, és igy H tényleg Hopf-féle.
Az (1) allitas megforditasa trivialis és ezzel a 101. Tételt bebizonyitottuk.

H-nak egy I idealjat karakterisztikusnak nevezziik, ha I invariAns H minden
automorfizmusaval szemben.

102. TETEL. Legyen a Hashimoto-féle univerzdlis algebra olyan véges H[I, (o€ A)
univerzdlis algebrdknak egy szubdirekt dsszetétele, hogy mindegyik I, idedl karak-
terisztikus H-ban. Ekkor H-nak az Aut H=G automorfizmus-csoportja R-féligegyszerii
(e § elején explicit mddon definialt konkrét R radikalra), éspedig G véges csoportoknak
lesz egy szubdirekt szorzata.

Bizonyitdas. Legyen 1y€G tetszOleges automorfizmusa H-nak. Minthogy

y=1, van olyan h€ H, hogy hy=h, és mert A I,=0 van olyan I, ideal is, hogy
__ac4
hy és h inkongruensek modulo I,. Ekkor a hy és h mellékosztalyok (modulo 7, véve)
kiilonb6z6k. Minthogy 1, karakterisztikus ideal H-ban, ezért y egy automorfizmust
indukal H/I-ban. Minthogy H/I, véges, ezért G=Aut (H/I) is véges. Ha tehat
M, a G-nek G-be valo homomorfizmusinal a mag, akkor G/M, is véges. Tovabba
hy#h miatt y¢ M,. Ezért A\ M,=1, és minthogy G/M, R-féligegyszerii és G pedig
acA

az Osszes ilyen véges G/M, csoportnak egy szubdirekt szorzata, ezért G maga is
R-féligegyszerii csoport.

MEGIEGYZES. A H Hashimoto-féle univerzalis algebra egy H, részalgebrija
karakterisztikus, ha H, invarians H minden automorfizmusaval szemben. Szerzo
([82], Proposition 8.) igazolta, és itt bizonyitas nélkiil kozoljiik, a kovetkezbt:

103. TETEL. Legyen a H Hashimoto-féle univerzdlis algebra bizonyos H, (a.€ A)
karakterisztikus részalgebrdinak a halmazelméleti egyesitése, és mindegyik H, legyen
olyan véges H,[l,; (B€B) algebrdknak egy szubdirekt ésszetétele, hogy mindegyik
1,5 idedl H -ban karakterisztikus. Ekkor H-nak a G=Aut H automorfizmus-csoportja
R-féligegyszertl, éspedig G véges csoportoknak lesz egy szubdirekt szorzata.

(Beérkezett: 1973, 1. 24.)
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