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ABSTRACT

In this paper relationships have been derived for lift
and drag coefficients for cylindrical bodies for two cases.
General formulae are derived for a cylindrical body of
arbitrary cross-section and give the relationships between
the two systems for each set of coefficients, i.e., the
relationship between the lift coefficients for each case, and
the same for the drag coefficient. The relative motion
between the body and the fluid is assumed to be two-
dimensional and to take place in a plane perpendicular to
the axis of the body. Three-dimensional effects are
ignored, thus limiting the validity of the formulae to low-
Reynolds number flows. The fluid is assumed to be
incompressible constant-property Newtonian fluid. In the
first case, an inertial system is fixed to a stationary
cylindrical body. The motion of the fluid in which the
body is placed is an arbitary function of time not
identically zero, e.g., the fluid can have linear and angular
acceleration, such as translation, oscillation or rotation.
The velocity of the fluid at a single instant is either uni-
form in space, or in the case of rotation, a linear function
of distance from the origin of the system. In the second
case, a non-inertial system is fixed to to an accelerating
cylindrical body. The relative flow between fluid and body
is kinematically the same as in the first case, but the forces
acting upon the bodies differ in the two systems due to the
inertial forces that occur in a non-inertial system. As an
example, the relationships are applied to two common
cases, a circular and a rectangular cross-section cylinder.

1. BEVEZETES

Fontossaga miatt sok kutatd foglalkozik a mozgd kor-
henger korili killonbozd aramlasok elméleti, kisérleti és
numerikus vizsgalataval. Igy példéul a homogén parhuza-
mos dramlasba helyezett, forgdbmozgast végzd kérhenger
[1]-[3] végezte, mig [4] valamint [5] a henger oszcillald
forgd mozgasanak hatasat vizsgaltak az dramlasra. [6]-[8]
a parhuzamos aramlasra merdleges iranyban, [9] pedig a
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féaramlas iranyaban rezgb henger korili aramlés nume-
harmonikus rezgések kombinacidjaval vizsgalhato az
ellipszis palyan mozgd henger koriili aramlas, amely a
hullamokban mozgd test aramldstani modelljének te-
kintheté. A nyugalomban 1évé folyadékban ellipszis
palyan mozgd henger korilli aramlas kisérleti uton [10]
vizsgalta, a parhuzamos dramlasba helyezett ellipszis
palyan mozgé henger koriili dramlas numerikus szimu-
egyes kutatok, példaul [16] és [17] foglalkoztak oszcil-
1416 aramlasba helyezett all6 testek koriili dramlas vizs-
galatdval, de talalhatd olyan vizsgéalat is, ahol a henger
egyszerre forog és keresztiranyll rezgést is végez, pl.
[18] dolgozatban.

E sok variacié koztl kivanjuk kiemelni Meneghini és
Bearman [16] munkéjat, akik a C, felhajtoerd-tényezdt két
kiilonboz6 aramlasi feltétel mellett vizsgaltak. Az els6 eset-
ben (C, felhajtéerd-tényezd) 4ll6 hengert helyeztek abba az
aramlasba, amely egy homogén parhuzamos dramlas és egy
keresztiranyban iddben szinuszosan oszcillalé aramlas 6sz-
szegeként adddott. A masodik esetben (C, felhajtoers-
tényez0) egy keresztiranyban harmonikus rezgémozgast
végzd hengert helyeztek a homogén parhuzamos folyadék-
dramldsba. Bar a két eset kinematikailag azonos, dinamikai
szempontbol kiilonbdzik egymastdl. [16] az elsé esetre
végezte szamitasait, jollchet fizikailag a masodik eset érde-
kelte ¢ket. fgy ugyanis el tudtik keriilni a szamitasi halé
hengerelmozdulds miatti torzulasat. A szamitasaikbdl nyert
felhajtoer6-tényezOhdz ezutin hozzaadtdk a henger kereszt-

irAnyt  gyorsuldsabol  szarmazo  tehetetlenségi  er
dimenzidtlan alakjat
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Az (1.1) egyenletben m a d atmérjli, egységnyi hosszl-
sagt henger altal felgyorsitott p siirtiségli folyadék tome-
gét jelenti ([19]), az y = d*¥/di* ahenger 7 elmozdu-
lasénak a 7 idd szerinti méasodik derivaltja, azaz a henger
Y irany( gyorsulasa; az elsé egyenl6ségjel utani kifejezés
nevezdje pedig az egységnyi hosszisagu szelvényre hatod
erd dimenzidtlanitasara szolgal. Az (1.1) egyenletben
szerepld mennyiségek —a C, és C, tényezék kivételével

1. SZAM 3



— dimenzionalisak. Mivel az U sebességli féaramlas ird-
nyaban nem végez gyorsulé mozgast a henger igy az ebben
az irdnyban- hatdé dimenzidtlan erbk — az ellenallas-
tényezok — a két rendszerben azonosak voltak:

*

Cy=C,. (1.2)

A [16] dolgozat tanulmanyozasakor felmeriilt ben-
niink az &tlet, hogy érdemes lenne feltarni egy altalanos
kapcsolatot az ellenallas- és felhajtberd- tényezék
inerciarendszerbdl, ill. a rezgébmozgast végzd hengerhez
k6tott gyorsuld (nem inercia-) rendszerbdl vizsgalt
Osszefiiggései kozott. Egy ilyen fliggvénykapcesolat
ismeretében a kordbbiakban emlitett aramlasi esetek
egységesebben kezelhet6k lennének.

Az elbz6ekben megfogalmazott problémak ismere-
tében célul tlztik ki:
= egy olyan altaldnos Osszefliggés szarmaztatasat,

amely kapcsolatot teremt egy tetszoleges kereszt-

metszet(i, altalanos mozgast végzd prizmatikus test
kortili két olyan kinematikailag egymadssal azonos,
kis Reynolds-szami sikbeli aramldsra vonatkozd
felhajtoero-tényezdi és ellenallds-tényezdi (tovabbi-
akban er6tényezok) kozott, ahol az egyik esetben az
aramlast a nyugalomban 1év6 hengerhez kotstt vo-
natkoztatdsi rendszerb6l, (inerciarendszerbdl), a mé-
sik esetben pedig a tetszoleges mozgast végzd hen-
gerhez kotétt gyorsuld vonatkoztatdsi rendszerbol
szemlélve tanulmanyozzuk;

= az igy nyert altaldnos 6sszefiiggés felhasznalasaval
meghatarozni a gyakorlati szempontbé] két legfon-
tosabb keresztmetszet — a kor ¢s a téglalap — esetére
az egymassal kinematikailag azonos aramlasokhoz
tartozé felhajtderd- és ellendllas-tényezdk kozotti

kapcsolatot, mind a gyorsulé hengerhez, mind a

nyugalomban 1évé hengerhez kotétt vonatkoztatdsi

rendszerekbol.
A vizsgalat eredményeinek jelent6s részét a [20] dolgo-
zat tartalmazza.

2. AZ EROTENYEZOK SZARMAZTATASA
INERCIARENDSZERBEN

Ebben a fejezetben az 4ramlasba helyezett
prizmatikus (hengeres) testekre vonatkozo erdtényezd
két esetre vonatkozo6 értékei kdzotti kapesolatokat szar-
maztatjuk. Feltételezziik, hogy a hengeres test hosszten-
gelyének iranya a henger elmozdulasa soran valtozatlan
marad. A test és a folyadék kézotti Gn. relativ mozgas-
ol feltételezzik, hogy a henger hossztengelyére mero-
leges sikokban az dramképek egymassal egybevagdak,
azaz az aramlas kétdimenzios (2D). A haromdimenzids
(3D) hatasokat elhanyagoljuk, igv a szarmaztatando
Osszefliggések csak viszonylag kis Reynolds-szdmu
aramlasokra érvényesek. Mint ahogy azt az els6 fejezet-
ben kifejtettem, 4llo kdrhenger esetén Re= 190 folstt
3D instabilitdsok jelennek meg az aramlasban [21].
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Ugyanakkor azt is tudjuk, hogy a rezgd henger esetén,
amikor az aramlas a henger rezgésével szinkronizalodik
(lock-in) akkor az dramlas akar Re = 500-ig is 2D ma-
radhat, ezt mutatja [22]. Az emlitett kis Reynolds-
szdmot ebben az értelemben kell érteni. A folyadékrol
feltételezziilk, hogy Osszenyomhatatlan ¢s allando
anyagjellemz6ji newtoni folyadék. Az emlitett két eset
kozil az elsd esetben az inerciarendszert az 4ild (nyuga-
lomban 1év8) hengerhez kétjiik. Az dramlas, amelybe a
testet helyeztiik, az id6 tetszbleges fliggvényeként val-
tozhat; lehet tetszbleges gyorsuldsa és szdggyorsulasa,
tehat jellemezhet transzlaciot, forgast €s rezgbmozgast
is. Egy adott idopillanatban a folyadék sebességérol
feltételezziik, hogy a térben vagy allandd, vagy forgd-
mozgas esetén a forgistengelytdl mért tdvolsaggal line-
arisan n0. A mdsodik esetben a vonatkoztatasi rendsze-
riink nem inerciarendszer, mert azt a tetszéleges gyorsu-
16 mozgast végzd hengerhez kotjilk. Vizsgalatunk soran
azokat az eseteket tekintjiik, amikor a két esetre vonat-
kozo relativ aramlas kinematikailag azonos. Kénnyen
belathatd azonban, hogy a nem inerciarendszerben fel-
1épd tehetetlenségi er6k miatt a testre hatd erdk a két
esetben kil6nb6z6k lesznek.

Miel6tt az egyenletek szdrmaztatasara ratérnénk, de-
finialjunk elébb két egységvektort. Az e, €s e, egység-
vektor érintdleges ill. merdleges az egységnyi hosszu-
sagu hengeres test tetszoleges keresztmetszetét hatdrold
C gorbéhez ill. gorbére (1. dbra):

€ _Qj aix +§; =¢o0s yi+sin
s=o5 o5 oyl cosxitsmnyl
oF 0%, 0y 2.1)

& = 5n aﬁl-i-aﬁ] sin yi+cosyj,
ahol F=%i+7j az origébél a C kontirgdrbe tetsz6-
leges pontjadhoz mutatd helyvektor, ¥ és ¥ koordina-
ték, i és jaz X ill. y irdnyokba mutat6 egységvektor,
5 a C menti ivhossz, # a C gdrbére merbleges koor-
dindta, ¥ pedig az e, és i egységvektorok altal bezirt
szog (1. abra). A nyomasbol és a nyirdfesziiltségbol
szarmaz0, a folyadékrdl a henger feliiletére hatd erd a
kovetkez6 alakban {rhaté fel:
~[pG)e,ds + [FF)eds =F,i+F j, 22)
C C
ahol 7 anyomas, T a c gorbe érintbje iranyaba mu-
tatd nyirofesziiltség vektor, F " €S F |, pedig az egység-
nyi hosszisdgu hengerfeliiletre hato ellenélls €s felhaj-
toerd. Itt feltételeztik, hogy a fdéaramlas a pozitiv x
tengely irdnyaba mutat. Figyelembe véve az e €s e,
egvségvektorok (2.1) definicidjat, alkalmazva a (2.2)
egvenletben a nyomast tartalmazo integralokra a szorzat
integralasi szabalyét, az F , ellenallasra és az I?L fel-
hajtderdre a kovetkezd Gsszeﬁiggéseket kapjuk:
(2.3)

N op ¥
F=-[£5 5)ds + L5,
> 5a§y I as
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(2.4)

1. dbra. Tetszbleges keresztmetszetii hengerre
vonatkozo f6bb jelolések

A (2.1) - (2.4) egyenletekben szerepld, felsé hul-
lamvonallal ellatott kifejezések mind tényleges fizikai
mennyiségeket jelolnek. Az [ hossz-, U sebesség- és p
strliséglépték bevezetésével az egyenletekben szerepld
mennyiségek egyszertien dimenzidtlanithatok. A felsd
hulldm nélkiili dimenziotlan ¢ id6, az x, y és s koordina-
tak, a p nyomas €s a 7 nyirofesziiltség a

Ur X ¥ v i T
:—,x:—’y:—’V: ’p— Z’T:N 3
d d d U pU U
@2.5)

egyenletek alapjén szarmaztathato.

A (2.3) és (2.4) egyenleteket pU 21/2 kifejezéssel
elosztva és figyelembe véve az (2.5) definicidkat, az
4116 hengerhez kotott inerciarendszerben a C,, ellendl-
las-tényezére és a C, felhajtéerd-tényezére a kovetke-
z0 6sszeﬁiggések adddnak:

C, = —TZ:I
_2_[

ahola C modos1tott konturgorbet az eredeti C g6rbébol
ugy nyerjiik, hogy az utébbi minden méretét az / hossz-
léptékkel elosztjuk.

Vizsgaljuk most meg kissé részletesebben a (2.6) és
(2.7) egyenletekben szerepld dimenzidtlan p nyomas
hatdsat az inerciarendszerben értelmezett C, és C,
erétényezokre. Trjuk fel a Navier—Stokes mozgésegyen-
let dimenzidtlan alakjat az Gsszenyomhatatlan, allando
anyagjellemzdji newtoni folyadék esetére
ov 1
81+(V V)v Vp+R Vv >
ahol v az U sebességléptékkel dimenzidtlanitott sebes-
ségvektor, 7 az (2.5) egyenlettel definidlt dimenzidtlan
id6, V a dimenziétlan nabla operator, V? a Laplace
operator, Re az Re = Ul/V kifejezéssel definidlt Rey-

ds+2j a—ds

§ (2.6)

ds+2J‘ Fp 9P s (2.7)’

(2.8)

GEP, LX. évfolyam, 2009.

nolds-szdm, ahol V' a folyadék kinematikai viszkozita-
sa. A (2.8) egyenletben a térerdt beleértjiik az egyenlet
jobb oldalan szereplé nyomastagba. Figyelembe véve,
hogy a valdsagos folyadék esetében a falon a folyadék
sebessége megegyezik a fal sebességével, azaz esetiink-
ben 0, a (2.8) egyenletet az e, érint6 irdny\ egységvek-
torral (/. dbra) skalarisan megszorozva azt kapjuk,
hogy:
ap

__:_I_Vzv.es

- s Re 2.9)

Miel6tt a p nyomds erétényezdkre gyakorolt hatasat
megvizsgalnank, nézzik meg a (2.9) egyenlet jobb
oldalat kissé részletesebben:

2 2 &2 8
Viv-e, = ov 6 6x+ V;+ v; 6_y
8x 6y os |0x~ Oy |0s

(2.10)

A (2.10) egyenletet kiss¢ atrendezve —a v, és v,
sebességkomponensek vegyes masodrendil derivaltjait
hozzaadva a kifejezéshez és ki is vonva azokat — kap-
juk:

Viv.e, = AR Q+ o, +82vx ox
* ay 8y ax)os |oxdoy ox’ |os

0 2 o’
Lofoy _0Ov, 6y+ oy, N V; 6_y
6x ax 6y 0s |(8x0y 0Oy )0Os

(2.11)

Figyelembe véve a dimenzidtlan ¢ 6rvényeloszlas
2D aramlésra vonatkoz6

_Ov, O,
T ox 0 b%
definicidjat, a (2.1) egyenletet, tovabba azt, hogy a

(2.11) egyenlet jobb oldalanak 2. és 4. tagjdban szerepld
zarojeles kifejezés a

(2.12)

ou Ov
=—+—=0
dx 0Oy

@ = V -V (2.13)
egyenlettel definialt @& sebességdivergencia x ill. y
szerint derivaltja, amely Osszenyombhatatlan kézeg ese-
tén eltinik, végiil a (2.11) egyenlet jobb oldalan 4ll6
kifejezésre a

V2V~es=—§£

n

(2.14)

osszefiiggés adodik. gy a (2.9) és (2.14) egyenletek

Gsszehasonlitasabol a hengermetszetet hatarolé C gor-

bén (tehat a henger felliletén) a nyomasderivaltra a
op__10¢

2.15
Js Reon ( )
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Osszefliggést kapjuk. Ezt a (2.6) és (2.7) egyenletekbe
behelyettes1tve az inerciarendszerben érvényes C), és
C, erbtényezék a kovetkezd forméba ontheték:

S
== [Z=y(s)ds+2 —ds,
P Re!@n j ds (2.16)
v _ 2 f0g
Ch == Ia x(s ds+2j asds. @1

Mint ahogy az a (2.16) és (2.17) egyenletekbdl 14t-
hat6, a testre hatdé erd meghatarozasahoz nem kell is-
merniink a test felillete menti nyoméseloszlast. Ez kiilo-
nosen akkor elényds, ha az aramfuggvényorvény
(stream function-vorticity method) leirdsmodot hasznal-
juk, ahol a nyomdas nem szerepel explicite az egyenle-
tekben. Természetesen a (2.16) és (2.17) egyenletek
nem Gjak, és kiilonosen korhenger esetére tobb kiilon-
boz6 alakjuk is megtalalhat6 a szakirodalomban, példa-
ul a [23] és [24] dolgozatokban. A (2.6), (2.7), ill.
(2.15)—(2.17) egyenletekbdl kiolvashatd, hogy a p nyo-
mésnak a C,, ellenallas-tényezére és a C, felhajtoerd-
tényezore gyakorolt hatasa a henger kornyezetében 1€v6
Orvényeloszlas ismeretében meghatarozhato.

3. AZ EROTENYEZOK GYORSULO
VONATKOZTATASI RENDSZERBEN

Vizsgaljuk most azt az esetet, amikor a test mozgasa
tetszéleges sikbeli mozgas (gyorsulds, szdggyorsulas)
lehet. Mint korabban emlitettiik, feltételezziik, hogy a
henger tengelye a mozgéas soran nem valtoztatja iranyat.
A test forgdsanak tengelye parhuzamos a test tengelyé-
vel (vagy azzal egybees$), merbleges az x, y
(inerciarendszerbeli} ill. &, n (gyorsuld rendszerbeli)
sikokra, és atmegy azok — egybeesd — origdjan. Rogzit-
siik vonatkoztatdsi rendszeriinket a gyorsulé mozgast
végz6 hengeres testhez. Felhasznalva  egy
inerciarendszerben és egy gyorsuld rendszerben 1évé
folyadékrészecske mozgasa kozotti ismert 6sszefiiggést
(pL. [25]), a Navier-Stokes egyenlet gyorsulé rendszer-
ben érvényes dimenzidtlan alakja a kovetkezd formaban
irhat¢ fel:
ow (

LR
—+WwW-Vw=-Vp+—V-w
ot )W P Re

~a0—2mxw—mx(mxr)—d‘mxr
; R F R CR Y

ahol w az a, gyorsuldssal mozgd hengerhez kotott
rendszerben mért Un. relativ sebesség, @ =@k a test
dimenzidtlan szogsebesség-vektora, k a &, 75 sikra
merdleges egységvektor, és r, a gyorsuld rendszerben
érvényes helyvektor. Az egyenletben a vektorok kozti
skalaris ill. vektoridlis szorzas jel6lésére a szokésos ,, *
ill. ,,x” jeleket hasznaljuk. Ebben az egyenletben w és
r, az U és [ sebesség- ill. hosszléptékkel van

r
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dimenzi6tlanitva. A (3.1) egyenletben a tomegerdt bele-
értjik a nyomastagba, ¢s a dimenzidtlan @ szogsebes-
séget ill. az a, gyorsulast az aldbbi modon definialjuk:
@l a,/
w=—, aO = ~a
U U
ahol @ és a, ahenger szogsebessége ill. gyorsuldsa. A
(3.1) egyenletben szereplé egyéb dimenzidtlan mennyi-
ségek megegyeznek a (2.8) egyenletben szerepld meny-
nyiségekkel.
A henger feliiletén 0 relativ sebességet feltételezve
és a (3.1) egyenletet az e, érintd iranyll egységvektorral
skalarisan megszorozva azt kapjuk, hogy:

»

9p_1
Jds Re

s

Viw-e —{ao+mx(m><r)+d—m><r} e
dt
(3.2)

Vezesslik most be a mozgéd hengerhez kétott, gyor-
sul6 rendszerbeli dimenzidtlan ¢, relativ orvényelosz-

last: ) 8_wl ) %

’ ST
ahol w, és w, aw relativ sebesség & ¢és 77 komponen-
sei. Megismételve a 2. fejezetben elvégzett levezetése-
ket (I. a (2.11)—(2.15) egyenleteket) a (3.2) egyenlet

jobb oldalan 1évo elsé tag — a (2.14) egyenlethez hason-
l6an — a kovetkez6 alakot olti:

1
LV2w~e __ 10

Re *" Re on G-3)

Figyelembe véve (3.3) egyenletet, valamint az e, és
e, egységvektorok (2.1) definicidjat, a (3.2) egyenlet a
kovetkez6 alakba irhato at:
0 r_ 1 dg,
P aOs
ds Re dn

Sl
(3.4)

ahol 7, =+/&> +n” a C kontdron 1évé valtozd pontnak
az orig6tél mért dimenzidtlan tavolsaga. Az r” tag s és
n szerinti derivaltjat a C gbrbén kell venni. Ne feledjiik,
hogy késdbb, a vonal- (valojaban felilleti) integralok
kiértékelésénél a nyugalomban 1évs, inerciarendszerbeli
testre vonatkozoan, az x, y koordinatdk azonosak a
megfeleld gyorsuld rendszerbeli testre vonatkozd &,
1 koordinatakkal. A (3.4) egyenletben ¢, a henger
a, dimenzi6tlan gyorsuldsanak tangencialis komponen-
se a C gorbe mentén, amely a kévetkezd alakban irhaté
fel:

98 ) 0

aOSZaO'es:an(t) GS 65‘

(3.5)

ahol a,, és a,, ahenger gyorsulasanak dimenziotlan x
és y irdnyll komponensei.
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Az ellenallas-tényezé és a felhajtoerd-tényezd a
gyorsuld (vagy relativ) rendszerben a testre hatd erdk
alapjén is definidlhato:

5
c = s)ds+2 = s,
- pUz I a j 3 (3.6)
_2K, _pop on
CL = ﬁ[]LZZ _25[6_ S)dS—l‘zé’. T, (S)adS (37)

ahol 7, a gyorsuld rendszerbeli dimenzidtlan nyiréfe-
sziiltség, ﬁDr és ﬁu pedig az ebben a rendszerben
mérhetd tényleges cllenallas és felhajtéers. A (2.6),
(2.7) ill. (3.6), (3.7) egyenleteket egymassal Osszeha-
sonlitva lathato, hogy az inerciarendszerben ill. a gyor-
suld rendszerben definidlt er6tényezdk egymashoz ha-
sonlé alakdak.

A (3.4) felhasznélasaval a (3.6) és a (3.7) egyenletek
atalakithatok:

Re) on
d dw &
—é[[~2a0S+a)2——(,2) d—i)a(rf)}ﬂd& (3.8)
_ as,
A Cor £ ds +2j
+5f[—2a03+a) %(’?2) a;;; a@( )}fds (3.9

A (3.8) és (3.9) egyenletek megadjak az Ossze-
nyomhatatlan newtoni folyadék tetszdleges aramlasaba
helyezett, tetszbleges a, gyorsulasti és @ szogsebessé-
gll forgémozgast végzd testre vonatkozd C,, ellenallas-
tényezot és C; felhajtéerd-tényez6t. A koordinata-
rendszert a mozgo testhez rogzitettiik, és a (3.8), (3.9)
egyenletekben szereplé dsszes mennyiség dimenziotlan.
A (2.16) és (3.8) valamint (2.17) és (3.9) egyenletek
Osszehasonlitasabol lathatd, hogy a gyorsuld rendszer-
beli erbétényezokben extra tagok jelennek meg az
inerciarendszerben definialtakhoz képest, amelyek ter-
mészetesen a tehetetlenségi er6kbdl szarmaznak. Néz-
zik most meg, hogy milyen kapcsolat van kinematikai-
lag azonos aramlasok esetén az inerciarendszerben ill. a
gyorsuld mozgast végzd testhez kotott vonatkoztatdsi
rendszerben értelmezett erétényezok kozott.

4. EROTENYEZOK KAPCSOLATA INERCIA-
ES GYORSULO RENDSZERBEN

Tekintsiik a kovetkezd két esetet.

a) Allo hengerhez kitott inerciarendszer. Ebben az
esetben a C, és C, erbtényezdk a (2.16) és (2.17)
egyenletek alapjan a ¢ nyiréfesziltség és a ¢ or-
vényeloszlas C peremgdrbére merbleges iranyt de-
rivaltjanak C menti vonalintegraljaként adodnak.
Mindkét tényez6 meghatarozhato a test kornyezeté-
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ben 1évd sebességtér €s a Reynolds szam ismereté-

ben. Természetesen a testet kortilvevd folyadék ugy

mozog, hogy az aramlas kinematikailag megegyezik

azzal az dramlassal, amikor a henger mozog (1. a b)

esetet).

b) Gyorsuld mozgdst végzd vonatkoztatdsi rendszer.
Ebben az esetben a (3.8) és (3.9) egyenletek adjak
meg a Cp és C; erbtényezdket. Ezek az egyenletek is
tartalmazzak a 7, nyirdfesziltség és a ¢, orvényel-
oszlas C peremgodrbére merbleges iranyt derivaltja-
nak C menti vonalintegraljat, de a nyirofesziiltség és
az drvényeloszlas most a gyorsulé rendszerben van
definiadlva. Az egyenletekben el6forduld vonalinteg-
ralok a test kdrnyezetében 16v6 w relativ sebességtér
és a Reynolds-szam ismeretében kiszamithatok. A
(3.8) és (3.9) egyenletekben viszont a gyorsuld
rendszerben fellépd tchetetlenségi erék miatt a
(2.16) és (2.17) egyenletekhez képest tjabb tagok is
megjelennek.

Legyenek az (a) és (D) esethez tartozé aramlésok ki-
nematikailag azonosak. Ez az jelenti, hogy az (a) rend-
szerben értelmezett v abszoltt sebességvektor azonos a
(b) esetben értelmezett, a gyorsuld mozgast végzd hen-
gerhez kotott gyorsuld rendszerben mérhetd w relativ
sebességvektorral, tehat

V, =Wg. 4.1)

A (4.1) egyenletbdl az is kovetkezik, hogy a ¢, és
¢y Orvényeloszlasok valamint a 7, és r,, nyirofe-
sziltségek szintén azonosak a hengeres test feliiletén
mindkét esetben, azaz

Sa=6m Ta~Tpyp (4.2)

Tekintetbe véve a (4.1) és (4.2) egyenleteket, vala-
mint Gsszehasonlitva a (2.16), (2.17) és (3.8), (3.9)
egyenletparokat, a kovetkezd 6sszefliggéseket nyerjik
az inerciarendszerben €s a gyorsul6 rendszerben defini-
alt erétényezokre:

CD:CZ—J[~2aOY+a) O (2)ed2 0
c

dta

Py ( )}7 ds, (4.3)

0

C,=C+ J- [_2am+w2_(,ﬁf)+dw 0
c

7t on (s )Jéds (4.4)

Os
Ismét szeretnénk hangsulyozni, hogy ez a két egyen-
let az allo vagy mozgd hengerhez k6tott vonatkoztatasi
rendszerben definidlt erdtényezOk kozodtt csak akkor
adja meg helyesen a kapcsolatot, ha a két esetre vonat-
kozo aramlas egymassal kinematikailag azonos. A gyor-
suld rendszerben definidlt C, és C, er6tényezdkre
vonatkozo6 (3.8) és (3.9) dsszefliggések a tehetetlenségi
er6kbol szarmazo jarulékos tagokat is tartalmazzik az
inerciarendszerben definialt C, és C, tényezSkre
vonatkozé (2.16) és (2.17) egyenletekhez képest. A
gyorsulds vonalintegraljat gyakran egy hozzaadott t5-
megtagként (added mass term) tekintik (pl. [19]).
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Eddig semmit sem mondtunk a hengeres test C kon-
targtrbével jellemzett keresztmetszetének alakjardl. Ez
tetszbleges lehet, attol eltekintve, hogy a vonalintegral
kiszamithatosdga megkéveteli, hogy a C gorbe véges
ivhosszusagh legven. mint ahogy az a (4.3) és (4.4)
egyenletekbdl lathato. Hatarozzuk meg most a (4.3) és
(4.4) egyenletekben  vonalintegralokkal — definidlt
dimenzio6tlan inerciaerdket a gyakorlati szempontbol két
legfontosabb kereszimetszet — a kor és a téglalap —
esetére.

5. EROTENYEZOK KOR ES TEGLALAP
KERESZTMETSZETU RUD ESETEN

5.1. Erdtényezék kor keresztmetszet esetén

Az inercia- és a gvorsuld rendszerben értelmezett
erétényezdk kozott érveénves (4.3) és (4.4) egyenletek-
ben szerepld integralokat szarmaztassuk a gyakorlati
szempontbol fontos kdrhenger esetére (2. dbraj. Ne
feledjiik, hogy a (4.3) és (4.4) egyenletekben ill. a 2.
abran szereplé minden mennyiség dimenziotlan. A
hosszmennyiségeket a 4 hengeratmérovel dimenzior-
lanitottuk. Az Aaltalanossag megszoritasa nélkil a o
atmérot egységnyinek véalaszthatjuk. A 2. dbrdn lathato
korhenger pontjaiban a dimenziétlan & és 7 koordina-
tak €s az elemi ds ivhossz a kovetkezd mddon frhato fel:

E=05cosp, n=-03singp, ds=05dp, (3.1)
ahol @ az 4bran lathato polarszog. Nézzik most meg a
(4.3) és (4.4) egyenletekben szereplé r’ tagok s iv-
hossz és » normalis iranyt koordinata szerinti derivale-
jat a kor mentén:

o) Lol

A henger gyorsulasanak s ivhossz irdanyl a,, 6ssze-
tevéje a (3.5) és a (5.1) egvenletek alapjan

ay, =—a, (thsino— ay, (t)cos @ (3.5
alakt. Az (5.1) és (5.3) asszefliggéseket figyelembe
véve a (4.3) és (4.4) egvenletek elemi atalakitisok utdn

a kovetkezd egyszeril alakba irhatok at:
= 7 * T -
CD:CD _?Jf:‘ CL:CL +any. (3.-1.-|

Ezekbdl az egyenletekal latszik, hogy noha tetszo-
leges gyorsulast és széggvorsuldst tételeztiink fel, a ket
rendszerben értelmezent erdiénvezok kozotti dsszeflig-
gésben a henger szimmetriatulajdonsdgai miatt sem a
szogsebesség, sem a szdggvorsulds nem jatszik szere-
pet, és az (5.4) egyenletekben csak a henger gyorsula-
sanak két komponense szerepel. Az egyenletekbdl kiti-
nik, hogy ha a henger gvorsuldsa kereszt- (y) irdny.

GO
(V4]

akkor a két ellenallas-tényez3 azonos, csak a felhajto-
erd-tényezok kiilonbdznek egymastdl, ill. ha a gyorsulas
hossz- (x) iranyt akkor ez pontosan forditva igaz.
Figyelembe véve, hogy az (1.1) egyenlet utolsé

egyenldségjele utani 2. tagban megjelenik az altalunk
hasznalt a,, keresztirany( dimenziotlan gyorsulas, azaz

d d’

U d; ~ %oy
akkor lathatd, hogy az (1.1) egyenlet az (5.4) egyenlet
masodik Osszefliggésébe megy at (ne feledjiik, hogy a
[16] dolgozatban dimenzionalis mennyiségek szerepel-
nek). Tanulmanyunkban a henger csak keresztiranyban
rezgett, ezért a, = 0 volt. Ezt behelyettesitve az (5.4)
egyenlet els6 osszefliggésébe, [16] eredményével egye-
zben az (1.2) 6sszefiiggésre jutunk.

n

I

\

s

eS

2. dbra. Kérhengerre vonatkozo f6bb jeldlések
3.2. Erétényezok téglalap keresztmetszet esetén

A gyakorlati szempontbdl a masik legfontosabb ke-
resztmetszet a téglalap. Vezessilk le kinematikailag
azonos aramlasokra az erétényezdk inercia- és gyorsuld
rendszerben érvényes kifejezései kozott fennalld Sssze-
fiiggéseket egy téglalap keresztmetszetli hengerre! Mint
ahogy az a 3. dbrdn lathato, a koordinatarendszeriink O
origojat, amely kortil a henger forgémozgast is végez-
het, altalanos helyzetlire valasztottuk. A henger H ma-
gassagat valasszuk hosszléptéknek (s egyben egység-
nvi hosszsaginak), és minden méds méretet ezzel
dimenzi6tlanitsunk. A 3. dbra A sarokpontjanak
dimenziotlan koordinatdi &,.7,. A (4.3) és (4.4)
covenletekben 1évé vonalintegralokat az dramutatd
jarasaval egyez0 iranyitassal szdmitottuk, mint ahogy az
a 3. dbran is lathatd. Az s és n ivkoordinatak, valamint
az Z, n koordinatdk egyszerlien azonosithatok a tégla-
lap egyes oldalai mentén. Példaul a téglalap felsé (f)
oldalan a kévetkez6 Osszefliggések érvényesek:

ds=df, dn=dn, [n]f =l+7 ,



247) -2 [26)] -204n)

os

ahol az findex a téglalap felsd vizszintes oldalara utal
(3. dbra). Ezeket a kifejezéseket a (4.3) és (4.4) egyen-
letekbe behelyettesitve, az adott szakaszra vonatkozd
vonalintegral zart alakban kiszamithaték. A tobbi oldal-
ra is lokalizalva az s, n, £ és n valtozokat, kiértékelve
a kijelolt integralokat és Osszegezve azokat a téglalap
négy oldaléra, akkor végil a (4.3) és (4.4) egyenletek-
bol a kovetkezOket kapjuk:

. D DD . dw D (55
CD:CD+2%E—@2[2§A+Ejﬁfsz(1+zm)§ (5:5)

" D D dw D\D
C,=C,+2a, — & (1+27,)=+3"~| 2& +— | =.
L= Gt 2ay, oo 142m,) dt( o H)

—. (56

Ezzel a két egyenlettel a 3. dbrdn vazolt téglalap ke-
resztmetszeti hengerre megkaptuk a kinematikailag
azonos aramldsok inercia- és gyorsuld rendszerbeli
erftényez8i kozotti Osszefliggést. Ezekben az egyenle-
tekben a téglalap és a forgastengely relativ helyzetét a
&, és n, koordinatak jellemzik (3. dbra). igy termé-
szetesen a kapott formulak fiiggnek a forgaspont hely-
zetétdl. Az egyenletekbdl lathato, hogy a két rendszer-
ben értelmezett erétényezdk kozotti kiilonbségek a
henger gyorsulasan il a henger sz6gsebességétdl (cent-
ripetalis erd) €s szoggyorsulasatol is fuggnek. A forgds-
pont mas megvalasztasaval az (5.5) és (5.6) egyenletek
egyszerlibb alakjait nyerhetjiik.

en

ﬂﬁ\

Te

+77A

—

A

U A

%A DM

3. dbra. Téglalap keresztmetszetii hengerre
vonatkozo fobb jeldlések

Egy fontos specidlis eset az, amikor a forgispontot a
téglalap sulypontjaba helyezziik, azaz az A sarokpont
koordinatait &, =-D/(2H), 7,= 0,5 értékiire vé-
lasztjuk. Ezeket a koordinatékat az (5.5) és (5.6) egyen-
letekbe helyettesitve a kovetkez$ Osszefiiggésekre ju-
tunk:

. D
C,=Cp+2a,, o (5.7
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_ D (5.8)
C,=C, +2a,, 7R

Azt kaptuk tehat, hogy amikor a téglalap kereszt-
metszetll hengert a téglalap stlypontjan atmend, &,7
sikra mer6leges tengely koriil forgatjuk meg, akkor a
kapott (5.7) és (5.8) egyenletek alakja nagyon hasonlit a
szimmetriatengelye koriil megforgatott kérhenger ese-
tén nyert (5.4) egyenletek alakjahoz. Valdszinlileg a
geometria szimmetria tulajdonsagal miatt az erdténye-
z8k inercia- és gyorsuld rendszerben értelmezett alakjai
kozott most is csak a henger gyorsulasabdl szarmazoan
adodnak kiilsnbségek, tehat fiiggetlenek a test szog-
gyorsulasatol és szogsebességétol. Ezek az Osszefiiggé-
sek a téglalap keresztmetszet tetsz6leges D/H értékére
fennallnak. Négyzet keresztmetszet esetén (D = H)
tovabb egyszerisddnek a (5.7) és (5.8) egyenletek.

Egy masik, gyakorlati szempontbol fontos eset lehet
az, amikor az O forgaspont egybeesik az A sarokpont-
tal, azaz &, =1, =0. Ezeket az értékeket az (5.5) és
(5.6) egyenletekbe helyettesitve a kdvetkezd Osszeflig-
géseket nyerjiik:

2
C,=C, +2a,, Q—a)z[gj —3d—“’2,
i H di b (5.9)
D » D do( D
C, =C, +2a0},—}7—a} 71—+371(Ej )
(5.10)

Amennyiben a henger nem végez forgomorzgast, ak-
kor az (5.9) és (5.10) egyenletek @ =0 helyettesitéssel
az (5.7) és (5.8) egyenletekre redukalddnak. Négyzet
keresztmetszet esetén az (5.9) és (5.10) egyenletek is
tovabb egyszeriisddnek.

6A. OSSZEFOGLALAS

Ebben a dolgozatban osszefiiggéseket szarmaztat-
tunk a felhajtoerd- és ellenallas-tényezdkre az alabbi a)
és b) esetekre vonatkozoan.

a) Alls hengeres testhez rigzitett inerciarendszer. A
folyadék mozgisa, amelybe a testet helyeztiik, az
idd tetszdleges fiiggvénye (nem azonosan 0 fligg-
vény) lehet, amely vagy térben allando, vagy az ori-
gbtdl mért tavolsag linedris fliggvénye. Tehat a
mozgasnak lehet gyorsuldsa és széggyorsulasa is (pl.
rezgés vagy forgas).

b) A gyorsulo hengeres testhez kotdtt gyorsulo rend-
szer. A folyadék és a test kozotti relativ dramlas
ugyanaz mint (a) esetben.

Bar az a) és b) esetben (amelyekre az 9sszefliggése-
inket szarmaztattuk) a test és a folyadék kozti relativ
dramlas kinematikailag azonos, a két rendszerben a
testre hatd erbk killonboznek egymdstdl. Ennek oka a
gyorsulo rendszerekben fellépd tehetetlenségi erdk. A
szarmaztatott egyenletek megadjak a két rendszerben a
két tényezd kozotti kapcesolatot, azaz az a) ill. b) rend-
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szerckben értelmezett felhajtdéerd- ¢és ellenallas-
tényezdk kozotti dsszefiiggéseket.

A két rendszerben értelmezett, tetszleges kereszt-
metszeti hengeres testekre vonatkozé ellenallas- és
felhajtéerd-tényezdkre két altalanos osszefliggést szdr-
maztattunk. Példaként az altalanos Osszefiiggéseket a
két leggyakrabban el6forduld esetre alkalmaztuk, a
korre és téglalapra, és szarmaztattuk az osszefliggéseket
erre a két specialis esetre. Azt talaltuk, hogy amikor a
testeket a keresztmetszetiik silypontjan atmené tengely
koriil forgatjuk meg, akkor a forgds nem okoz kiilénb-
séget az inercia- ill. a gyorsuld rendszerekben fellépd
er0k kozott. Ez valdszintileg barmely, egymasra mer6-
leges tengelyekre vonatkozéan szimmetrikus kereszt-
metszettel rendelkezé hengeres testre fenndll, bar ezt
ebben a dolgozatban matematikailag nem igazoltuk.
Mivel a haromdimenzids hatasokat nem vettiik figye-
lembe, igy a [13] és a jelen dolgozatban szarmaztatott
Osszefiiggések csak kis Reynolds-szamu esctekre érvé-
nyesek.

6B. CONCLUSIONS

In this paper, relationships have been derived for lift
and drag coefficients in two cases, a) and b).

a) An inertial system fixed to a stationary cylindrical
body. The motion of the fluid in which the body is
placed is an arbitrary function of time not identicaily
zero with a velocity either uniform in space or a
linear function of distance from the origin, e.g.. can
have linear and angular acceleration, such as
oscillation or rotation.

b) A noninertial sytem fixed to an acceleraring
cylindrical body. The relative flow between fluid
and body is the same as in (a).

Although the relative motion between the body and
fluid in a) and b) for which the formulae are derived is
identical kinematically, the forces acting on the bodies
differ in the two systems. This is due to inertial forces
that occur in a noninertial system. The formulae derived
give the relationships between the two systems for each
set of coefficients, i.e., the relationship between the lift
coefficients for a) and b), and the same for the drag
coefficients.

Two general formulae were derived for the drag and
lift coefficients in the two systems for a cylindrical
body of arbitrary cross-section. As an example, the
formulae are applied to a circular cylinder and to a
rectangular cylinder, as the two most frequently
investigated bodies, and the relationships were derived
for these two specific cases. Interestingly, we found that
when these bodies are rotated about their centroids of
area there is no force change between inertial and
noninertial systems due to rotation. This is probably
true for any body with a symmetrical cross-section
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about orthogonal axes, although it has not been proved
mathematically here. Since three-dimensional effects
are ignored, the validity of the formulae derived [13] is
limited to low Reynolds number cases.
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