Epités — Epitészettudomany 46 (1-2) 201-219
DOI: 10.1556/096.2017.005

FUGGESZTETT GERENDACSALAD
SZABADREZGESE I.

SAJATFREKVENCIAK ES REZGESALAKOK SZAMITASA

GELEJI BORBALA* — NEMETH ROBERT KAROLY **

*PhD hallgato. BME Tartoszerkezetek Mechanikaja Tanszék, 1111 Budapest, Miiegyetem rkp. 3.
E-mail: geleji.borbala@epito.bme.hu
**PhD, egyetemi docens. BME Tartoszerkezetek Mechanikaja Tanszék, 1111 Budapest, Milegyetem rkp. 3.
Fax: +36-1-463-1099. E-mail: nemeth.robert@epito.bme.hu

Cikkiinkben egy ujfajta szerkezeti megoldas, a kotéllel torténd csigasoros felfiiggesztés szabadrez-
gésre gyakorolt hatasat vizsgaljuk meg egy hajlitott gerendacsalad esetén. A gerendacsalad minden tagja
szimmetrikus kéttdmaszi tartd, amit egy csigasoron atvezetett, végtelen merevnek és elhanyagolhato
tomegtinek tekintett kotél is megtamaszt a szimmetrikusan elhelyezked$ felfiiggesztési pontokban.
A felfiiggesztés csigainak tehetetlenségi nyomatékat és a surlodast elhanyagoljuk. A fiiggesztokotél
kétféle allapota a szerkezet viselkedését altalanos esetben nemlinedrissa teszi, de még ilyenkor is vizs-
galhato szakaszonként linearis szerkezetként. A fliggesztokotél megfeszitett allapotahoz tartozoé sajat-
korfrekvencidk és rezgésalakok ismerete lehetévé teszi a modélanalizis alkalmazasat a szerkezet rezgé-
sének szamitasa soran. A rezgésalakokat és a sajatfrekvenciakat a frekvenciaparaméter és egy, a felfiig-
gesztési pontok helyzetét meghatarozo paraméter fiiggvényében allitjuk eld. Ehhez a paraméterek
segitségével irjuk fel a folytonossagi és peremfeltételeket kifejezd frekvenciamatrixot. A frekvenciamat-
rix determinansanak zérushelyeit keresve bemutatjuk, hogyan vezethetd vissza a determinans szamitasa
egy kisebb méretli matrix determindnsanak szamitasara. E kisebb méretli matrix determindnsa ugyan-
azokra a frekvenciaparaméterekre ad zérust, mint a frekvenciamatrix determinansa.

Kulesszavak: csigasoros fliggesztés, tobbszabadsagfoku kényszer, szabadrezgés

1. BEVEZETES

srer

kényszerek egyik hatasa, hogy a statikai hatarozatlansag fokat és ezzel a szerkezet
merevségét csak kisebb mértékben ndvelik meg, mintha az egyes elmozdulasok
mindegyikére kiilon-kiilon irnank elé valamilyen kényszert. Ilyen szerkezeti megol-
dast eredményez példaul a csigasorral torténd felfiiggesztés (Kolozsvary-Kiss 2006,
Hincz 2007, Hincz 2009). E szerkezeti megoldassal egyenletes erébevezetés érhetd
el, ami rdadasul sziikség esetén egyetlen paraméterrel konnyen szabalyozhatd. Az
igy kialakitott szerkezet konnyii, ezért érzékeny a dinamikus hatasokra. A rezgések
soran azonban nagy amplitudo mellett a kotélben a huzoer6 eltiinhet, ezzel a felfiig-
gesztés passzivva valhat. Ez az allapotvaltozas a rezgést nemlinedrissa teszi, bar
szakaszonként tovabbra is linearis marad a szerkezet viselkedése. Korabban kimutat-
tuk, hogy a rezgés vizsgalatanak még a nemlinearis esetben is hatékony eszkoze le-
het a szakaszonként linearis allapotok modalanalizise (Kocsis 2015, Németh 2015).
Megfelelé mértékii statikus elGterhelés esetén az is biztosithatd, hogy a kotél nem
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lazul meg, igy a felfliggesztés nem valik passzivva. Ilyenkor tovabbra is elegendd
a linearis allapot vizsgalata.

Fentiek miatt célunk, hogy egy korabban vizsgalt szerkezetet altalanositsunk a
felfiiggesztések szama és helye tekintetében. Ezen paraméterek fliggvényében hata-
rozzuk meg a szerkezet sajatfrekvenciait és rezgésalakjait.

Cikkiink tovabbi fejezeteiben bemutatjuk a vizsgalni kivant szerkezetek csaladjat
és a vizsgalat modjat, és példat mutatunk annak alkalmazasara.

2. VIZSGALATUNK TARGYA

Egy kéttamaszli gerenda hajlitorezgéseit fogjuk vizsgalni abban az esetben, ha egy
szimmetrikusan elhelyezett csigasoron atvezetett kotéllel fliggesztjiik fel. A gerenda
prizmatikus, keresztmetszete a vizsgalat sikjara szimmetrikus, hajlitomerevsége al-
land6, tomegeloszlasa egyenletes. A kotél nytjthatatlan, tomege elhanyagolhato.
A csigakat surlodasmentesnek tételezziik fel, a méretiiket pedig kell6en kicsinynek
tekintjiik ahhoz, hogy a tomegiiket és tehetetlenségi nyomatékukat elhanyagoljuk és
az atvezetett kotélszakasz hosszanak az egyenes szakaszhoz viszonyitott aranya csak
elhanyagolhaté mértékben valtozzon a mozgas soran. A tomeg elhanyagolasa miatt
a kotél minden agaban ugyanakkora kotélerd 1ép fel. Az elmozdulasok nagysagrend-
jérol feltételezziik, hogy érvényes marad a kis elmozdulasok elve.

Két szerkezettipust fogunk vizsgalni, melyekre egy-egy példat mutat az /. dbra.
Az elsé6 tipusban a gerendat 2¢ pontban fliggesztjiik fel szimmetrikusan egy csigakon
atvezetett kotéllel (lasd az 1.a) dbrdt c = 3 esetén). A masodik tipusban 2¢+1 felfiig-
gesztési pont kapcsolodik a gerendahoz szimmetrikus elrendezésben (lasd az 1.h)
abrat ¢ = 2 esetén).

%AAA I AAA
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1. abra. Paros a) és paratlan b) csigaval szimmetrikusan felfiiggesztett gerenda

Mindkét tipus esetén két paraméterrel jellemezziik a csalad tagjat: egy egyenes
kotélszakasz vizszintes vetiiletének hosszaval (A) és a felfliggesztési pontok szdmat
(2c, illetve 2c¢+1) meghatiroz6 c-vel. Mivel felfliggesztési pont csak a gerendan
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képzelhetd el, ezért a (2c—1)A<L/2, illetve a 2cA<L/2, feltételnek teljesiilni kell, de
nem koveteljiikk meg, hogy annyi felfiiggesztési pont legyen, amennyi elfér.

Mindkét esetben szimmetrikus szerkezetrdl beszélhetiink, ezért a sajatrezgésala-
kok is szimmetrikus vagy ferdén szimmetrikus alakok lesznek (Ludvig 1983). (Ez
alol akkor lehet kivétel, ha egy egyszerre szimmetrikus és ferdén szimmetrikus alak-
hoz tartozo frekvenciaparaméter tobbszords gyok, de az ilyen esetben is valaszthato
egy szimmetrikus és egy ferdén szimmetrikus rezgésalak bazisnak.) A ferdén szim-
metrikus alakoknal a felfliggesztési pontok elmozdulasai paronként egymaés ellentett-
jei lesznek, igy ezekben a rezgésalakokban a ko6tél hossza anélkiil marad valtozatlan,
hogy benne er6 ébredne. Emiatt a k6tél nélkiili kéttdmaszu tarto ferdén szimmetrikus
rezgésalakjaival megegyezd alakokat kapunk (kett6, négy, hat stb. szinusz-félhulla-
mot) a nekik megfeleld sajatfrekvenciakkal és frekvenciaparaméterekkel. A szim-
metrikus rezgésalakok esetén lehetséges eltérés a kotél nélkiili esethez képest, ezért
vizsgalatunkat ezen alakok meghatarozasara sziikitjiik. A rezgés soran feltételezziik,
hogy a kotél nem valik passzivva: ez elérhetd példaul ugy, hogy az onsuly hatasara
kialakulé statikus elmozdulashoz képest a rezgés amplitiddja csak akkora lehet,
hogy a kotél még hiizott maradjon. Ennek megfelelden csak az aktiv kotéllel, de tobb
ponton felfiiggesztett rud rezgésalakjait és sajatfrekvenciait keressiik.

A két szerkezettipusban kozos, hogy a szabadrezgés differencialegyenlete
(Timoshenko 1974):

wi(x, t) + Elu”"""(x, ) = 0,

ahol p a gerenda fajlagos tomege, EI a gerenda hajlitomerevsége, u(x, f) a gerenda
lehajlésa a statikus teher hatasara kialakult egyensulyi helyzethez képest, a () szim-
bolum az x hely, a (+) szimbdolum a ¢ 1d6 szerinti derivalast jelenti. A mértékegységeket
ugy valasztjuk meg, hogy a rad hossza egységnyi legyen. A szimmetria kihasznalasa
érdekében a koordinata-rendszer kezdépontjat a gerenda kozéppontjaba helyezziik.
A szabadrezgés-feladat megoldasat a valtozok szétvalasztasaval keressiik
u(x, £) = u(x) cos (w,4—9,) alakban, amit a differencialegyenletbe behelyettesitve az
u(x) alakfiiggvényre a

—o? pu(x) + Elu”""(x) = 0 (1)

kozonséges differencidlegyenletet kapjuk. A felfliggesztési pontokban az ottani csi-
gan atvezetett kotél két dgaban ébredd erd ereddje hat a gerendara. Mivel mindkét
kapcsolddo kotélagban azonos a kotélerd vizszintessel bezart szoge, és a kotélerd is
mindkét dgban azonos, ezért a gerendéara hatd eredd egy fiiggoleges erd lesz. A fel-
fiiggesztésrol atadodo erd ugrast okoz a nyiroerd fliggvényében, ami az elmozdulés-
fiiggvény harmadik derivaltjaval aranyos. Emiatt a felfiiggesztési pontok szakaszok-
ra osztjak az elmozduléasfiiggvényt. Az egyes szakaszokon a megoldas altalanos
alakja
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u(x) =A4,cos (Ax) + B sin (Ax) + C cosh (Ax) + D sinh (Ax) 2)

lesz, ahol A a frekvenciaparaméter. A differencidlegyenletbe valo visszahelyettesités
alapjan a sajatkorfrekvencia és a frekvenciaparaméter kozotti kapcsolat az L=1 fel-
tétel mellett ®, = Kz\/m . Altalanos (azaz nem egységnyi) L gerendahossz esetén
a tovabbiakban bemutatott Osszefiiggésekben A értékét az L hosszisaggal osztani
kell, igy a sajatkorfrekvenciat az

W [E

OFH

képlettel szamithatjuk.

3. AFREKVENCIAMATRIX ES DETERMINANSANAK
ELOALLITASA

A diszkrét pontokban felfiiggesztett gerendak esetén a frekvenciaparamétert a
frekvenciamatrix determinansanak zérushelyeinek meghatarozasaval talalhatjuk
meg. Az alabbiakban bemutatjuk, hogy a frekvenciamatrixot milyen szisztematikus
algoritmus szerint lehet elallitani az altalunk vizsgalt két szerkezettipus esetén, és a
determinans szamitasahoz hogyan lehet egyszerisiteni a feladatot egy kisebb méretii
matrix létrehozaséaval.

A rezgésalakot az (1) rezgésegyenlet altalanos megoldasa alapjan hatarozzuk meg.
Eszerint két felfiiggesztési pont kozotti r-edik szakaszon az alakot az

A cos(AE)+ B, sin(AE)+ C, cosh(AE)+ D, sinh (L)

fliggvény adja meg, ahol a & valtozot az x eltolasdval minden szakasz elején 0-t6l
inditjuk. Az 4., B,, C,, D, paramétereket perem- és csatlakozasi feltételek alapjan
szamithatjuk.

Szamitdsaink soran kihasznaljuk a szerkezet szimmetridjat, igy szétvalaszthatjuk
a ferdén szimmetrikus és a szimmetrikus rezgésalakokat. Ennek kovetkeztében a
frekvenciamatrix mérete felére csokkenthetd. A ferdén szimmetrikus rezgésalakok
esetén a kotélben nem ébred hiizoerd, igy nem torténik a megoldasfiiggvényben a
nyiroerd ugrasa miatti valtozas: a ferdén szimmetrikus alakok a paros szinusz-félhul-
lamok lesznek. A k-adik ferdén szimmetrikus alak esetén a frekvenciaparaméter ér-
teke A, = 2km lesz, a hozza tartozo rezgésalak pedig:

u,, (x)=2sin(2knx).

Az f'index a ferdén szimmetrikus alakra utal. Emlékeztetiink, hogy x értéke —0,5 és
0,5 kozott értelmezett, a V2 szorzo a normélds miatt jelenik meg.
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A tovabbiakban a frekvenciamatrix eldallitasat mutatjuk be a szimmetrikus rez-
gésalakokra paros és paratlan felfiiggesztési pont esetén. A kdvethetség érdekében
a szimmetrikus alakra val6 utalast nem jelenitjiik meg a paraméterek, valtozok jelo-
1ésében.

3.1. PAROS FELFUGGESZTESI PONT, KOZEPPONTBAN NEM
FELFUGGESZTETT GERENDA

Mivel csak a szimmetrikus rezgésalakokat kell keresniink, ezért elegendd a fél
gerenda vizsgalata a tartd kdzepétol a végéig. Az egyes szakaszokon a § paramétert
mindig 0-tol inditjuk, ami az x-koordinata eltolasanak feleltethetd meg. Igy az egyes
szakaszok végén a & értéke 2A lesz. Ez alol két kivétel lesz: az elsd szakaszon mar A
pontban van a felfiiggesztés, az utolso szakasz hossza pedig 6 = 0,5—(2c¢—1)A lesz.
A szimmetriafeltételb6l adodik, hogy a gerenda kdzepén az elfordulas és a nyiroerd,
azaz az elsé és a harmadik derivalt értéke nulla lesz. E két feltételbdl B, = D, =0
lesz. A fennmaradé ismeretlen paraméterekkel az alakfiiggvényt az alabbiak szerint
adjuk meg:

[ 4, cos(Ax)+C, cosh(Ax) ha 0<x<A

A, cos(Mx—A))+ B, sin(M(x—A))+ e A<x<IA

C, cosh(A(x—A))+ D, sinh(A(x—A)) T
()= 4; cos(M(x—3A))+ B, sin(A(x—3A))+ ha 3A<r<SA.

C, cosh(A(x—3A))+ D, sinh(A(x—3A))

A, cos(Mx—(2c=1)A))+B,,, sin(A(x—(2c-1)A))+

_ (2c-1)A<x<0,5
C.., cosh(A(x—(2c=1)A))+D,,, sinh (M(x—(2c~1)A))

A perem- és csatlakozasi feltételek a kovetkezok:
Az els két feltétel a tartd végén levo csuklos megtamasztés. Itt az eltolodés és a
hajlitbnyomaték zérus. Mivel utobbi a gorbiilettel, és igy az eltolddas masodik deri-

valtjaval aranyos, ezért a feltételek:
u.,,(8)=4,,, cos(Ad)+B,,, sin(Ad)+C,,, cosh(Ad)+D,,, sinh(Ad)=0 3)
u”, (8)=A" (-4, cos(Ad)—B.,, sin(A8)+C.,, cosh(Ad)+D,,, sinh(A3))=0.

A harmadik feltétel a kotél megnyuldsara vonatkozik, eszerint a felfiiggesztési
pontok eltoloédasainak dsszege zérus. A szimmetrikus alakok miatt elegendd a vizs-
galt félen levd felfliggesztési pontok eltolodasainak Osszegét eldirni. Célszeriien
minden felfiiggesztési pont eltolddasat a felfiiggesztést kdvetd szakasz elmozdulas-
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fiiggvényével irhatjuk fel, igy (a sin 0 = sinh 0 = 0 és cos 0 = cosh 0 = 1 kovetkez-
tében): . .

Z Z'lrJrl (0): 2 (Ar+1 + Cr+l):0‘ (4)
r=1 r=1

A kovetkezd csoport a folytonossagi feltételeket fejezi ki a felfiiggesztési pontok-
ban. Az els¢ felfiiggesztési pontban azt kell biztositanunk, hogy a balrol, illetve
jobbrol szémitott eltolodasok, elfordulasok és hajlitonyomatékok azonosak legye-
nek. Ez a jobbrdl és balrol szamitott fiiggvényértékek, elsd derivaltak és masodik
derivaltak egyenldségeként irhato le:

u, (M) —u,(0)= 4, cos(AA)+C, cosh(AA)— 4, - C, =0
u(MA)—u}(0)=A{-4, sin(AA)+C, sinh(AA)— B, - D, } =0 Q)
uy(MA)—u3(0)=A*{—4, cos(AA)+C, cosh(AA)+ 4, - C, } =0.

A tobbi felfiiggesztési pontban (minden > 1-re) ugyanezt a folytonossagot kell biz-
tositani:

u, 2 ) —u,,, (0)=

A, cos(2AA)+ B, sin(2AA) + C. cosh(2AA)+ D, sinh(2AA)— 4., —C.,, =0

u/ (2hA) =, (0)=

A{-4, sin(2AA)+ B, cos(2AA)+C, sinh(2AA)+ D, cosh(2AA)-B,,, —D,, }=0  (6)
W/2AN) —u, (0)=

A’ {4, cos(2AA)— B, sin(2AA)+ C, cosh(2AA)+ D, sinh(2AA)+4,,, —C,,, }=0.

tovabba azt, hogy a nyirderd kotélerd miatti ugrasa ugyanakkora legyen, mint az elsé
felfiiggesztési pontban, hiszen a gerenddra atadddd kotélerdk ereddje mindegyik
felfiiggesztési pontban ugyanakkora. Ez a feltétel a harmadik derivalt ugrasaként
adhat6 meg:

(" (A8) =" (0)) ~ (u]” 2A8) —u 7, (0)) =
. {(A] sin(AA)+C, sinh(AA)+ B, — D, )~ } -

=0.
(4 sin(2AA)— B, cos(2AA)+C, sinh(2AA)+ D, cosh(2AA)+ B, —D, )
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Az ismeretleneket a ¢ = [4,,C|,4,,B,,C,,D,, ... D_,,]" vektorba gyijtve a fenti felté-
teleket roviden Fc = 0 alakban is irhatjuk, ahol F a frekvenciamatrix. A frekvencia-
matrix egy-egy sora az el6bb ismertetett feltételek egyikét tartalmazza. frjuk a felté-
teli egyenleteket az ismertetés sorrendjében, az egyes felfliggesztési pontokhoz tar-
tozd (6) és (7) egyenleteket Gsszevonva, és ahol Iehetséges, a A hatvanyaval leosztva
egyszertisitsiik azokat. igy az egyenletrendszer matrixos alakja ¢ =4 esetben az
alabbi lesz:
F [
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000
0 0 0
L L L L A,
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oo
oo
oo
oo
o
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o

o
o
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A matrixot vizszintesen a (3-7) feltételi egyenletek szerint osztottuk fel szaggatott
vonalakkal, fiiggélegesen pedig az egyes gerendaszakaszokhoz tartozo paraméterek
egyiitthatoinak megfelelen rajzoltunk be szaggatott vonalakat. Az egyes matrixso-
rok csoportjai eldtt jeleztiik az adott sorokat meghatarozé egyenleteket. A matrix
nemzérus elemeit az alabbi segédmatrixok segitségével adtuk meg a (8) egyenlet-
ben:
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P—— cos(A8)  sin(A8) cosh(A3) sinh(AJ)
| —cos(A8) —sin(A8) cosh(A8) sinh(A3)|’

L=[1 0 1 0],
[cos(AA)  cosh(AA) -1 0 -1 0
A=|-sin(AA) sinh(AA) [, B=[ 0 -1 0 -1},
| —cos(AA) cosh(AA) 1 0 -1 0

[cos(2AA)  sin(2AA)  cosh(2AA)  sinh(2AA)
A=|-sin(2AA) cos(2AA)  sinh(2AA) cosh(2AA) |,
| —cos(2AA)  —sin(2AA) cosh(2AA)  sinh(2AA)
C=[sin(AA) sinh(AA)], D=[0 1 0 -1],
C=[-sin(2AA) cos(2AA) —sinh(2AA) —cosh(2AA)].

A matrix strukturaja ebbél a felirasbol mar jol kiolvashato. Ujabb felfiiggesztési pont
esetén a sorok és oszlopok szdma is néggyel ndvekszik, a P blokk jobbra tolddik
négy hellyel, helyére egy 2x4-méretli zérusmatrix keriil. A harmadik sorban a P
matrix alatt egy L blokk jelenik meg. A matrix utolsé soranak elejére egy [C D]
blokk kertiil, mig a jobb alsé sarokban levo 4x8-as blokkhoz az

)

blokkot kell hozzaadni. Ezzel a recepttel a matrix tetszéleges szamu felfiiggesztési
pontra felirhato.

Visszafelé haladva a felfiiggesztési pontok szdmanak csokkentésével a ¢ = 1 eset-
hez, vagyis az oldalankénti egyetlen felfiiggesztési ponthoz mar csak a 6x6-os mé-
retll

O]

P
L
B

matrix tartozik.

A ) frekvenciaparaméterek azok az értékek, ahol a (8) egyenlet alakjaban meg-
adott homogén egyenletnek nemtrivialis megoldasa van, azaz az F determinansa 0.
A felfiiggesztési pontok szamanak névekedésével azonban névekszik a matrix mé-
rete, és igy a determinans szamitasahoz elvégzendd miiveletek szdma is. Ez a szami-
tasi igény jelentOsen csokkenthetd a matrix specialis szerkezetének kihasznalasaval.

Particionaljuk a frekvenciamatrixot

w7 4]

alakban, ahol az R matrix a bal fels6 6x6-os blokk, és az egyes blokkok ¢ = 4 esetén:
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Amennyiben a kvadratikus U matrix nem szingularis, ugy a frekvenciamatrix deter-
minansa eléallithaté a

(10)

alakban (Rozsa 1991). Az U matrixot a (9) egyenletben szaggatott vonalakkal 4x4-es
blokkokra bontottuk: a féatloblokkok a B és —D, a f64atlo alatti blokkok pedig az A
és C matrixokbol allithatok eld. E felbontas alapjan kijelenthetd, hogy ez a matrix
egy Toeplitz tipusu, kontinudns alsé haromszog hipermatrix. Az alsé haromszog hi-
permatrix determinansa a f6atlo-blokkok determindnsainak szorzata. Egy-egy 4x4-
es foatlo-blokk determinansa —4, ezért |U| = (—4)“!, ami nem zérus, tehat az U
matrix inverze is létezik. A Toeplitz tipusl, kontinudns hipermdtrix inverze egy
Toeplitz tipusu als6é haromszdg hipermatrix, melynek struktiraja az alabbi:

e B -1 ’ A
...|, ahol X= és Z=-X .
D C

|F|=|U|-|R-sU"'T|

X 0 0
ZX X 0
U'=|7Z’X 72X X

0
0
0

Z’X 7I’'X ZX X
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A két segédmatrix kifejtve:

1 0 1 O cos(2AA)  sin(2AA) 0 0
1o -1 0 -1, —sin(2AA) cos(2AA) 0 0
X=— és Z= . .
21-1 0 -1 0 0 0 cosh(2AA) sinh(2AA)
0 -1 0 1 0 0 sinh(2AA)  cosh(2AA)

Egy adott szerkezet sajatrezgéseihez tartozo frekvenciaparaméterek meghatarozasa-
hoz tehat azokat a A értékeket kell kiszamolnunk, ahol a (10) egyenlet szerinti egy-
szerlsitett matrix-determinans el6jelt valt. Folytonos szerkezetrdl 1évén szo, végte-
len ilyen megoldas 1étezik.

Egy-egy A, frekvenciaparaméter ismeretében a kovetkezd 1épés a rezgésalak sza-
mitdsa. Ez a szinguldris F matrix nullterének szdmitdsat jelenti, azaz tipikusan A,
behelyettesitése utan egy ¢, vektor kiszdmitdsat, majd az altala meghatarozott u,(x)
sajatrezgésalak normalasat. Utobbira valasszuk az L® normat, azaz skalazzuk az
u,(x) fiiggvényt tigy, hogy teljesiiljon az

0,5
[ u}()dx=1

-0,5

feltétel.

3.2. KOZEPPONTBAN FELFUGGESZTETT GERENDA

Most is csak a fél gerendaszakaszt vizsgaljuk a tartd kozepétdl a végéig, és az
egyes szakaszokon a & paramétert mindig 0-tdl inditjuk az x koordinata eltolasaval.
A szakaszok végén most is 2A lesz a & értéke. Ez aldl egy kivétel van, az utolso
szakasz, melynek hossza & = 0,5—2cA. Az alakfiiggvényt az aldbbiak szerint adjuk
meg:

A, cos(Ax)+ B, sin(Ax) +

ha 0<x<2A
C, cosh(Ax)+ D, sinh(Ax) ) i
4, cos(A(x—2A))+ B, sin(A(x—2A))+ ha 2A<x<4A
C, cosh(AM(x—2A))+ D, sinh (A(x—2A))
u(x)=4 A4 cos(Mx—4A))+ B sin(M(x—4A))+ ha 4A<x<6A

C, cosh (M(x—4A))+ D, sinh (A(x—4A))

A, cos(Mx—2cA))+ B, sin(A(x—2cA))+

4

ha 2¢cA<x<0,5
C.,, cosh(A(x—2cA))+D,,, sinh(A(x—2cA))
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A perem- és csatlakozasi feltételek a kovetkezok.

Az elsé két feltétel most is a tartdo végén levd csuklos megtamasztas. Itt az eltolo-
das és a hajlitonyomaték zérus. Ez azonos a (3) egyenletben megfogalmazott két
feltétellel, igy azt nem ismételjiikk meg.

A harmadik feltétel a kotél megnytlasara vonatkozik, eszerint a felfliggesztési
pontok eltolodasainak dsszege zérus. A szimmetrikus alakok miatt a vizsgalt félen
levd felfiiggesztési pontok eltolodasainak dsszegének kétszereséhez kell a kdzépséd
pont eltolodasat hozzaadni. Célszeriien minden felfiiggesztési pont eltolodasat az azt
kovetd szakasz fliggvényével irhatjuk fel, igy ez a feltétel (a sin 0 =sinh 0 =0 és
cos 0 = cosh 0 = 1 kovetkeztében) az alabbi alakkal egyenértékii:

A C
IO S (4.,4C)=0. (an
r=1

A kovetkez6 csoport a folytonossagi feltételek. A kdzépso felfliggesztési pontban azt
kell biztositanunk, hogy a balrdl, illetve jobbrdl kapott eltolodasok, elfordulasok és
hajlitbnyomatékok azonosak legyenek, de a szerkezet szimmetridja miatt ez csak az
elfordulasra, tehat az elsd derivaltra nem teljesiil automatikusan:

u](0)=A{+B, +D, }=0. (12)

A tobbi felfliggesztési pontban (minden r-re) biztositani kell a folytonossagot, amit
a fliggvényérték, az elsé derivalt és a masodik derivalt folytonossagi feltételét jelenti.
Ezt fejeztiik ki korabban a (6) egyenlettel, igy azt nem ismételjiik meg itt.

A nyiréerd kotélerd miatti ugrasanak ugyanakkoranak kell lenni, mint a k6zépsé
felfliggesztési pontban. Ezt most is a harmadik derivalt ugrasaként adjuk meg, a
kozéps6 pontban pedig a harmadik derivalt értékének kétszereseként:

(=20 (0)) = (" (228) =0/, (0)) =\ {(+2B, -2D,) - 13)
—(4, sin(2AA) - B, cos(2AA)+C, sinh(2AA)+ D, cosh(2AA)+B,,, - D, , )} =0.

Az ismeretleneket a ¢ = [4,,B,,C,,D,,4,,B,,C,,D,, ... D_,,]" vektorba gylijtve a fen-
ti feltételeket roviden Fe = 0 alakban is irhatjuk, ahol F a frekvenciamatrix. A frek-
venciamétrix egy-egy sora az elébb ismertetett feltételek egyikét tartalmazza. frjuk a
feltételi egyenleteket az ismertetés sorrendjében, az egyes felfliggesztési pontokhoz
tartozo (6) és (13) egyenleteket 6sszevonva, és ahol Iehetséges, a A hatvanyaval le-
osztva egyszerisitsiik azokat. Igy az egyenletrendszer matrixos alakja ¢ = 3 esetben
az alabbi lesz:
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[
(3) |00 00{0 0000000 A
0.0 0 0i0 0 0 0i0 0.0 0 B,
(11) L/2 L L L c,
(12) B 00 00i0 00 0i0 0 0 0|D,
000 0i0 0 0 ofA4,
(6) A B 000 0i0 0 0 OB,
0.0 0 0:i0 0 0 oflc,

(13) | _2D+C -D 0.0.0.0:00 0 OfDo_o (14
00 00 00 0 0A,
(6) 10 0 00 A B 0 0 0 0B,
00 00 0.0 0 0fc,
(13) 2D C -D 0 0 0 0fD,
000000000 A,
(6) [0 0 0 0{0 000 A B B,
0.0 .00:i0.0. 0.0 C,
(13) 2D 0000 C -D D,
LI

A matrixot vizszintesen a (3), (11-12), (6), (13) feltételi egyenletek szerint osztottuk
fel szaggatott vonalakkal, fliggdlegesen pedig az egyes gerendaszakaszokhoz tartozo
paraméterek egylitthatéinak megfeleléen rajzoltunk be szaggatott vonalakat. Az
egyes matrixsorok csoportjai eldtt jeleztiik az adott sorokat meghatarozo egyenlete-
ket. A matrix nemzérus elemeit a korabban mar bevezetett segédmatrixok segitségé-
vel adtuk meg a (14) egyenletben, az egyetlen j tag:

B=[0 1 0 1].

A métrix strukturajara az el6zé esethez hasonld megallapitast tehetiink. Ujabb fel-
fliggesztési pont esetén a sorok €s oszlopok szama is néggyel novekszik, a P blokk
jobbra tolodik négy hellyel, helyére egy 2x4-méretli zérusmatrix keriil. A harmadik
sorban a P matrix alatt egy L blokk jelenik meg. A matrix utolsé sordnak elejére egy
[2D] blokk keriil, mig a jobb als6 sarokban levd 4x8-as blokkhoz az

)

blokkot kell hozzaadni. Ezzel a recepttel a matrix tetszéleges szamu felfliggesztési
pontra felirhato.
A matrix struktiraja ebbdl a felirasbol mar jol kiolvashato.
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Visszafelé haladva a felfiiggesztési pontok szamanak csokkentésével mosta ¢ =0
eset lenne a hatarhelyzet. (Ez az eset a kozépen és két végpontjaban megtamasztott
gerenda szimmetrikus rezgésalakjait adnd vissza a A paramétert6l fliggetleniil.)
Ehhez az esethez mar csak a 4x4-es méretli

P
L/2
B

matrix tartozik.

A\ frekvenciaparaméterek most is azok az értékek, ahol a (14) egyenlet alakjaban
megadott homogén egyenletnek nemtrividlis megoldasa van, azaz az F determinansa
0. A szamitasi igény itt is jelentdsen csokkenthetd a matrix specidlis szerkezetének
kihasznalasaval.

Particionaljuk a frekvenciamatrixot

ol

F:

T U

alakban, ahol az R matrix a bal fels6 4x4-es blokk, és az egyes blokkok ¢ = 3 esetén:

0000 00000O0TO0O p
R=|0 00 0|-c 100000000 g
L/2 L L L
| B 00000O00O0DO0O0O0DO
! ! ] [

0000000O0O
A B 000000O0O
000000O0O
2D+ C -D 00000000 (15)
0000 0 00O
r=[0 0 00 | A B 0000
000 0| 0000
2D c -D 0000
0000 0000
0000 0000 A B
0000 0000
2D 0000 C -D
| 1 | L

Itt is elmondhato6, hogy amennyiben a kvadratikus U matrix nem szingularis, ugy a
frekvenciamatrix determinansa eléallithaté a (10) egyenlet segitségével. Mivel az U
matrix alakja megegyezik (9) és (15) egyenletben, ezért kiilon bizonyitas nélkiil ki-
jelenthetjiik, hogy az inverz 1étezik és a korabban bemutatott moédon szamithato.
Egy adott szerkezet sajatrezgéseihez tartozo6 frekvenciaparaméterek meghataroza-
sahoz tehat azokat a A értékeket kell kiszamolnunk, ahol a (10) egyenlet szerinti
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egyszerisitett matrix-determinans el6jelet valt. Folytonos szerkezetr6l 1évén szo,
végtelen ilyen megoldas 1étezik.

Egy-egy A, frekvenciaparaméter ismeretében a kovetkezo 1épés a rezgésalak sza-
mitasa. Ez a szinguldris F matrix nullterének szamitasat jelenti, azaz tipikusan A,
behelyettesitése utan egy c, vektor kiszamitasat, majd az altala meghatarozott u,(x)
sajatrezgésalak normalasat. Utobbira itt is az L® normat hasznaljuk.

4. PELDAK, EREDMENYEK

Az el6z0 fejezetben bemutatott modszer hasznalatara harom példat mutatunk.

Az els6 példankban a gerendat négy pontban fliggesztjiik fel, tehat ez egy paros
felfiiggesztési pontu szerkezet, ahol ¢ = 2. Legyen a kotélszakasz vizszintes vetiilete
A =1/6. Ez azonos szerkezet egy korabban vizsgalttal (Kocsis 2015), igy az eredmé-
nyek Osszevethetok lesznek. A behelyettesités utan a (10) egyenletnek megfeleléen
redukalt matrix alakja:

| I
0 0 cos[%‘) sin g—) cosh(%) sinh (’3)
Ccos[E) —sin( L) inh (A
0 0 COS[S) sm(3) cosh(3] smh(3)
Ia s A A
0 0 cos (—J+l sm(—) cosh(— +1 sinh (—)
R-SU ' T= _ 3 3 3 3
cos(‘é) cosh(%) -1 0 -1 0
—sin(%) sinh(%‘] 0 -1 0 -1
—Cos %) cosh(%) 1 0 -1 0
| |

A (10) egyenlet szerinti szorzatban az els6 tag nem nulla, tehat a fenti matrix deter-
minansanak kell nullanak lennie. Példaul ha

A=A, =4,1038,

akkor a determinans csak a kerekitési hibak nagysagrendjében tér el nullatol. Az
eredeti frekvenciamatrixba visszahelyettesitve a rezgésalakot meghatarozo c, vektor
egy lehetséges értéke:

c=[1 0,1257 —0,5463 0,2406 0,5463 0,5465...
.0 0,4813 0 —1,0931]".
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A fenti paraméterekkel felirt u,(x) figgvény L® norméajat kiszamolva tudjuk skalazni
a rezgésalakot:

c=[1,853 0,2329 —1,012 0,4459 1,012 —1,013...
.0 0,8919 0 -2,026] .

Az ehhez tartozd rezgésalakot a 2. dbran mutatjuk be, ami jo egyezést mutat
(Kocsis 2015) eredményével.

2,5
2,0
1,5
1,0 |
0,5
0,0
-0,5
-1,0 ! ! ! |
-0,5 -A 0 x A 0,5

ulx)

2. abra. Egységnyi hosszisagu gerenda normalt rezgésalakja

Amennyiben ismerjiik a gerenda £/ hajlitomerevségét, p fajlagos tomegét és a nem
egységnyi L hosszat, akkor a sajatkorfrekvenciat az
A, |EI

O,k:F E
képlettel szamithatjuk. A normalt rezgésalak felirdsakor a nemzérus hosszt két he-
lyen kell figyelembe venniink: szakaszonként a (2) szerinti fliggvénybe vald behe-
lyettesitésnélrx helyére (x — x,)/L irando, a teljes fliggvényt pedig L négyzetgyokével
kell osztani. Igy jelen esetben:

o =

N . 1
—1,012cos (ﬁ.k(—i ))+0,445951n ()Lk(—i——)]h“
L L 6 L
ha x<——
6

+l,012cosh(kk (— %—%))—1,0135mh ()LL(_ %_%))

_ 1 . X X L L
uk{x)—ﬁ l,853c05(}.L E)’ 0,2329 cosh ().q) ha — Z<x<
1 . 1
—1,012cos ()-.‘ (% —E))+0,445951n (}»,‘ (% —ED+... X I
d —<X
+1,012cosh (1, [ X =L )|-1,013sinh |2, (X -1 °
’ VAR ) B e VS

\

(Lathato, hogy A4, B,, C,, D, paraméterekre nem is volt sziikség, hiszen annak a
szakasznak 0 a hossza.)
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A masodik példaban a gerendat harom pontban fiiggesztjiik fel, tehat ez egy pa-
ratlan felfiiggesztési pontu szerkezet, ahol ¢ = 1. Legyen a kotélszakasz vizszintes
vetiilete most is A = 1/6. A behelyettesités utan a (10) egyenletnek megfeleléen redu-
kalt matrix alakja:

R—SU’T:

cosh(%)cosh[';‘—-)»fsinh(%)s]nh[%] sinh(%)(cnsh(%)ﬂ) .sm[%)+cosh(%) nh[é)
cosh(%)cosh[ )+5mh(7§)smh[ ) (I%)+s1nh(’g)(c05h[gJ] 1]+c05h(§) nh[%)

cosh ( 3)+ 1/2 sinh (%]

0 1

A (10) egyenlet szerinti szorzatban az els6 tag nem nulla, tehat a fenti matrix deter-
minansanak kell nullanak lennie. Példaul ha

=2, = 2816,

akkor a determindns csak a kerekitési hibdk nagysagrendjében tér el nullatol. Az
eredeti frekvenciamatrixba visszahelyettesitve a rezgésalakot meghatdrozé ¢ vektor
egy lehetséges értéke:

c=[1 0,02765 -0,3038 —0,2764 —0,9285 0,0899...
..0,2764 0,3070]".

A fenti paraméterekkel felirt u,(x) fliggvény L@ normajat kiszamolva tudjuk skalazni
a rezgésalakot:

c=[1,398 0,3865 0,4247 —03863 —1,298 0,1256...
..0,3863 0,4291]".

Az ehhez tartoz6 rezgésalakot a 3. abran mutatjuk be.
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2,0
1,5
1,0
0,5
0,0
-0,5

-1,0
-0,5 -24 0 x 24 0.5

u(x)

3. abra. Egységnyi hosszlsagi gerenda normalt rezgésalakja

Amennyiben ismerjiikk a gerenda EI hajlitomerevségét, u fajlagos tomegét és a
nem egységnyi L hosszat, akkor a sajatkorfrekvenciat a

A, |EI
O‘)O,k:F I

képlettel szamithatjuk. A normalt rezgésalaknal itt is az el6z6 megfontolasokat kell
kovetni, azaz:

f

Il
D=
—_—
e ———
+
[=}
-
=
]
=)
W,
f=1
=
S
-
—_—
|
[l
|
| =

—1,298c05()~,‘(—
+0,3863cosh [ 4, (- X~ L)) =0,4291sinn( 4, |- X -1 6
’ “\ L 6] " “\"L 76

1,398c05(—ik£)+0,38655in(—Aki)t.. L
L L —E<x<0

+0,4247cosh(—Ak%)—0,38635mh (—x‘.k%)

1,398c05(AL%)+D,38655in(Ak%)«r.“ L
O<x< =
6

+O,4247cosh(ﬁ.k%)—O,BBGBSinh (42%)

x 1 L (x 1
—1,298COS(ik(z—g))+0,12565m(/.k(L —G)]+.A. £<X
X 1 . . X 1 6
+0,3863 cosh A’k E—g —0,4291sinh Ay I—g

\

fiiggvénnyel irhatjuk le.

Harmadik példankban paros felfiiggesztési pont esetén mutatjuk meg a frekven-
ciaparamétercket abban az esetben, ha a A paraméter értéke nullahoz tart.
Hataratmenetben a frekvenciamatrixot alkoté matrixok egyszeriisddnek. Egyediil a
P matrixban marad meg a frekvenciaparaméter:
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| cos(A/2)  sin(A/2) cosh(A/2) sinh(}/2)
B —cos(A/2) —sin(A/2) cosh(A/2) sinh(A/2)[

a tobbi matrix viszont attdl fliggetlen lesz:

L=[1010], C=[00], p=[010-1], C=[010-1],

11 -1 0 -1 0 1 010
A=[0 0|, B=|0 -1 0 -1f, A4={0 1 0 1|
-1 1 1 0 -1 0 -1 01 0

A konstanselem{i matrixok miatt a determinans szamitasa Iényegesen egyszertisodik.
A részletek kifejtése nélkiil a determinans zérus voltat az alabbi egyenlet fejezi ki:

(o) ol

Ez az egyenlet egyenértékii az x = 0 helyen befogott, x = 0,5 helyen csuklosan
megtamasztott gerenda frekvenciaparamétereinek szamitasara szolgald egyenlettel.
Ennek oka, hogy a hataratmenetben a gerenda kozepébe kertiil6 felfliggesztési pontok
nem engedik az x = 0 pont eltolodasat és elfordulasat sem.

5. OSSZEFOGLALAS

Cikkiinkben bemutattuk a csigasorral felfliggesztett tartd aktiv felfiiggesztéshez
tartozo sajatrezgéseinek korfrekvenciainak szamitasat. Modszert adtunk a tobb el-
szamitasa soran valo figyelembevételére a felfliiggesztések helyzetének fliggvényé-
ben. A frekvenciamatrix strukturajat kihasznalva csokkentheté annak a matrixnak a
mérete, mely determinansanak zérushelyei a szerkezet frekvenciaparamétereinek
szamitasara szolgalnak. A frekvenciaparaméterek ismeretében a sajatkorfrekvencia
és a rezgésalakok szamithatok.
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FREE VIBRATION OF A FAMILY OF SUSPENDED BEAMS 1.
CALCULATION OF NATURAL FREQUENCIES AND MODAL SHAPES

Summary

In this paper the effects of a new kind of structure, the block-and-tackle suspension system, are in-
vestigated on the free vibration of a beam family subjected to bending. The beam family consists of
symmetric pinned-pinned beams that are supported by an infinitely stiff cable with neglectable mass
connected symmetrically by the block-and-tackle system. The inertia of the pulleys and their friction is
neglected. Two possible states of the cable results in a typically nonlinear structural behavior, but each
state can be analyzed as a linear problem. In view of the natural frequencies and vibration modes corre-
sponding to the tightened state of the cable, the use of modal analysis in the examination of the vibrations
of the structure is possible. The vibration modes and natural frequencies are determined as a function of
the frequency parameter and a parameter characterizing the position of the suspension points. This is
obtained through the frequency matrix expressing the continuity and boundary conditions. Searching for
the fix points of the determinant of the frequency matrix we present how the calculation of the determi-
nant leads to the calculation of the determinant of a smaller matrix. The determinant of this smaller
matrix vanishes at the same values of the frequency parameter as the determinant of the frequency ma-
trix.

Keywords: block-and-tackle suspension, multi-freedom-constraint, free vibration



