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El6sz6

Mit jelent az a kijelentés, hogy egy szabalyos dobdkockaval a hatos dobés valdszintisége egy
hatod?

A kérdésre az alabbi paradigmatikus valaszok adhatok:

1. Klasszikus vdlasz: Mivel szabalyos kocka esetén mindegyik oldal el6fordulasa egyenls-
en lehetséges, és az esetek koziil nekiink csak az egyik kedvez, ezért a kedvezd esetek
és az egyenlGen lehetséges esetek szamanak aranya egy hatod lesz, és ez a hatos dobas
valdszintisége.

2. Logikai vdlasz: A hatos dobas valoszintisége azért egy hatod, mert az a kijelentés,
hogy az eredmény hatos lesz, egy hatod mértékben kovetkezik abbdl a kijelentésbdl,
hogy a kockat eldobtuk, egy mindkét kijelentést tartalmazo6 nyelvben.

3. Szubjektivista vdlasz: Az, hogy a hatos dobés valoszintsége egy hatod, azt jelenti,
hogy egy hatod mértékben hiszilink a kijelentés igazsagaban.

4. Frekventista vdlasz: A hatos dobés egy hatod valoszintisége semmi mast nem jelent,
mint hogy a hatos relativ gyakorisiaga a kockadobéasok egy elegendGen hosszii soroza-
tdban kozel egy hatod lesz.

5. Propensity vdlasz: A hatos dobasnak azért egy hatod a valdszintsége, mert a kocka fi-
zikai kornyezetével egyiitt rendelkezik azzal az egy hatod mértékd kauzalis hajlammal
(propensity-vel), hogy eldobva hatos legyen.

A fenti valaszok a valoszintiség Ot interpretacios iskolajanak szellemében sziilettek. Az
interpretaciok kozponti gondolata és torténete didhéjban a kdvetkezd.

A torténetileg els6 interpretacio, a klasszikus interpretdcid szerint a valoszintiség a ked-
vezd esetek és az egyenlden lehetséges esetek szamdnak ardnya. A gondolat Leibnizt6l ered,
aki a definicié kényes pontjat, az ,egyenlGen lehetséges” jelentését gazdag metafizikai esz-
mefuttatassal igyekezett megalapozni. A 18. szézadra megszilardult determinista vilag-
kép kovetkeztében azonban az egyenlGen lehetséges” kifejezést szubjektivista szempontbol
kezdték olvasni: két esemény akkor egyenlGen lehetséges, ha egyik bekovetkezése mellett
sem sz0l tobb érv. Az indifferencia elvére épiil§ valoszintiség fogalma igy Laplace korédra

5



szubjektiv értelmezést nyert, és ez az értelmezés maradt uralkod6 egészen a 19. szazad
végeéig.

A statisztikus tudoményok megjelenése a 19. szazadban azonban magaval hozta az
igényt egy objektiv valoszintiségértelmezés irant. A relativ gyakorisdg- vagy més néven
frekvenciainterpretdcio el6futarai cambridge-i logikusok voltak, koziiliik is a legjelentGsebb
John Venn. Venn fogalmazta meg elGszor a férfi és néi sziiletések kapcsan a frekventizmus
alaptételét: ,a valoszintiség semmi més, mint arany”. A frekventistdk szerint tehat egy
esemény valoszintisége bekovetkezésének relativ gyakorisaga eqy elegendden hosszi esemény-
sorozatban. Ennek az értelmezésnek egyenes kovetkezménye lett azutan az a meggy6zGdés,
hogy a valdszintség fogalma csak eseménytipusokra vonatkozik, egyedi eseményekre pedig
legfeljebb attételesen alkalmazhato.

Az indifferencia tarthatatlan elve miatt elvetett klasszikus interpretécié helyébe a 20.
szézad platonista Cambridge-ében egy maésik interpretacié 1épett, a logikas interpretdcid.
A logikai interpretacié mogott a szazad elején a dedukci6é formalizalasaban elért sikerek
alltak. A deduktiv kévetkeztetés mintajara a logikai interpretacio hivei egy részleges imp-
likaci6 megadasara torekedtek, amely két kijelentés, egy bizonyiték és egy hipotézis, Un.
konfirmécios viszonyat fejezné ki. A valoszintiség igy a konfirmécio fogalmanak korrelatu-
ma lett, egy induktiv suly, amelyet a konfirmécids viszony helyez a nyelv mondataira.

A szubjektiv interpretdcid a logikai interpretacio kritikajabol indult ki, amennyiben vi-
tatta, hogy létezne egy platoni értelemben objektiv valdszintiségi viszony a nyelv kijelentései
kozott, amelyet minden racionélis egyén azonos modon érzékel. A szubjektivistak ehelyett
azt hangoztattak, hogy a valdszintiség egy kijelentésbe vetett hit mértéke, amely egyénrol
egyénre valtozhat. Feltették, hogy e hit mértéke jol operacionalizdlhat6 alkalmas foga-
dési szituacidkban. Mésképp szolva egy kijelentésbe vetett hit mértéke akkora, amilyen
mértékben az agens hajlando fogadni a kijelentés igazsagara. A parcialis hitek ilyetén ope-
racionalizélasa utdn a szubjektivistak feladata abban allt, hogy megmutassak, a fogadasi
kvociensek formalis értelemben valoszintiségek.

A valdszintségi interpretéciok sorat Karl Popper propensity-interpretdcidja zarta. A
propensity-interpretacié a kvantumelmélet értelmezési vitai nyoman sziiletett. Popper meg-
latasa szerint ugyanis amig a klasszikus természettudomanyok valdszintségi kijelentéseinek
értelmezéséhez a relativ gyakorisag-interpretacio tokéletesen megfelel, addig a kvantumese-
mények lefrasahoz a valdszintiség 1j interpretacidja utan kell nézniink. Ezért a valoszintiség
fogalmat Popper nem egy ismétl6dé eseménysorozat relativ gyakorisdgaval azonositotta,
hanem a sorozatot generald kisérleti elrendezés sajatossaganak tekintette: olyan kauzdlis
hajlamnak, amely hosszitdvi stabil frekvencidkat képes létrehozni. Ennek a hosszutava
propensity-interpretacionak lett azutan radikilis tovabbfejlesztése az Gn. szingularis pro-
pensity-interpretacio, amely a kauzalis hajlamot, mar nem hosszatava frenvencidk, hanem
egyedi kimenetek létrehozaséra vonatkoztatta.

Konyviinkben a fenti 6t interpretaciot igyeksziink részletesen bemutatni és értékelni. A
konyv szerkezete a kovetkezs. Az elsG fejezetben a valdszintiség fogalmanak kialakulasat
és legfontosabb torténeti paradoxonait mutatjuk be. A méasodik fejezet a filozofiai elemzés



szamara nélkiilozhetetlen matematikai fogalmakat vezeti be. Az olvasast megkoénnyitendd
a bonyolultabb fogalmakat és tételeket a konyv végén talalhatéd fiiggelékekbe utaltuk. A
harmadik fejezet a valoszintiség interpretacidjanak altalanos kérdéseivel foglalkozik, meg-
rajzolva mintegy azt a fogalmi térképet, amelyen az egyes interpretaciok elhelyezkednek.
A konyv gerincét a negyediktdl a nyolcadikig terjeds fejezetek képezik, amelyek részletesen
attekintik és elemzik a valoszintiség 6t standard interpretacidojat. A konyv rovid dsszegzéssel
zarul.

A konyv megirasahoz nydjtott segitségiikért sokaknak tartozom koszonettel. ElsGsorban E.
Szabo Laszlonak és Rédei Miklosnak szeretném héalamat kifejezni, akik érdekl§désemet a tu-
domanyfilozofia szamos izgalmas fejezete, koztiik a valészintség interpretécidjanak kérdése
felé kalauzoltak. E. Szabd Laszlo A nyitott jovd problémdja cimd konyvének a valoszintség-
gel foglalkoz6 fejezete, valamint Rédei Miklésnak a témaban irott publikdlatlan jegyzetei
sokat segitettek az induldsnél. E. Szabé Laszlonak kiilon koszonettel tartozom azért a ren-
geteg beszélgetésért, amelyek soran a targgyal kapcsolatos nehézségeimet megoszthattam.

Konyvem elsGsorban egyetemi jegyzetnek késziilt ahhoz az eladasomhoz, amelyet Bolyai-
osztondijasként A wvaldsziniség metafizikdja cimmel tartottam az ELTE BTK Logika Tan-
székén. Szeretném eztiton koszonetemet kifejezni az MTA Bolyai Janos Kutatasi Osztondi-
jdnak munkam tamogatasaért, valamint azoknak a hallgatoknak, akik az el6adason feltett
kérdéseikkel és a jegyzetekhez filizott megjegyzéseikkel hozzasegitettek, hogy szamos kérdést
tisztabban lassak.

A késziilg konyvet vagy egyes részeit sokan olvastdk. Itt szeretném megragadni az al-
kalmat, hogy koszonetet mondjak Gyenis Baldzsnak, Gyenis Zaldnnak és Szab6 Maténak,
akik hasznos észrevételeikkel elsGsorban a matematikai részek pontosabb megfogalmazasést
segitették elg, valamint Schmal Danielnek a bevezets, torténeti részekre vonatkozo tanacsa-
iért. Gomori Marton, a teljes kézirat els6 olvasdjaként, Maté Andras és Szegedi Péter pedig
habilitaciés opponensként gondos figyelemmel olvastak végig a szdveget, rengeteg hasznos
javaslattal szolgédlva: koszonet mindharmuknak. Koszonet illeti tovabba Barcza Istvant,
B. Gaspar Juditot, Fehér Martat, Huoranszki Ferencet, Marton Miklost, Tézsér Janost,
akik megjegyzéseikkel gazdagitottak a konyvet vagy figyelmiikkel tamogattak létrejottét. A
konyvet anyam emlékének ajanlom.






1. fejezet

A valbszintiség fogalmanak
kialakulasa

1.1. Probabilitas

A valészintség fogalma viszonylag késén jelent meg az eurdpai gondolkodas horizontjan. Ez
annél meglepébb, minthogy a szerencsejatékok korai létérsl mar az egyiptomi sirfelirato-
kon talélt astralagus-abrazolasok tanuskodnak. Ez az astralagus vagy més néven talus egy
barany sarokcsontjabol faragott négyoldald jatszocsontoska. Ian Hacking, a valdszintiség
torténetének elsérangn kutatoja arrol szamol be (Hacking 1975), hogy a Kair6i Muzeum-
ban sajat maga tesztelte ezeket a jatszdcsontocskakat, amelyek igen nagy foki szimmetriat
mutattak, és igy kitling ,yéletlen-generatornak” szamitottak. De hasonléan kifinomult kom-
binatorikai gondolkodasrol tesznek tanubizonysigot a reneszénsz biztositasi és évjaradék-
szamitasai is. Mindezek ellenére azonban a valdszintiség elmélete csak késén alakul ki.
Ennek elsGsorban nem a hasznalhat6 aritmetikai hattér hianya az oka — egészen egyszertien
a valoszintség fogalma hidnyzott.

A valosziniiség fogalménak kései kialakulasat Hacking (1975) a kovetkezképpen re-
konstrualja. A valoszind (probabilis) sz6 értelmezéséhez a tudéas és vélemény klasszikus
majd kozépkori megkiilonboztetésébosl kell kiindulni: a tudéas vagy tudomény (scientia)
bizonyithato és igy sziikségszerd igazsagokbol &ll, a vélemény (opinio) pedig egyedi reflexi-
6bol, érzékelésbdl vagy éppen vitabol szarmazik. A probabilitas e masodik korbe tartozott,
valamely vélemény hihetGségét, igazolhatosigat jelentette; ott jelent meg, ahol szigora bi-
zonyitas nem volt lehetséges. Sziiletési helyét nem a demonstraciora torekvs elméleti tu-
domanyokban, a mechanikdban, az asztronémiaban, az optikdban kell keresni, hanem az
yalacsony” tudomanyokban, az orvoslastanban, az alkimidban, a geologidban. A szavahihe-
t6ség valamely tekintélyre hivatkozast jelentette, és a reneszansz fontos Gjitasa éppen abban
allt, hogy erre a tekintélyre a természetben lelt. Ahhoz azonban, hogy a természetet mint
igazolo forrast hasznalni lehessen, sziikség volt még egy fogalomra, a bizonyiték fogalmé-
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10 1. FEJEZET. A VALOSZINUSEG FOGALMANAK KIALAKULASA

ra. A valosziniiség kései megjelenése éppen a bizonyiték fogalméanak kései megjelenésével
magyarazhato. Deduktiv bizonyitas és tanubizonysag természetesen létezett mar, de nem
létezett még dologi bizonyiték, vagyis az egyik 1étezének a masikra utaldsa, ami az induktiv
érvelés alapja. A bizonyiték fogalma az alkimistdk jel fogalmabol nétt ki. Paracelsus és
Agricola természeti jelekrsl beszélnek, olyan létez6krsl, amelyek valami masra utalnak: a
bolygok nevei fémekre, a szarvas agancsainak eldgazdsai a szarvas kordra. A természeti je-
leket a reneszanszban bizonyitékként kezdik értelmezni, vagyis olyan, a véleményt szavatol6
tekintélyként, amilyen tekintélynek korabban csak a szent szovegek vagy néhany 6kori szer-
76 szovegei szamitottak. Es mivel egy vélemény valoszintisége éppen a bizonyitékkal valo
alatdmasztottsagot jelentette, a természeti jelekkel alatamasztott vélemények valdszintiek
lettek. Maésfel6l azonban a jo és megbizhatd jeleket éppen az kiilonboztette meg a nem
megbizhatoktol, hogy szabélyos ismétlddésekben, regularitasokban jutottak kifejezésre. A
bizonyitékként értett jelek gyakorisaga novelte a tantbizonysag erejét. Igy kapcsolodott
Ossze tehat a jel fogalmaban az episztemologiai és aleatorikus jelleg, amely a valészintiség
kettds, egyszerre szubjektiv és objektiv természetéért mindmaéig felelss.

Az 1660-as évek el6tti matematikusokat elsGsorban kombinatorikai természetti problé-
mék foglalkoztattak. Ezek a kombinatorikai problémék a jelek alkimista magidjabol néttek
ki, mig a 17. szdzad meg nem szabaditotta a jeleket alkimista hatteriikt6l. Raymundus
Lullus, akit a kombinatorika atyjanak tekintenek, az Univerzum elemeinek jeleit kombinalva
igyekszik leszarmaztatni az Univerzum Osszetevéit. A harom kockaval valé dobés kimene-
teinek elsé ismert felsorolédsa egy olyan asztroldgiai munkabol szarmaszik, amely az égboltot
az egyes kimeneteknek megfelelGen 216 részre osztja, majd a dobdsok segitségével kovetkez-
tet az ég lizeneteire. Galileit is foglalkoztatjak a harom kocka kombinatorikai problémai:
a Sopra le scoperte dei dadiban (16237) azt vizsgalja, hogy harom kockéval dobva mely
osszegekre érdemes fogadni. Az egyik korabeli elképzelés szerint a 9, 10, 11 és 12 Gsszeg
egyarant megfelel, mivel mindegyik szam hatféleképpen all el mint harom 1 és 6 kozotti
szam Osszege (pl. 9=1+24+6=1+3+5=1+44+4=2+24+5=2+3+4=3+3+3).
Ez azonban ellentmondani latszik a szerencsejatékosok tapasztalatanak, amely szerint a 10
és 11 gyakrabban fordul el6 a méasik két szamnal. Galilei a szerencsejatékosok allaspontjat
igazolta: az Osszegek gyakorisdga attol fligg, hogy a szamok hanyféleképpen fordulhatnak
els az Osszes, 216 eset kozott. A 10 és 11 huszonhét, a 9 és 12 azonban csak huszonot
kiilonb6z6 modon, igy az el6z6k kdnnyebben valosulnak meg az utobbiaknal. Ami pedig
konnyebben valdsul meg, az gyakoribb is. A | konnyid” és a ,gyakori” Galileinél még szino-
nim fogalmak, viszonyuk nem szorul értelmezésre — a két fogalom metafizikai kapcsolatat
majd Leibniz dolgozza ki. Az els6 atfogd kombinatorikai md amigy Girolamo Cardano
De ludo aleae-ja, amely 1520 koérnyékén sziiletett, de csak 1663-ban jelent meg egyfajta
gyakorlati ttmutatasként szerencsejatékosoknak.



1.2. VALOSZINUSEG ES RACIONALITAS 11

1.2. Valészintiség és racionalitas

A valoszintiségszamitéas torténete két problémaval indul, amelyeket — a legenda szerint — de
Meéré lovag, a kor hirhedt szerencsejatékosa ad fel Pascalnak Poitouba tarté haromnapos
utjuk sordn. Az egyik az un. osztozkodési paradoxon. KEgy tébb fordulés jatékban két
jatékos meéri Ossze az erejét. A jatékosok koziil az nyeri a kittizott jutalmat, aki a jatékban
6 fordulot megnyer. A jaték azonban 5 : 3-as jatszmadllasnél félbeszakad. Kérdés: hogyan
osszak el a jatékosok maguk kozott a jutalmat, hogy a kifizetés a jatszma allasanak megfele-
16en igazsagos legyen? Az osztozkodési paradoxont Luca Pacioli emliti elGszor 1494-ben, de
megoldast nem ad ra. Tartaglia (1556) 2 : 1 aranyban osztana el a tétet, feltehetGen mivel
az egyik jatékos két pont elénye a teljes hat forduldénak a harmada, igy 6t illeti meg a tét
egyharmada, a maradékot pedig egyenletesen kell elosztani a jatékosok kozott. A ,helyes”
megoldas azonban azon a beldtdson alapul, hogy a probléma val6szintiségi természetti: az
elkovetkezd harom forduléban a jaték mindenképpen véget ér, és a nyolc lehetséges kombi-
naci6 koziil csak egy kedvez a hatranyban levs jatékosnak — az amelyikben mind a harom
jatékot 6 nyeri. Igy a tét igazsigos felosztasa 7 : 1 (amely szélsGségesebb az Gsszes kordbban
javasolt elosztasnal).

A masik paradoxon az un. két kockas paradoxon. Egy szimmetrikus kockéaval négyszer
dobva %—nél nagyobb annak a val6szintisége, hogy legalabb egy hatost kapunk; két kockaval
huszonnégyszer dobva azonban annak valészintisége, hogy szintén legalabb egy dupla hatost
kapunk, kisebb, mint % Hogyan lehetséges ez, hiszen a dupla hatos valdszintsége a hatoda
a szimpla hatosénak, a huszonnégy pedig éppen a hatszorosa a négynek? Azzal, hogy a

szimpla hatos valoszintisége négy dobas utan 1 — (%)4 ~ 0,518 valamint, hogy a dupla

hatos valészintisége huszonnégy dobéas utan 1 — (%)24 ~ 0,492 maga de Méré is tisztaban
volt. A paradoxont az jelentette, hogy a példdban nem teljesiil a kritikus érték ardnyossdgi
szabdlya. Kritikus értéknek azt a szamot nevezziik, ahédnyszor egy kisérletet, amelyben egy
esemény adott valdszintséggel fordul el§, meg kell ismételniink ahhoz, hogy a sorozatban
az esemeény 50% valoszintiséggel legalabb egyszer el6forduljon. A kritikus érték aranyossagi
szabdlya tehat az az intuitiv elképzelés, hogy a kritikus érték forditottan ardnyos az ese-
meény valoszintségével: minél valészinttlenebb egy esemény, annal tobbszor kell elvégezni a
kisérletet, hogy az esemény 50% valoszintiséggel el6forduljon. A kritikus érték ardnyossdgi
szabdlydnak kozelits jellegére csak Abraham De Moivre vilagit majd ra a The Doctrine of
Chances-ben (1718). Té¢le szarmazik egyébirant a ,valoszintség” kifejezés els6 megfogal-
mazasa is: ,azon esély szdmanak viszonylagos nagysiga, hogy valami megtorténjen, azon
esély teljes szdméhoz viszonyitva, hogy vagy megtorténik vagy sem, ami a valoszintiség igazi
mértéke”.

Pascal tehat megoldja a kétkockis és az osztozkoddasi problémét, és a megoldisokat
megirja Fermat-nak 1654-ben. Ennek a levélnek a datumat szokas a valoszintiségelmélet
sziiletési éveként szamon tartani. Huygens Parizsba latogat, hogy taldlkozzon a két ma-
tematikussal, de Pascal addigra visszavonul a Port Royal-ba, Fermat pedig Toulouse-ban
van. Huygens hazatérve megirja De ratiociniis in aleae ludo cimd mivét 1657-ben, amely
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az elsd kézikonyv a témaban. A konyvben jelenik meg el6szor a varhato érték fogalma
mint egy jaték megvasarldsi ara. A varhato érték fogalma a 17. szdzadban alapvetébb
a valdszintség fogalmanal. Ennek gyokerét azokban a jogi gyakorlatban alkalmazott dn.
aleatorikus szerz6désekben kell keresniink, amely sordn az iigyfél egy jelenlegi biztos jot egy
jovébeli bizonytalanra cserél (biztositéasi szerz6dések, évjaradékok, megvenni a halész soron
kovetkezd halojanak tartalmat, stb.). Ezek az aleatorikus szerzédések elsGsorban az uzsora
vadja alol tisztaztédk a kereskeddket.

A 17. szézad racionalizmusat az a torekvés jellemezte, hogy a racionalitds fogalmat
kiterjesszék az eredetileg demonstrativ tudas korébdl a gyakorlati cselekvés birodalmara.
Megfordult tehdt az igazoldsi viszony a cselekvés és a hit kozott, a gyakorlati cselekvés
siirget6 moralis kihivasként jelentkezett, amely raciondalis kritériumokat kivant. A prak-
tikus ész ezen kihivasanak emblematikus példaja Pascal fogaddsa Isten léte mellett. A
fogadds csak Pascal haldla utan jelent meg 1670-ben a Gondolatok 233. pontja alatt, azon-
ban mar Pascal életében ismertté valt, minthogy a Port Royal Logikdja f6bb vonalakban
Osszefoglalta. A fogadds — torténetileg az elsé dontéselméleti feladat — harom premisszan
nyugszik, amelyek igazsagat Pascal a gyakorlati racionalitasbol eredezteti: (i) Isten létének
p valoszintisége nem nulla. (i) Ha Isten létezik, és mi ra fogadunk, jutalmunk végtelen
lesz (a = 00), mig a tobbi harom esetben (Isten nem létezik, mi mégis ra fogadunk; Isten
létezik, de mi nem fogadunk ré; Isten nem létezik, és mi nem fogadunk réd) ez a jutalom
véges (b,c,d < oo). (iii) A racionalis dontés a varhato jutalom maximalizalasat kivanja.
Mindezekbdl Pascal levezeti, hogy a raciondalis cselekvés az Istenre fogadés, mivel annak
varhato jutalma végtelen (p X a + (1 — p) X b = 00), mig az Isten ellen val6 fogadasé véges
(pxc+(1—p)xd < o0). Figyelemre mélto, hogy mig a skolasztikaban az istenbizonyitékok
demonstraciok, azaz a tudas korébe tartoznak, addig Pascal fogaddsa utat nyit a valoszi-
nd vélemény mentén megfogalmazott istenbizonyitékoknak, amely Isten létét és a holnapi
napfelkeltét egyforman kezeli.

A valoszintiség fogalmat a Port Royal logikusai hasznaljak el6szor mérheté dologra az
1662-ben irt La logique, ou l’art de penser-ben. A minek a valészintiséggel foglalkozo
negyedik konyvét feltehetleg Arnauld irta. A villamtol vald félelem mértékét a villam-
csapdasok relativ gyakorisdgaval veszi ardnyosnak. A csodék értékelésénél megkiilonbozteti
a bels6 koriilményeket, az adott helyen torténd eseményeket, és a kiils§ koriilményeket, a
hagyomanyozodéas mikéntjét. Mindez azért fontos, mert a valdszintség fogalma csak akkor
bukkanhatott fel, amikor a jeleket belsé evidenciaként kezdték érteni.

Leibniz tanult jogaszként a jog fel6l kozelit a valoszintiség fogalmahoz. A De condi-
tionibus-ban (1665) ,jus purum”nak nevez egy kovetkeztetést, ha az el6tag implikilja az
utotagot, és a kovetkeztetéshez az 1 szamot rendeli. ,Jus nullum”-nak nevez egy kovetkezte-
tést, ha az el6tag az utodtag ellenkezGjét implikalja, és ekkor a kovetkeztetéshez a 0 szamot
rendeli. Végiil ,,jus contingens”nek nevez egy kovetkeztetést, ha az el6tag csak részben imp-
likdlja az utotagot. A jogi értelmezés hatterérsl a kovetkezSket kell tudni (Daston, 1988,
2006). A Negyedik Laterani Zsinat 1215-ben eltorolte az istenitélettel valo birosagi dontést,
ezzel a jogaszok véllara rakva a dontés felelGsségét az élet-halal kérdésekben. Ennek hata-
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sdra a 13. szazadtol kezdve fokozatosan kialakul a birésigi bizonyitasi eljarasok egyfajta
hierarchidja — a szObeszédre vagy ellentmondé tantkra épiil§ alacsony foki bizonysagtol a
két megbizhato és fiiggetlen tantra épits, az ésszeri kételyt” kizard bizonyossagig. A skala
a 17. szézadra numerikus jegyeket 6lt, és Leibniz csak tovabb finomitja a jogi gyakorlatban
méar régota alkalmazott elemeket. Leibniz tehét ismeretelmeéleti oldalrdl kozelit a valdszi-
niség fogalma felé, és 1672-ben Périzsba érkezve meglep&dve tapasztalja, hogy Pascalék
a valoszintiséget jatékokra alkalmazzak. Leibniz nevéhez fiizddik a feltételes valdszintiség
fogalma, és a valoszintség redukcidja kedvezs és ellentmond6 esetekre.

Az 1603-as londoni pestis kikényszeriti, hogy a sziiletési és halalozési jegyzékeket heti
osztésban vezessék. John Graunt (1662) és William Petty (1666) ezekre a statisztikai ada-
tokra tamaszkodva egy sereg jelentds kovetkeztetésre jut. 1. A sziiletések szamabol a nék
szamara, abbol a csaladok szaméra, abbdl pedig London lakossaganak nagysagara kovet-
keztetnek, és kimutatjak, hogy az a korabeli vélekedésekkel ellentétben joval kevesebb, mint
kétmillio. 2. A koldusok magas szaméara hivatkozva szorgalmazzak egy nemzeti segélyalap
felallitasat. 3. Mivel a statisztikdk nem adjak meg az elhaldlozott korat, csak a halédl okat,
ezért megkonstrudlnak egy elhaldlozasi fiiggvényt, amely majd az életjaradék-szamitasban
kulcsszerepet jatszik. 4. A régi eredetd és egészen a 19. szazadig tarté vitdban, hogy
ti. a pestis fert6zéssel vagy miazmakkal terjed-e, Graunt az utobbi mellett foglal allast,
mivel a heti aldozatok szaméanak nagy oszcillacidja csak az idGjaras valtozéséaval latszik
magyarazhatonak.

Az évjaradékok, életjaradékok és biztositasok gyakorlata Hollandidban ez idére széles
korben elterjed. A jaradékok pontos kiszamitasahoz a haldlozési gorbét és az aktualis ka-
matot kellett ismerni. Graunt a haldlozasi gorbét az alabbi félig empirikus, félig a prior:
megfontolasokkal konstrualja meg. A haldlozasi jegyzékek, mint emlitettiik, nem adtak
meg az elhunyt korat, de megadtak a halal okat. Graunt a haldlnemek csoportositisaval
megallapitotta, hogy az elhunytak kozel egyharmada gyermekbetegségben halt meg, vagyis
hat évnél fiatalabb. Az elhunytak maradék kétharmadat egyenletesen elosztotta a hat és
hetvenhat év kozott. Hasonloan uniform haldlozasi gorbét hasznéltak a holland de John de
Witt és John Hudde, késébb pedig Leibniz és de Moivre is, és azt egyfeldl tablazatokkal,
maésfeldl a priori feltevésekkel probéltak igazolni. Ezek az a priori meggondolasok vezetnek
aztdn a valdszintiségnek az ,egyenlGen lehetséges esetek” segitségével torténd megfogalma-
zéséhoz.

Az els6 teljes haldlozasi jegyzékeket a csillagiasz Edmund Halley késziti el 1693-ban, és
segitségével megmutatja, hogy a kormény altal kibocsatott évjaradékok — 6% visszatériilés
hét éves futamids alatt — alularazottak. Az egyre kifinomultabb szamitasok ellenére a bizto-
sit6 tarsasagok nem mutattak kiilonosebb érdeklsdést a valoszintségszamitas 4j eredményei
irdnt. Az elméletnek a szerencsejatékok korébsl meritd példai talsdgosan frivolnak tiintek;
azt a kialakult gyakorlatot pedig, hogy a szerz&déskotésnél az iigyfél korat, egészségi alla-
potat és foglalkozasat esetileg mérlegelik, nem szivesen biztak vak atlagokra. A biztositasi
iizlet ekkori igen jovedelmezd szakaszdban az ilyen matematikai megfontolasok amugy sem
szamitottak tilsagosan. Az egyetlen kivételt (az azota is miikods) Equitable Society for the
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Assurance of Lives (1762) jelentette, amely biztositasait rogzitett statisztikus torvényekre
épitette, de amelynek sikere ellenére évtizedekig nem akadt kovetGje.

1.3. Ars conjectandi

Jacob Bernoulli Ars congectandi-ja (1713) a Port Royal Ars cogitandi-jara rimel, mintegy
meghosszabbitva annak gondolatmenetét. Bernoulli a valészintségi kalkulust a Port Royal
logikajaban felvetett kérdésekre alkalmazza: mi a valdészintisége annak, hogy egy bizonyos
korokozo lakik az ember testében, ha adva van a korokozok okozta fertézések gyakorisa-
ganak orvosi jegyz6konyve. A problémat urnis modellje alapjan targyalja, amelyben a
kiilénb6z6 szintd golydk aranya az urndban a kérokozok valdszintségének felel meg; a fer-
tézések statisztikdja pedig az urnabol valé ilyen-olyan szint goly6 hizési valdszintségének.
Bernoulli tehat az okozatok valoszintségébdl kovetkeztet az okok valdszintségére. Ezt a
kutatési irdnyt a korban a posterior: médszernek nevezték. Ennek a modszernek lett cent-
ralis jelentGségl igazolasa a miiben bizonyitott nagy szamok (gyenge) torvénye, amelyben
Bernoulli urnas modelljére tamaszkodva belatta, hogy az a posteriori valoszintiségek (a ki-
hazott golyok szineinek relativ gyakorisaga) az a priori valoszintségekhez (az urnaban levs
szinek arényaihoz) tartanak a huzasok szaporodtaval. A nagy szamok torvénye azonban
csak azon az &ron volt képes betdlteni az empirista program igazoldsanak feladatat, hogy
egyfeldl a bizonyitéknak kordbban igen differencialt fogalmét az esetek puszta szamlélaséara
redukalta, masfell az okok (az urna szinaranyai) és az okozatok (az egyedi huzasok szi-
ne) kozotti valdszinidségi oksdgi viszonyt — amely sehogyan sem illett a kor mechanisztikus
oksagi elképzelésébe — pusztan latszatnak mindsitette. Ez azonban oda vezetett, hogy a va-
l6szintiség egy determinisztikus vildgban pusztan ignoranciat jelentett. A val6szintségnek
ez a felfogasa lett uralkodd azutan Bernoullitél egészen Laplace-ig. Bernoulli egyébként az
utolsé az ujkorban, aki nem-additiv mértékkel kisérletezik.

Az Ars conjectandi atfogd elemzésére épitve hatarozza meg a szazad végén Condorcet
az eskiidtszék optimaélis méretét és az igazsagos szavazati procedurat. Az 1785-0s Essai sur
lapplication de ['analyse a la probabilité des décisions rendues a la pluralité des voir ci-
mi nagyszabést munkajiban Condorcet kimutatja, hogy az eskiidtszéki szavazati eljarasok
konnyen ugynevezett ciklikus kollektiv preferencidkhoz vezethetnek, vagyis a tobbségileg
elényben részesitett dontések nem feltétleniil rendezheték sorba. Ennek a szavazati para-
doxonnak egy valdszinliségi varidnsa az alabbi paradoxon is, amely a véletlen események
rendezésével kapcsolatos nehézségekre hivja fel a figyelmet. Két jatékos el6tt harom szabé-
lyos, de szamozatlan kocka hever az asztalon. A jaték menete a kovetkezs lépésekbdl all:
(i) Az egyik jatékos fogja a kockékat, és tetszés szerint 1-t6l 18-ig megszamozza az olda-
laikat. (i) A masik jatékos megtekinti a szamozast, majd kivalaszt egyet a harom kocka
kozil. (iii) Az elsg jatékos a maradék két kocka koziil kivalaszt egyet; a harmadik kockat
félre teszik. Ezek utdn mindenki a sajat kockdjaval dob — a kérdés az, hogy melyik jatékos
van elényben. Vagy méasképp fogalmazva a kérdés az, hogy az els6 jatékos meg tudja-e
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szamozni a kockdkat tigy, hogy ellenfele barhogy vélasszon is egy kockat a harombdl, 6 a
maradék kett6bdl tudjon ,,jobb” kockat valasztani, vagyis olyat, amellyel %—nél nagyobb va-
l6szintiséggel nagyobb szamot fog dobni ellenfelénél. Amint a paradoxon erre ramutat, ilyen
szamozés lehetséges. (Pl. els6 kocka: 1,6,11,12,13,14; masodik kocka: 2,3,4,15,16,17;
harmadik kocka: 5,7,8,9,10,18.) A kockik ugymond korbeverik egymést: annak valoszi-
niisége, hogy a masodik kockaval nagyobbat dobunk, mint az els6vel %, és ugyanennyi ez a
valoszintiség a harmadik és a mésodik, illet6leg az els6 és harmadik kocka viszonylatéban is.
A Condorcet-paradoxon tehdt arra figyelmeztet, hogy véletlen események nem rendezheték
jol az ,,%—nél nagyobb valosziniséggel jobbat kapni” dsszehasonlitds mentén.

A valészintségi kalkulus mind kiterjedtebb alkalmazasa polgari és moralis kérdésekre a
tizennyolcadik szdzadra ahhoz az altalanos meggy6zédéshez vezetett, hogy a valdszintiségi
kalkulus maganak a racionélis gondolkodasnak kozvetlen leirdsa. Ezzel a meggy6zidéssel
szemben jelentett kihivast a pétervdr: paradoxon. A pétervari paradoxon alapgondolata Nic-
olaus Bernoullitol (Jacob Bernoulli unokadccsétsl) szarmazik, irasban pedig elgszér Daniel
Bernoulli (Nicolaus unokatestvére) tette kozzé a porosz akadémia Commentarii Academiae
Scientiarum Imperialis Petropolitanae cimi folyoiratdban 1738-ban, ahonnan a paradoxon
a nevét is kapta. Egy bankkal folytatott jatékban a nevezési dij ellenében az aldbbi jatékban
vehetiink részt. A bankos egy érmével dob addig, amig fejet nem kap. Ha méar az elsé dobas
fej, akkor kapunk 2 aranyat, ha csak a méasodik, akkor 4-et, és igy tovabb, ha csak az n-edik
dobas lesz fej, akkor 2" aranyat. Kérdés, mennyi legyen a jaték nevezési dija. A valaszhoz
ki kell szamolni a jatékos atlagos nyereségét, vagyis az f kifizetésfiiggvény varhato értékeét.
Ez az érték azonban ), 2%2” = o0, vagyis a jaték fair nevezési dija végtelen lenne. Mégis
skevesen fizetnének akar csak 25$-t is, hogy részt vehessenek a jatékban” (Hacking, 1975).
Az elmélet joslata és a jozan ész kozotti ellentétet Bernoulli ugy vélte feloldhatonak, ha a
feladatban nem a kifizetések varhato értékét tekintjiik, hanem a hasznossagét. A varha-
t6 hasznossag fogalmat tehat Bernoulli vezeti be elGszor, a hasznossagot pedig a kifizetés
logaritmusaként definidlja, els6 példajat adva ezzel a kozgazdasagban bevett csokkend mar-
gindlis hasznossdgnak. Ha a kifizetést az u = log f hasznossaggal helyettesitjiik, akkor a
jatéek nevezési dija 0,602 hasznossagi, ami visszaszamolva 4 arany. A varhat6 hasznossag
fogalmanak bevezetése arr6l tantskodott, hogy a valoszintségi kalkulus elég rugalmas ah-
hoz, hogy a feltevés mivészetének” megfelels eszkoze legyen. (Bernoulli 6tlete azonban
nem oldja meg a problémat, hiszen a paradoxon megismételhet§ a hasznossigra és nem a
kifizetésekre vonatkoztatva: fizessen a bank az m-edik fej dobésra 2" hasznossdgot! Meg-
oldast csak a kifizetések korlatozéasa jelenthet. A bank kifizetését pl. egymillio aranyban
maximalva, a varhato érték kb. 21 arany lesz.)

Thomas Bayes irasa az An essay towards solving a problem in the doctrine of chance a
Philosophical Transactions cimi folydirat 1763-as kotetében latott napvilagot Bayes kleri-
kustarsa, a szintén matematikus Richard Price gondozasiaban Bayes haldla utan két évvel.
Bayes el6tt a valoszintséggel foglalkoz6 munkdk tobbsége azzal a kérdéssel volt elfoglalva,
amit ma direkt kovetkeztetésnek neveziink, vagyis, ha adva van egy szerencsejaték kime-
neteinek valoszintisége, akkor hany ismétlés sziikséges ahhoz, hogy egy bizonyos kimenet
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valoszintisége elérjen egy kivant értéket: példaul hanyszor kell dobni egy par szimmetrikus
kockaval, hogy legaldabb 50% valoszintiséggel legyen benne dupla hatos. Bayes megfordi-
totta a problémat: szamoljuk ki a véletlen esemény valdszintiségét, miutan megfigyeltiik
az esemény egy ismétl6ds sorozatdnak kimeneteit. Pontosabban: ,,Adva van, hogy egy is-
meretlen esemény hanyszor tortént és hanyszor hiusult meg: meghatdrozands annak esélye
(chance), hogy az esemény valoszintisége két meghatérozott valoszintségi érték kozé esik.”
Ugy ttinik, hogy Bayes erre az inverz kévetkestetésre is a direkt kovetkeztetéshez hasonlo
definit szdmokban megadhaté valaszt vart.

Ami a tagabb kontextust illeti, Bayes munkaja minden bizonnyal Hume-nak az in-
dukcidval szemben tdmasztott kételyeire kivant valaszolni. Bayes esszéjének megjelenése
utan harom évvel Price megirja Four Dissertations (1767) cimd munkajat, ahol a negyedik
disszertacioban erdsen tamaszkodik Bayes szamitasaira. Olvasva a mivet, Hume igy vala-
szol Price-nak: ,El kell ismernem, hogy az a vilagossag, amelybe a vitat helyezted, Gjszert,
kézenfekvs, szellemes, és lehet, hogy alapvetd is. Mindenesetre tobb id6re van sziikségem,
hogy mindezt mérlegeljem, miel6tt a magam szadméra is megnyugtato itéletet hozok.” Hume
azonban nem tért vissza tobbet a kérdéshez. Hume hallgatisa azonban nem meglepd, mivel
a 19. szazad kozepéig — Bayes munkéjat leszdmitva — egyéaltalan nem kapcsoldédott Ossze az
indukcié és a valoszintség fogalma. Az indukci6 Bacontsl Millig a bizonyosra torekedett,
nem a valdszintre.

Az inverz kovetkeztetés modszere (amely elnevezés De Morgantol ered) azonban még-
sem Bayes munkdaja révén valt kozismertté, hanem Laplace munkéssaga nyoman. A kérdés
Laplace-nal csillagészati kontextusban jelent meg, mivel a biztositasi iigyletek mellett a
csillagaszat volt a valdszintiségszamitas empirikus alkalmazasanak mésik legfébb teriilete:
a tudosokat az asztronomiai megfigyelési hibak kezelése foglalkoztatta. A hibak értékelé-
sénél Kepler az atlagra, Galilei — arra a jogi érvelésre tamaszkodva, hogy a tanibizonyséig
ereje a tanik szdméval né — a moduszra, a leggyakrabban el6fordulé elemre szavazott. Az
igazi el6relépést azonban Thomas Simpsonnak az a felfedezése jelentette, hogy maguk a
hibak is valdszintiségi eloszlast kovetnek. Erre a meglatésra és Bernoulli urnds modelljére
épiti aztan Laplace hibaszamitasi vizsgalatait, amelyek az inverz kovetkeztetés modszerének
— mai terminolégiaval a becslésnek — népszertsitéséhez vezetnek. A modszer végiil Gauss
munkaja nyoméan tesz szert igazi jelentGségre, aki, miutdn felfedezi a normadlis eloszlast,
gorbéket illeszt eldzetesen adott pontokhoz, és megmutatja, hogy a legvaldszintibb gorbe a
legkisebb négyzetek modszerével szarmaztathato. Laplace rogton felismeri a médszer jelen-
tGségét, és Gauss eredményeit centrilis hatdreloszlas-tételének segitségével — amely tételt
egyébirant De Moivre fedezte fel el§szor mintegy szdz évvel Laplace el6tt — altalanositja
minden olyan szituéciora, ahol nagyszamu, fiiggetlen ok mikddik. Végiil a Théorie analyti-
que des probabilités-ben (1812) publikdlja az okok valoszintiségének és a hibak analizisének
teljes elméletét. Laplace nagyszabasi miivének hatasa mind a matematikai modszer, mind
a valoszintségnek a hit mértékével valod Osszekapcsoldsa tekintetében felbecsiilhetetlen.

Laplace Bernoulli urnas modelljének segitségével vezeti le a rdkdvetkezés szabdlydt (az
elnevezés John Venntdl (1866) szarmazik), vagyis azt a szabélyt, hogy ha egy végtelen nagy
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urnabol az eddig kihtizott n goly6 mind fekete volt, és feltételezve azt, hogy az urnidban a
fekete golyok Osszes lehetséges ardnya egyforman valoszind, akkor annak a valdszintisége,
hogy a kovetkezs golyo fekete lesz Z—i; (lasd D. Fiiggelék). Laplace a szabalyt a felkel6 Nap
példajara alkalmazza: ha a Nap az 5000 éves torténelem sordn eddig minden reggel felkelt,
akkor annak val6szintisége, hogy holnap is fel fog kelni 0,9999994. A példavilasztas nem
véletlen. Hume szamara a felkel§ Nap a nem sziikségszert, mégis bizonyosan tudhato6 tudas
példaja volt; Price — Hume empirista filoz6fidjanak opponense — ellenben annak a valdszi-
niiségét, hogy a Nap holnap is felkel, a napfelkelték 5000 éves sorozatanak valdszintiségével
azonositotta, miutan feltette, hogy a napfelkelték egymdastol fiiggetlenek és azonos val6szi-
niiségliek. Laplace megoldasa mindkét megoldasnal naturalistdbbnak szamitott, mivel a
tapasztalatbol valé induktiv tanulds lehetGségét modellezte, vagyis azt, hogy a vélekedés
a tapasztalatok szaporodtaval aszimptotikusan kozelit a bizonyossdghoz. Laplace analizise
az enumerativ (vagyis egyedi esetrdl egyedi esetre kovetkeztetd) indukcid elsd valoszintségi
targyalésa.

A valoészintiség klasszikus interpretacioja szerint a valdszintiség a kedvezs esetek és az
egyenlden lehetséges esetek ardnya. A megfogalmazas Laplace Essai philosophique sur les
probabilités (1814) cimd monumentélis munkajabol ered, de a gondolat mintegy szdz évvel
kordbban felbukkan Leibniz igen kifinomult metafizikdjaban. Kezdjiikk a lehet6ség fogal-
maval. Leibniz a lehetGség fogalmat a mai logika el6hirnokeként konzisztencia értelemben
hasznalja: lehetséges az, ami ellentmondasmentes. Ez az ellentmondésmentesség azonban
fokozatokban jon, igy a lehetségek konzisztencidjuk alapjan sorba rendezheték. A lehetd-
ségek azonban nem pusztin formdlisan léteznek — és itt torkollik a gondolatmenet Leibniz
bonyolult metafizikdjaba —, hanem aktudlis 1étezésre torekszenek, igymond viaskodnak egy-
méssal a létiikért: A lehetséges sajat természeténél fogva létezést kdvetel lehetGségi fokaval
vagyis lényegi fokéval aranyosan.” Vagyis a lehetGségek egyfajta propensity-vel, hajlammal
rendelkeznek a létezésre, éppen lehetségi fokukkal ardnyban. Ez a metafizikai elképze-
lés helyet kap azutdn Leibniz teremtéskoncepciéjaban is, amely szerint a lehetséges, azaz
konzisztens vilagok Isten elméjében vérjak, hogy koziililk a legkonzisztensebbet, azaz a
lehetséges vilagok legjobbikat Isten megteremtse. A lehetdség foka az elmében tehat tii-
korképe annak, hogy az esemény milyen konnyen valosul meg a vildgban. A lehet&ség foka
azonban nem mas, mint maga a valoszintség. Vagyis: ,,Quod facile est in re, id probabile
est in mente.” Amilyen konnyen megvaldsul a hatos dobas a vildgban, olyan valoszini az
az elme szdmara. De honnan tudjuk, hogy milyen kénnyen valosul meg a hatos dobas, vagy
méasképp szolva, a hatos dobas lehetdségének milyen hajlama van a létezésre? Egyszertien
onnan, hogy milyen gyakran kapunk hatost a kockadobasok soran. Es éppen ebben 4ll
a valoszintség fentebb méar emlitett kettds természete: a valosziniség egyfelsl aleatorikus
jellemzd, amennyiben az ismétl6dd regularitasokkal all kapcsolatban, masfeldl episztemi-
kus, amennyiben varakozasainkat tiikrozi. Osszegezve, a lehetSség éppen azért valhatott a
valészintiség fogalmi alapjava, mert a valoszintiséghez hasonléan kétarcu fogalom volt.

Az egyenlGen lehetséges” kifejezés hasonloan kettds jelentéssel bir: jelenti egyfelsl azt,
hogy a lehet&ségek egyenlGen konnyen kovetkezhetnek be, és jelentheti azt is, hogy nincs
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okunk az egyik lehetGséget el6nyben részesiteni a mésikkal szemben. Mindkét értelmezést az
un. elégtelen ok elve igyekezett metafizikailag aldtamasztani, amely elv Leibniz elégséges ok
elvének egyfajta kontrapozicioja. Az elégtelen ok elve tehat kezdetben a leibnizi metafizika
talajan allva biztositotta az atjarhatosidgot az aleatorikus és episztemikus valdszintségér-
telmezés kozott. A kapcsolat a kétféle értelmezés kozott a korban altalanosan elfogadott
asszocionalista pszicholdgia miatt egészen Laplace kordig fennmaradt. Ez az asszocionizmus
gy tartotta, hogy a benniink kialakulé benyomésok tisztasaga és bizonyossaga a megfigye-
lések gyakorisagaval és stabilitasaval fligg Ossze, igy a valoszintiség két értelmezése egyazon
érmének két oldala. Miutan azonban az asszocionalista pszicholdgia a 19. szdzadban atadta
a helyét a torzitdsok és az idioszinkrazidk irant érdeklddd észleléselméleteknek, a valdszi-
nlség objektiv és szubjektiv értelmezései is széttartd utakra keriiltek. Az elégtelen ok elve
a 19. szazad végére végleg elvesztette objektiv értelmezését, és pusztdn az ignoranciara,
a tudas hidnyara épitd episztemikus elvvé valt. Ezért torténhetett, hogy az elvet végiil
Keynes (1921) atkeresztelte az indifferencia elvének.

A francia forradalom megrenditette a kozos raciondlis alapokba vetett hitet. A nagy
racionalitasi elveknek, koztiik az elégtelen ok elvének ésszertiségét egyre tobben kétségbe
vontdk. Raadasul az elv alkalmazasa egyre tobb hibat eredményezett: az egyenlGen lehet-
séges esetek szambavétele mar a legegyszeriibb kombinatorikai esetekben sem volt egyértel-
mi. Igy fordulhatott els, hogy d’Alembert az Enciklopédidban a két érmével valo dobéasnal
a fej-fej, az iras-iras és a fej-irés eseteket egyenlGen lehetségesnek tartotta, és igy egyenlGen
valészintinek is. Az elégtelen ok elve, amelyre Laplace elméletét, tobbek kozott a rdkovet-
kezés szabdlydt is alapozta, a reélis okok vildgaban egyaltalan nem nyujtott fogodzot. John
Stuart Mill a teljes klasszikus interpretaciot hamisnak tartotta — a tudés nem épiilhet nem
tudéasra, hanem egyediil a tapasztalatra: ,Ahhoz, hogy azt allithassuk, hogy két esemény
egyenlGen valoszint, nem elegendd, hogy tudjuk, hogy az egyik vagy a mésik megtorténik,
és nem tudjuk, hogy melyik. A tapasztalatnak kell feltarnia, hogy a két esemény egyenld
gyakorisdggal torténik” (1843). Ezt a szkepszist az inverz kovetkeztetésnek még az olyan
tdmogatoi is osztottak, mint George Boole.

1.4. A ,nyomtatott szamok lavinija”

A klasszikus felfogas hanyatlasa magaval hozta az igényt a valoszintiség objektivebb interp-
retdcidja irant. A 19. szézad elejét6l Europat a ,nyomtatott szamok lavinaja” (Hacking,
1975) boritotta el: a sporadikus egyhazkozségi feljegyzések atadtak a helyiiket a sziileté-
sekr6l, halalozasokrol, biinesetekrsl és fert6zésekrsl készitett hivatalos és kiterjedt statisz-
tikdknak. A statisztikdkbol lesztirt és a nagy szamok torvényei altal alatdmasztott stabil
statisztikus viselkedés feleslegessé tette a hattérben miikods kiilonféle okok azonositasat,
igy a figyelem inkabb a regularitasokra tev6dott at. A belga csillagaszt, Adolphe Quetelet-t
a skot ezred katondi kozott végzett mellb&ségmeérés adatainak illeszkedése a Gauss-gorbére
annyira meggydzi a normaél eloszlas altalanos érvényességérdl, hogy amikor a francia sorkato-
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nak magassagaban a gorbétdl eltérést észlel, akkor a sorozast elkeriilni igyekvs hamisitésra
gyanakszik. Hasonld csodaszamba mend illeszkedést talal Bortkiewicz a Poisson 4ltal a
Recherches sur la probabilité des jugements-ban (1837) publikalt Poisson-eloszlas és a po-
rosz lovassagban lorugasban meghalt katondk szama kozott. Mindezek a fejlemények az
1820-30-as évekre ahhoz az altalanos meggy6z6déshez vezettek, hogy a valdszintiség csak
eseménytipusra vonatkoztathaté mennyiség, és a helyes interpretacié a frekventista interp-
retacio.

A statisztika, amelyet a 19. szédzadban elsGsorban a szociélis viselkedés feletti kontroll,
mintegy a ,valoszintiség megszeliditése” (Hacking, 1975) motivalt a tarsadalomtudoményok-
ban, a szdzad végére a fizikai és biologiai tudoméanyokban is jelentds szerephez jut. Maxwell
(1860) Quetelet normal szabélyait emberek helyett gdzmolekulakra alkalmazza, és kinetikus
megfontolasok alapjan levezeti az idedlis gz molekuldinak sebességeloszlasat, Boltzmann
(1872) pedig un. H-tétele segitségével a termodinamika masodik f6tételét véli a mechani-
kara visszavezetni. Boltzmann programjanak ellentmondésaira Loschmidt (1876) megfor-
dithatosagi ellenvetése valamint Zermelo (1896) visszatérési ellenvetése vilagit ra. Mindkét
ellenvetés a mésodik fététel egyirdnyn entropiavaltozésa és a reverzibilis, azaz idGtiikrozésre
szimmetrikus dinamikai folyamatok kozotti ellentmondasra épit. A kritikdkra mind Max-
well, mind Boltzmann elméletiiknek valoszintiségi atértelmezésével reagalnak. Boltzmann
(1877) bevezeti a Boltzmann-entropia fogalmat, és kombinatorikai érvet konstrual az ent-
ropianovekedés alatamasztéasra; Maxwell (1867) pedig, aki mindvégig szkeptikus a masodik
fététel mechanikai megalapozhatésdgaban, a f6tétel statisztikus jellegét az tn. Maxwell-
démon gondolatkisérlettel illusztralja. A gondolatkisérletben egy képzeletbeli démon egy
gaztartalyt kozépen kettévalaszto falat olyan ligyesen nyitogat illetve csukogat, hogy a gyors
gazrészecskék végiil a tartaly egyik felében, a lasst részecskék pedig a tartaly masik felében
gytlnek Ossze — ellentmondasban az entropianovekedés elvével. Az ellentmondas csak dgy
feloldhato, ha a méasodik f6tételt pusztan statisztikusan érvényes elvnek tekintjiik.

De nemcsak a fizikdban hoz attorést a statisztikus gondolkodas. A bioldgidban Dar-
win unokadccse, Francis Galton megalapitja a biometria tudoméanyat, bevezeti a korrelacié
fogalmat, és felfedezi az atlag felé torténs regressziot. Pearson a ferde eloszlasok tanulmé-
nyozéasara pedig bevezeti a y>-tesztet.

A valészintiségnek azonban mind a szubjektiv, mind az objektiv interpretacioja forga-
lomban marad egészen a szazad végéig. Jol mutatja ezt a kettds helyzetet az Encyclopaedia
Britannica 1885-0s, kilencedik kiadésanak szocikke, amely szerint ,egy tényre vagy allitas-
ra vonatkoz6 valoszintiség, vagy meggy6z6dés mértéke lényegét tekintve szubjektiv, és azon
elme tudasa mértéke szerint véltozik, amelyik szaméra a tény megjelenik”. Majd pedig
elmagyarazza, hogy ,a valészintiség tudasa minden esetben abbdl az elvbél szérmazik, hogy
az arany, amelyet nagy szamu préba soran talédlunk, fenn fog allni a teljes szamra is, legyen
az akar végtelen.”

A valészintiség fogalmanak matematikai targyalasat a 19. és 20. szazad forduléjan so-
kan siirgették. Hilbert hires périzsi el6adédsaban, amelyben a szdzad matematikija el6tt
allo legfontosabb 23 nyitott problémat vette szamba, hatodikként a modern matematikai
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fizikdban kulcsszerepet jatszo valoszintiség axiomatizalasat emliti. A program keresztiilvi-
teléhez azonban varni kellett a mértékelmélet kialakulasaig, amely elmélet Borel, Lebesgue
és Frechét nevéhez fiz6dik (1d. Doob 1996). A mértékelmélet a hossz-, teriilet- illetve tér-
fogatfogalom &altalanositasa absztrakt halmazokra. Az édltaldnositas elsé 1épéseként Borel
(1989) a hosszusag fogalméat kiterjesztette a szamegyenes intervallumairél olyan halmazok-
ra is, amelyek az intervallumok megszamlalhaté halmazelméleti kombinacidival kaphatok.
Ezek a Borel-halmazok, a hozzajuk rendelt mérték a Borel-mérték. A Borel-mérték azonban
nem teljes: a nullmértékd halmazok nem minden részhalmaza mérhets. A bajt orvoslan-
do Lebesgue (1904) bevezette a ma Lebesgue-mértéknek nevezett fogalmat, amely a hozza
kapcsoldodo integralfogalommal egyiitt a fliggvényanalizis kozponti fogalma lett. Ezt kove-
t6en Frechét (1915) megmutatta, hogy a Lebesgue eredményeit meg lehet fogalmazni az
R"™ felhasznalasa nélkiil is; mas széval, hogy a mértékelmélethez pusztan egy o-algebra kell
valamint egy o-additiv fliggvény.

A meértékelmélet kialakuldsa megérlelte a feltételeket a valoszintiségfogalom egységes
és elegéns targyaldsahoz. Fzt a feladatot végill Kolmogorov végezte el a Grundbegriffe
der Wahrscheinlichkeitsrechnung cimd munkajaban 1933-ban, amely mt mara a modern
valészintiségszamitas alapmidvének szamit. A minddssze 130 oldalas kitting didaktikaval
megirt konyvecske a mértékelméleti fogalmak elegans valoszintiségi értelmezése, valamint
a feltételes valoszintiségnél és a véletlen folyamatok elméletében alkalmazott mértékelmé-
leti megkozelités révén hamar magara vonta a szakma figyelmét, és — talan egy cseppet
méltanytalanul — hattérbe szoritotta mindazokat az el6futarokat és alternativ utkeressket,
akik hozzdjarultak a valoszintségelmélet kialakuladsdhoz. A kévetkezd fejezetben ennek a
kolmogorovi elméletnek a matematikai alapjait ismertetjiik.



2. fejezet

A valoszintiségelmélet alapfogalmai

A valoszintiség mint matematikai fogalom egy mérhets téren értelmezett o-additiv, nor-
malt mérték. Ezt a matematikai fogalmat azonban gondosan meg kell kiilonboztetniink
attol az igazi”, fizikai valoszindségtsl, amelynek természetét ebben a konyvben feltarni
igyeksziink. Ezért a leghelyesebb az volna, ha a matematikai ,yaloszintiség” kifejezést egy-
altalan nem hasznalnidnk, hanem helyette egyszertien ,normélt mértéket” mondanank. Ez
a dontés azonban igencsak megnehezitené a beszédet, kiilondsen ebben a fejezetben, ahol a
valészintiségszamitas alapfogalmait szeretnénk roviden ismertetni. Ezért mi azt a megoldast
valasztottuk, hogy a valoszintiség fogalmét abban az interpretalatlan formaban, ahogyan
azt a matematikusok értik, kizdrdlag konyviinknek ebben a fejezetében valamint a Fiigge-
lékekben hasznaljuk. Az Gsszes tobbi fejezetben ,valoszintiség” alatt fizikai valoszintiséget
értiink, ha pedig a matematikai valoszintiségre akarunk utalni, akkor azt egy kiilon jelzGvel
jeloljiik.

A valészintiség interpretacioja szempontjabol matematikailag elég volna csupéan két alap-
fogalmat, az eseményteret és a valoszintiségi mértéket bevezetni. Az interpretaciok tobb-
sége azonban gazdagabb alapokra épit, vagyis gyakran olyan szarmaztatott fogalmakra és
tételekre is hivatkozik, mint a fiiggetlenség fogalma vagy a nagy szdmok torvényei. Nem
takarfthatjuk meg tehat a faradsagot, hogy a valoszintiségszamitast legalabb elemi szinten
ismertessiik. Ebben a fejezetben tehat roviden attekintjiik a valoszintiségszamitas legfon-
tosabb alapfogalmait és tételeit, ugymint a o-algebrat, a mértéket, a valdszintiségi valtozot
vagy a Bayes-tételt. Hogy az ismertet6t ne terheljiik tul, ezért az olyan bonyolultabb fo-
galmakat és tételeket, mint a feltételes fiiggetlenség vagy a de Finetti-féle reprezenticios
tétel a Fiiggelékekben targyaljuk. (A valosziniiségszamitas bdvebb tanulményozasihoz re-
mek kézikonyvek példaul (Chow, Teicher 1988) valamint (Billingsley 1995) vagy a bevezetd
jellegt (Ross 2009).) Mivel a valoszintség interpretacioi, amint majd latni fogjuk, nemcsak
az esemény metafizikai fogalméra épiilhetnek, hanem a kijelentés (mondat, propozicio)
fogalmara is, ezért egy kiilon alfejezetet szenteliink a nulladrendd nyelvek Lindenbaum-
Tarski-algebrajanak, illetve a nyelven értelmezett valdszintségfiiggvénynek.
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2.1. A val6sziniségi mérték

A valbészintiségszamitas alapstruktaraja az eseménytér. Az eseménytér hdaldelméleti beve-
zetése a kovetkezSképpen torténik.! Legyen adva egy S halmaz, az események halmaza, és
vezessiik be a halmazon a metszet (A) és az unié (V) miveleteket, amelyek az ,¢s” illetve
a wagy” logikai miveleteket hivatottak reprezentalni. A megfelels tulajdonsagok (asszoci-
ativitas, kommutativitas, stb.) megkovetelése utan az ilyen halmazt halonak nevezziik. A
halmazon bevezetett miveletek természetes médon meghataroznak egy < részben rendezést
a halmazon az
a < b akkor és csak akkor, ha a Ab=a

kikotéssel, ahol a,b € S. Tegyiik fel, hogy erre a rendezésre nézve létezik egy legkisebb
illetve egy legnagyobb eleme a halmaznak. Jeloljiikk ezt a két elemet 0-val illetve 1-gyel.
A O-ra mint a lehetlen eseményre, az 1-re pedig mint a biztos eseményre is szokas hivat-
kozni. Tegyiik fel tovibba azt is, hogy az unié és a metszet mtveletek disztibutivak. Ez
a feltevés jelenti az elagazasi pontot a klasszikus és a nem-klasszikus eseményterek kozott.
Végiil a ,nem” logikai mtvelet reprezentélasira vezessiink be egy harmadik miveletet a
halén, az Gn. ortokomplementéciot () ugyancsak a megfelel§ tulajdonsagokkal (involacio,
kontrapozicio, stb.) Az ezekkel a kikotésekkel kapott algebrai strukturat a haloelméletben
Boole-algebrdnak nevezziik. A Boole-algebra tehat egy ¥ = (S, A, V,=,0,1) 6tos: egy diszt-
ributiv, null- és egységelemes, ortokomplementaris hal6. Ha a miiveletek megszamlalhatéan
végtelen elemre is zartak (vagyis ha megszamlalhatoan végtelen sok elem metszete és uni-
0ja szintén eleme S-nek), akkor a halmazt Boole-o-algebrdnak, vagy roviden o-algebranak
nevezziilk. A Boole-algebra egy elemét atomnak nevezziik, ha alatta a rendezésben mar
csak a 0 all. Egy Boole-algebrat atomosnak mondunk, ha minden nem nulla elem alatt van
atom, és atomisztikusnak, ha minden nem nulla elem ,felépithet6” atomokbol, azaz elGall
mint atomok unidja. A klasszikus eseményteret tehat egy Boole-algebra reprezentalja, az
eseményeket pedig a Boole-algebra elemei.

A Boole-algebra fogalmat azonban nemcsak hal6elméletileg lehet bevezetni, hanem hal-
mazelméletileg is. Legyen ) egy nem fires halmaz. () részhalmazainak egy > halmazat,
Boole-gyiirinek nevezziik, ha ¥ tartalmazza minden a € 3 elem @ = Q \ a komplementerét,
és zart véges uniéra nézve. Ha 3 tartalmazza -t is, akkor X-t Boole-algebrdnak nevezziik,
ha pedig az unioképzés megszamlalhatoan végtelen elemre is zart, akkor Boole-o-algebranak,
vagy roviden o-algebrdnak. A definici6bol kiévetkezik, hogy ha 3 egy o-algebra, akkor tar-
talmazza az () iireshalmazt, zart megszamlalhaté metszetre nézve is, és teljesiilnek benne a
De Morgan-azonossagok. A lehetetlen eseményt és a biztos eseményt itt az () iireshalmaz
illetve az ) alaphalmaz reprezentélja.

A Boole-algebra halmazelméleti és haloelméleti fogalmai kozott a kapcsolatot a Stone-
tétel teremti meg, amely kimondja, hogy az absztrakt haléelméleti Boole-algebrak mindig
reprezentdlhatok halmazalgebrakkal. Mi a tovabbiakban a Boole-algebra absztrakt és a

! A haloelméleti alapokhoz, illetve az eseménytér haloelméleti bevezetéséhez 1d. az A. Fiiggeléket.
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halmazelmeéleti megkdzelitései kozott nem tesziink kiilonbséget; az absztrakt jeldlésrendszert
fogjuk hasznaljuk, de gyakran halmazokrél fogunk beszélni.

Ha Q egy nem iires halmaz, ¥ pedig 2 részhalmazaibol képzett o-algebra, akkor a (€2, %)
part meérhetd térnek nevezzikk. A torténetileg kialakult szohaszndlat szerint €2 elemeit
(amelyek &altalanos esetben megfeleltethet6k ¥ atomjainak) elemi eseményeknek, ¥ elemeit
pedig eseményeknek vagy néha dsszetett eseményeknek nevezziik.?

Az eseménytér bevezetése utan a valdszintiség egy olyan az eseményekhez egy 0 és 1
kozotti szamot rendels leképezés, amely diszjunkt elemeken additiv. Szokdsos bevezetése
meértékelméleti alapon torténik.

1. Definicié. Egy (2,X) mérhets téren értelmezett (o-additiv) mértéken egy olyan p :
Y — [0, 00] leképezést értiink, amelyre az alabbiak teljesiilnek minden megszamlalhatéan
végtelen sok a; € Y-ra:

(1) u@®) =0,
(i) p(Viai) = >, p(a;), ha a; A aj = 0 minden ¢ # j-re.

Az (Q,%, u) harmast mértéktérnek nevezziik. Egy mértéket valdszindségi mértéknek neve-
ziink, ha a biztos eseményhez 1-et rendel, azaz p(2) = p(Q) = 1; a hozza tartozo (2,3, p)
harmast pedig valdsziniségi mértéktérnek.

A valoszintiségi mértéktér tehat egy halmazbol, a halmaz részhalmazaibol képezett o-
algebrabol, illetve a o-algebra elemeihez 0 és 1 kozotti szamokat rendeld, a fenti elSirdsokat
kielégité valoszintiségi mértékbol all.

A valosziniiségszamitas neélkiilozhetetlen fogalma a valosziniségi valtozo. Legyen (02, )
és (2, %) két mérhets tér.

2. Definicio. Egy f : Q — U fliggvényt mérhetének neveziink, ha minden >'-beli elem
6sképe Y-ban van, azaz minden o/ € X'-re f~(a/) € ¥, ahol f~! az f fiiggvény teljes
inverze. Ha (€, X')-t specidlisan az (R, B(R)) mérhet térnek valasztjuk, ahol B(R) a valos
szamok Borel-o-algebraja (vagyis a valos szamok nyilt intervallumait tartalmazo legsziikebb
o-algebra), akkor f-et valdsziniségi vagy véletlen vdltozonak nevezziik.

A valoszintségi véaltozod értékkészletét idénként korldtozni szokds a valos szamok va-
lamely részhalmazara. Ha ez a részhalmaz megszamlilhato, akkor a valoszintségi valto-
70t diszkrétnek mondjuk, egyébként folytonosnak. Diszkrét valoszintségi valtozokra fontos
példa a Bernoulli-vdltozd, ahol f képtere egy kételemd halmaz ({0,1}). Ilyen Bernoulli-
valtozok példaul minden a € X-ra a x®: Q — {0, 1} karakterisztikus vagy indikdtor fiiggvé-
nyek:

1, hax €a,

X'(z) = {0, ha z ¢ a.

2Az Bsszetett” jelz6 egy kisseé félrevezetd, hiszen ha ¥ atomos, akkor elemei kbzé tartoznak az egyszeri
események (pontosabban az egyszert eseményeknek megfelel§ halmazok) is.
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A valb6szintségi valtozo tehat egy olyan fliggvény, amely az elemi eseményekhez szamokat
rendel. Az a fliggvény, amely meghatarozza, hogy egy valoszintségi valtozo értéke mekkora
valoszintiséggel esik egy bizonyos értéktartoményba, az eloszlas.

3. Definicio. Legyen (€2, %, p) valoszintiségi mértéktér, f : Q — R pedig egy valoszintiségi
valtozo. Ekkor a po f=1: B(R) — [0,1] fiiggvényt az f valoszintiségi valtozo eloszldsdnak
nevezziik, ahol f~! ismét csak az f fiiggvény teljes inverze.

Egy f:Q — R és egy g : 2 — R valosziniiségi valtozot azonos eloszldsinak neveziink,
ha po f~1(b) = po g~ (b) minden b € B(R) Borel-halmazra.

Szokés po f~! eloszlas értékét egy adott {z} € B(R) helyen az alabbi modon is jeldlni:
p(f = x). Ezzel a jeloléssel az f Bernoulli-valtozo eloszlasa, a Bernoulli-eloszlds, példaul a
kovetkeztképpen irhato:

p(f=1) = p,
p(f=0) = 1-p,

ahol p € [0,1]; a x* karakterisztikus fiiggvények eloszlasa pedig igy:

p(x*=1) = p(a),
p(x"=0) = pla>).

Hasonloan fontos eloszlas az egyenletes (uniform) eloszlds. Egy g diszkrét valoszindségi
valtozot egyenletes eloszlastinak neveziink, ha ¢ minden z; (i = 1...n) értéket azonos
valoszintiséggel vesz fel, vagyis ha a képterébe tartoz6 barmely z; elemre:

Folytonos valoszintségi valtozd esetében az egyenletes eloszlédsnak ez az egyszerd meg-
hatarozasa nem mtkodik, mert a p(g = x) valoszintiség minden z-re nulla. Igy ahelyett
a fogalom helyett, hogy g mekkora valoszintséggel vesz fel egy adott x értéket, a folyto-
nos esetben csak azt tudjuk értelmezni, hogy g mekkora valdszintiséggel vesz fel értéket az
[, x + dx] infinitezimalis tartomdnyban. Ennek értelmezéséhez tovabbi két fontos fogalmat
kell bevezetniink, az eloszlasfliiggvényt és a striségfiiggvényt. A g valdszintségi valtozo
eloszldsfigguényének az

Fg:R—R; Fy(z) = pog '((—o0,2))

nemcsokkend, balrdl folytonos fliggvényt nevezziik, amelynek hatarértéke az x — —oo-ben
0, az x — oo-ben pedig 1. Fy(x) annak a val6szintségét adja meg, hogy a g valoszintségi
véaltozo értéke kisebb z-nél. Ha az F,(z) eloszlasfiiggvény el6all az

Fy(xz) = /_x fo(a!)da!
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integralként, ahol f, : R — R egy nem negativ Lebesgue-integralhato fiiggvény, akkor fg-t
a g valoszintségi valtozo sdriségfiiggvényének nevezziik. Intuitive tehat fy(x)dx annak a
valoszintisége, hogy a g valoszintségi valtozo értéke az [z, x+dx] tartomanyba esik. Diszkrét
valoszintségi valtozasnal az f(x;) strdségfiiggvény a fenti p(g = x;) alakot Olti.

A siirtiségfiiggvény segitségével most mar konnyen megfogalmazhatjuk az egyenletes
eloszléast folytonos valdszintségi valtozok esetében is. Egy g folytonos valdszintiségi valtozd
egyenletes eloszlasu egy (a,b) tartomanyon, ha

ﬁ, ha z € (a, ],

folw) = { 0, haz ¢ (a,bl.
Az eloszlést jellemzd tovabbi két fontos mennyiség a varhato érték és a szoras.

4. Definicid. Legyen (92, X, p) valoszintisegi meértékter, f : Q — R pedig egy valoszintségi
valtozo. Az f valoszintségi valtozo Exp(f) vdrhaté értékét az alabbi integréllal definialjuk
(ha az létezik):

Exp(f) = /Qfdp,

ami megszamlalhato értelmezési tartomanyu diszkrét valdszintiségi valtozo esetében az alab-
bi Osszegre egyszertisodik:

Exp(f) = Zf(m)p({xi}),

ahol z; € ) minden i-re. Az f valdszinlségi valtozd szdrdsa az aldbbi mdédon definidlt
mennyiség:

Var(f) = /Exp(f?) — (Eap(f))?.
A fenti fogalmak illusztralasara tekintsiink az alabbi példat.

Példa. Legyen Q = {1,2,3,4,5,6} hatelemi halmaz, és legyen ¥ = P(Q) az 64 elemi
hatvanyhalmaza. 3-ban nyilvanvaldéan értelmezve vannak a szokasok halmazelméleti mi-
veletek. Az a = {1,2,3} és a b= {2,4,6} esemeények metszete a ¢ = a A b = {2} esemény,
unidjaad=aVb = {1,2,3,4,6} esemény, komplementereik pedig az a* = {4, 5, 6} illetve a
bt ={1,3,5} események. A miveletek disztributivak, és teljesiil a De Morgan-szabaly. Az
elemi események, vagyis ¥ atomjai, azaz legkisebb nem nulla elemei az a; = {i} események.
Az eseménytér atomos: minden Osszetett esemény alatt van atom, tovabba atomisztikus:
minden Gsszetett esemény atomok unidja. A fentiek példaul igy allnak els:

a = a1 VazVasg

b = ayVayVag
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A hal6 koatomjai (Id. az A. Fiiggeléket) az a;- események, lefedésre pedig példa az {1}
esemény lefedése az {1,2} eseménnyel.
Definialjuk ezek utan az esemeénytéren a p : ¥ — [0, 1] valoszintiseégi mértéket a kovet-

kez6képpen:

1 S
p({i}) = {g, ha ¢ péaros, (2.1)

0, ha ¢ paratlan.

Az a esemény valoszintsége példaul (az additivitas miatt) ekkor % lesz, a b eseményé pedig
1.

Vezessiink be végiil egy f: {1,2,3,4,5,6} — R valosziniiségi valtozot az eseménytéren
a kovetkezSképpen: f(i) = i. A valoszintségi valtozd varhato értéke és szorasa konnyen
kiszamolhato:

1 1 1
Exp(f) = 1><0+2><§~|—3><0+4><§~|—5><0+6><§:4

1 1 1 8
Var(f) = \/(1><0+4><§~|—9><0+16><§~|—25><0~|—36><§)—16: 3

Valoszintiségi mértékterekre tovabbi példdkat talalunk a B. Fiiggelékben. Most azonban
lépjiink tovabb a valdszintiségelmeéletnek egy méasik megfogalmazésa felé, amely alapfogalma
nem az esemény, hanem a kijelentés. Amint azt azonban latni fogjuk, a Boole-algebra a
valoszintiségnek ebben a megkozelitésében is kulcsszerepet kap.

2.2. A Lindenbaum-Tarski-algebra

Kezdjiik a nulladrendt nyelv fogalmaval.

5. Definicié. Nulladrendd formdlis nyelven egy olyan L = (Log, Con, Form) harmast
értiink, ahol Log = {&,v,~, (,)} alogikai konstansok, C'on a nemlogikai konstansok, Form
pedig a formulék osztéilya, azaz a legsziikebb olyan osztaly, amelyre az alabbiak fennallnak:

(i) Ha A € Con, akkor A € Form,;
(i) Ha A € Form, akkor ~A € Form;

(i) Ha A, B € Form, akkor A& B € Form;

(iv) Ha A, B € Form, akkor Av B € Form.
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6. Definicio. L egy interpretdicidjin egy olyan I : Form — {0,1} leképezést értiink,
amelyre minden A, B € Form-ra teljesiil, hogy

(1, hal(A)=o0,
I~4) = { 0 kiilsnben;
B 1, haI(A)=1¢I(B)=1,
[(A&B) = { 0 kiildnben;
_ 0, haI(A)=0¢ésI(B)=0,
[AvB) = { 1 kiilonben.

7. Definicié. (i) Logikai igazsignak neveziink egy A formulat, ha hozza minden interp-
retacio 1-et rendel. Jeloléssel: = A.

(ii) FEllentmonddsnak neveziink egy A formulét, ha hozza minden interpretaci6 0-at rendel.
Jeloléssel: = A.

(iii) Egy B formula akkor kévetkezik (szemantikailag) egy A formulabol, ha I(B) = 1
minden interpretacioban, ahol I(A) = 1. Jeloléssel: A = B.

(iv) Keét formula, A és B logikailag ekvivalens, ha A = B és B = A. Jeloléssel: A < B.

A logikai ekvivalencia két formula kozott azt jelenti, hogy a két formula igazsdgértéke
minden interpretiacioban megegyezik, azaz a két formula ugyanazt jelenti. A logikailag ek-
vivalens formuldk a nyelv egyfajta redundanciajat fejezik ki a vilag tényallasaival szemben:
egyazon tényéllasra vagy eseményre tobb logikailag ekvivalens formuléval is utalhatunk.
Ahhoz, hogy megszabaduljunk ett6l a redundanciatol, és eljussunk a nyelv altal reprezen-
talt eseményekhez, a kovetkezsket kell tenniink.

A & relacio ekvivalenciarelacid a formuldk halmazan. Tekintsiik Form-nak a < sze-
rinti Form/. faktorizaciojat, vagyis az ekvivalenciaosztalyok halmazat. Az alabbiakban
megmutajuk, hogy a Form/ . halmaz egy Boole-algebra.

Jelolje [A] az A formulaval ekvivalens formulak osztalyat. Definidljuk a A,V és - mi-
veleteket Form/<-n az alabbi modon:

[A]A[B] = [A& B]
[A] v [B] = [AvB]
A = A

Koénnyen lathato, hogy a miiveletek jol definidltak, vagyis nem fiiggnek az ekvivalenciaosz-
talyt reprezental6 elemt6l. Ha az A’ formula az [A] ekvivalenciaosztalyba tartozik, B’ pedig
a [B] ekvivalenciaosztalyba, akkor A’ & B’ az [A& B], A'v B' az [Av B], ~A’ pedig az [~A]
ekvivalenciaosztalyba fog tartozni az interpretacié fiiggvény tulajdonsagai miatt. Kénnyen
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ellendrizhet, hogy a A és V miiveletek disztributivak, a - mivelet pedig a halmazelméle-
ti komplementum (vagy az absztrakt haloelméleti ortokomplementécio, 1d. A. Fiiggelék)
tulajdonsagaival rendelkezik. Ezekkel a mitveletekkel tehéat, valamint az ellentmondasok
[{] ekvivalenciaosztalyaval mint nullelemmel, illetve a logikai igazsagok [1] ekvivalencia-
osztalyaval mint egységelemmel a ¥ = (Form/«, A, V=, [1],[1]) struktira Boole-algebrat
definial. Ezt az algebrat nevezik az £ nyelv Lindenbaum—Tarski-algebrdjinak.’

Most j0jjon a valoszintség definicidja. A valdszintség a formuldk halmazan értelmezett
olyan nem negativ értéki leképezés, amely tekintetbe veszi a nyelv logikai struktirijat,
azaz tautologidkhoz 1-et rendel, és egymaést kizaro kijelentéseken pedig additiv.

8. Definicio. Legyen £ = (Log,Con, Form) egy nulladrendd nyelv. Egy P : Form —
[0, 1] hozzarendelést a nyelven wvaldszindségfiigguénynek neveziink, ha minden A € Form-ra
és megszamlalhatd A; € Form-ra igazak az alabbi kikotések:

(i) P(A)=1,ha= A,
(ii) P(v; A;) =), P(A;), ha # A; & Aj minden i # j-re.
Ezekbdl a kikotésekbdl konnyen lathatoan adodik, hogy
P(A)=P(B), ha A< B,

vagyis P azonos értéket vesz fel a nyelv ekvivalens elemein. A formuldk halmazat fak-
torizalva a < ekvivalenciarelacioval tehat P-bdl a nyelv Lindenbaum-Tarski-algebrajan
értelmezett p valdszintiségi mértéket kapunk. Mindezt konnyen szemléltethetjiik az el6z6
alfejezet (25. oldal) példajan.

Példa. Legyen £ egy nulladrendid nyelv, ahol a nemlogikai konstansainak halmaza Con =
{A;]i=1...6}, és szoritsuk meg a nyelv lehetséges interpretaciéit arra a hat I interp-
retaciora, amelyek mindegyike C'on pontosan egy elemén igazak:

. 1, hai=j
A; _ ) Js
I4;) = {0, ha i # j.

A nyelv formuléi kozé ilyen mondatok fognak tartozni:

A = AjvAsvAs,
B = AQ’UA4UA6.

3Megmutathato, hogy minden klasszikus kijelentéslogika Lindenbaum-Tarski-algebraja Boole-algebrat
definial, a klasszikus els6rendd logikak algebrizalasa pedig un. cilindrikus algebrihoz vezet, amely a Boole-
algebranak természetes kiterjesztése.
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A kovetkezményrelaciora példa az A1 = A ésa Ay = B kivetkeztetés, logikai ekvivalenciara
pedig az

A& B & A,
AvB & NA5

relaciok. Faktorizalva az ekvivalenciarelacioval konnyen lathaté, hogy minden ekviva-
lenciahalmaz valamely [A;] ekvivalenciahalmazok unidjaként all el§, vagyis Form/o a
P({1,2,3,4,5,6}) halmazalgebraval lesz izomorf.

A nyelven ezek utén definidlhatjuk a P : Form — [0, 1] valoszintiségi mértéket a kovet-
kez6képpen:

1 S
z, ha ¢ paros
A 37 )
PA) = { 0, ha i paratlan.

Ez a hozzérendelés a P fliggvény tulajdonsigai miatt a nyelv 6sszes formuldjan jol defini-
alt. Jol lathato tovabba, hogy a P leképezés altal a nyelv Lindenbaum-Tarski-algebrajan
meghatarozott p valoszindségi mérték éppen (2.1) lesz.

2.3. Fiiggetlenség és korrelacio

A valoszintség filozofidja szempontjabol nagyon fontos a feltételes valoszintiség fogalma.

9. Definicié. Az a esemény feltételes (kondiciondlis) valdsziniségét a b eseményre nézve,
amennyiben p(b) # 0, a kovetkez6képpen definialjuk:

p(a A b)
p(b)

A definicidja alapjan minden nem nulla mértékd b eseményre értelmezhetjik a p, =
p(+]b) hozzarendelést, amely egy valoszintiségi meértéket definial az algebran, a feltételes
valdsziniségi mértéket, amely fontos szerepet jatszik majd a bayesianizmusban. A defini-
cionak tovabbi kozvetlen kovetkezmeénye a Bayes-tétel,* amely szerint minden a és b nem
nulla valészintiségi eseményre fennall, hogy

p(alb)

(2.2)

p(bla)p(a)
p(b)

Miel6tt tovabb lépnénk, szeretnénk megjegyezni, hogy a feltételes valoszintség fogalmat
néhany szerzé (pl. Rényi 1970) nem a (2.2) Osszefiiggés alapjan definidlja a nem feltételes
valészintiségek segitségével, hanem egyszertien alapfogalomnak tekinti. A feltételes valo-
szintiség elényben részesitését tobb dolog indokolja. Egyrészt a feltételes valoszintiség nem

p(alb) (2.3)

*A Bayes-tételre vonatkozo Gsszefiiggéseket 1d. a D. Fiiggelékben.
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definialhato a p(b) = 0 esetben, vagyis nulla valosziniség feltételre. Ha azonban a nulla va-
loszintségii eseményeket (ahogy azt szokds) nem tekintjiik lehetetlen eseményeknek, akkor
intuitive legaldbbis nem viladgos, hogy ezek az események miért ne szerepelhetnének felté-
teles valdszintiségekben. Raadasul ilyen események ,sokan” lehetnek: nem megszdmlalhato
mértékterekben nem megszamlalhatéan. A [0, 1] intervallumon értelmezett uniform mérték
esetében példaul egyik elemi eseményre mint feltételre sem lehet feltételes valoszintséget
értelmezni. Visszafelé, a feltételes valoszintiségbdl azonban konnyen szdrmaztathaté a nem
felteteles valoszintiség — a feltétel helyébe egyszertien az  biztos eseményt (vagy ha a va-
loszintiség egy nyelven van értelmezve, akkor egy tetszéleges 1 tautologiat) kell beirni. Az
pedig egy tovabbi, mar az interpretaciokra tartozo kérdés, hogy vajon a feltételes valdszini-
ség mint két nem feltételes valoszintség egyszerd ardnya helyesen adja-e vissza a feltételes
valoszintiséggel szemben tamasztott egyéb elvarasainkat (lasd (Szabo 2002, 87. o.)). Ezek-
kel a kérdésekkel azonban mi itt nem foglalkozunk, hanem a feltételes valoszintséget a fenti
kolmogorovi szellemben értjiik.

Az interpretacidok szempontjabol egy masik fontos fogalom a fiiggetlenség fogalma. Legyen
(Q,3,p) egy valoszintiségi meértéktér, és legyen a,b € X.. Az a és egy b esemeényt (valoszi-
niiségi értelemben) fiiggetlennek nevezziik, ha

planb) = pla)p(b),
vagy két ekvivalens forméban, ha
plat) = pla),
p(bla) = p(b).

Nagyon fontos latni, hogy események fiiggetlenségérsl csak azutan lehet beszélni, miutan
a valoszintiségi mértéktér adva van.® Ha két esemény nem fiiggetlen, akkor azt mondjuk,
hogy korreldlnak. Ha az a és b esemény pozitivan korreldl, vagyis ha

planbd) > pla)p(b),

akkor az egyik eseményt a negaltjara (ortokomplementuméra) cserélve a korrelacié negativ
lesz:

p(at Ab) < p(at)p(b),
plantt) < pla)p(dh),

mindkét eseményt felcserélve pedig ismét pozitiv:

plat AbY) > plat)p(bh).

S A fiiggetlenség fogalmanak jelentSségét mi sem bizonyitja jobban, mint Kolmogorov (1933, 21.0.) azon
megjegyzése, hogy a fiiggetlenség fogalma az, ami megkiilonbozteti a valoszintségelméletet a mértékelmé-
lettol.
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A fiiggetlenséget ketténél tobb eseményre is altalanosithatjuk. Az aj,as...a, € ¥ esemé-
nyeket teljesen figgetlennek mondjuk, ha az {1,2...n} indexhalmaz barmely {iy,7 ...}
részhalmazara fennall, hogy

p(/\ikaik) = Hp(alk)

A fiiggetlenséget ezek utan halmazokra is értelmezhetjik. A ¥; € ¥ (j = 1...m) hal-
mazokat akkor nevezziik fiiggetlennek, ha mindegyik halmazbol kivalasztva egy tetszGleges
elemet, azok teljesen fiiggetlenek lesznek.

Az alabbi, Kolmogorovtol (1933) szarmazé példa arra vilagit ré, hogy események pé-
ronkénti fiiggetlenségébdl nem kovetkezik teljes fiiggetlenségiik. Legyen Q = {1,2,3,4},
legyen 3 = P(Q), és legyen p uniform valoszintiségi mérték, azaz legyen p({i}) = % minden
i € Q-ra. Tekintsiik ¥ alabbi harom elemét:

a = {1,2}
= {1,3}
c = {1,4}

Nyilvanvald, hogy a, b és ¢ paronként fiiggetlenek, hiszen

T=plant) = plap®) =3
1 11
T=pland = plape) =5
1 1 1
T=pbAe) = pO(E =5
ugyanakkor azonban
L=planbae £ plapbipe =51 3

igy az események nem teljesen fiiggetlenek. Erre a példara mint Bernstein-paradozonra is
szokas hivatkozni, de a példa paradox jellege természetesen nem lathaté mindaddig, amig
a valoszintiséget nem interpretaltuk.’

2.4. A nagy szamok torvényei

A fiiggetlenség fogalma mellett a valészintiség interpretacidiban kulcsszerepet jatszanak a
nagy szamok torvényei. A nagy szamok torvényei valoszintségi valtozok aritmetikai &t-
lagara vonatkoz6 konvergenciatorvények. A torvényekhez a valdszintségi valtozok kétféle
konvergenciajat kell definidlnunk:

A Bernstein-paradoxon és a reichenbachi kozos ok elv kapcsolatarol lasd még (Uffink, 1999).
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10. Definicié. Az (2,3, p) valosziniségi mértéktéren valoszintsegi valtozok egy fi, fa. ..

//////

f, ha minden € > 0 val6s szamra
lim p(|f, — f]| <e) =1,
n—o0

vagyis ha az a, = {x € Q : |f,(z) — f(z)|] < &} események valoszintisége n novekedtével
1-hez tart.

11. Definicié. Az (Q, 3, p) valosziniségi mértéktéren valoszintsegi valtozok egy fi, fa. ..
sorozata majdnem biztosan (majdnem mindeniitt) konvergdl egy f valosziniiségi valtozohoz,

jeloléssel f; mb. f, ha
p(lim fn = f) =1,

vagyis ha a valoszintiségi valtozok pontonkénti konvergencidjaval definidlt a = {z € Q
limy, 00 fn(z) = f(x)} esemény valoszintsége 1.

Nem nehéz belatni, hogy a masodik konvergencia erésebb, azaz a majdnem biztosan
val6 konvergencidbol kovetkezik a valdszintiségi értelemben vett konvergencia.

A nagy szdmok torvényei valoszintiségi valtozok atlagara vonatkozo konvergencidkat
lemben vett konvergenciara vonatkozo tételeket kozos néven a nagy szamok gyenge torvé-
nyeinek nevezziik, a majdnem biztosan valé konvergenciara vonatkozé térvényeket a nagy
szdmok erds torvényeinek. Mindkét csoportba tételek tucatjai tartoznak a valdszintiségi
valtozokra kirott kiilonféle feltételeknek megfelelSen. Mi az alabbiakban mindkét csoport-
bol csak egy-egy klasszikusnak szamito tételt mondunk ki. (A bizonyitésokat lasd példaul
(Billingsley 1995, 85-88. 0.)).

1. Tétel. (A nagy szamok gyenge torvénye, Bernoulli-tétel.) Legyen (Q,X,p) valoszi-
ntiségi meértéktér, és legyen fi, fo ... paronként fiiggetlen’ és azonos eloszlast valoszintségi
valtozok egy végtelen sorozata, ahol a valdszintiségi valtozok varhatod értéke és szordsa min-
den i-re létezik, Exp(f;) = m és Var(f;) = 0. Ekkor az

— 1 .

Osszeg mint valoszintiségi valtozo valoszintiségi értelemben konvergél a kozos varhato érték-
P
hez, azaz s, = m.

"Valoszintseégi valtozok kiilonféle fiiggetlenségeinek definicioit lasd a D. Fiiggelékben.
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2. Tétel. (A nagy szamok erds torvénye.) Legyen (2,3, p) valoszintiségi mértéktér, és
legyen f1, fo... paronként fiiggetlen és azonos eloszlasu valdszintiségi valtozok egy végtelen
sorozata, ahol a valoszintségi valtozok varhato értéke minden i-re Exp(f;) = m, és minden
valoszintiségi valtozo véges Exp(fi) = my negyedik momentummal rendelkezik. Ekkor a

(2.4) 6sszeg majdnem biztosan konvergal a kozos varhato értékhez, azaz s, by .

A nagy szamok gyenge torvényét Bernoulli (1713) bizonyitotta el¢szor Bernoulli-eloszlésa
valtozokra, az erGs torvényre pedig az elsg torténeti példa Borel (1909) an. normdl szdm-
tétele. (A Bernoulli-tétel alkalmazésat karakterisztikus fliggvényekre lasd a D. Fiiggelék-
ben.) Megjegyezziik tovabbé, hogy a nagy szamok torvényei nem specifikiljak a konvergen-
cia gyorsasagat.®

8Ehhez az un. iterdlt logaritmus torvényét kell segitségiil hivni, 1d. (Billingsley, 1995).
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3. fejezet

A valbszintiség interpretaciol

Miutan az el6z6 fejezetben roviden ismertettiikk a matematika ,valoszintség” fogalmét, ra-
térhetiink konyviink kézponti kérdésére: mi is az a valoszintiség? Ahhoz azonban, hogy erre
a kérdésre valaszt kapjunk, vissza kell 1épniink egy 1épést, és tisztaznunk kell, hogy mit is
értiink a valoszintiség interpretacidja alatt?

//////

helyettesitése valamilyen tudomanyos vagy filozofiai fogalommal. Hogy ez a helyettesités
mennyire sikeres, az attol fiigg, hogy a magyarazo fogalom egyfel6l mennyire 6rzi meg a
hasonlosagat a magyardzandoval, masfell mennyiben ad pontosabb alkalmazhatosagi kri-
tériumokat a keziinkbe az adott tudomanyos vagy filozofiai taxonémidban. A h&mérsék-
let fogalmanak tudomanyos explikicidja a kdznapi hémeérsékletetfogalom helyettesitése egy
pontosan korvonalazhaté jelentéssel bird termodinamikai fogalommal; a tudas fogalmanak
filozofiai explikacioja a tudas koznapi fogalmanak helyettesitése egy pontosan kdrvonalaz-
hato jelentést ismeretelméleti fogalommal.

Ezzel szemben szoros értelemben interpretdlni egy formaélis, tehét jelentéssel nem ren-
delkez6 struktarat szokas — az interpretacié vagy mas néven szemantika éppen ennek a
jelentés nélkiili strukturanak a felruhézéasa jelentéssel. A formaélis struktura altalaban egy
els6rendd formaélis nyelv, a nyelv egy mondatanak jelentése pedig — legalabbis a jelentés
igazsagfeltétel-elmélete szerint — yalami olyasmi, ami meghatarozza azokat a feltételeket,
amelyek mellett a szoban forgdé mondat igaz, illetve hamis” (Lewis 1972).

Marmost explikdlnunk vagy interpretédlnunk kell a valészintiséget? Nyilvanvald, hogy a
,wvaloszin” a koznyelv sajatos hasznélattal bird kifejezése, és igy annak a tudoményos vagy
filozofiai elméletnek, amely hasznélni kivanja a valészintiség fogalmat, tekintettel kell lennie
erre a koznyelvi hasznalatra. Ez hasonlit arra, ahogy a ,h6mérséklet” vagy a ,tudas” termi-
nusok csak a kifejezések common sense hasznélatdnak figyelembevétele mellett kaphatnak
helyet egy 1j elméletben — mig ezek a kényszerek nem kotik példaul az olyan definicidval
bevezetett fogalmakat, mint az ,entropia” vagy a ,raépiilés”. Mindez azt mutatja, hogy a

35
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valoszintiség fogalmat mindenekelStt explikidlnunk kell.

Az explikacié a tudomanyel6tti fogalmat egy tudoményos elmélet terminusaval helyet-
tesiti. Egy tudoményos elmélet egy formalis vagy részben formalizélt nyelvbdl és egy in-
terpretaciobol allo par. A hémérséklet fogalmanak explikicioja tehat a koznyelvi hémeér-
sékletfogalom helyettesitése a termodinamika mint tudoményos elmélet, azaz mint részben
interpretalt formalis nyelv hémérsékletfogalmaval. A t6bbi tudomanyos fogalommal is ha-
sonld a helyzet: a ,gyorsasag”’ koznyelvi fogalmat a kinematika sebességfogalma explikalja,
az egyszerre” fogalmét a relativitdselmélet szimultaneitasfogalma.

Az explikicié szempontjabol a valoszintség fogalma azonban a tobbi fogalomtodl eltérd
torténeti utat jart be. Mig a fenti explikalt fogalomak elnyerték a helyiiket egy tudoményos
elméletben, addig a valdszintiség fogalma az eurépai gondolkodasban betoltott kardindlis
szerepe ellenére nem vdlt fizikai fogalommd. E helyett viszont kialakult egy matematikai fo-
galom és egy matematikai elmélet: a matematikai valoszintség illetve a valoszintiségelmélet,
amely Ggy tlnt, hogy helyettesiteni képes a valdszintiség koznyelvi fogalmat. Ezt az igényét
tikkrozte mar pusztan a szohasznélata is: eseményekrdl és ezek valoszintségeirsl beszélt,
mikozben halmazokat és fliggvényeket hasznalt. A helyzet a geometridval rokonithato, ahol
is a ,pont”, ,egyenes”’, stb. koznyelvi fogalmabdl megsziiletett egy matematikai elmélet, a
geometria.

Persze mondhatnank erre, hogy a valdészintiség éppen olyan explikilt fogalom mint a
hémeérséklet, hiszen szdmos fizikai elméletben felbukkan: haszndlja a statisztikus fizika, a
kvantumelmélet, stb. Masrészt a ,pont” és ,egyenes” fogalméaval is hasonl6 a helyzet: 6n-
magukban mint geometriai terminusok még interpretalatlanok, de egy fizikai elméletbe,
példaul a relativitaselméletbe keriilve interpretaciot nyernek. Van azonban egy nagy kii-
lonbség. Amig a termodinamika a hémérséklet fogalmat kézvetlendl interpretalja, vagyis
megmondja, hogy mit ért hémérsekleten: azt, ti. amit a héméré mér (legaldbbis bizo-
nyos hémeérséklettartomanyban) — addig a valosziniiséget tartalmazo elméletek egyike sem
mondja meg, hogy mit is ért valdszintiségen. A fogalom pusztan egy elméleti terminus.
A kérdés éppen az, hogy mit jelent a valoszintiség akar a statisztikus fizikdban, akar a
kvantumelméletben.

Vannak tehat tudoményos elméleteink egyfelsl, benniik szerepld valoszintségekkel, és
van egy matematikai elméletiink, a valdszintiségelmélet, benne a matematikai valdszind-
séggel — de egyik elmélet sem mondja meg, hogy mit is értsiink valoszintiségen. Ahogy
Poincaré tréfasan megjegyzi, a matematikusok azt hiszik, hogy a valdszintiség torvényeit a
természetbdl olvastuk ki, a természettudosok pedig azt, hogy matematikailag vezettiik le
Gket. Ezen feliil ott van tovabbra is a kdznyelv explikdlatlan valoszintségfogalma. Vagy-
is a valdszintiségnek mind az explikdcioja, mind az interpretacidja egyel6re varat magéra.
Melyik a helyes kiinduldépont a valosziniiség értelmezéséhez?

Nyilvanvaloan a valoszintség fogalmanak elemzésében nem bizhatjuk magunkat teljes
mértékben a fogalom koznyelvi hasznélatéara. A koznyelvi fogalomhasznalat regulativ sze-
repét elfogadni egyet jelentene azzal, hogy magunkéva tessziik a hétkoznapi nyelv filozofia-
jdnak azt a metafizikai prekoncepcidjat, amely szerint a fogalmak metafizikai elemzésének
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par excellence terepe a koznyelv, igy minden filozofiai elemzés alfaja a természetes nyel-
vi hasznalat. Szdmosan érveltek mar ez ellen az elképzelés ellen, amely érveket itt most
nem soroljuk fel. A val6szintiség elemzéséhez ennél tobbre van sziikség — valojaban nem
kevesebbre, mint a valdszintdség empirikus elméletének megalkotdsdra, vagyis egy olyan el-
méletre, amely kozvetleniil vagy kozvetve empirikus fogalmakban definidlja, hogy mit is
értiink valoszintségen. KEgy olyan interpretalt formadlis nyelvre tehat, amelyben szerepel
egy p terminus, és amely nyelv interpretacidja egyértelmien rogziti ennek a terminusnak
a fizikai jelentését. A koznyelvi elemzés itt pusztan annyiban juthat szerephez, amennyi-
ben koordindlja az elméletalkotas folyamatat: kiemeli a fogalom koznyelvi hasznalatanak
legfontosabb jegyeit, el6zetesen osztalyozza a haszndlat esetlegesen eltérg koreit, stb.

Hasonl6 a helyzet azonban az interpretécio tekintetében is. Ha a valdszintiség fogalméa-
nak analizisét ugy értelmezziik, mint a valoszintiségszamitas formalis nyelvének interpreté-
cidjat, akkor ugymond a szekeret fogjuk a 16 elé. Milyen garancidink vannak ugyanis arra
nézve, hogy ennek a formalis elméletnek az interpretacidja éppen a fizikai valoszintiséghez
vezet majd benniinket? Elvégre a normalt teriiletmérték is kielégiti a valoszintiség axiomait,
igy akar egy lakohaz tulajdonhanyadait is tekinthetnénk a valdészintiség ,helyes interpretéci-
6janak”. Vagy megforditva a kérdést, mi a garancidnk arra, hogy a ,tényleges” valdszintiség
(akarmi legyen is az) éppen ugy viselkedik, ahogy a Kolmogorov-féle valoszintiségszamitas
allitja? Erre azon tal, hogy a valoszintségszamitas haromszaz év kombinatorikai, statiszti-
kai problémaéainak gondos elemzésével jott létre, és igy helyesen ,kell”, hogy leirja a tényleges
valoszintiséget — nincs semmilyen garanciank.

Ezért a valosziniiség fogalmi elemzésében a helyes sorrend a kévetkezs. Amennyiben
adva van a valdszintiségnek egy értelmezése, el&szor is azt kell megvizsgalnunk, hogy a kér-
déses értelmezés empirikusan rogziti-e a benne szerepld ,yaldszintiség” terminus jelentését —
roviden, hogy az értelmezés valoban egy empirikus elmélet-e. Az explikacio és interpretacio
kérdése csak ezek utdn johet széba; vagyis csak ezek utan lehet feltenni a kérdést, hogy
a szoban forgo értelmezés valoszintségfogalma milyen viszonyban all a koznyelv valoszint-
ségfogalmaval illetve a torténetileg létrejott valdszintiségszamitéssal. Ennek hangsulyozésa
azért kiilonosen fontos, mivel a valészintiség empirikus meghatéarozasanak feladata az iroda-
lomban nagyon sok esetben teljesen hattérbe szorul a mésik két vizsgélati szempont mogott.

Ezzel a hibaval dsszefiiggésben az irodalomban az a széhasznalat honosodott meg, hogy
a valoszintség empirikus elméleteinek vizsgalatat a ,valoszintség interpretacioi” kifejezéssel
adjak vissza. A valoszintség elemzésével foglalkozo munkék jelentds része ilyen cimet visel,
és tartalmilag is a kiindulépontot legtébbszor a valdszintliségszdmitds matematikai elméle-
te jelenti, a feladat pedig abban &ll, hogy ehhez a formalis elmélethez fizikai szemantikat
rendeljiink. Mi ezt a megkdzelitést a fentebb elmondottak fényében nem fogadhatjuk el;
ugyanakkor nem kivianunk elszakadni a hagyomanyos sz6haszndalattoél sem. Ezért a tovab-
biakban mi is a ,valoszintiség interpretacioi” kifejezést fogjuk hasznalni (valojaban a kényv
cimét6l fogva ezt hasznéljuk), mégpedig abban a tdg értelemben, amely magéban foglalja a
valoszintiség fizikai elméletének valamint a kéznyelvi fogalomhoz illetve a kolmogorovi elmé-
lethez vett viszonyanak (azaz a sziik értelemben vett interpretacionak) vizsgalatat. A szik
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értelemben vett interpretacid helyett innentsl fogva igyeksziink a ,szemantika” kifejezést
hasznélni.

Ebben a fejezetben a kovetkezSképpen fogunk haladni. Mivel a szemantika alapjiul szol-
galo valoszintliségszamitas alapjait az el6z6 fejezetben ismertettiik, ezért ezt a fejezetet az
explikacié targyaval, azaz a common sense valdszintiségfogalom rovid vizsgélatéval kezd-
jik. Ezek utan bemutatjuk a valdszintiség interpretacidinak Wesley Salmontol szarmazo és
a szakmdban szinte egyontetten elfogadott kritériumait, és megmutatjuk, hogy e kritériu-
mok az interpretacié természetére vonatkozo milyen el6feltevésekkel élnek. Majd ratériink
arra a kérdésre, hogy mi is az a metafizikai entitas, amely valészintiséggel rendelkezhet — va-
jon események, tények vagy kijelentések-e a valoszintiség hordozo6i? Ezt kovetGen feltessziik
a konyv legfontosabb kérdését: mit is értiink egy esemény vagy kijelentés valoszintiségén —
a valaszt azonban a soron kovetkez§ fejezetekre bizzuk. Itt csupan a valoszintiségi interp-
retaciok tag térképét igyeksziink megrajzolni, és a térképen megjelolni azokat a metafizikai
ytartoményokat”, amelyeken az interpretiaciok egyaltalan elhelyezkedhetnek. Mivel az iro-
dalomban szokasban van a valdszintiséggel kapcsolatos filozofiai problémakat ugy elemez-
ni, hogy kozben a valészintiség fogalmét nem interpretaljak vagy csak intuitiv értelemben
hasznaljak, ezért a fejezetet két példaval, a Simpson-paradoxon és a reichenbachi kozos
ok példajaval zarjuk, és a példikon megmutatjuk, hogy a felvetett filozofiai kérdések nem
véalaszolhatok meg azel6tt, miel6tt a valoszintség fogalmét tisztaztuk volna.

3.1. A common sense valdsziniiség

,Mi a valoszintsége annak, hogy elérem a vonatot, hogy elkapom a betegséget, hogy az
esO elmossa a kirdndulast?” ,Mi a valdszintsége, hogy az evolicidelmélet helyes?”  Mi a
valosziniisége, hogy van élet a F6ldon kiviil is, hogy létezik Isten?” A bizonyitékok fényében
mi a valdszintisége, hogy 6 volt a tettes?” | Mi a valdszintsége, hogy nyerek a lottén, hogy
hatost dobok a kockéval?” — ilyen és ehhez hasonl6é fordulatokban hasznélja a koznyelv a
valoszintiség fogalmat. Mik ennek a koznyelvi hasznélatnak az altalanos szabélyai?

A koznyelvi felfogas szerint ami valoszint, az sem nem lehetetlen, sem nem biztos.! Ha
az urnabol valoészintleg fekete golyot fogunk hizni, akkor lehetséges, hogy feketét huzunk,
de nem biztos. A lehet&ség itt empirikus lehet&ség, és nem pusztan logikai. Az, hogy lehet-
séges, hogy fekete golyot huzok, nemcsak azt implikalja, hogy az el6zetes feltételek (az urna
osszetétele, a huzas modja) nincs logikai ellentmondéasban az eredménnyel (a fekete golyd
hazéasaval), hanem azt is, hogy empirikusan sem zarjak ki azt (ahogy mondjuk kizarjak,
hogy egy nyulat hazzak ki az urnabol). Ezek a kezdeti feltételek implicit médon benne
foglaltatnak minden koznyelvi valészintségi kijelentésben, akar explicitté képes tenni ket
a beszéld, akir nem.

LA common sense valoszintségfogalom elemzésében Max Black-nek (1967) a Macmillan Encyclopedia of
Philosophy-beli Probability szocikkére tdmaszkodom.
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A yalosziniileg” kifejezés nem metanyelvi kifejezés, hanem a hétkdznapi targynyelv ré-
sze, igy ,, Az urnabol valoszintleg fekete golydt fogunk hizni” mondat a vilag tényeire vo-
natkozik. Normal esetben az, hogy ,, Az urnabol valoszintleg fekete golyot fogunk huizni”
implikalja, hogy , Az urnabol fekete golydt fogunk huzni”. Ezért normadl koriilmények ko-
z0tt abszurd azt allitani — mintegy Moore paradoxonjanak mintajara —, hogy ,,Az urnabol
valosziniileg fekete golydt fogunk huzni, de nem fogunk feketét huzni”. Vagyis ,Az urné-
bol valosziniileg fekete golyot fogunk hiazni” mondat allitdsaval a beszéls elkdtelezodik ,,Az
urnabol fekete golyot fogunk huzni” igazsdga mellett, megengedve ugyanakkor, hogy az el6-
zetes feltételek esetleg nem elegendGen erdsek az eredmény létrehozasiahoz. Ha a beszéls
fehér golyot huz, kijelentheti: | Tévedtem”, ugyanakkor reflektalhat is a mondat megengedd
jellegére: | Fehéret hiztam, mindenesetre a fekete valdszintibb volt”. Ennélfogva a ,yaloszi-
ni” kijelentés szerepe kettds: egyrészt valoszintiséget tulajdonit egy eseménynek, masrészt
meg is josolja egy esemény bekovetkezését. Fzzel fligg Ossze, hogy a valdszintségi kijelen-
tések szorosan kotGdnek a valoszintiségi becslések gyakorlati szerepéhez a cselekvésekben.
Abszurd tehét azt allitani, hogy ,,Fz felettébb valoszini, de nem hiszem, hogy igy lesz” vagy,
hogy ,Ez felettébb valoszint, de ezt inkadbb ne vedd figyelembe”. Mas sz6val a bizonytalan
helyzetekben valé dontés igazodik a valdszintségi becslésekhez: koveti a csaknem bizonyost,
és keriili a nagyon valdszintitlent.

Amig a kdznyelvi hasznalatban a ,valoszind” jelz6i és a ,valoszintleg” hatérozoi fordulat
egyfajta elkotelezettséggel jar az &llitott mondat igazsidga vagy a esemény bekdvetkezése
mellett (,Valoszint, hogy feketét hazunk.”), addig a ,valoszint, hogy” és még inkabb az
y,annak a valészintisége, hogy” névszoi kifejezés lazit ezen az elkdtelezddésen, és egyfajta
episztemologiai tavolsagot tart az allitott mondattol (,A fekete golyd huzasanak valoszind-
sége nagy.”).

A valoszintiség szoros fogalmi rokonsagban all a lehet&séggel. Mind a ,yvaldszinG”, mind

a ,lehetséges” kifejesés fokozhato. — ,Mennyire valoszini?” — ,Nagyon valdszini.” — , Rend-
kiviil valoszind.” ,Mennyire lehetséges?” —  Igencsak lehetséges.” — (Csaknem biztos.” A

,hiztos’-t a kdznyelv nem tekinti a ,yvalészind” specidlis esetének. A szoros fogalmi rokon-
sédg hatterében az a természetes meggy6z6dés all, hogy a valoszintiség a kezdeti feltételekre
vonatkoztatott empirikus lehet&ség, egyfajta tavolsag a bizonyostol. Lyuk van a taskamon,
amelyben a lakaskulcsomat tartom. A common sense szerint ,lehetséges”, hogy a kulcs
kiessen a lyukon, de nem biztos, mert a kulcs lehet éppen a taska mésik felében is. Ha a
taskdmon egy maésik lyuk is tamad, akkor a kulcs kap egy extra lehetGséget is, hogy kiessen,
és igy nagyobb lesz a valoszintsége annak, hogy kiesik. A példa mogotti racionalé vilagos: a
kezdeti feltételek (a téska) nem hatarozzak meg teljes mértékben a lehetGségeket a végered-
mény (a kulcs kiesése) tekintetében. Amennyiben inkabb blokkoljak a lehetséges utakat a
siker fel¢, annyiban a kimenet inkabb valdszinttlen, amennyiben szabad utat engednek a
sikernek, annyiban a kimenet valészind. Vagyis a kezdeti feltételek egyfajta tendencidval
rendelkeznek, hogy a végeredményt realizaljdk. Ennek a tendencidnak a pontos mibenléte
a koznyelvi hasznélatbol nem deriil ki, annyi azonban megallapithat6, hogy a tendencia a
szOban forgd szitudcié objektiv tulajdonsaga.
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Az, hogy lehetséges, hogy a kulcs kiessen a lyukon, empirikusan igazolhato: néha el-
vesztem a kulcsomat. Ha az esetek tobbségében kiesik a kulcs, akkor valoszintnek fogom
tartani, hogy a kulcs kiessen, ha szinte sohasem esik ki, akkor csaknem lehetetlennek. A
common sense elképzelés azonban nem azonositja a valdészintséget a relativ gyakorisaggal,
hanem az utobbit egyszertien az elébbi jelének veszi. Az empirikus verifikacié mellett a

valészintiségi kijelentéseket igazolhatjuk masfelsl pusztan introspekcié révén is. — Mi a
valoszintisége annak, hogy egy exobolygon életet talalnak?” —  Kisebb, mint egy szazalék.”

[lyenkor egyszertien reflektalhatunk arra az meggy6z&désiinkre, hogy az exobolygbékon az
életet kevésbé tartjuk valoszintinek, mint mondjuk egy dupla hatos dobasat két kockaval. A
valdszintiségi joslatokba némi uniformités is belejatszik. Azt, hogy két hasonld Gsszetételd
urnabol fekete golyot huzunk, azonos valoszindségiinek tartunk. Ez az elv egyszertien az
,azonos okokbol azonos okozatok” maxima altalanositasa valészintségi eloszlasokra.
Osszefoglalva a common sense valoszintiséget az alabbi harom tulajdonsag jellemzi: (i)
valoszintséggel szingularis események és altalanos tényallasok egyarant rendelkezhetnek, (ii)
valoszintségi kijelentéseink a kiilvilagra vonatkoznak és nem a beszéls hitallapotara, (iii) a

relativ gyakorisdg nem azonos a valdszintséggel, legfeljebb igazolhatja azt.

3.2. A val6szintiség interpretaciéjanak kritériumai

Amint a bevezet6ben mar emlitettiik, a valoszintiség interpretacidojanak feladatat az iroda-
lomban legtobbszor abban 1atjak, hogy egy formélis rendszerhez, a valoszintiségszamitashoz
valamilyen fizikai szemantikat adjanak meg. Adva van tehat egy (€, X, p) valoszintségi mér-
téktér; kérdés, hogyan interpretaljuk a benne szereplé mennyiségeket. Ehhez konkrétan a
kovetkezd kérdésekre kell valaszt kapnunk:

1. Mi jelent a valdszintiségelmélet eseménystrukturaja? Hogyan interpretaljuk az ese-
ményeket, azaz mi az 2 és 3 halmaz jelentése?

2. Hogyan értelmezziik a p : ¥ — [0, 1] hozzarendelést? Mit értiink azon, hogy egy a
esemény p(a) valoszintsége egyenls x-szel?

Ezt a formalis kiindulépontot valasztva valamiképpen azt is garantalni kell ezek utan, hogy
az igy megadott szemantika ,helyes” lesz: valoban a keresett valoszintséghez vezet el. Eh-
hez valamilyen kritériumok sziikségesek. Ilyen adekvdtsdgi kritérumokat fogalmazott meg
Wesley Salmon (1966), és a szakma tobbnyire az ¢ kritériumait hasznalja a valoszintiségi
interpretaciok megitélésére. A kritériumok a kovetkezdsk:

»Megengedhetdség |Admissibility]: Azt mondjuk, hogy egy formadlis rendszer
interpretaci6ja megengedhets, ha a primitiv terminusokhoz rendelt jelentések
a formadlis axiomdékat, és kovetkezésképpen minden tételt igaz kijelentésekké
transzformalnak. A valdészintségfogalommal szemben tamasztott alapvetd ko-
vetelmény, hogy kielégitse azokat a matematikai relaciokat, amelyeket a valdszi-
ntségi kalkulus hataroz meg.
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Kiderithetdség |Ascertainability|: Ez a kritérium azt kivanja, hogy alljon ren-
delkezésre valamilyen modszer, legaldbb elvben, amellyel kiderithetjiik a valo-
szintiség értékeit. Mindez pusztan azt a tényt fejezi ki, hogy a valosziniiség
fogalma hasztalan volna, ha lehetetlen volna elvben kideriteni hogy mik is a
valoszintségek . ..

Alkalmazhatdsdg |Applicability|: Ennek a kritériumnak az erejét legjobban Bishop
Butler hires aforizméja fejezi ki: ’A valdszintiség az élet kalauza.” Megkeriilhe-
tetlen tény tehat, hogy olyan valdszintiségfogalmat keresiink, amelynek gyakor-
lati prediktiv ereje van.” (63-64. o.)

A kritériumok értelmezést kivannak. A megengedhetéség kritériuma a fenti megfogalma-
zésban egy kissé homdlyos, ugyanis a matematikai relacidkat kielégiteni csak matematikai
fogalmak tudnak, nem pedig fizikai eljarasok vagy jelentések. Masfel6l, ha egy valoszintiségi
kalkulusban megadjuk az alapfogalmak fizikai jelentését, akkor azok a fortiori kielégitik a
formalis kdvetelményeket, 1évén azok interpretacidi. A kiderithetGség kritériuma valojaban
megadni az elmélet terminusainak fizikai jelentését. A | legalabb elvben” kitétel a megfo-
galmazasban a szigoru verifikacionizmussal szemben tesz engedményeket. Alkalmazhatosag
kritériuméval Salmon a valdszintiség interpretécidjara terheli azt a feladatot is, hogy szolgdl-
jon alapul a valdszintség fogalméanak az indukcio, a tudoményos kovetkeztetés, a raciondlis
hit témakorében vald hasznalatdhoz vagy éppen a tudoményban valé paradigmatikus hasz-
nélathoz.

A kritériumok értelme valdjaban akkor valik vilagossa, ha elhagyjuk azt a formalis ki-
indul6pontot, amelyet a valoszintiség szokasos elemzései kovetnek, vagyis a valoszintiség

igy tekintiink, akkor rogton értelmet nyer példaul Salmon megengedhetdségi kritériuma.
Miutdn ugyanis rendelkezésiinkre all egy elmélet, értelmes lesz feltenni azt a kérdést, hogy
az elmélet formélis része milyen viszonyban all a kolmogorovi valdszintiségelmélettel. Egy
példat emlitve, ha a valészintség relativ gyakorisag végtelen sorozatokban, akkor feltehetjiik
azt a kérdést, hogy ezen sorozatokban értelmezett relativ gyakorisagok vajon modellezik-e a
valoszintiségeket mint mértékeket. Ha az deriil ki, hogy a kérdésre a valasz nemleges, abbol
persze még korantsem kovetkezik, hogy a valdszintiség relativ gyakorisag elmélete nem meg-
engedhetd, ahogy azt Salmon elsé kritériuma sugallja. Ebbé6l a ténybdl mindossze annyi
kovetkezik, hogy a fizikai val6szindség mds, mint amit a matematikai valoszintiségelmélet
alapjan varnank. Az eltérés okan természetesen el lehet toprengeni: vajon nem idealizalja-e
tal a mértékelmélet a valészintiség fogalmat, vajon a fogalomnak nem mas jegyeit tartja-e
szem elGtt a matematikai és a fizikai elmélet, stb. A lényeg azonban az, hogy amennyi-
ben a fizika elmélet formalis része nem modellje a klasszikus valészintiségszamitasnak, még
nem sziikséges ez el6bbit elvetniink, hiszen nincsenek a priori el6irasok arra nézve, hogy a
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tényleges valoszindségeknek éppen a kolmogorovi elmélet szerint kellene viselkedniiik.

Valojaban az interpretacionak ezt az altalunk javasolt formdjat sugallja a masodik,
kiderithetGségi kritérium is. Az, hogy az interpretacio kiderithets, egyszertien annyit jelent,
hogy egy fizikai elmélet all rendelkezésiinkre, amely fizikailag értelmezi a benne szerepld
valoszintiség terminust.

Ami Salmon harmadik, megengedhetgségi kritériumat illeti, ez megitélésiink szerint
egyszeriien az explikicié kovetelményét fogalmazza meg. Egy fizikai elméletet csak akkor
tarthatunk a valoszintiség, nem pedig valamely mas koznyelvi fogalom fizikai elméletének,
ha az elmélet azokat az elGzetes jegyeket explikalja, amelyekkel a valoszintiség a koznapi
hasznalatban rendelkezik. Salmon ezek kozé sorolja a prediktiv er6t is, igy egy olyan fizikai
elméletet, amely alapjan események jovébeli bekdvetkezésére nem lehet joslasokat adni, nem
mindsiilhet a valoszintiség helyes elméletének. Nehéz azonban belatni, hogy a valdszintség
fogalmanak milyen extra prediktiv erével kellene rendelkeznie azon tul, amellyel minden
egyéb fizikai fogalom rendelkezik. Ha a hémérséklet egy valoban létezd fizikai fogalom, ak-
kor rengeteg predikciéra nyuajt lehetGséget — kezdve onnan, hogy mi torténik, ha télen nem
veszek kabatot, egészen addig, hogy mi torténik egy gaztartdlyban, ha névelem a nyomast.
A hémérséklet tehat ,kalauz az életben” — mind a hétkoznapiban, mind a tudoméanyosban.
Ezen a fizikai fogalmakra jellemz§ &ltaldnos prediktiv erén tulmenden a valdszintség sem
rendelkezik semmiféle extra prediktiv erével. Ha a valoszintség fizika fogalom, és igy bele-
illik egy fizikai elméletbe, akkor a fizikai elmélet és alkalmazési kore meg fogja hatarozni,
hogy a valdszintiség milyen predikciokra hasznalhatd. Az természetesen egy tovabbi kér-
dés, hogy a valdszintiség fogalma az indukcio, a raciondlis dontés, a tudomanyos elméletek
konfirméciéjanak céljait szolgald predikciora is alkalmas lesz-e. Mindenesetre ezek a szem-
pontok nem tartozik bele a fogalom el6zetes hasznalataba, igy nem is befolyasolhatjak (bar
torténetileg nem ritkéan befolydsoltédk) a valoszintség fizikai elméleteinek kialakulését.

Osszefoglalva, Salmon harom adekvatsagi kritériuma a helyes értelmezés szerint a ko-
vetkezd programot szorgalmazza. 1. Alkossuk meg a valoszintiség fizikai elméletét (kiderit-
hetGségi kritérium); 2. vizsgaljuk meg az elmélet formalis részének viszonyéat a valoszint-
ségszamitashoz (megengedhetSségi kritérium); 3. végiil ellendrizziik az elméletben szerepld
valoszintiségfogalom viszonyat a koznyelvi valoszintiségfogalomhoz (alkalmazhatosagi kri-
térium). Mindez egybevag azzal, amit a bevezetSben a valosziniiség tag értelemben vett
interpretaciojanak neveztiink. Igy értelmezve a kritériumok helyesek, és a tovabbiakban mi
is hasznélni fogjuk 6ket. Most azonban térjiink at annak a kérdésnek a tisztazésahoz, hogy
minek is van valdszintisége.

3.3. Az események és kijelentések metafizikaja
A valoszintiségelmélet interpretacidinak alapfogalma vagy az esemény vagy a kijelentés. Az

metafizikai kérdés, amelynek részleteit6l itt most eltekintiink, és csak a legsziikségesebbeket
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foglaljuk Ossze. (A részletesebb targyalashoz 1d. (Schneider 2005) vagy magyarul (T6zsér
2009)).

a fizikai targyakéhoz képest, ami annél is inkdbb meglepd, mivel a jozan ész a targyakhoz
hasonlbéan realista az eseményeket illetGen is: az eseményeket meg tudjuk kiilonboztetni
egymastol, referdlni tudunk rajuk, szamlalni tudjuk Gket, stb. Az események a fizikai tar-
gyakhoz hasonléan partikularék. A partikuléris vagy szinguldris eseményeket (token events)
meg kell kiilonboztetni az altalanos eseményektsl vagy eseménytipusoktdl (type events). Az
eseménytipusok természetét illetGen a két szembenall6 metafizikai hagyomanynak megfe-
lelGen két elképzelés 1étezik. A realista elképzelés szerint az eseménytipus egy tulajdonsdg
(univerzalé), a nominalista hagyomany szerint az esemeénytipus szinguléris események osztd-
lya. Hogy ebbe az eseményosztilyba azutén csak aktualis szingularis események tartoznak-e
bele vagy lehetséges események is, az a nominalista alldsponton beliil tovabbi valtozatokat
eredményez. Szingularis esemény tehat az a konkrét hatos dobés, amelyet ezzel a kockaval
ma délben végrehajtottam, eseménytipus pedig a realista értelemben a ,hatos dobés” tu-
lajdonsaga, nominalista értelmezésben a szingularis hatos dobasok osztalya. A szingularis
események és az eseménytipusok kozotti viszonyra a szokdsos metafizikai terminus a rea-
lista tradicidban az instancidlds: a ma déli hatos dobés a ,hatos dobas” tulajdonsiganak
instancidl6édésa, a nominalista hagyoményban pedig az eleme: a déli hatos dobas a hatos
dobasok osztalyanak eleme. Amint majd latni fogjuk, a realista-nominalista szembenél-
las nem jelenik meg a valdszintiségi interpretaciok kozotti vitaban, azonban a val6szintség
valoszintiséget szingularis eseményhez vagy eseménytipushoz rendeli-e.

Az események metafizikdjanak tobb rivalis elmélete létezik. Az egyik elmélet szerint
a szingularis események téridGtartomanyok, vagyis a téridé részhalmazai. A ma délben
végrehajtott kockadobas a térnek az a régidja, amelyet a kocka (esetleg a kezem, vagy az
asztal) elfoglalt, és az id6nek az a szakasza, amely a kocka eldobasatol a kocka landolasaig
eltelt. E felfogas szerint az események primitiv, ontologiai szerkezet nélkiili entitasok, ame-
lyeket pusztan relacios, azaz a tobbi eseményhez fiz6d6 kapcsolataik révén azonositunk.
Ez a szinguléris kockadobdas abban kiilonbozik egy masik kockadobastol, hogy a téridé méa-
sik helyén tortént. De vajon nem torténhet-e a térid6 egyazon régidjaban két esemény?
Ugyanaz-e az a két esemény, hogy a kockival hatost dobtam, és az, hogy paros szamot
dobtam — ha torténetesen délben hatost és igy paros szamot dobtam? Ugyanaz-e hangosan
beszélni és zavarni a szomszédot? Vagy Davidson (1980, 178. o.) példajaval: ha egy golyo
melegszik, és kozben forog is, akkor ez két esemény vagy egy? Ha meg szeretnénk engedni,
hogy a téridé egyazon régivjaban tobb esemény is helyet kaphasson, akkor az eseményeket
masképpen kell individudlnunk, nem pusztédn a téridébeli locus-uk alapjan.

Ezt teszi a szingularis eseményeknek egy masik elmélete, amely az eseményeket az oksagi
folyamatokban betoltott szerepiik alapjan azonositja. Az események ebben az elméletben
is bels6 szerkezet nélkiiliek, azonban nem két6dnek kizarolagosan téridstartoméanyokhoz. A
hatos és a paros dobés kiilonb6z8 események, mivel mas oksagi haléba illenek bele: néhany
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tarsasjatékban hatos dobas esetén még egyet dobhatok, paros dobas esetén azonban nem. A
térids elmélettel szemben az oksagi elmélet tobbletfeladata, hogy el6zetesen meghatarozza
az oksag fogalméat az eseményfogalom felhasznalasa nélkiil. Ez azonban komoly kihivasnak
bizonyul, hiszen az okok és okozatok maguk is események.

Egy harmadik, Jaegwon Kim (1998) nevéhez fiiz6d6 elmélet még finomabban individual-
ja az eseményeket. Kim szerint az események Osszetett entitasok, amelyeket egy szubsztan-
cia, egy tulajdonsag és egy idépont harmas strukturaja karakterizal. A ma délben tortént
kockadobas tehat harom komponensbdl 4ll: a kockabol mint szubsztanciabol, az eldobasbol
mint tulajdonsaghbol (eseménytipusbol), és a ma déli idépontbol. Ha tehét nem a kockat
dobtam volna el, vagy nem ma délben, hanem tegnap délben, vagy ha nem eldobtam volna,
hanem a taskdmba tettem volna — mindharom esetben mas eseményt kapnék. Az esemény
azonban nem pusztan egy rendezett harmas: a kockadobés eseménye csak akkor kovetkezik
be, ha a kocka ma délben instancidlja (exemplifikdlja) az ,eldobva lenni” tulajdonsagat.

Kim elméletének egyebek kozt azt szokas felroni, hogy elkotelezédik a fizikai targyak
léte mellett, vagyis feltételezi, hogy minden eseményhez egy szubsztancia tartozik, ahogy a
hatos dobashoz a kocka. Ezt a feltételezést kiiszoboli ki David Lewis elmélete. Lewis szerint
a szingularis események a fenti téridérégio-elmélethez hasonldéan téridérégiok. Individuéci-
6jukhoz azonban nem elegendd megadni pusztin azt a térid6régiot, amelyben torténnek,
hanem ezen feliil meg kell adnunk a térid6régiok egy osztalyat is, amelynek az illet6 esemény
eleme. Fz az osztaly hivatott képviselni Lewis nominalista metafizikdjaban azt a tulajdon-
sagot, amelyben az osztaly elemei kozosek.? A golyo felmelegedése és forgasa tehat azért
kiilonb6z események Lewis szerint, mert az egyiknek megfelel§ eseménytipus kiilonbozik
a masiknak megfelel§ eseménytipustol: a vilagban (vagy valamelyik lehetséges vilagban)
vannak melegedd, de nem forgd gombok, és forditva.

A fenti négy elmélet tobbek kozott abban tér el egymastol, hogy kiilénb6z6 finomsagban
tagolja az eseményeket. A skdla egyik végén a téridérégid all, amely szerint azzal, hogy
kijeloljiik egy esemény helyét és idejét, és kikotjiikk, hogy az események az aktudlis vilag
részei, mar egyértelmien individudljuk az eseményeket: az aktudlis vildgban akkor és ott,
nem torténhet més, mint ami ténylegesen toérténik. A hatos dobas és jobb kézzel valoé dobas
legfeljebb egy tulajdonsaga lehet annak a szingularis kockadobasnak, amely ma délben
tortént az asztalomon.

A skala masik végén Kim és Lewis elmélete all, amely igen finoman tagolja az esemé-
nyeket. A hatos dobéas, és a paros szam dobédsa két esemény, mert benniik két kiilonb6z6
tulajdonsag instanciidlodik a téridé adott pontjan. De nem szaporodnak-e igy el tilsagosan
a déli kockadobassal kapcsolatos események? Azonos-e példaul az az két esemény, hogy ma
délben eldobtam a kockat, valamint az, hogy ma délben jobb kézzel eldobtam a kockat — ha
torténetesen igy volt? Kim igyekszik elejét venni az események ilyetén proliferaciojanak, és
azt allitja, hogy a déli kockadobas és a déli jobb kezes kockadobés — szemben a hatos és a

2Hogy ebbe az osstalyba Lewis azutan lehetséges vilagok téridétartomanyait is beleveszi, az itt most
nem lényeges.
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péaros dobéassal — egy esemény, mivel jobb kezes kockadobas esetében nem a kocka instan-
cialja az ,,jobb kézzel eldobva lenni” tulajdonsagot, hanem a kockadobés eseménye (amely
maga az eldobas instancialodasa a kocka altal) instancialja a ”jobb kézzel valo” (hatérozoi)
tulajdonsagot.

Az egyre finomabban strukturalt eseményfogalom azonban atvezet benniinket egy mésik
metafizikai kategoridhoz, a tényekhez. A standard meghatarozas szerint a tény egy tulajdon-
s4g instanciilasa egy konkrét partikularé altal. Mint ilyen a tény absztrakt és atemporalis
entitas. Az, hogy ma délben eldobtam egy kockat, egy tény, amelyben a kocka mint konkrét
partikularé instancialja az ,eldobva lenni” tulajdonsagat. Az, hogy ma délben hatost dob-
tam, egy masik tény, mert a kocka itt a ,hatost dobni” tulajdonsigét instancialja. Vagyis
ha ma délben hatos dobtam a kockaval, akkor mindkét tény fenndll, az is, hogy eldobtam
a kockat, és az is, hogy hatost dobtam. Mint lathato az események oksagi elmélete és még
inkdbb Kim tulajdonsig-exemplifikicids elmélete szerint ennek a két ténynek két esemény
felel meg: a hatos dobés és a paros dobés eseménye,?, mig az események téridorégio elmélete
szerint csak egy: az az esemény, amelyet az adott téridérégié azonosit.

Az eseményfogalom metafizikai skalaja tehat a durvan tagolt téridGeseményektsl a fi-
noman tagolt tényekig terjed. A tovabbiakban ezért szem el6tt kell majd tartanunk, hogy
esemény alatt milyen metafizikai entitast is értiink.

Folytatva a szokasos metafizikai parlance-t: a tények igazsdgalkotok (truth-makers). Mit
jelent ez? Vagyis melyek azok a metafizikai entitasok, amelyek képesek igazak és hamisak
lenni attol fliggen, hogy bizonyos tények fennallnak-e vagy sem? A standard vélasz a
kérdésre: az igazsag hordozoi (truth-bearers) propozicidk. A tények metafizika bevezetését
éppen az teszi indokoltd, hogy velilk megmagyarazzuk, miért tartunk bizonyos propozici-
okat igaznak. A propoziciok bevezetése azonban csak tovabbi metafizikai feladatokat rona
rank: el kellene szamolnunk a propoziciok mint absztrakt partikularék metafizikai termé-
szetérél. Eppen ezért mi a tovabbiakban igazsaghordozoknak nem a metafizikailag terhelt
propoziciokat fogjuk tekinteni, hanem a neutrélisabb kijelentéseket. Kijelentés alatt itt nem
egy konkrét téridsbeli megnyilatkozast értiink, hanem egyszertien egy formalis nyelv elemét.
A tények absztrakt strukturajat tehat egy formalis nyelv jol definiélt kijelentései (formuléi)
reprezentaljik, orokolve ezaltal a tények finoman tagoltsagat.

A kijelentések és a tények kozotti viszonyt a szemantika teremti meg: a nyelv egy bizo-
nyos formuldja akkor és csak akkor igaz, ha egy bizonyos tény fenndall — vagy visszatérve a
finoman tagolt események nyelvére: ha egy esemény bekovetkezik. A kijelentése és a tények
kozotti szemantikai viszony természete igen nehéz metafizikai kérdés. (Ehhez 1d. Szabo
2003) Hasonl6an nehéz metafizikai kérdés, hogy vajon a tények szerkezete  hasonlit-e” a
formalis nyelv szerkezetére. Vannak, akik szerint az Osszetett formuldkat Ssszetett tények
teszik igazza; vannak, akik szerint minden tény atomi; és van olyan is, Davidson, aki szerint
csak egy tény létezik, az Igaz. Ismét csak maradjunk a metafizikailag 6konomikus valto-

3Eppen ez az, amiért Kim elméletét azzal szokas vadolni, hogy az nem is esemeényeket individual, hanem
tényeket.
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zatndl, és anélkiil, hogy elkotelez6dnénk a konjunktiv, diszjunktiv stb. tények létezésének
kérdésében, mondjuk egyszertien azt, hogy egy nyelv atomi kijelentéseinek a vilag tényeire
vonatkoz6 szemantikdja a konnektivumok segitségével egyben az Osszetett formuldkat is
szemantikaval latja el.

Két metafizikai entitdsunk van tehat: az immanens, temporéalis és (legalabbis a téridérégio-
elmélet szerint) durvan tagolt esemény illetve az absztrakt, atemporalis és finoman tagolt
tényeket reprezentédld kijelentés. Melyik legyen a kett6 koziil a valdszintiség hordozdja? Va-
l6szintsége a ma déli kockadobédsnak van, vagy annak a kijelentésnek, hogy ,Ma délben a
kockéval hatost dobtam (dobok)”?%

Mellor (2005, 9. 0.) az utobbira szavaz, mégpedig az alabbi egyszeri érv alapjan. Ho-
gyan lehetne a ma déli hatos dobas eseménynek egy hatod a valészintisége, ha torténetesen
ma délben 6t6st dobok? A hatos dobas szinguléris eseménye ekkor egészen egyszeriien nem
kovetkezik be, ezért nem lehet a valoszintiség hordozdja sem, hacsak nem kotelez6dom el
lehetséges események létezése mellett. Ezzel szemben az a kijelentés, hogy ,Ma délben a
kockaval hatost dobok” tovabbra is 1étezik mint egy formélis rendszer része, és igy valdszi-
niséggel is rendelkezhet. A valdsziniiség tehat kijelentésekhez tartozik.

Az érv huszaros, és az ember igen csak csodélkozna, ha ilyen egyszeri érvvel diszkre-
ditalni lehetne a két metafizikai kategoria koziil az egyiket. Es nem is lehet. Miel6tt nem
nyilatkoztunk arrol, hogy mit értiink valoszintségen, egyaltalan nem zarhato ki, hogy a va-
loszintiség az aktudlisan megvaldsuld 6t6s dobashoz tartozzon. Az természetesen kideriilhet,
hogy a val6sziniiség fogalma csak eseménytipusokra vagy tényekre illetve kijelentésekre ér-
telmezhetd, de ez a belatds semmi esetre sem sziilethet meg el6bb, mint hogy megmondtuk,
mit értiink valoszintiségen. Az alabbiakban tehat nyitva hagyjuk a kérdést, hogy vajon a
valoszintiség eseményekhez vagy kijelentésekhez tartozik-e, és parhuzamosan megvizsgéljuk
mindkét lehet&séget. Miel6tt azonban a valdszintiséget eseményekhez vagy kijelentésekhez
rendeljiik, meg kell vizsgalnunk, hogy az eseményekhez és a kijelentések milyen strukturaval
rendelkeznek. Kezdjiik az események vizsgalatéval.

Induljunk ki ismét csak egy konkrét hatos dobasbdl, és tekintsiink el az esemény individué-
cidjat érint6é metafizikai kérdésektsl. A hatos paros szam, és oszthatd harommal, vagyis ez
a szingularis esemény a ,paros dobas” és a ,hadrommal oszthatd szam dobédsa” eseménytipus-
nak egyarant instancidja. Ha legkozelebb hatost dobunk, akkor ebben a masik szingularis
eseményben is instancialdodik mindkét eseménytipus. De nemcsak ez a két eseménytipus
instancialodik a szingularis dobasokban, hanem egyuttal a ,hatos dobés” eseménytipus is.
Ugyanakkor ,paros dobas” és a ,hdrommal oszthatd szam dobésa” eseménytipusok sehogy
méshogy nem instancidlodhatnak egyiitt, csak ugy, ha hatost dobok. Ré&viden a ,hatos
dobas” eseménytipusa akkor és csak akkor instancidlédik, ha ,paros dobés” és a ,harommal
oszthato szam dobdsa” eseménytipusai is. Hasonld viszony all fent a tobbi eseménytipus ko-

*Valojaban van még egy harmadik opci6 is: a valoszintiség a kockahoz, vagyis a fizikai targyhoz tartozik,
amely Kim szerint az eseményt konstitualja. Ezt a lehetGséget Mellor propensity-nézete kapcsan fogjuk
megvizsgalni. (Ld. 136. oldal.)
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z0tt is: ,péaros dobas” és a ,négynél kisebb szam dobésa” akkor és csak akkor instancialodik,
ha a ,kettes szam dobésa” instancialodik.

Hasonl6 a helyzet a negécidval és a diszjunkcioval. Egy szingularis esemény akkor és
csak akkor instancidja a ,paros dobas” eseménytipusidnak, ha nem instancidja a ,paratlan
dobas” esememénytipusanak. Egy szingularis esemény akkor és csak akkor instancidja a
,Jharommal oszthato szam” eseménytipusdnak, ha vagy a ,harmas dobéas” vagy a ,hatos do-
béas” eseménytipusanak instancidja. A kiilonb6z6 eseménytipusok instancialodasa kozott
tehat logikai Osszefiiggések allnak fent. Természetesen a ,eseménytipus instancialodasa” re-
alista kifejezés helyett — a metafizikai meggy6z6déstsl fliiggden — mindeniitt élhetnénk azzal
a nominalista fordulattal is, hogy a szoban forgd szingularis esemény egy adott eseményosz-
talyba tartozik, vagy még egyszeriibben egy bizonyos tipusi szinguléris esemény bekovet-
kezik. Mindezek utan az események bekovetkezésének fenti logikdjat” kifejezd struktirat
(immar a nominalista beszédmodban) a kovetkez6 modon jellemezhetjiik:

(i) Barmely két a és b eseményosztalyhoz egyértelmiien létezik egy a Ab metszet esemény-
osztdly, amelybe egy szingularis esemény pontosan akkor tartozik bele, ha mindkét
eseményosztalyba beletartozik.

(ii) Béarmely két a és b eseményosztélyhoz egyértelmten létezik egy a V b unid esemény-
osztaly, amelybe egy szingularis esemény pontosan akkor nem tartozik bele, ha egyik
eseményosztalyba sem tartozik bele.

(iii) Barmely a eseményosztalyhoz egyértelmten létezik egy a komplementer esemény-
osztdly, amelybe egy szingularis esemény pontosan akkor tartozik bele, ha az a ese-
meényosztalyba nem tartozik bele.

(iv) Létezik a O lehetetlen eseményosztdly, amelybe egyetlen szinguléaris esemény sem ta-
rozik bele.

(v) Létezik az 1 biztos eseményosztdly, amelybe minden szinguléris esemény beletartozik.

Ez utébbi két ,mesterséges” eseménytipus feltevése egyszertien annak a két tapasztalatunk-
nak a kifejezésére szolgal, hogy a ,hatos dobas” és a ,nem hatos szam dobésa” eseménytipusai
egylitt sohasem instancialodnak, a kettd koziil azonban valamelyik — feltéve, hogy a kocka-
dobas megtortént — mindig instancialodik. Vagyis létezik egy sohasem instancialédo és egy
mindig instancialédé eseménytipus.

A fenti 6t kikotésnek (illetve az elvarasokba implicite beleértett egyéb tulajdonsagoknak:
disztributivitas, De Morgan-szabalyok stb.) megfelels struktiura, vagyis a metszetre, az uni-
6ra és a komplementer miveletre zart algebrai struktira azonban éppen a Boole-algebra,
vagy annak megszamlalhaté végtelen muveletre altalanositott forméja, a o-algebra. A
Boole-algebra matematikai struktirdja tehat az eseményektipusokat modellezi az instanci-
alodas/eseményosztalyba tartozas ,logikdja” szempontjabol.
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A fenti kikotések alapjan tgy ttinhet, mintha implicit médon &llast foglaltunk volna ab-
ban a kérdésben is, hogy valdszintisége szingularis eseményeknek lehet-e vagy eseményoszta-
lyoknak. A Boole-algebra miiveletek ugyanis eseményosztalyok kozott vannak értelmezve,
és igy ugy tinhet, hogy a valdszintiség is csak eseménytipusokhoz tartozhat. Szingularis ese-
mények kozott a fenti miveletek nem értelmezhetdk, hiszen mi is volna az a komplementer
szingularis esemény értelme, hogyan is nézne ki egy szingularis nem-hatos dobas?

Ez azonban nincs igy, ha észben tartjuk, hogy a Kim-féle és a Lewis-féle szingularis
események bels6 szerkezettel rendelkeznek. Kim szerint egy szingularis eseményt az indi-
vidual, hogy milyen tulajdonsagot instancial, Lewis szerint pedig egy szingularis eseményt
mint téridérégiot az individual, hogy a téridérégiok mely osztalyanak, tehat mely esemény-
osztaly tagja. Vagyis ha a valoszintiség az eseménytipusokon értelmezve van, akkor kozvetve
a szinguléris eseményeken is: ha a  hatos dobéas” tulajdonsagnak (a hatos dobasok esemény-
osztélydnak) van valoszintisége, akkor a szinguléaris hatos dobasok instancidlhatjik egyben
ezt a (masodlagos) tulajdonsagot is: a szingularis hatos dobasnak egy hatod a valoszintisé-
ge, mivel a ,hatos dobas” tulajdonsagnak annyi. Ha pedig szinguléris események alatt nem
a Kim-féle vagy a Lewis-féle belsd szerkezettel rendelkezd szinguléris eseményeket értjiik,
hanem egyszertien a téridérégiokat, a Boole-algebra-mtveleteket az események kozott akkor
is értelmezhetjiikk mint a téridérégiok halmazelmeéleti metszeteit, uni6it és komplementere-
it. Vagyis a kérdés, hogy a valoszintiség szingularis eseményekre vagy eseményosztalyokra
van-e értelmezve, ezen a szinten — ahogy azt el is varjuk — még nincs eldontve.

A fentiek fényében az el6z6 fejezet (25. oldal) példaja a kovetkez6képpen interpretalha-

t6.
A kockadobdsok eseménytere. Az eseménytérben olyan események szerepelnek, mint a ,,6-0s
dobas”, a ,nem 6-os dobas”, a ,paros dobas”, a ,harommal oszthato szdm dobédsa”. Az ese-
ménytér zart a metszet és az uni6é midveletére nézve: a ,paros dobas” és a négynél kisebb
szém dobasa” események metszete a ,,2-0s dobas” esemény, unidja pedig a ,nem 5-6s dobas”
esemény. Ertelmezve van az ortokomplementacio: a ,paros dobas” ortokomplementere a
yparatlan dobas”. A miiveletek disztributivak, vagyis az eseménytér klasszikus. Az ese-
ménytér a lehetetlen és a biztos eseménnyel egyiitt egy 20 elemt Boole-algebrat alkot, a
P({1,2,3,4,5,6}) halmazalgebrat. A kockadobés eseményterének atomi eseményei, az

a; : ,az ¢ szam dobdasa”
események. Az Osszetett események kozé olyanok tartoznak, mint

a: ,»4-nél kisebb szam dobasa”

b: ,paros dobés”

Az eseménytér tovabba atomos és atomisztikus.
Ami az (2,3, p) harmas utolsé tagjat, a valoszintiségi mértéket illeti, felhivjuk a figyel-
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met, hogy éppen ez a

1 C g
. 3, ha 4 paros
= 3 ’
p{i}) = { 0, ha i paratlan

hozzéarendelés nincs még interpretalva. Vagyis hidba tudjuk mar, hogy a p fiiggvény esemé-
nyekhez rendel valoszintiségeket, egyelére nem tudjuk, hogy mit jelent itt a valdszintség,
vagyis, hogy hogyan értelmezziik fizikailag azt a kijelentést, hogy a paros dobasok mind
% valoszintiséggel kovetkeznek be, a paratlan dobasok pedig 0 valdszintséggel. Ennyiben
az (,%,p) valoszintségi meértéktér csak félig interpretalt, még ha éppenséggel a ,cinkelt”
kocka mértékterének hivjuk is.

A kockadobdst leiré nyelv.  Most induljunk ki a fenti metafizikai opci6 méasik 4gan, a
kijelentésektdl, vagyis tegyiik fel, hogy a valdszintiség hordozéi nem események, hanem kije-
lentések. Egészen pontosan induljunk ki egy nulladrendd £ nyelvbél, amely a kockadobas
eredményeire vonatkozé tényeket reprezentalja. Legyen tehdt £ nemlogikai konstansainak
halmaza Con = {A;|i=1...6}, amely atomi kijelentések az alabbi tényeknek felelnek
meg:

A; ¢ A kockadobas eredménye i,

vagyis A; akkor és csak akkor igaz, ha fennéll az a tény, hogy a kockadobés eredménye i.
Az 6sszetett formulak kozé ekkor ilyen jelentést formulék fognak tartozni:

A=A VAV Az A kockadobas eredménye kisebb, mint 4”
B=AyV ALV Ag: »A kockadobéas eredménye péaros”

amely formulak interpretaciojat a konnektivumok mar meghatarozzak: A akkor és csak
akkor igaz, ha az Aj-nek, As-nek és Az-nak megfelel§ harom tény koziil legalabb egy fennall.
Az interpetacié és a konnektivumok azt is meghatérozzak tovabba, hogy a nyelv logikailag
ekvivalens formulait ugyanazok a tények teszik igazza. Példaul mind az Ao, mind az AN B
formulat az a tény teszi igazza, hogy a kockadobés eredménye a kettes szam. A nyelv
logikailag ekvivalens formulai tehat ugyanarra a tényre vonatkoznak, ugyanaz a jelentésiik.
Masképp fogalmazva a kockadobas eredmeényeivel kapcsolatos tények a nyelvnek a logikailag
ekvivalens formuldinak osztalyaival lesznek jizomorfak”. Ez utobbi viszont éppen az L nyelv
Lindenbaum-Tarski-algebraja (l1d. 28. oldal), vagyis a P({1,2,3,4,5,6}) halmazalgebra.
Ezen a Boole-algebran ezek utdn mar megadhaté a valoszintiség mint nomalt mérték.”

SHangsilyozzuk, hogy nyelv formuldinak ,redundanciaja” a tényekhez képest nem azonos a tények ,re-
dundancidjaval” az eseményekhez képest. Vagyis az, hogy a kettes dobasnak megfelels tény a nyelvben
tobbféleképpen is reprezentalhato (A2 és A A B), nem ugyanaz a redundancia, mint hogy a kettes dobas
és a jobb kézzel valo kettes dobéas ugyanarra a durvan tagolt eseményre vonatkozik. Az elbbi a nyelv
algebrizalasaval megsziintethets, az utébbi — mint korabban lattuk — az eseményfogalmommal kapcsolatot
metafizikai dontéstol fiigg.
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Osszefoglalva tehét a kovetkezoket mondhatjuk. A Boole-algebra az események tekintetében
természetes modon jelenik meg, ha az eseményeket pusztan a bekdvetkezés és be nem ko-
vetkezés ,logikdja” szempontjabdl vizsgaljuk; de hasonldéan természetes moédon jelenik meg
egy formadlis nyelv algebrizélasa soran is, azaz ha a nyelv azonos jelentésti mondatainak
strukturajat tekintjiilk. A val6szintiség mint matematikai strukttira ezek utan egyszertien
egy a Boole-algebrahoz szamot rendel§ fiiggvény. Hogy ezek utan ezt a fliggvényt miként
értelmezziik mint az események bekovetkezési valoszintiségét illetve az kijelentésekbe vetett
hit mértékét, az a kovetkezs fejezeteknek lesz a témaja.

3.4. Objektiv, szubjektiv és logikai valészintiség

De térjiink vissza az alapkérdésiinkhoz: mit jelent egy esemény (egy kijelentés) valoszind-
sége? FEnnek a kérdésnek a megvdalaszolasa a soron kovetkezd fejezeteknek lesz a feladata;
ebben az alfejezetben pusztan azokat az ,ontoldgiai tartoméanyokat” kivanjuk felvazolni,
amelyekbdl a vélaszokat egyaltalan merithetjiik. Harom ilyen tartomdany lehetséges:

1. Objektiv valdszinidiség: A valosziniiség a kiilvilag eseményeinek tulajdonséga.

2. Szubjektiv valdszintség: A valoszintség egy (intenciondlis) elmeéllapot tulajdonsaga.

3. Logikai valdszinidség: A valOszintség egy a kiilvilag eseményei kozotti logikai viszony.
Nézziik a tartomanyokat sorjaban.

Objektiv valdsziniség. A valdszinlség objektiv interpretacioi abbol indulnak ki, hogy a valo-
szintség a kiilvilag objektiv eseményeinek a tulajdonsiga. Ez a meghatarozas természetesen
még nagyon sok szabadsagi fokot nyitva hagy az értelmezések szamara. A valdsziniség le-
het szinguléaris események és lehet eseményosztalyok tulajdonsiga. Az események lehetnek
a fenti értelemben durvdbban és finomabban tagolva. Az események kozé tartozhatnak le-
hetséges események, vagy korlatozhatjuk az események korét az aktudlis eseményekre. De
barhogyan dontiink is, a val6szintiség ezeknek az eseményeknek lesz a tulajdonsaga, nem
pedig egy az eseményeket észlel§ elméé. Az események valdsziniisége nem fiigg tehat at-
tol, hogy az elme észleli-e ezeket a valoszintiségeket, vagy észleli-e egyaltalan magukat az
eseményeket.

Szubjektiv valdszintdség. A valdsziniliség szubjektiv interpretacioi a valoszintséget egy az
eseményeket észlel§ elme intenciondlis allapota tulajdonsaganak tekintik. Mas széval a va-
loszintség a kiilvilag eseményeinek észlelése sordn az elmedllapotra jellemzs tulajdonsag.
Ez a kiilvilagi eseményekre vonatkozé intenciondlis elmeéllapot a hit. A hatos dobas egy
hatod valoszintsége tehat a hatos dobas szingularis eseményére vagy eseménytipusara vo-
natkozo6 hitiinknek valamilye specidlis tulajdonsaga, példaul az intenzitdsa. A valdszintiség
tehat nem maguknak az objektiv (aktudlis vagy éppen modalis) események a tulajdonsaga,
hanem a rajuk vonatkozo6 hité.
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Logikar valdszindség. Van azonban egy harmadik lehetség is: a valoszintiség objektiv
események vagy tények kozott fenndlld logikai vagy a priori viszony. Vegyiik a hatos dobas
és a paros dobés eseményét. Egy megfelel6 formalis nyelven beliil a kozott a két allitas
kozott, hogy egy szdm hatos, és hogy paros, természetesen lehet logikai a viszony, de a
kérdés itt az, hogy lehet-e a hatos dobés és a paros dobas mint események kozotti viszony is
logikai. A standard valasz a kérdésre az, hogy igen, lehetséges, hiszen amennyiben egy adott
hatos dobéasrol empirikusan az deriilne ki, hogy az nem paros dobas, akkor a szemantikat
valtoztatnank meg, vagyis tovabbra is ragaszkodnank ahhoz, hogy a kett6jiik kozotti viszony
logikai (a priori).

Ha elfogadjuk, hogy a hatos dobas és a paros dobas kozotti viszony logikai viszony, innen
mar csak egy lépés azt allitani, hogy bdrmely két, a kockadobasokra vonatkozd esemény
kozotti viszony is lehet logikai. Nemcsak a hatos dobas eseményébdl kovetkezik a péros
dobés eseménye, hanem visszafelé, a paros dobas eseményébdl is kovetkezik a hatos dobas
eseménye — csak nem teljes, hanem, ugymond, egy harmad mértékben. A val6szintség
éppen ennek a részleges kovetkeztetésnek a mértéke. Vagy a szokasos beszédmoddban, a
valoszintség a konfirmdcid mértéke két kijelentés, a bizonyiték (evidencia) és a hipotézis
kozott egy idedlis (raciondlis) dgens szaméara

Meg kell azonban jegyezniink, hogy a logikai val6szintség megengedésével letériink ar-
rol az osvényrdl, amelyen eddig haladtunk. A valdszintiség interpretacioja alatt ugyanis
eddig mindvégig fizikai interpretaciot értettiink, vagyis a valosziniiség fogalmaval szemben
azt a kovetelményt tamasztottuk, hogy azt valamilyen fizikai (operacionalista) eljarassal
értelmezziik. Ha viszont megengedjiik azt, hogy a valdésziniliség események kozotti logikai
viszony legyen, akkor ezzel lemondunk a valdszintiség ilyen kdzvetlen verifikiciojarol. A
kozvetett verifikaciorol azonban nem kell lemondanunk. A val6szintiség ekkor egy fizikai
elmélet elméleti terminusa lesz, amely elméletet més pontokon lesziink kénytelenek verifi-
kalni. A lényeg azonban az, hogy a valészintség fogalméat ekkor is fizikailag interpretaljuk,
csak ezuttal egy teljes fizikai elmélet keriil6atjan. Vagyis ha valaki azt allitja, hogy a paros
dobés eseménye szabalyos kocka esetében egy harmad mértékben konfirmalja a hatos dobas
eseményét, vagy hogy egy raciondalis dgens egy harmad mértékben hisz az egyik alapjan a
mésikban, akkor evvel még nem ért az interpetéacié végére — meg kell tudnia mondani, hogy
empirikusan mit ért itt racionalitdsan, szabalyos kockan, konfirmécion, és hogyan jon ki az
egy harmad érték.

A valoszintiségnek a kovetkezs fejezetekben ismertetett interpretéciéi mind besorol-
hatdak a fenti harom kategoria egyikébe. A relativ gyakorisdg-, valamint a propensity-
interpretéacié az ,objektiv’, a szubjektiv interpretacié illetve a logikai interpretacié, ahogy
neviik is mutatja, a ,szubjektiv” illetve a ,logikai” kategoridkba esnek. A klasszikus interp-
retdcié asszocionista eredetét tekintve alapvetSen felette allna ennek a kategorizaldsnak,
mégis a ,szubjektiv”’ kategoridba szoktak sorolni.

%Hogy ez minden esetben lehetséges man6ver-e, az természetesen nyitott kérdeés. A kvantumlogika esetét
leszamitva azonban valdéban nincs torténeti példank az ellenkezGjére.
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Most azonban térjiink vissza egy pillanatra az explikicio kérdéséhez. Amint a fejezet be-
vezetGjében emlitettiik, egy fogalom explikicidja a fogalom helyettesitése egy tudoményos
elmélet terminusaval. Ahhoz, hogy a helyettesités sikeres legyen, el6zetesen tisztaznunk
kell azonban egy sereg kérdést a helyettesiteni kivant fogalommal kapcsolatban: melyek a
relevans és melyek az irrelevans koznapi hasznalati modjai; vajon a fogalom koznyelvi hasz-
nalatai egy egységes jelentést tiikroznek-e vagy a kiilonféle hasznalatok pusztdn homonim
viszonyban vannak egymaéssal, stb. Ez utobbi kérdés tisztazésanak az a tétje, hogy az els-
zetes fogalmat egy vagy tobb tudomanyos fogalommal helyettesitsiik-e, azaz hogy egy vagy
t6bb, a kiilonbo6zd jelentéskoroket lefedd tudoményos elméletet alkossunk. A ,hémeérséklet”
fogalmanak termodinamikai explikicidja jo példa az el6bbi esetre; a tudds” fogalmanak
két explikacidja aszerint, hogy propozicionalis tudasrol vagy képességtudasrol van szd, pe-
dig példa az utobbira. Mi a helyzet azonban a val6szintiséggel?

A fenti interpretaciok a valdszintséget minden esetben egyfajta homogén fogalomként
kezelik, azaz feltételezik, hogy a fogalom minden hasznalata maradéktalanul besorolhat6
egyetlen interpretaci6 ald. Ennek a megkozelitésnek szép hagyoméanya van a valdszintiség
interpretacioi kozott. Ilyen hajlithatatlan allaspontot képviselt példaul de Finetti, aki valo-
szintiség alatt kizarolag szubjektiv valoszintséget értett, vagy von Mises, aki a valdszintiség
egyetlen értelmes fogalmanak a relativ gyakorisdgot tekintette. KEzzel a megkdzelitéssel
szemben azonban lehetséges egy masik allaspont is, amely szerint a valdszintség hetero-
gén fogalom, vagyis a kiilénb6z6 kontextusokban hasznalt valészintségfogalom kiilonbozd
elméleteket von maga utan. Ezen az allasponton volt példaul Carnap, aki a valdszintiség
két parhuzamosan 1étezd fogalmat kiillonboztette meg, az objektiv és logikai valdszintiséget.
Hasonl6 mo6don érvelt az interpretaciok pluralitdsa mellett Mellor is, aki szerint az alabbi ha-
rom mondat valoszintségfogalma mas-mas médon interpretalandé: ;A dohanyosok nagyobb
valosziniiséggel kapnak rakot, mint a nem dohényosok.” , Azt hiszem, hogy valoszintleg esni
fog holnap.” A csillagiszati adatok nagyon val6szintivé teszik, hogy az Univerzumnak van
kezdete.” Az els6 mondat valoszintségfogalma objektiv, a masodiké szubjektiv, a harma-
diké logikai. A legjobb tehat kiilon jellést bevezetni a haromra — objektiv valoszintiség:
ch (chance), szubjektiv valoszintség: cr (credence), logikai valoszintség: lo (Mellornél: ep
(epistemic)).

Aki tobbféle valoszintiség létezésében hisz, az a kiilonb6z6 valdszintiségek koézotti vi-
szonyokra vonatkozdan hipotéziseket is megfogalmazhat. FEzeket a hipotéziseket hivjak
valoszintiségi koordindcids elveknek. A szubjektiv és objektiv valosziniiség k6zotti viszony-
ra vonatkoz6 leghiresebb ilyen koordinacios elv az un. Principal Principle. Az elv David
Lewis-tol (1986) ered, és a kovetkezoket allitja. Ha egy X szubjektumnak egy a allitasra
vonatkozoan nincs egyéb relevins tudésa, mint hogy az a esemény objektiv valdszintsége
y, akkor X-nek az esemény bekovetkezésére vonatkozo szubjektiv valoszintsége is y. A
feltételes valoszintiséget hasznalva ez igy irhato:

cr(a]ch(a) =y) =y
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A Principal Principle-lel kapcsolatos filozofiai vitak altalaban az alabbi kérdések koriil forog-
nak. (i) Milyen tipusa elv a Principal Principle: empirikus, racionalitasi vagy egyszeriien
az objektiv valoszintiség definicioja? Akik az elvet empirikus elvnek tekintik, igazolniuk
kell, hogy az empirikus dgensek hitfiiggvényei az elvnek megfelelGen alakulnak. A feladat
eldl tgy lehet kitérni, hogy az elvet normativ elvként értjiik, még pedig a raciondlis dgensre
vonatkoz6 normativ elvként. Ekkor példaul a képletben szerepls cr, szubjektiv valdszind-
séget legjobb lecserélni a lo, logikai valdszintségre, vagyis az elvet az objektiv és a logikai
valoszintiség kozotti koordinacios viszonynak tekinteni. A harmadik lehetség, hogy az el-
vet egyszertien az objektiv valdszintiség definicidjanak tekintjiik: az objektiv valoszintiség
barmi, ami kielégiti a Principal Principle-t. Akkor azonban az elv nem lesz koordinacids
elv.

A racionalitasi elvnek tekintett Principal Principle szaméra egy tovabbi kérdés, hogy
(ii) mit értiink azon, hogy az elv racionalitasi elv. A szokasos valasz valamilyen an. raci-
ondlis stratégia, pl. Dutch book-argumentum felmutatisa, amelybdl az elv kovetkezik. De
valoban védhet6-e a Principal Principle ilyen stratégiaval, és ha igen, mit jelent az, hogy
egy stratégia ,racionalis”?’

Egy harmadik, konkrét kérdés, hogy (iii) mit jelent az a kitétel az elvben, hogy az X
szubjektum a objektiv valdszintiségén tul nem rendelkezik egyéb relevdns informdcidval a
bekovetkezésére vonatkozoan. Nyilvanvald, hogy ha X tudja, hogy a bekdvetkezett, akkor
az a-ba vetett hitének mértéke nem lesz egyenls a valoszintiségével (hacsak a bekovetkezett
esemeények valoszintiségét nem vessziik egynek). Vagyis X-nek nem lehet informacioja arrol,
hogy a bekovetkezett-e. Kérdés: mi masrél nem lehet még?

A Principal Principle és a hasonld koordinécios elvekkel egyiitt azonban egytél-egyig felté-
telezik, hogy a valdszintségnek létezik legalabb két egyforman helyes interpretacioja, amely
interpetaciok viszonya magyarazatra szorul. Hogy ez igy van-e, az természetesen nem va-
laszolhatd meg azel6tt, miel6tt a konkrét interpretacidkat egyesével meg nem vizsgaltuk.

3.5. A Simpson-paradoxon és a k6zos ok

A valoszintiséggel kapcsolatos filozofiai vitdk nagyon gyakran a valosziniiség egyfajta intui-
tiv értelmezése mellett zajlanak. Ezek a vitédk olykor olyan stlyos filozofiai kérdések koriil
forognak, mint a valészintiség és a kauzalitds vagy a valoszintiség és a magyarazat viszonya-
nak kérdése. Ebben az alfejezetben két példan, a Simpson-paradoxon illetve a reichenbachi
kozos ok példajan azt szeretnénk illusztralni, hogy ezek a filozofiai kérdések nem donhetsk
el azel6tt, miel6tt ne nyilatkoznank a valészintiség természetét illetGen.

A Simpson-paradozon egy a californiai Berkeley-n 1973-ban tortént eset utan keriilt az
érdekl6dés homlokterébe, ahol is az egyetemre felvettek nemi aranyaban diszkriminéacié
mutatkozott a fitk javara. A kozelebbi vizsgélatok soran azonban az deriilt ki, hogy az

"A Principal Principle racionalitasi elvként valo Dutch book-védelmével kapcsolatban lasd (Szabo, 2010).
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egyes szakokra vetitve a diszkriminéci6 éppen a lanyok javara &ll fent. Modellezziik a
szituaciot az alabbi tablazattal:

lany | fia

torténelem 55—5 %
foldrajz % %
egyetem % %

A tablazatban els két soraban megadott tortek azt jelentik, hogy az adott szakra jelent-
kezett lanyok illetve fink koziil hanyat vettek fel, pl. torténelem szakra 55 lanybol 5-6t; az
utolso sor pedig azt jelenti, hogy a teljes egyetemre (ez esetben a két szak valamelyikére)
az Osszes 100 jelentkezd lanybol illetve fiabol hanyat vettek fel. A szamokbol nyilvanvaloan
latszik, hogy az egyetemre tobb fiat vettek fel, mint lanyt, jollehet mindkét szakon a lanyok
felvételi ardnya a magasabb. A paradoxon magyarazata abban a felismerésben all, hogy a
lanyok nagyobb meértékben jelentkeztek a nehezebb torténelem szakra, és az itt elvérzett
felvételiz6ket nem tudta kompenzélni a konnyebb szakra felvettek szama sem.

A fenti megfogalmazas statisztikai. A valoszintiség nyelvén a paradoxon az aldbbi moédon
fogalmazhaté meg. Legyen az a, b és ¢ események valamint ortokomplementereik az aldbbi
modon definialva:

a: fia
at: lany

b: felvették
bt nem vették fel

c: torténelem szakra jelentkezett
et foldrajz szakra jelentkezett

Az eseménytér legyen a fenti események altal generalt nyolc atomos algebra, ahol az atomok
mértékét a fenti tablazatbol olvashatjuk le nyilvanvalé moédon:

| 50
) 45

L _ L 1y _
p(a /\b/\c)—200 pla= AbAcH) 500
44 5)

1 _ Lo Ly
planbd /\c)—200 planNb—Ac) 500
p(aL/\bl/\c):% plat AbtACt) =0

Ekkor konnyen lathatd, hogy az a és b események kozott az alabbi korrelaciot kapjuk:

51 1101

305 = Pl@ant) > plap(b) = 5 - 555
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vagyis az egyetemre felvettek és a férfiak kozott pozitiv korrelacio all fenn. Ha azonban a
valoszintiségeket kondicionaljuk a c illetve a ¢ eseményre, vagyis a szakokra, a korrelacio
elGjelet valt:

L 45 6
o5 = Planble) < plale)pdle) = 15 1o

. 55 95
5 =plantler) < plaler)p(ble’) = 155+ 105

A példa tehat azt mutatja, hogy két esemény kozotti korrelacio elGjele megfordithatod az
eseménytér egy adott két elemi particiojara vald kondicionalds révén.

Elsfordulhat az is, hogy egy a és b esemény kozotti (pozitiv vagy negativ) korrelalot egy har-
madik ¢ eseményre illetve annak ¢+ ortokomplementuméra valoé kondicionalas fiiggetlenné
tesz, vagyis teljesiil az alabbi két Osszefiiggés:

pla Able) = p(ale)p(blc)
planblet) = plalct)p(ble™)

Ilyenkor azt mondjuk, hogy a és b feltételesen fiiggetlenek c-re nézve.® Ha e két tulaj-
donsagon kiviil tovabba az is teljesiil, hogy a c és az a illetve a ¢ és a b események kozott
korrelacié pozitiv, akkor a ¢ eseményt Reichenbach (1956) nyomén az a és b esemény kozotti
korrelaci6 kozos okdnak nevezziik.

12. Definicié. Legyen (0,3, p) valoszintiségi mértéktér, és legyen a és b két pozitiven
korrelalo esemény Y-ban. Egy ¢ € 3 eseményt az a és b esemény kozotti korrelacio (rei-

chenbachi) kizos okdnak nevezziik, ha az a, b, ¢ és ¢ eseményekre az alabbi Gsszefiiggések
fennallnak:

planbdlc) = plalc)p(blc) (3.1)

planblet) = plalet)pblet) (3.2)

plale) > plalct) (3.3)

p(ble) > p(bler) (3-4)

Egy kozos okot valészintiségelmeéletileg tehat két feltétel kdrvonalaz: egyrészt két korre-
1416 eseményt feltételesen fiiggetlenné tesz, masrészt noveli mindkét esemény valoszintiségét.
Reichenbach (1956) a kozos okra vonatkozdan a kévetkezs példakkal szolgal:

"Tegyiik fel egy szobdban két lampa egyszerre kialszik. Azt, hogy a két izz6
véletleniil aludjon ki egyszerre, valoszinitlennek taldljuk, és kiégett biztositék
utédn néziink, vagy az aramellatés ingadozasat tessziik felelgssé. A valdszinttlen

A fiiggetlenségre, feltételes fiiggetlenségre vonatkozo tételeket lasd a D. Fiiggelékben.
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koincidencia igy egy kozos ok produktumaként nyer magyarazatot. Vagy te-
gyiik fel egy koz0s tarsulatnal néhany jatsz6 szinész megbetegszik ételmérgezési
tiineteket mutatva. Ilyenkor feltessziik, hogy a romlott étel egy kozos forras-
bol, példaul a menzarol szarmazik, és a koincidenciat egy koz0s ok segitségével
magyarazzuk.” (157. o.)

Reichenbach koincidenciat hasznal korrelaci6 helyett, de a példak valészintiségi atirasa nyil-
vanvalo. A szinészek egyiittes rosszullétének valoszintisége nagyobb, mint az egyedi rosszul-
létek valoszintiségének szorzata, vagyis korrelacio van a rosszullétek kozott. A kozos ok,
a menzan elfogyasztott étel mellett azonban a valdszintiségek fliggetlenednek: aki evett a
romlott ételbsl, az megbetegszik (determinisztikus eset), vagy nagy valoszintiséggel megbe-
tegszik (indeterminisztikus eset), mindenesetre az egyiittes megbetegedések valosziniisége
— feltéve, hogy ettek a romlott ételbsl — a kiilon-kiilon megbetegedések szorzata lesz. Ha-
sonloképpen a kozds ok komplementere is fliggetleniti a valoszintségeket: akik nem ettek
a romlott ételbdl, azok (mas kézos ok hijan) egymastol fiiggetlentil betegszenek meg. To-
vabbé a koz0s ok noveli az okozatok valdszintiségét: aki romlott ételbdl eszik, az inkabb
rosszul lesz, mint aki nem. Vagyis az okok és az okozatok kielégitik a fenti valoszintiségi
kritériumokat.

A fenti kritériumok a koz0s ok fogalmanak természetesen csak valdszintségelméleti jel-
lemzését adjak, vagyis ahhoz, hogy c az a és b esemény wvalddi kozos okanak szamitson, még
egyéb, nem valoszintségi (téridsbeli, stb.) feltételeket is ki kell elégitenie. Roviden, a fenti
kritériumok csak sziikséges feltételek.

A kozos ok reichenbachi definicidja tehat két kovetelmény egyiittes érvényesitése. A
(3.1)-(3.2) egyenleteket az irodalomban ledrnyékoldsi (screening-off) kritériumoknak ne-
vezik, (3.3)-(3.4) egyenl6tlenségeket pedig pozitiv statisztikus relevancidnak. Reichenbach
vélhetGen két okbdl ragaszkodott ez utéobbi egyenlGtlenségekhez a kozos ok definicigjaban.
Egyrészt a kozos ok definiciojabol igy kovetkezni fog, hogy az a és a b események pozitivan
korreldlnak, vagyis fennéll a kovetkez6 egyszerd lemma.

Lemma. Legyen (,%,p) valoszintiségi mértéktér, és legyen a, b és ¢ olyan események
Y-ban, amelyekre (3.1)-(3.4) fennallnak. Ekkor a és b pozitivan korrelalnak.

Az allitas bizonyitdsa egyszerd, csupan az alabbi Osszefliggést kell hasznalni:

planbd) —plapd) = ple)p(ch)lp(ale) — plale)][p(ble) — p(bleh)], (3.5)
ahol is kihasznaltuk (3.1)-(3.2)-t, vagyis azt, hogy a és b feltételesen fiiggetlenek c-re és c-
re nézve. Mivel p(c) és p(ct) nem negativ, ezért (3.3)-(3.4)-et feltételezve (3.5) jobb oldala
és igy bal oldala is pozitiv, vagyis a és b kdzott pozitiv korrelacio lesz. A kozos ok léte tehat
a hempeli értelemben ,megmagyardzza” a korrelaciot. A két egyenlGtlenséget elengedve
azonban a pozitiv korrelaciéo nem volna levezethetd, igy (3.3)-(3.4) elengedhetetlen része a
magyarazatnak.
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A masik ok (3.3)-(3.4) inkorporalasara véltetGen az volt, hogy a kozos ok fogalma tul
szorosan kot6dott a hagyoményos ok fogalmdhoz. Ha a koz0s ok egyben ok is, és az ok
elégséges feltétel, akkor a kozos ok bekovetkezésének is maga utan kell vonnia okozatainak
bekdvetkezését. Indeterminista esetben azonban az ok mint elégséges feltételnek atadja
a helyét a pozitiv statisztikus relevencidnak: az ok, ha nem vonja is maga utan, de leg-
alabb noveli az okozat bekovetkezési esélyét. Vagyis (3.3)-(3.4) az ok mint elégséges feltétel
természetes altaldnositasa.

Egyik megfontolas sem indokolja azonban, hogy ragaszkodjunk a kozos ok eredeti re-
ichenbachi definici6jahoz. Egyrészt amint (3.5)-on lathato, akkor is pozitiv korrelaciot
kapnank, ha (3.3)-(3.4) ellenkez6 elGjellel teljesiilnének, vagyis ha nem ¢, hanem c* lenne
az a és b kozott korrelacio kozos oka. Igy tehét (3.3)-(3.4) elsirasa felesleges: ha az a és b
kozotti korrelacio pozitiv, és c illetve ¢t kielégitik (3.1)-(3.2)-t, akkor vagy kielégitik (3.3)-
(3.4)-t is, és ekkor c lesz a kozos ok; vagy kielegitik (3.3)-(3.4) ellenkezGjét, és ekkor ¢t lesz
kozos ok.

Masfeldl az is kideriilt, hogy a kozos ok fogalma nem koétédik szorosan az ok hagyomé-
nyos fogalmahoz, vagyis tomoren szolva c nem a és b egyiittes oka, hanem az a és b kozotti
korreldcio oka. Ezért mara a szakirodalomban a kozos ok definiciéjabol rendszerint el is
hagyjak az utolso két feltételt.

A kozos ok fogalma konnyen altaldnosithaté két elemd particiordl finomabb particidkra.
Tekintsiik a fenti Reichenbach-idézet mésik példajat, amely kialvo izzokra vonatkozik. Te-
gyiik fel, hogy egy a és a b izz6 elsotétedése kozott pozitiv korreldcidt tapasztalunk az alabbi
modon:

0,485 =p(anb) > p(a)p(b) =0,6-0,6

Tegyiik fel tovdbba, hogy az aramingadozasokra kondicionalds soran azt latjuk, hogy a
korrel4ci6 nem tiinik el, azaz az dramingadozéasokat ci-gyel jelolve az alabbi egyenlétlenségek
allnak fenn:

0,725 = p(a Abler) > plaler)p(bler) = 0,85 -0, 85,
0,245 = p(a Ablet) > plalet)plbler) = 0,35 - 0,35,

vagyis az aramingadozas nem lehet koz0s oka a korrelacionak. Tegyiik fel tovabba, hogy
figyelmesek lesziink egy masik relevans koriilményre, mondjuk arra, hogy a szobdban in-
gadozik a hémeérséklet, és ez esetleg oka lehet az izzdk elsotétedésének. Azt tapasztaljuk
azonban, hogy az izzdk kialvasai pusztan a hémérsékletingadozasokat tekintve sem valnak
fiiggetlenné, hanem mondjuk a kovetkezd egyenl6tlenségek teljesiilnek:

0,65 =p(aAbler) > p(aler)p(bler) =0,8-0,8,
0,32 =planbdlei) > plalet)p(bler) =0,4-0,4.
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Eszrevessziik ugyanakkor, hogy a két ok egyiittes figyelembevétele mellett az okozatok ko-
z0tti korrelacio eltiinik. Mas szoval képezve a két okbol a {c1 A ca,c1 Acy, i Aca,cf Acg}
négy elemt particiot, a particié barmely elemére kondicionalva a korrelacié elttinik, azaz

0,81 =p(a Abler A ey
0,64 = p(a Able; A cy
0,49 = p(a A blei A ¢

0=plaAblct Acy

aley A cg) p(bler Aez) =0,9-0,9,
aler Acy)p(bley Aey) =0,8-0,8,
aler Aca)p(bler Aez) =0,7-0,7,
aler A ez) p(blei Acy) =0-0,

= P
= P
= P
= P

~— — — —
A~~~ N T/~

Ekkor a {1 Aca,c1 Acy,cf Aca, cf Acg} particiot — a fenti terminologia altaldnositdsakeént
—az a és b kozotti korrelacio kozos okrendszerének nevezziik. Megadva a particié elemeinek
valoszintiségét, a példat modellezd valdszintiségi mértéktér konnyen megszerkeszthetd.

A példa altalanositasaként egy {c;}7_; particiot az a és b kozotti korrelacio kozos ok-
rendszerének nevezziink (természetesen a fenti statisztikus értelemben), ha particio minden
c; elemére teljesiil, hogy:

planbdle;) = plale)p(ble:).

Végiil szeretnénk hangsulyozni, hogy sem a Simpson-paradoxonban, sem a reichenbachi ko-
z0s ok fenti definicidjaban a valosziniiség nincs interpretdlva; a fogalmat csupan intuitiv
értelemben hasznaltuk. A ko6zos ok definiciojanak meggy6z6 ereje azonban nagyban fiigg
attol, hogy a benne szerepls valoszintiségnek mi is a természete. Ha a valdszintiség pusztan
intencionalis elmedllapot, akkor korantsem vilagos, hogy a reichenbachi kritériumokat kielé-
gité események miért is jelentenék egy korrelacié kauzilis magyardzatat, amely korrelacio
igy maga is elmedallapotok kozotti viszony. Vagy masképp fogalmazva, ha a valdszintiséget
szubjektivan értelmezziik, akkor miért is el6bbrevaléak a magyarazat szempontjabol a fiig-
getlen események a korreldldé eseményeknél. De ha a valoszintség objektiv fogalom is, akkor
sem mindegy, hogy minek is a tulajdonsaga. Ha egyedi eseményeké, akkor szintén nehe-
zen lathatod, hogy miben is allna ilyen egyedi események kozotti korrelacio kozos ok tipusi
kauzalis magyarazata. Jol lathato tehat, hogy a valészintség fogalmat hasznalo filozéfiai
problémdak nem keriilhetik el, hogy mondjanak valamit arrél, hogy milyen valdszintségfo-
galommal dolgoznak.



4. fejezet

A klasszikus interpretacio

A Kklasszikus valoszintiség annak a felvilagosodésnak a terméke, amely tudoményos vilag-
képének kozéppontjaban a determinizmus all. A determinizmus egyik legismertebb megfo-
galmazésa igy hangzik:

»Az Univerzum jelenlegi allapotat ugy kell tekinteniink, mint a megel6z6 alla-
pot kovetkezményét, és a rakovetkezd okat. Ha adva volna egy értelem, amely
ismerné az Osszes erdt, amellyel a természet rendelkezik és az 6t alkotd létezdk
helyzetét — egy elegendSen hatalmas értelem tehat, amely elemezni lenne képes
mindezt az adathalmazt — minden mozgést az Univerzum legnagyobb égitestétsl
annak legkisebb atomjaig egyazon képletbe lenne képes foglalni; szdméra semmi

sem lenne bizonytalan, és a jovd csakugy, mint a milt, jelen lenne szemei el6tt.”
(4. 0.)

Az idézet Pierre-Simon de Laplace FEssai philosophique sur les probabilités cimi 1814-es
monumentalis munk4jabol szarmazik, amely egyben a valdszintiség klasszikus interpreté-
civjanak is forrdsa. Laplace mindentudé démonja szaméra tehat sem a milt, sem a jovo
nem rejteget bizonytalansagot; szdmunkra, halandék szdméra azonban ez az idealis tudas
elérhetetlen:

,Minden esemény, még azok is, amelyek jelentéktelen voltuknél fogva nem lat-
szanak kovetni a természet nagy torvényeit, ugyanolyan sziikségszerd kovetkez-
ménye azoknak, mint a Nap forgasa. Mivel azonban nem ismerjiik azokat a
szalakat, amelyek az ilyen eseményeket az univerzum teljes rendszeréhez fizik,
célokoktol és a véletlentdl tessziik Gket fliggdve, attol fiiggden, hogy szabalyosan
torténnek illetve ismétlgdnek-e, avagy mindenféle rend nélkiil; azonban ezek
a képzelt okok a tudas korének béviilésével fokozatosan veszitenek jelentGsé-
giikbdl, és teljességgel megsztinnek a helyes filozofia szine el6tt, amely benniik
csupéan az igazi okokra vonatkoz6 tudatlansagunk kifejezédését latja.” (3. o.)

99
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A valoszintiség tehat a tudasnak az emberi természetbdl fakado korlatozottsaganak korrela-
tuma. A valosziniiség részben a tudatlansdgunkra vonatkozik, részben a tudasunkra.” (6.
o.) Laplace ezt a kovetkezd példaval vilagitja meg:

»Legyiik fel, hogy van péld4dul harom urnank, A, B és C, amelyek koziil az egyik
csak fekete golyokat tartalmaz, mig a mésik kett csak fehéreket. A C urnabol
hazunk egy golyot. Szeretnénk meghatarozni, hogy mekkora a valészintsége
annak, hogy a kihuzott goly6 fekete. Ha nem tudjuk, hogy a harom urna koziil
melyikben vannak a fekete golyok, vagyis nincs okunk inkdbb a C urnéat feltéte-
lezni, mint az A-t vagy a B-t, gy ez a harom hipotézis egyformén lehetségesnek
fog tnni, és mivel fekete golyo csak az els6 hipotézis mellett hizhato, igy ennek
valoszintsége egy harmad lesz. Ha viszont azt tudjuk, hogy az A urna csak
fehér golyokat tartalmaz, a hatarozatlansag csak a B és C urnédkra terjed, igy
annak valoszintsége, hogy a C urnabol fekete golydt hizunk, egyketted lesz. Ez
a valoészintiség végiil bizonyossaggé valtozik, ha biztosak vagyunk benne, hogy
mind az A mind a B urna csak fehér golyokat tartalmaz.” (8. o.)

Laplace példaja az elégtelen ok elvének illusztracidja, amely szerint ha nincs okunk két vagy
tobb esemény tekintetében inkdbb az egyik bekdvetkezésében hinni, mint a masikéban, ak-
kor az eseményeket egyenlGen valoszintinek kell tartanunk. Az elnevezés Jacob Bernoullitol
szarmaszik, vélhetGen Leibniz elégséges ok elvének egyfajta kontrapozicidjaként. Kés6bb az
elvet Keynes az indifferencia elvének keresztelte, és ezen a néven is vonult be a szakiroda-
lomba. Az elégtelen ok vagy indifferencia elve tehat a klasszikus valoszintiség metafizikai
alapja. De mi is ez a klasszikus valoszintiség? Laplace meghatarozasa igy hangzik:

»A véletlen elmélete abban all, hogy minden azonos fajtaju eseményt egy bizo-
nyos szamu egyenlSen lehetséges esetre vezetiink vissza, azaz olyanokra, amelyek
létezésének tekintetében egyformdan hatérozatlanok vagyunk, és meghatarozzuk
a kérdéses esemény szempontjabol kedvezs esetek szamat. Ennek a szamnak
az ardnya az Osszes lehetséges esethez viszonyitva lesz a valdszintiség mértéke,
amely igy egyszertien egy tort, amelynek szamlaloja a kedvezs esetek szama,
nevezGje pedig az Osszes lehetséges eset szama.” (6-7. 0.)

Egy esemény valdszintisége tehat az eseményt meguvalosito kedvezd esetek szama osztva az
osszes egyenlden lehetséges eset szdmdval. Ez a valoszintiség klasszikus és egyben torténe-
tileg az els6 meghatarozasa.

A Kklasszikus valoszintiségfogalom felé vezets lépések Laplace gondolatmenetében tehat a
kovetkezdk:

1. Mivel a vildgban determinizmus uralkodik, ezért a valdszintség csak tudisunk hia-
nyéaval allhat kapcsolatban.

2. Azignoranciaval, a tudas hidnyéval kapcsolatos in. episztemikus valoszintiség egyben
szubjektiv valoszintiség is.
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3. Ennek a szubjektiv valoszintségnek az értékei az indifferencia elve segitségével szar-
maztathatok.

Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy a fenti harom kijelentés egyike sem tarthato. Vagyis
determinista vildgban nem csak episztemikus valoszintségek létezhetnek; az episztemikus
valoszintiségek nem feltétleniil szubjektivek; és az indifferencia elve nem nytjt alapot a va-
l6szintiség értelmezéséhez. Az els6 alfejezetben az els6 két kérdést tisztazzuk, majd kitérés-
ként bemutatjuk a klasszikus valészintiség egyik fontos alkalmazasat, Laplace rakovetkezési
szabalyat. Végil a fejezet végén visszatériink a harmadik kérdéshez, a definici6 magvat
jelents indifferencia elvének értelmezéséhez.

4.1. Episztemikus val6szintiség és indeterminizmus

Tekintsiik tehat a laplace-i gondolatmenet elsé két pontjat. A két megallapitasban két foga-
lompar szerepel, amelyekkel kapcsolatban a szakirodalomban ma sem ritkak a félreértések.
Az egyik fogalompér az un. episztemikus valoszintség és az el6z6 fejezetben (50. oldal)
definialt szubjektiv valdszintiség, a mésik fogalompér a valoszintség és a determinizmus.
Kezdjiik az els6 fogalomparral.

Episztemikus és szubjektiv valdszinidség. A fizikai irodalombdl elterjedve episztemikusnak
szokas nevezni azt a valoszintséget, amely korlatozott tudasunkkal vagy megfigyel6képes-
ségiinkkel kapcsolatos. Ahogy az a fenti idézetekbdl kittinik, Laplace szerint minden va-
l6szintség episztemikus, ,csupan az igazi okokra vonatkozo tudatlansagunk kifejezGdései”,
amelyek teljességgel megsziinnek a helyes filozofia szine el6tt”. De kovetkezik-e abbol,
hogy egy val6szintiség episztemikus, az is, hogy szubjektiv, azaz, hogy az elme valamilyen
mentalis dllapotanak tulajdonsaga?

Egyaltalan nem. Hogy mennyire abszurd volna a korlatozott episztemikus hozzaférésbsl
arra kovetkeztetni, hogy a valoszintség valamiféle mentalis tulajdonsag, azt konnyen meg-
vilagithatjuk a statisztikus fizika példajan. A statisztikus fizika szerint egy géz valamely
makroszkopikus tulajdonsagat (hémeérsékletét) a géazrészecskék mikroszkopikus tulajdon-
sagai (kinetikus energiaja, stb.) hatarozzak meg. A meghatéarozéas atlagolassal torténik:
mikroallapotoknak valamilyen a priori stlyt adunk, majd ezekkel a salyokkal a mikroszko-
pikus tulajdonsagokbdl atlagokat szamolunk, végiil az igy nyert atlagokat azonositjuk az
ismert termodinamikai mennyiségekkel. A feladat az a priori eloszlasok meghatarozasanak
nehézségén tul persze rengeteg fizikai és filozofiai kérdést felvet, az a priori valasztas fizikai
indoklasatol (ergodhipotézis), az atlagok termodinamikai azonositasanak igazolasaig (1d.
Sklar, 1993). A koncepcié azonban vildgos: a makroszkopikus mennyiségek az objektivnak
tekintett mikroszkopikus mennyiségek atlagolasa révén adodnak.

Hogyan értelmezziik azonban a fenti gondolatmenetben a mikroédllapotoknak tulajdoni-
tott a priori sulyt? Itt 1ép be a gondolatmenetbe az episztemikus értelmezés. A mikroalla-
potokhoz a részecskék mérete és szama miatt nem fériink hozza kozvetleniil, ezért a réluk
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alkotott tudasunk csak valoszintségi jellegii. A valoszintiségek pontos meghatarozasihoz
kiilonféle metafizikai elveket hivhatunk segitségiil, példaul az indifferencia elvét (1d. alabb),
vagy megprobalhatjuk az a priori valoszintiséget az ergodhipotézisbél szarmaztatni (vagyis
az alulfekvs dinamikabol idGatlagolassal), vagy egyszertien probalkozhatunk egy tetszéle-
ges valoszintiségi ansatz-cal, amelyet az atlagolas végén a makroszkopikus mennyiségekre
adott joslatain keresztiil ellenérziink. Mindenesetre ezek az episztemikus valdszintiségek
lesznek azok a silyok, amelyekkel dtlagolva elméletiink makroszkopikus mennyiségeit szér-
maztatjuk. Es itt jon a dont6 lépés. Ha most azt allitanank, hogy ezek az episztemikus
valdszindségek szubjektiv valdszindségek, azaz az elme hiteinek mérdszamai, akkor az altago-
lassal ad6d6 makroszkopikus mennyiségekrdl is azt lennénk kénytelenek allitani, hogy azok
(legaldbbis részben) szubjektiv mennyiségek: a homérséklet a gaznak szubjektiv tulajdon-
saga, mivel statisztikus levezetésébe besziiremkednek episztemikus(=szubjektiv!) elemek
is.

Ezt allitani nyilvanval6an abszurdum. A gondolatmenet két dolgot mos egybe. Az egyik
az a kétségtelen tény, hogy a statisztikus leirdsra valoban azért van sziikségiink, mert megfi-
gyel6képességiink korlatozott. Ennyiben a valodszintiségi leirasra vald igény, ha ugy tetszik,
episztemikus eredetd. Ugyanakkor azonban az atlagolassal nyert mennyiségek ugyanannyira
objektivek lehetnek, mint az atlagolanddok — egy csalad atlagjovedelme ugyanigy objektiv,
a csaladdra jellemz6 mennyiség, mint az egyes tagok keresete. Vagyis egy rendszerrdl adott
leirés objektivitasa nem feltételezi, hogy a rendszerrdl ne lehessen finomabb felbontdsi igaz
lefrdst adni. Az atlagos kinetikus energiaként szarmaztatott hémérséklet mindaddig ob-
jektivnek tekinthets, ameddig értéke megegyezik a hémérérsl leolvasott értékkel. Ezen a
tényen pedig semmit sem valtoztat a mikrorészekre vonatkozé tudasunk allapota. Ha a
mikrorészecskék viselkedését egyedileg kovetni tudnank, attél még a hdmérséklet tovabbra
is ugyanolyan objektiv mennyiség maradna, legfeljebb nem volna okunk tovabb hasznalni.!

Roviden, élesen meg kell kiilonboztetniink egy jelenségkor valdszintiségi leirasat igazo-
16 episztemikus okokat attol, hogy a széban forgd valoszintségek szubjektivek-e, azaz egy
mentalis allapot tulajdonsagai. Ez utébbi egy erGs metafizikai allitds a valOszintség ter-
mészetérsl, mig az el6bbi pusztan a valdszintiség alkalmazasaval 6sszefliggd ismeretelméleti
elofeltételek megjeldlése.? A félreértéseket elkeriilendd a tovabbiakban mi nem hasznaljuk az
wepisztemikus” kifejezést, hanem ragaszkodunk az el6z6 fejezetben felallitott distinkciéhoz:

! Az episztemikus valészintiség hasznalatabol szarmazoé fogalmi zavarokrol lasd még (Szabo, 2009).
2Az objektivrol a szubjektivra valo attérés van Fraassen (1980) szerint a kovetkezd an. statisztikus
szillogizmus révén torténik.

e Az 1944-ben besorozottak 73 szazaléka még él.

e Jonest 1944-ben soroztak.

e Nincs egyéb relevans informéciéom arrél, hogy vajon Jones él-e még, vagy sem.
o Ezért, annak valoszinisége (szamomra), hogy Jones él-e, 73 szazalék.” (165. o.)

Az érv els6 két premisszaja tisztan objektiv allitas; szubjektivista konkliziot a harmadik premissza ered-
meényezi, amely tudasallapotomrol szol. Enélkiil a premissza nélkiil a Jonesra vonatkoz6 valdszintiség nem
lenne végiil szubjektiv — irja van Fraassen.
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az objektiv valoszintiség a kiilvilag valamely szinguléris eseményének vagy eseménytipusé-
nak tulajdonsiga, a szubjektiv valészintség pedig egy eseményre vonatkoz6 intencionalis
elmedllapot tulajdonsaga. Ebben a terminolégidban a statisztikus fizika valészintiségei nem
szubjektivek (legalabbis az el6z6 téves gondolatmenet alapjan nem azok). Hogy kijelenthes-
siikk, hogy objektivak, ahhoz persze még meg kell mondanunk, hogy mit is értiink objektiv
valészintiségen. Most azonban térjiink a4t a méasodik fogalompér vizsgalatahoz.

Determinizmus €s valdsziniség. Amint a fenti idézetekbdl kittinik, Laplace az altalanos
determinizmusbdl eredezteti az episztemikus valdszintiségek gondolatat: ,, Az Univerzum
jelenlegi allapotat gy kell tekinteniink, mint a megel6z6 allapot kovetkezményét, és a ra-
kovetkezd okat”, vagyis a vilagban determinizmus uralkodik. Mi, haland¢ lelkek ,azonban
nem ismerjiik azokat a szélakat, amelyek az ilyen eseményeket az univerzum teljes rendsze-
réhez fiizik, [ezért] célokoktol és a véletlentdl tessziik ket fiiggdve” — vagyis a valoszindség
pusztan episztemikus természetd. Nézziik az idézetben szerepld fogalmakat részletesen.

Elgszor is a modern megkozelités szétvalasztja az oksag és a determinizmus kérdését,
vagy legalabbis a determinizmus fogalmét nem terheli tovabb az oksag amugy is igen nehéz
fogalmaval. A determinizmust a kovetkez6képpen szokis megfogalmazni: a vilagban akkor
uralkodik determinizmus, ha a vilag allapota egy adott id6pontban a természettorvények-
kel egyiitt rogzitik a vilag tovabbi sorsat. A meghatérozas természetesen szamos ponton
magyarazatot kivan: példaul, hogy mik a természettorvények, mit értiink ,rogziteni” alatt
stb. Ezeket itt most nem targyaljuk, mivel a meghatéarozas intuitive vilagos.® A kérdés az,
hogy hogyan fiigg 0ssze a vilag determinizmusa a valdszintiségek 1étével és tipusaval.

A valasz: sehogy — mind determinista, mind indeterminista vildgban létezhet egyarant
szubjektiv és objektiv valoszintiség. Lassuk az eseteket.

Ha a vildgban indeterminizmus uralkodik, vagyis a vilag soron kdvetkezs allapotai nem
rogzitik egymast egyértelmden, akkor az objektiv valoszintség lehet ennek a meghatarozat-
lansagnak valamilyen fokmérGje, vagyis az a (meta)fizikai mennyiség, amely valamiképpen
megadja a fizikailag lehetséges jovébeli allapotok eloszlasat”. Az ilyen értelemben vett
objektiv valoszintiség verifikdlhatosaga persze kérdéses, de ett6l most tekintsiink el egy
pillanatra. Szubjektiv valdszintségen ugyanebben a vilagban érthetjiik példaul az elmedl-
lapotoknak azt a tulajdonsagat, hogy a vilag objektive eldontetlen jovébeli allapotaiban
éppen a nekik megfelel§ objektiv valoszintiségnek megfelel§ mértékben hisz. Természetesen
a szubjektiv valoszintiségnek nem kell ilyen el6re elrendelt harmoénidban lennie az objektiv
valoszintiséggel; a vilagra vonatkoz6 hitek éppenséggel lehetnek més szempontok szerint is
meghatarozva. A lényeg, hogy indeterminista vildgban mindkét fajta valdszintiség konnyen
értelmezhetd.

Kérdés azonban, hogy van Fraassen helyesen magyarazza-e meg az objektiv valoszintiségrél a szubjektiv
valoszintiségre valo attérést. Milyen értelemben kiovetkezik ugyanis a konkldzié a premisszakbol? Logikailag
nyilvan nem. A szillogizmus legfeljebb egy az elmeallapotokra vonatkoz6 empirikus torvény lehet, egyfajta
koordinacios elv az objektiv és szubjektiv valoszintségek kozott (Ld. 52. oldal).

3A determinizmus kérdéséhez jo bevezetSt nytjt (Earman, 1986).
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Mi a helyzet a valoszintiséggel egy determinista vilagban? Az objektiv valoszintiség itt
nyilvan nem lehet a vilag objektiv meghatarozatlansagat méré mennyiség. Lehet azonban
relativ gyakorisag. Igy persze a szingularis eseményeknek nem lesz valoszintisége, csak az
eseményosztalyoknak, de ett6l a valoszintliség még tokéletesen objektiv lesz. A szubjektiv
valoszintiségek elhelyezése egy ilyen vildgban szintén nem jelent problémét: ha a vilag
eseményei rogzitve vannak is elére, mi még nem feltétleniil tudjuk, hogy mit hoz a jové —
vagyis hitek tovabbra is skaldzhatok a meggy6zddés foka mentén, és ezt a részleges hitet
nevezhetjiik szubjektiv valoszintiségnek. Vagyis azt latjuk, hogy az objektiv és a szubjektiv
valoszintiség elhelyezésével egy determinista vildgban sincs probléma.

Hogy a vilag egymast kovetd allapotai meghatarozzak-e egymast, hogy létezik-e a vi-
lagban objektiv val6szintség, illetve hogy szubjektiv hitdllapotaink hogyan kovetik a vilag
torténéseit — ez harom fiiggetlen kérdés. Az objektiv valoszintség csak akkor lehetetlen
egy determinista vildgban, ha ragaszkodunk ahhoz, hogy az objektiv valészintiséget egyfaj-
ta kvantifikalt modalitdsnak tekintsiik, a lehetséges torténések fokmérgjének. Ez azonban
nem sziikségképpen kovetkezik az objektivitas fogalmabol. Masfeldl az a két tény, hogy vi-
lagunk indeterminista, és hogy tudasunk korlatozott, egyiitt sem azt nem involvalja, hogy a
vilagban léteznie kell valoszintségnek, sem azt, hogy amennyiben létezik, akkor az szubjek-
tiv. Lehetséges, hogy valosziniiség egyaltalan nem létezik ebben a vilagban, és el6fordulhat
az is, hogy csak objektiv valoszintiség létezik.

i gondolatmenet els6 két pontja — ti., hogy 1. egy determinista vilagban minden valdszintség
pusztan az ismerethianybol fakadhat, és 2. igy szubjektiv — hamis. Ett6l természetesen
a klasszikus meghatéarozas, amely szerint a valoszintiség a kedvezd és az Osszes egyenlGen
lehetséges eset aranya, még helyes lehet. Miel6tt magét a definiciot megvizsgalnank, nézziik
az elv egy fontos alkalmazasat, Laplace rdkévetkezési szabdlydt.

4.2. A rakovetkezés szabalya

A réakovetkezés szabdlya szerint ha egy esemény ezidaig egymastol fiiggetleniil n-szer be-
kovetkezett, és az esemény valdszinliségérsl semmit sem tudunk, azaz ha az esemény valo-
szintiségére vonatkozo minden feltevésiink egyforméan val6szind, akkor annak valészintisége,
hogy a kovetkezd alkalommal is bekdvetkezik Z—:[; A szabaly matematikai alapja az alabbi
tétel jelenti.

3. Tétel. Legyen (2,3, p) valoszintiségi meértéktér, és legyenek gi,go, ... gn+1 feltételesen
fliggetlen Bernoulli-valtozok a h egyenletes eloszlasu valoszintiségi valtozora nézve. Ekkor

s+1

p(9n+1=1|91+---+gn=8)=n+2-

Bizonyitas. Lasd a D. Fiiggelékben.
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Az s helyébe n-et irva megkapjuk a rakovetkezés szabalyat. A szabalyt Laplace hires
példajaban a felkel§ Nap esetére alkalmazza: ha a Nap 5000 éves torténelmiink soran eddig
minden reggel felkelt, akkor annak valdszintsége, hogy holnap is fel fog kelni 0,9999994.

Bar a fenti tétel pusztan egy matematikai tétel, és igy mentes mindenfajta metafizikai
megfontolastol, mégis érdemes megvizsgalni, hogy a bizonyitas matematikaja miképpen su-
gallt egy bizonyos metafizikai értelmezést. Ehhez tekintsiik a bizonyitasnak egy egyszertibb
formajat, rogton az s = n esetre.

Tegyiik fel, hogy egy urnidban fekete és fehér golydk vannak ismeretlen aranyban. Je-
16ljiik h,-szel azt a hipotézist, hogy ez az ardny x. Az egyszeriiség kedvéért engedjiik meg,
hogy ez az x ardny barmely 0 és 1 kozotti valos szam lehessen, vagyis, hogy a golyok szama
az urnaban legyen nagyon nagy. Mivel az aranyrol semmit sem tudunk, ezért az indifferen-
cia elve alapjan minden z € [0, 1]-hez tartozo h, hipotézis p(h,) episztemikus valoszintsege
azonos. Ezt a valoszintségeket Laplace 6ta a hipotézis a prior: valdszintiségének nevezziik.

Mekkora a valdszintisége annak, hogy az urnabol a kovetkezd hizasra fekete golyot
kapunk, ha a h, hipotézis igaz, vagyis ha a fekete és fehér golyok aranya valéban x? Nyil-
vanvaloan ez a p(gilh,) feltételes valoszintség egyenld x-szel. Most tekintsiik azt a g,
eseményt, hogy az urnidbol egymés utan n-szer fekete golydt huzunk, ismét csak feltéve,
hogy az urnadban a fekete golyok ardnya a fehérekhez z. Mivel a hizasok egymastol fiig-
getlenek, igy az g, esemény p(gn|h,) feltételes valoszintsége ™. A levezetéshez meég egy
feltételes valoszintiségre van sziikségiink. Jelolje g,4+1 azt az eseményt, hogy az n + 1-ik
huzas eredmeénye is fekete. Tekintsiik a p(gn+1|gn A hy) feltételes valoszintséget, amely azt
fejezi ki, hogy milyen valoszintiséggel kapunk fekete golyot erre az n + 1. huzasra, feltéve,
hogy a fekete golyok ardnya a fehérekhez az urndban z, és az eddigi n hizas soran csak
fekete golyot kaptunk. Mivel a huzasok fiiggetlenek, ezért ez a valdszintiség x lesz.

Ezek utan tekintsiik a p(h;|gn) Ggynevezett a posteriori valosziniiséget. Az elnevezés
ismét csak Laplace-tol szdrmazik, és a h, hipotézis ,ij” valdszintségét fejezi ki, miutdn
megbizonyosodtunk arrdl, hogy az Osszes eddig kihtuzott n goly6 fekete. Ezt a feltételes
valoszintséget a Bayes-tétel folytonos alakjat alkalmazva (pontosabban lasd D. Fiiggelék)
a kovetkez6 modon hatarozhatjuk meg:

PGnlha)p(ha) —  plgnlha) 2"

hm n) =
Pfclge) Jo planlhy)p(hy)dy [ planlhy)dy — fy yndy

=(n+1)z"

ahol a méasodik egyenlgség a kiilonb6z6 h, hipotézisek egyenls valészintisége miatt teljesiil,
a harmadik egyenlétlenség pedig a fenti p(gn|h,) = ™ Osszefliggés miatt. Végiil tekintsiik
a keresett p(gn+1|gn) kifejezést, amely az n + 1. fekete golyo kihtizasanak valoszintségét
adja meg feltéve, hogy az addigi n huzds mind fekete volt. Alkalmazzuk p(gn+1|gn)-re a
teljes valoszintiség tételének folytonos alakjat:

1

1
n n+1
P(gn+1lgn) = / P(gn+119n A ha)p(halgn)dz = / z(n+1)z"de = —,
0 0 n+ 2



66 4. FEJEZET. A KLASSZIKUS INTERPRETACIO

ahol is a méasodik egyenl6ségnél a p(gn+1|gn A hz) = x és a p(hy|gn) = (n + 1)z™ Osszefiig-
géseket hasznaltuk. Az eredmény a bizonyitani kivant rdkovetkezés elve: ha eddig n-szer
huztunk fekete golyot, akkor — semmit sem tudva az urndban levs fekete és fehér golyok
aranyardl — annak valdszintsége, hogy a kovetkezd hizasra feketét kapunk Z—i; Ha eddig
még nem hiztunk az urnabol, akkor a fekete goly6é hiizasanak valdszintisége %, ha huztunk
mér egy feketét, akkor %, ha kettot, akkor %; vagyis minél tobb fekete golyot huztunk eddig
annal biztosabbak lehetiink abban, hogy a kovetkezd huzésra is feketét kapunk.

A bizonyitas, legalabbis ebben a metafizikai hangszerelésben harom dolgot hasznélt ki:
(i) Létezik egy = objektiv valoszintség, amely az urnabol valé huzas (a Nap felkelésének)
valoszintisége; (i) Az urnabol torténd huzasok fliggetlen események; (iii) Az x objektiv
valosziniség értékére vonatkozo h, hipotézis valoszintsége minden z € [0,1] valos szamra
vonatkozoan egyforma. Ebben a fejezetben mi csak a harmadik feltevésre, az indifferencia
elvére tériink ki, a 6. fejezetben azonban visszatériink a masik két feltevésre is.

4.3. Az indifferencia elve

A rakovetkezés szabalya nyilvanvaléan abszurd.* De miben is rejlik az abszurditas?

A rakovetkezés szabdlya bizonyitasanak sarokpontjat az a feltevés jelentette, hogy az
urniban a fehér és fekete golyok minden x ardnyara vonatkozo hipotézis egyenlGen valészind
(vagy a fenti tételben, hogy f valosziniiségi valtozo egyenletes eloszlasu). Ezt a feltételezést
a klasszikus elképzelés azzal tamasztja ala, hogy a hipotézisek ,egyenlGen lehetségesek”. A
valészintiség tehat a lehetGségeket méri. A lehetGség itt — a valdszintiséghez hasonldéan —
haromféleképpen érthets:

1. Objektiv lehetdség. A lehetSségek az objektiv vildg eseményeire vonatkoznak.
2. Szubjektiv lehetdség. A lehetGségek az empirikus elme hitéllapotaira vonatkoznak.

3. Logikai lehetdség. A lehetGségek az idedlis (racionalis) elme hitéllapotaira vonatkoz-
nak.

Az objektiv lehetGségeket kétféleképpen értelmezhetjiik: vagy modéalisan vagy aktuélisan.
Modalisan értve az objektiv lehet&ség az indeterminista vilagnak a természettorvények altal
megengedett, de mégsem aktualizalodott torténései. Ha a vilag torvényei nem tiltjak, hogy
a kockadobéas kimenete hatos legyen, de az torténetesen 6tos, akkor a hatos egy objektiv le-
hetség. A lehetGséget azonban aktualisan is érhetjiik: akkor lehetséges, hogy a dobés hatos
legyen, ha az aktuélis vilag (hasonlé koriilmények kozott elvégzett) dobasai kozott van ha-
tos. Mint majd latni fogjuk, a lehetGségnek ez a két felfogasa a propensity-interpretaciohoz
illetve a relativ gyakorisag-interpretacidhoz vezet.

‘Popper az elven eképpen élcelsdik. Keépzeljiik el, hogy valamilyen kozmikus oknal fogva egy szép napon
(éjszakan) egyszer csak leall a Fold forgasa, és reggel nem kel fel a Nap. Mi a valoszinidsége, hogy a kovetkezs
napon ismét felkel? A rakovetkezés szabalya alapjan szamolva 0,9999989.
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Szubjektiv és logikai lehetGségen az empirikus illetve az idedlis elme szamara szoba jove
hitallapotokat értjiik. Ebben az értelemben ,egyenlGen lehetséges” két esemény akkor, ha
az empirikus illetve az idealis elme nem képes kozottiik donteni.

Laplace idézeteibdl tgy ttinhet, hogy a klasszikus elmélet ,lehetGség” alatt szubjektiv
vagy logikai lehetGséget értett. Daston (1988) szerint azonban az 1840-es évek eldtti asszoci-
onista ismeretelmélet, amely egy benyomas erejét és tisztasdgat a benyomas gyakorisagaval
azonositotta, feleslegessé tette az objektiv és a szubjektiv/logikai oldal elkiilonitését. Mint
irja:

»A hitet és a valoszinlséget a tapasztalat generdlta az érzékelés ismételt korre-
szilardabb és gyakoribb a megfigyelt korrelacid, annal erésebb a mentélis kapcso-
lat, amely viszont a valoszintiséget és a hitet erdsiti. Igy a tapasztalat objektiv
valoszintisége és a hit szubjektiv valoszintisége egy rendezett elmében egymés
tiikorképei lettek. Ezért lehetett megbizni a széles tapasztalatokra épitett intu-
itiv itéletekben. Ha a klasszikus probabilistak a raciondalis embert tették meg
standardnak, ez részben azért tortént, mert racionalitasa lényegében val6szini-
ségi jellegi volt.” (197. o.)

A valoszintség a 19. szézad kozepéig tehat egyfajta ,Janus-arct” (Hacking, 1975) fogalom
volt: egyarant mutatott aleatorikus és szubjektiv jegyeket is. Az asszocionista ismeretel-
mélet ledldozésaval azonban a ,lehetGség” és vele egyiitt a ,valdszintiség” fogalma is a fenti
elagazo értelmezések ald keriilt, és a klasszikus interpretaciot egyre inkadbb a szubjektiv-
logikai oldalrol kezdték olvasni. Ezt a folyamatot korondzta meg az a mozzanat, amikor
Keynes (1921) az elégségtelen ok laplace-i elvét az indifferencia elvének keresztelte at — mu-
tatva ezzel, hogy a kulcsfogalom itt az elme partatlansdga. A meghatarozasa igy hangzik:

,Az indifferencia elve azt allitja, hogy amennyiben nincs ismert okunk alter-
nativak koziil az egyiket elényben részesiteni a masikhoz képest, akkor erre a
tudéasra vonatkozoan mindegyik alternativanak egyenld a valoszintsége.” (42.

0.)

A dobokocka példajara leforditva az elv azt mondja ki, hogy amennyiben a kockat és az
eldobéas koriilményeit minden szempontbol megvizsgaltuk (vagy az ideélis elme minden
szempontbol megvizsgalta), és egyik kimenetet sem vagyunk képesek kitiintetni a tobbivel
szemben, akkor mind a hat kimenetet egyenld, azaz egy hatod valdszintiségiinek kell tar-
tanunk. De miféle elvrgl van itt sz6?7 Mit jelent az, hogy a kockat minden szempontbol
megvizsgaltuk, és hogy nem tudtuk egyik kimenetet sem kitiintetni? Es ha ez igy van is,
miért kellene ezek utan az Osszes kimenetet egyenlGen valdszintinek tartanunk?

Haladjunk sorban! Az indifferencia elvének érvénytelenségérsl altalaban egyetértés ural-
kodik az irodalomban, abban azonban korant sincs egyetértés, hogy miért is érvénytelen ez
az elv. A szokasos céfolatok matematikai jellegtiek. Ehhez els 1épésben az indifferencia
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elvének egyfajta matematikai olvasatat adjak az alabbi médon. Vegyiik a kocka eseményte-
rének megfelel§ Boole-algebrat. Tegyiik fel, hogy az empirikus vizsgalodasokon til vagyunk,
és az algebra elemeivel reprezentélt eseményeket fizikailag valamiképp ,egyenlGen lehetsé-
gesnek” taldltuk. Hogy ez mit jelent, arra a késSbbiekben még visszatériink. Ekkor az
események valoszintiségének meghatarozasdhoz nem kell mast tenniink, mint megszamolni
az algebra atomjait, és ennek a szdmnak a reciprokat mint val6szintiséget rendelni minden
atomi eseményhez.

A szabaly megszamlalhatoan végtelen esetben a o-additivitds miatt nem alkalmazha-
t0, mivel az atomokhoz rendelt minden véges valdszintiség sérti a mérték normaltsigat.
Ezen azonban segiteni lehet a o-additivitas feladasaval.® Nem megszamlalhatoan végtelen
esetben azonban — a bevett nézet szerint — az elv szépen gylimolcsoztethet6 matematikai
valosziniiségi feladatok megoldasdhoz. A torténetileg elssként megoldott ilyen , geometriai
valészintiségi” probléma Buffon td-problémaja, amely Georges-Louis Leclerc de Buffontol
szérmazik 1777-bol.

Buffon tid-problémdja. Tegyiik fel, hogy egy parhuzamos parkettacsikokbol allo padlora
,véletlenszertien” tiket dobalunk. A csikok szélessége és a td hossza legyen egyarant L. Mi
a valoszinlsége annak, hogy a td réesik valamelyik, két parkettacsikot elvalasztd vonalra?

A feladat megoldasédhoz szokas bevezetni két valoszintiségi valtozot: X-et, amely a ti
kozéppontjanak tavolsidgat méri a parkettacsikokat elvalaszté legkozelebbi vonaltol, és @-t,
amely pedig a tlinek a parkettacsikokat elvalaszté vonallal bezart szogét. Koveteljilk meg
tovabbé, hogy ezek a valoszintségi valtozok fiiggetlenek legyenek valamint egyenletes elosz-
lastak a megfelel§ intervallumokon. Ezek utan a feladat megoldasa egyszert kétvaltozods
integralas,’ amelynek eredmeénye %

Az indifferencia elve a feladatban allitolagosan a valdszintiségi valtozok egyenletességé-
nek kovetelményében van kihasznélva, vagyis ott, hogy a valdszintségi valtozok strtség-
fiiggvényére elirjuk az aldbbiakat: fx(z) = % minden z € [0, £]re, és fo(¢) = 2 minden
¢ € [0, §]-re. Mas szoval az indifferencia elve ebben a matematikai olvasatban egyszertien
azt jelenti, hogy a feladatot jellemz6 valdszintiségi valtozok strtiségfiiggvényei a megfelel
intervallumon konstansok.

Elsfordulhat azonban, hogy a valdszintiségi valtozok egy feladatban nincsenek vagy nin-
csenek egyértelmien megadva. Tipikusan ez a helyzet azokban a matematikai feladatokban,
amelyekben egy kezdeti geometriai problémat hirtelen valdészintiségi problémaként kezdiink

®Ehhez 1d. még de Finetti érveit a o-additivitas ellen.

5Vagyis:
//K%cowfx(x)f@w)dxm— %/O_ /f°°s¢dxd¢

4 (3L 2
= el do = =
wL J, 2COS¢ ¢ T

p(X < % cos D)
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értelmezni. Es pontosan ezek azok az esetek, amelyeket a szakirodalom az indifferencia elve-
nek cafolataiként tart szamon. A legismertebb ilyen  paradoxon” Buffon td-problémaéjanak
egyfajta transzformaciéja, a Bertrand-paradoxon.

Bertrand-paradozon. A paradoxon Joseph Bertrand-tél szarmazik, aki Calcul des proba-
bilités (1889) cimi munkajaban a paradoxont annak illusztraldsara vezette be, hogy egy
esemény valoszintsége egy feladatban rosszul definialt is lehet; vagyis, hogy egy geometriai
feladat vazoladsa még nem ad eligazitast arra nézve, hogy a feladatban szereplé mennyisé-
gekhez egy valoszintiségelméleti olvasatban milyen valdszintiségeket rendeljiink. A filozéfiai
szakirodalomban azonban a Bertrand-paradoxon az indifferencia elvének és igy a val6szint-
ség klasszikus interpretaciojanak cafolataként terjedt el.”

A feladatban szintén tiiket dobalunk ,véletlenszertien”, de ezuttal nem egy csikozott
padlora, hanem egy szabalyos korlapra. Csak azokat az eseteket tekintjiik, amikor a ti két
részre vagja a kort, vagyis egy hurt képez a koron. Bertrand kérdése ezek utdn a kovetkezd:
mi a valdészintisége annak, hogy egy ilyen dobas sordn létrejott hir hosszabb lesz, mint a
korbe irhaté szabalyos haromszog oldala?

A paradoxon abban all, hogy — Buffon tii-probléméjaval ellentétben — a ,véletlenszerd-
en” kifejezés itt tobbféleképpen is értelmezhetd, és a kiillonb6z§ értelmezések mentén a fenti
kérdésre harom helyes, ugyanakkor egymasnak ellentmondé6 valasz is adhatd. Nézziik Sket
sorban. Mindharom vélasz valamilyen egyenletes eloszlasra hivatkozik. Véletlenen egyfeldl
érthetjiik azt, hogy a hurok tavolsiga a kor kozéppontjatol egyenletes eloszlast. Ekkor a
kérdésre a valasz % lesz, mivel a szabalyos haromszog oldalanél hosszabb és révidebb harokat
épp a haromszognek a kézépponttol 5 tavolsagra levs oldala valasztja el egymastol (1d. 4.1.
abra). Méasrészt érthetjiik a véletlent ugy is, hogy a hur és a korvonal kozotti szog véletlen,

"Hasonl6 paradoxonok tucatja kering az irodalomban. Itt csak Keynes (1921) két ismert paradoxonat
emlitjiik:
Kényv-paradozon. Egy sosem latott kdnyv szinét probaljuk eltalalni.

»,Ha példaul nincs relevans bizonyitékunk a konyv szinét illetGen, akkor % valoszintséggel

kovetkeztethetiink arra, hogy 'A konyv piros’. De éppolyan joggal lfijvetkeztethetiink % valo-
szintiséggel arra is, hogy 'A konyv fekete’ és, hogy ’A konyv kék’. Igy azonban hérom olyan
kizaré alternativank lesz, amelyek koziil mindegyik ugyanolyan valdszintiséggel igaz, mint
amennyire nem.” (46. o.)

Bor/viz-paradozon. Egy bor-viz keverékrdl csak annyit tudunk, hogy egyik folyadék sem haromszor tobb a
masiknal. Mekkora a valoszintsége annak, hogy a bor/viz arany kisebb ketténél?

Az allitolagos paradoxon abbol adodik, hogy a kérdésre két kiilonboz6 valasz adhaté. A bor/viz arany
a feladat kikOtése szerint az [%,3] intervallumbol vehet fel értékeket. Az indifferencia elve alapjan az
intervallum minden értéke egyenlSen lehetséges, azaz a valoszintségi eloszlas az intervallumon uniform.
Ezen az intervallumon beliil a 2-nél kisebb bor/viz aranyhoz tartozo értékek mértéke %.

Tekintsiik azonban a feladatot forditva, a viz/bor arany szerint. Ennek lehetséges értékei ismét csak
az [%,3] intervallumba esnek, az eloszlds pedig ismét csak uniform. A bor/viz arany akkor és csak akkor
kisebb kett6nél, ha a viz/bor arany nagyobb %—nél. Az [%, 3] intervallumban az %—nél nagyobb intervallum

mértéke azonban }—6. Vagyis ugyanannak az eseménynek a feladat értelmezésétdl fiiggden két kiilonbozo

valoszintisége is van. (48. o.)
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azaz egyenletes eloszlasi. Ekkor a kérdésre a valasz %, mivel a (0, 7) szogtartomanybol csak
a (5, %”) rész esetében lesz a hir hosszabb a szabalyos haromszog oldalandl. Ha pedig vé-
letlenen azt értjiik, hogy a hurok kozéppontjai, amelyek egy-egyértelmien megfeleltethetsk
a hiroknak, egyenletesen oszlanak el a korlapon, azaz a teriiletmértéket kovetik, akkor a va-
lasz %, mivel az etalonndl hosszabb hurhoz tartozé kozéppontok egy fele akkora sugara nyilt
korlapon helyezkednek el. A Bertrand-paradoxon, hangzik az érvelés, tehat azért cafolja az
indifferencia elvét, mivel pusztan abbdl az informéaciobol, hogy a dobasok véletlenszertek,
vagyis egyiket sem tudjuk preferdlni koziiliik, a kérdéses esemény valoszintiségére nem ka-
punk egyértelmd valaszt. Mas szoval a lehetséges eseményekkel szembeni ignorancidnk nem

vezet egyértelmid valdszintliségekre az események tekintetében.

p=13 p=1/4
4.1. 4bra. Bertrand-paradoxon

A paradoxonnal foglalkoz6 szerzék tobbsége, Borelt6l von Misesig azon a véleményen
volt, hogy a probléma rosszul definialt, vagyis egy olyan matematikailag alulhatarozott
feladattal &llunk szemben, mintha mondjuk hiromszoget kellene szerkeszteniink két oldal
ismeretében. E. T. Janes (2003) azonban amellett érvelt, hogy a feladat igenis jol definialt,
és a harom megoldés koziil csak az elsé helyes. Ervelésében Janes az indifferencia elvére hi-
vatkozik. Azt allitja ugyanis, hogy a probléma vazoldsakor kézelebbrsl meg nem hatarozott
részletek a feladat szimmetriatulajdonsidgaira utalnak, vagyis a tudas hidnya egyfajta in-
vartanciatulajdonsdgként értelmezhets. A feladatnak hérom ilyen szimmetriatulajdonsiga
van. Mivel a feladat nem beszél a kor orientécidjardl, a megoldasnak nyilvanvaléan for-
gasszimmetrikusnak kell lennie. A forgdsszimmetria azonban nem dént a kérdésben, mivel
mindhérom megoldés (pontosabban a megoldasokhoz vezets eloszlastiiggvény) forgasszim-
metrikus. A masik nem specifikilt tulajdonsag a kor mérete: ha létezik megoldés, akkor
annak skilainvariansnak kell lennie. Ez a szimmetriakovetelmény kizarja a méasodik esetet.
A harmadik ignorancidnk a kor helyére vonatkozik, amelybdl eltolasi invariancia adodik.
Ez a szimmetria mar egyértelmten kivalasztja a helyes megoldést (eloszlasfiiggvényt), sét
pusztan ezt az invarianciat hasznalva a masik kett6 nélkiil is kizarhatjuk a % és % valaszo-
kat. A feladat hallgatolagos feltevései tehat csoportelméleti alapon meghatérozzak a helyes
megoldast — allitja Janes.

A gondolatmenet pikantériajat azonban a fejezet utolso paragrafusa (393-394. o.) adja,
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ahol is Janes miutan igen kifinomult csoportelméleti modszerekkel meggydzi olvasojat az
els6 valoszintiségi eloszlas helyességérdl, mintegy az el6zGek empirikus bizonyitékaként még
azt is hozzateszi, hogy egy all6 helyzetbdl egy 6t hiivelyk atmérsji a padlora rajzolt kdrlapra
szalmaszalakat dobdlo kisérlet ,zavarba ejt¢” pontossaggal megerdsitette nézetét.

De miért is van sziiksége Janes-nek erre az empirikus verifikaciora? Ha az ignorancianak
ez az invarianciaba valé atforditasa ilyen egyértelmiien kivéalasztja a helyes valoszintisége-
ket (és amint Janes josolja, minden valoszintiségi paradoxonnal ez a helyzet), akkor mi
keresnival6ja van itt még a tapasztalatnak? Miért kell egyaltalan szalmaszalat venniink a
keziinkbe?

Valéjaban ez az utolsoé kis paragrafus roppant arulkodé az indifferencia elvének szokasos
cafolatai és a cafolatok semlegesitésére iranyuld torekvések elhibazottsagat illetGen. Mirdl
is van sz6?

Val¢ igaz, hogy az a heurisztika, amely alapjan adott halmazalgebrahoz tgy rendeliink
valoszintiséget, hogy az algebra minden atomjihoz azonos mértéket rendeliink, véges eset-
ben egyértelmid megoldashoz vezet, és ezt éppenséggel tekinthetjiik valamilyen értelemben
Sbermészetes”,  szimmetrikus” médszernek. Mindezt azonban Ggy értelmezni mint az indif-
ferencia elvének érvénytelenségét vagy érvényességét, teljességgel jogtalan. Az indifferencia
elve — akar igaz, akar nem — fizikai eseményekrdl allit valamit, nem pedig geometriai pon-
tokrél és hirokrol. Ha ezeket a hurokat tiknek vagy szalmaszalaknak nevezzik, és a feladat
matematikai jellegét elkendézziik holmi széveges feladattal, attél a feladat még matema-
tikai feladat marad. Vagyis az indifferencia elve nem bizonyithaté vagy cafolhat6 azzal,
hogy bizonyos algebrakban létezik vagy nem létezik egyértelmten valamilyen ,természetes-
nek” mondott mérték. A Bertrand-paradoxon semmivel sem cafolja jobban az indifferencia
elvét, mint Buffon td-probléméaja. Mindkét esetben, ha tetszik, végtelen sok kiilénbo6z6 el-
oszlasfliggvényt valaszthatok, amelyek mindegyike egy-egy valoszintiségi feladatot hatéroz
meg, és egy adott megoldashoz vezet. Az pedig, hogy Buffon tii-probléméjanal ezek koziil
a valosziniségi feladatok koziil az egyiket intuitive a véletlen dobésok helyes modelljének
tartom, mig a Bertrand-paradoxon esetében az intuiciém nem stg semmit, nem jelent sem
érvet, sem ellenérvet az indifferencia elvével szemben.

Az indifferencia elve tehat nem igazolhato és nem is cafolhat6 matematikailag. De akkor
hogyan donthetd el az igazsidga?

Az indifferencia elve a valoszintség fogalmat a lehetéség fogalmahoz koti: két esemény-
nek akkor egyezik meg a valoszintisége, ha a két esemény ,egyenlGen lehetséges”. Most
feledkezziink meg egy pillanatra arr6l a kérdésr6l, hogy ez az elv segitségével hogyan is
tudnank nem egyenlGen lehetséges eseményekhez valoszintiséget rendelni, és tegyiik fel rog-
ton a lényegi kérdést: mit is jelent az elvnek az a kozponti kifejezése, hogy két esemény
segyenlGen lehetséges™ A véalaszokat tekintsiik végig a ,lehetGség” fogalmanak az alfejezet
elején adott harom értelmének megfelelgen!

Ha ,lehetGség” alatt objektiv lehet&séget értiink, akkor az ,egyenlGen lehetséges” értel-
mezésére a kovetkezSkkel probalkozhatunk. (Ld. Szabd 2002, 67. o.) Két esemény akkor
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egyenlGen lehetséges, ha minden fizikai tulajdonsdgukban megegyeznek. Ez az értelmezés
azonban tulsadgosan erds. Ha ugyanis két esemény minden tulajdonsigidban megegyezik,
akkor a Leibniz-elvnek megfelel6en nem is tudjuk megkiilonboztetni 6ket. Elvégre a kockan
legalabb a pottyok szdménak kiilonbozni kell ahhoz, hogy tudjuk, milyen dobasrol is van
sz0.

Probaljuk meg gyengiteni az értelmezést. Két esemény egyenlSen lehetséges, ha fizikas
tulajdonsdgaik egy meghatdrozott halmazdn megegyeznek. A kockadobés két kimenete akkor
egyenlGen lehetséges, ha a kocka geometriai formaja, tomegeloszlasa vagy az eldobas egyéb
koriilményei stb. nem tiintetik ki egyik oldalt sem a masikkal szemben. Mésképp szdlva,
ha a kocka szimmetridi a relevansnak tekintett fizikai tulajdonsidgoknak is szimmetriai.
De mi torténik akkor, ha egy relevans tulajdonsigaiban szimmetrikusnak tartott kocka
esetében azt tapasztaljuk, hogy mondjuk minden dobésra hatost kapunk. Vajon tovabbra
is kitartanadnk amellett, hogy a kockadobésok ,egyenlGen lehetségesek?

Most térjiink at a ,lehetdség” masodik, szubjektiv értelmére. Itt két esemény akkor
egyenlGen lehetséges, ha az empirikus elme eqyik eseményt sem preferdlja a mdsikkal szem-
ben, egyik esemény bekovetkezésére vonatkozoan sincs tobb tudasa, mint a mésikére. Hogy
az egyenlGen lehetséges” fogalmédnak meghatarozasat az empirikus dgensre bizni nem a
legjobb dontés, alljon itt példaként az alabbi két paradoxon.

Hdrom kdrtya-paradozon. Adva van harom kartya, az egyik mindkét oldalan piros, a masik
mindkét oldalan kék, a harmadik az egyik oldalan piros, a masik oldalan kék. Az oszto
megkeveri a kirtyakat, kihiz egyet, majd elénk teszi az asztalra. A kartya felsd lapja piros,
a tuloldal szinét nem latjuk. Ezek utdn megkérdezi t6liink, hogy a tuloldal szinét illetGen
inkdbb a kékre vagy a pirosra szavazunk-e?

A tapaszlatok szerint a megkérdezettek tobbsége igy okoskodik: a kihtizott kartya nyil-
van nem lehet a kék-kék, igy vagy a piros-kék vagy a piros-piros. Vagyis a tiloldali kék és
piros ,egyenlGen lehetséges” esetek.

A helyes valasz azonban kovetkezs. A fenti eset haromféleképpen tud megvalosulni.
Vagy a piros-piros kartya egyik oldala fekszik el6ttiink, vagy a piros-piros kartya mésik
oldala, vagy a piros-kék kartya piros oldala. Feltételezve a hiizas véletlenszertiségét, a
tiloldali piros kétszer gyakrabban fordul el6 a tuloldalon, vagyis a két eset nem egyenlGen
lehetséges.

Monty Hall-paradozon. A paradoxon dontéselméleti valtozata annak az amerikai TV-show
misorvezet§jérsl kapta a nevét, amely show-ban el@szor fogalmaztik meg. A show-ban
harom ajtot mutatnak egy jatékosnak. A héarom ajt6 koziil az egyik mogott egy autd van
elrejtve, a masik kett6 mogott pedig egy-egy kecske. A jatékos kivalaszt egy ajtot, amely
azonban tovabbra is zarva marad. Ezutan a jatékvezeté a maradék két ajto koziil kinyitja
az egyiket, mindig tgy, hogy az ajté mogott kecske legyen. Ezt a jatékos vilasztasatol
fiiggetleniil mindig megteheti. Ezutan megkérdezi a jatékost, hogy tovabbra is kitart-e a
valasztott ajtod mellett, vagy attér a harmadik ajtora. A jatékosok zome szerint mindegy
volt, hogy maradnak-e eredeti valasztasuknal vagy attérnek, mivel a két zart ajto koziil
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barmelyikben egyenl6 lehetséges az aut6. A helyes stratégia azonban az attérés. Ennek
racionalitdsa akkor latszik jol, ha ndveljik az ajtok szamat. Szerepeljen a jatékban hé-
rom helyett 100 ajtdé. Miutan egyet kivalasztottunk, a jatékvezets kinyit 98 ajtot, amelyek
mogott kecske van. Mivel 100-bol 99 esetben elsére nem a nyereményt rejté ajtot valasz-
tottuk, ezért az attérés 99 esetben a nyereményhez vezet, és csak egy esetben veszitjiik el a
nyeremeényt.

Természetesen mindkét paradoxon esetében az empirikus 4dgens becslésének és a kombina-
torikailag kiszamolt lehet6ségeknek az eltérése csak annyiban jelent ellenérvet az egyenlGen
lehetséges” szubjektiv definicioja ellen, amennyiben feltételezziik, hogy a kombinatorikai-
lag egyenld lehetdségek tiikrozédnek a relativ gyakorisdgokban; magyaran a kartyadkat jol
megkevertiik, illetve a nyereményt véletlenszerden tettiik valamelyik ajté mogeé. De az em-
pirikus agens még ebben az esetben is ragaszkodhat az ,egyenlSen lehetséges” szubjektiv
definicidjahoz, ha hajland6 beletérédni abba, hogy valoszintségfogalma nem fog kvadralni
a relativ gyakorisagokkal.

Az egyenl@en lehetséges” szubjektiv értelmezésével azonban nem ez a legnagyobb baj.
A legnagyobb probléma az, hogy ha a valoszintiség fogalmat az egyenlGen lehetséges” fogal-
méabol, ez utobbit pedig empirikus elme partatlansagabol eredeztetjiik, akkor az indifferen-
cia elvével kapcsolatos vesz&dséget akar meg is sporolhatjuk magunknak, és a valészintiséget
egyszertien magéaval az empirikus elme hitének erejével azonosithatjuk. Ebben az esetben
azonban elhagyjuk a klasszikus interpretaciot, és atlépilink a szubjektiv interpretacioba.

Maradt a ,lehetGség” fogalménak utolsé értelmezése, a logikai. Erre az értelmezésére ta-
maszkodva az indifferencia elve igy hangzik: Két esemény egyenl&en lehetséges akkor, ha az
idedlis (raciondlis) elme egyiket sem preferdlja a mdsikkal szemben. A definici6 Akhilleusz-
pontja az ,idedlis elme” kifejezés. Mi is az az idedlis elme? Hogyan is verifikdlhato, hogy
két esemény egy idedlis elme szamara egyenlGen lehetséges. Az indifferencia elve ebben a
logikai esetben leginkabb egyfajta normativ allitasként értendd: ha nincs relevans infor-
méciod két esemény bekovetkezésére vonatkozoan, akkor a két eseményt tartsd egyenlGen
lehetségesnek. Hogy ez az allitds milyen szerepet tolt be a normativ allitasok korében, azt
nem tudjuk; mindenesetre a valészintiség fogalmanak empirikus meghatarozasahoz nem visz
benniinket kdzelebb.

Osszefoglalva, az indifferencia elvében szerepld ,egyenlGen lehetséges” fogalmét a ,le-
hetGség” sem objektiv, sem szubjektiv, sem pedig logikai fogalmaval nem lehet értelmessé
tenni. Ez viszont azt jelenti, hogy a klasszikus interpretacié nem tarthato.
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5. fejezet

A logikal interpretacio

A valoszintiség logikai interpretdcioja a klasszikus interpretécié 6rokoseként szintén abbol
az elgondolasbol indul ki, hogy a valdszintiség a lehet&ségek terének a priori vizsgalataval
meghatarozhato. A logikai interpretacio az indukcio formélis targyalasat célzo térekvések
nyoman sziiletett. A dedukcié pontos fogalménak tisztazasa a formalis nyelvekben a sza-
zadfordulon azzal kecsegtetett, hogy alkalmasint az indukci6 is megfogalmazhat6 hasonlo
szabatossaggal, mintegy a dedukcié altalanositasaként. A deduktiv kdvetkeztetéshez hason-
loan, amely viszonyt teremt a nyelv bizonyos mondatai kozott, egy olyan c(h,e) fiiggvény
megaddasara torekedtek, amely azt az intuicidnkat fejezné ki, hogy a nyelv egy e mondata,
az evidencia, adott mértékben konfirmal egy mésik h mondatot, a hipotézist. A konfirmécio
mértéke 0 és 1 kozé esik, hataresetben a deduktiv kovetkeztetést is magaban foglalva. A
valoszintiség ezek utan a konfirmacios fiiggvénybdl szarmaztatott egyfajta induktiv sily a
nyelv mondatain (pontosabban a nyelv Lindenbaum-Tarski-algebrajan). A kérdés tehét az
volt, hogy vajon kiréhatéak-e a konfirmécios fiiggvényre az indukcié intuitiv sajatossaga-
it szem el6tt tarto olyan ,természetes” kovetelmények, amelyek azutdn a nyelven mintegy
visszamendleg valoszintiségi mértékhez vezetnek.

A valoszintiség logikai interpretacioja egészen Leibnizig nytulik vissza.! Tizenkilencedik szé-
zadi el6futarai August De Morgan (1848), George Boole (1852) és William Stanley Jevons
(1973), huszadik szézadi képviselsi pedig John Maynard Keynes, Harold Jeffreys és Rudolf
Carnap. Keynes 1913-ban fogott hozza a Treatise on Probability irasihoz, de a kdnyv a

Tan Hacking (1971) igy ir errdl:

»Leibniz volt az elsd, aki ragaszkodott ahhoz az elképzeléshez, hogy a valoszintiségelmélet a
logika egyik agaként a dedukci6 elméletéhez hasonlo szerepet tolthet be. O volt az elss, aki a
valoszintséget mint 6nallé tudomanyt axiomatizalni kivanta. Felismerte, hogy az altalanosi-
tott jatékelmeélet hogyan szolgalhat alapul az olyan helyzetekben valé kvantitativ dontésekhez,
ahol inkonkluziv bizonyitékok alapjan kell cselekedniink. Jocskan megel6zve korat azt hirdet-
te, hogy a valdszintiség relacios tulajdonsag, és hogy a valdszintiségi itéletek a rendelkezésre
all6 adatokra nézve relativak.” (597. o.)

75
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habora miatt csak 1921-ben jelent meg. Jeffreys 1939-ben adta kozre a Theory of Probabi-
lity cimd miveét, amely sok tekintetben a modern bayesianizmus alapkove. Carnap a 40-es
évektdl kezdve foglalkozott a valdszintiség megalapozasaval. F6 mive a Logical Founda-
tions of Probability 1950-ben jelent meg, amelynek gondolatmenetét két évre rd Carnap a
The Continuum of Inductive Methods-ben folytonos esetekre is kiterjesztette. A valoszint-
ségrél alkotott elképzeléseit legteljesebb formaban az 1971-ben és 1980-ban két részletben
posztumus kiadott A Basic System of Inductive Logic cimii miivébél ismerhetjiik meg.

A korai logistak, Keynes, Jeffreys, de a valdszintiséghez hasonld szellemben kozelits
Tractatus (1922) Wittgensteinje is cambridge-iek. A mai szemmel nézve kissé idegennek
tnd logikai interpretacié megértéséhez mindenekel6tt tudatositanunk kell azt a platonista
filozofiai hatteret, amely az els vilaghabora el6tti Cambridge-et jellemezte. A korszak két
f6 muvét, Russell Principia Mathematica-jat és Moore Principia Ethicd-jat egyarant ez a
realista elkotelezettség hatotta at, egyik esetben a matematika térvényei, mésik esetben a jo
6nalld, nem természeti léte irant. Keynes, Jeffreys és Wittgenstein mivei is ebben filozofiai
klimaban sziilettek — feltételezve, hogy a valoszintiségi viszonyok valamilyen idedlis nyelv
vagy logikai tér a priori torvényei, amelyekkel kozvetlen ismeretség (acquaintance) vagy
intuicié révén allunk kapcsolatban. Ez az a priori logikai viszony a kijelentések kozotti
deduktiv kiovetkeztetés kiterjesztése egyfajta részleges kovetkeztetésre. Keynes (1921) igy
fogalmaaz:

J2Amennyiben azt feltételezziik, hogy néha kozvetleniil megitélhets, hogy egy
konkluzio kovetkezik egy premisszabol, gy nem tulzott kiterjesztése ennek a
feltételezésnek azt gondolni, hogy néha az is felismerhets, hogy egy konklazid
részlegesen kovetkezik egy premisszabdl, illetve, hogy a valdszintiség viszonyaban
all a premisszaval.” (52. o.)

Vagy ugyanez Wittgenstein (1956) szabatosabb nyelvén:

Y

JHa 'I.” az ’r’ kijelentés igazsagalapjainak szama, 'I,s’ pedig az ’s’ kijelentés
azon igazsdgalapjainak szama, amelyek egyben ’r’ igazsdgalapjai is, ugy az
"I.s ¢ I, viszonyt az 'r’ kijelentés &altal ’s’ kijelentésnek kolcsonzott valdszi-
niségi mértéknek nevezziik. ...Ha p kovetkezik ¢-bol, ugy a ’q’ kijelentés 1
valdszintséget kolcsondz a 'p’ kijelentésnek. A logikai zarotétel bizonyossaga a
valoszintiség egyik hataresete.” (5.15-5.152.)

— ahol is az igazsagalap a kijelentés azon ,igazsiglehet&ségei, amelyek igazoljak a kijelen-
tést.” (5.101.) Tomoren szolva: pusztan a logikai tér vizsgalata eligazitast nyujt a kijelen-
tések valoszintiségi viszonyai tekintetében. Eppen ez az, ami miatt a valészintiség logikai
fogalom.

Keynes Wittgensteinnél tagabban értelmezi a valoszintiség fogalmat. Bar ,a logikai vi-
szonnyal kozvetlen ismeretségben vagyunk” (13. o.), ez a kozvetlen ismeretség azonban nem
jelenti azt, hogy feltétleniil a numerikus viszonyokkal, vagy akéar csak a kijelentések kozott
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valamiféle rendezéssel is tisztaban lennénk. Valoszindségi ,észleléseink” tagabbak a valdszi-
ntségi kalkulussal megragadhaté tartomanynal. A numerikus viszonyok meghatarozasahoz
nem keriilhetjiik el az indifferencia elvének alkalmazaséat, amelynek ellentmondasaira, amint
arra az el6z6 fejezetben (1d. 69. oldal) két téle szarmazo példaval méar utaltunk, maga Key-
nes mutat ra elsék kozott.

A Bécsi Korre gyakorolt hatasa ellenére Wittgenstein valdszintiségi koncepcidja nem
talalt kedvezd fogadtatasra a Korben. A logikai pozitivistdk — Waismann-t leszamitva —
mindannyian a valoszintiség frekventista értelmezését részesitették elényben a logikaival
szemben. Amikor Carnap a 40-es évektdl kezdve von Mises és Feigl hatasara foglalkozni
kezdett a valészintiség megalapozaséaval, a logikai és frekventista megkozelitések egymassal
viaskodé értelmezéseknek szamitottak. Carnap nem fogadta el ezt a szembeéllitast, hanem
mindkét koncepciot legitimnek és tudomanyosan hasznosnak tekintette. A logikai valoszi-
niiségre a valdszintliség, a statisztikai valdszintiségre a valdszintlségq jelolést vezette be.
A valdszintiség | kijelentések részleges implikaciot fejeznek ki egy nyelv mondatai kozott,
és ennyiben a priori és analitikus allitdsok. Ezzel szemben a valoszinilségo kijelentések
empirikus tartalommal birnak: egy statisztikus tényéllast fejeznek ki. Az elsé tipusu kije-
lentések a tudomany metanyelvéhez tartoznak, mig a mésodik tipusu kijelentések magahoz
a tudomany nyelvéhez. Ezért lehetséges példaul olyan logikai valoszintségi kijelentést tenni
egy statisztikus valdszintiségi kijelentésrsl, hogy egy bizonyos statisztikus tényallds ilyen
és ilyen mértékben konfirmal egy tudomanyos hipotézist. Mi a toviabbiakban csak Carnap
valoszintiség értelmezésére szoritkozunk.

5.1. Konfirmacié és valdszintiség

A Logical Foundations of Probability elején Carnap a kovetkezd pontokban foglalja dssze a
md programjat:

LAz itt kifejtett elmélet a kovetkezs alapfogalmakkal jellemezhetd: (1) minden
induktiv érvelés, vagyis tag értelemben nem-deduktiv és nem-demonstrativ ér-
velés, valoszintiségi terminusokban vald érvelés; (2) igy az induktiv logika, az
induktiv érvelés elveinek elmélete ugyanaz, mint a valoszintségi logika; (3) a
valoszintiség fogalma, amelyen az induktiv logika alapul, egy logikai viszony két
kijelentés vagy propozicio kozott, egy hipotézis (vagy kovetkezmény) konfirma-
ciojanak foka egy bizonyiték (vagy premissza) alapjan; (4) a valoszintség an.
frekvencia-fogalma, ahogyan azt a statisztikus vizsgalatokban hasznéljak, sajat
jogan fontos tudomanyos fogalom, de az induktiv logika alapfogalmaként nem
hasznalhato; (5) az induktiv logika Osszes elve és tétele analitikus; (6) igy az
induktiv érvelés érvénye nem fiigg semmilyen szintetikus el6feltevéstdl, igy mint
példaul a vilag uniformitasanak feltevésetsl.” (v. o.)

Az induktiv viszony és az alapjaul szolgalo valoszintség, tehat logikai, és nem empirikus
fogalom. Hogy egy ilyen fogalom egy empirista szamara is elfogadhaté lehet, azt Carnap a
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kovetkezdképpen indokolja:

»zAamos empirista szerzd azon az alapon utasitotta el a valoszintségo-t6l kiilon-
b6z6 logikai valoszintség 1 fogalmat, hogy az sértené az empirizmus elvét, és igy
csak a valdszintiségo fogalma megengedhets az empirizmus és kovetkezésképpen
a tudomany szamaéra. Az egyik érv emellett a kivetkezs. A valdszintségq fogal-
ma abban az esetben is alkalmazhat6, amikor a h hipotézis egy egyedi esemény-
re vonatkozé joslat, mint példaul, hogy holnap esni fog, vagy hogy a kovetkezs
kockadobas hatos lesz. Néhany filozofus tgy véli, hogy a fogalom alkalmaza-
sa megsérti a verifikalhatosagi (vagy konfirmélhatosagi) elvet. Ezt mondhatjak
példaul: "Hogyan verifikdlhato az az allitas, hogy "a meteorologiai bizonyitékok
fényében annak valészintisége, hogy holnap esni fog, %—'? Holnap vagy esni fog,
vagy nem, de semmi olyat nem latunk, ami az % értéket igazolhatna.” Ez az
ellenvetés azonban a valészintiség; kijelentés félreértésén alapszik. Ez a kijelen-
tés nem a holnapi es6hoz rendel % valoszintiséget, hanem egy bizonyos logikai
viszonyhoz az es§ joslata és az idGjarasjelentés kozott. Mivel a viszony logi-
kai, ezért az &llitas, ha igaz, L-igaz [logikai igazsag|; igy verifikdciojahoz nincs
is szilikség a holnapi idGjards vagy barmilyen mas tényallas megfigyelésére. A
helyzet vilagosabba tehet6 a deduktiv logikdval valo Osszevetéssel. Legyen h
az a hipotézis, hogy "holnap esni fog’, és j az a mondat, hogy "holnap esni fog
és a szél is faj’. Tegyiik fel, hogy valaki azt a deduktiv kovetkeztetést allitja,
hogy ’h logikailag kdvetkezik j-b6l’. Nyilvanvaléan senki sem fogja 6t aprioriz-
mussal vidolni csak azért mert ezt allitotta, vagy mert az allitads verifikacioja
nem igényel faktualis tudast. Annak az allitdsnak azonban, hogy ’A h hipotézis
valdszintiség 1-e az e evidencia mellett %’ ugyanaz a formalis karaktere, mint az
el6z6 allitasé; igy nem is sértheti jobban az empirizmust, mint az el6z6. Mind-
két allitas egy pusztan logikai viszonyt fejez ki két allitas kozott. A kiilonbség
kozottiik mindossze ennyi: amig az els6 egy teljes logikai kovetkeztetést allit,
addig a masodik agymond egy részleges kdvetkeztetési viszonyt; igy amig az elsd
a deduktiv logikdhoz tartozik, addig a mésodik az induktiv logikdhoz.” (30-31.

0.)

Carnap logikai programjanak véazlatos ismertetéséhez tekintsiink egy egyszerd nyelvet, amely
megszamlalhato a; individuumkonstanst és monadikus predikdatumot tartalmaz. A monadi-
kus predikdtumok csalddokba tomoriilnek. Egy csalddon beliil a predikdtumok minden in-
dividuumra kizarjak egymast. Ezek az egymast kizaré predidtumokbodl 4ll6 predikatumcsa-
ladok hivatottak reprezentalni az olyan modalitdsokat, mint az alak, a szin, a szubsztancia,
stb. A nyelv atomi mondatai ilyen alakuak: ijai, ahol a predikatumok fels6 indexe a pre-
dikatumcsaladra utal. A tovabbiakban valasszunk ki egy predikatumcsaladot, és hagyjuk
el a predikdtumok fels6 indexét. Nevezziik az individuumok egy véges halmazat mintdnak
(pl. {a1,as}), és nevezziik mintaleirdsnak atomi mondatok olyan konjunkci6jat, amelyben
az individuumok egy adott minta elemei, a predikdtumok pedig valamennyien egy adott
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predikatumcsalad predikatumai (pl. Pja; & Psas). Ezek utin Carnap az indukci6 intuitiv
sajatossagait szem el6tt tartva az S mintaleirdsokon definial egy ¢ : S x S — [0, 1] kétar-
gumentumu un. konfirmdcids fiigguényt, amely (t6bbek kozott) az alabbi tulajdonsagokkal
rendelkezik. (Ahol a fiiggvénynek csak egy argumentuma van, ott a méasodik argumentum
a tautologia, azaz iires minta mintaleirasa.)

(i) Szimmetria. A c fiiggvény invarians az individuumkonstansok permutéciojara nézve,
vagyis pl. ¢(Pyay & Psa3) = ¢(Pyas & Psay).

(ii) Instancidlis relevancia. Azonos predikitum terjedelmébe tartozé individuumok rele-
vansak egymasra nézve, vagyis minden ¢ # ¢'-re ¢(Pja;, Pjay) > c¢(Pja;).

(iii) A-feltétel. Ha egy S mintaleirds nem vonatkozik egy a individuumra, akkor ¢(Pja, S)
nem fiigghet mastol, csak az S ald tartozé minta elemszamatol, és az S-ben P; tulaj-
donsagt individuumok szaméatol, vagyis pl. ¢(Pyas|Pyas & Psaq) = c¢(Pyaz|Prag & Prag).

A szimmetria kovetelménye azt reprezentalja, hogy a konfirméacios fliggvény nem érzékeny
arra, hogy egy adott predikdtum mely individuumokra igaz. A mintaleirdsnak ez a permu-
tacidszimmetridja a bayesianizmusban majd a felcserélhetGség nevet viseli. Jelent&ségérsl
a 6.3. alfejezetetben szélunk. Az instancialis relevancia kdvetelménye az indukci6 legfonto-
sabb sajatossdgat, a tapasztalatbol valo tanuldst hivatott modellezni: ha egy tulajdonsigot
egy individuum mér instancialt, akkor ez konfirmalni fogja azt az allitast, hogy a tulajdon-
sdgot egy masik individuum is instancialja. Végiil a A-feltétel azt az induktiv kovetkeztetési
heurisztikat fejezi ki, hogy egy 1j individuum adott tulajdonsigara a tulajdonsig eddigi re-
lativ gyakorisaga alapjan kovetkeztetiink.

Mindezekbdl a feltételekbdl (és még néhany természetesnek tartott kovetelménybdol, pl.
c(S,8) =1, ¢(S) > 0) Carnap levezeti az Gn. A\y;-tételt, amely a kovetkezSket allitja:

4. Tétel. (\yj-tétel.) Legyen ¢ : S x S — [0,1] olyan kétargumentumn fiiggvény a fent
definialt egyszerd nyelv mintaleirasain, amely kielégiti az (i)-(iii) kovetelményeket. Ekkor
létezik egy A > 0 valamint minden P; predikatumhoz egy v; € (0, 1) valos szam tugy, hogy

n; + \v;j

c(Pja,S) = Y

(5.1)
ahol a egy tetszoleges individuumkonstans, amelyre nem vonatkozik S, n; az S-ben le-
v6 azon individuumok szadma, amelyr6l S azt mondja, hogy Pj; n pedig az S-beli Osszes
individuum széma.

Az, hogy (5.1) kielégiti az (i)-(iii) kovetelményeket, kozvetleniil lathato. Az ellenkezd
iranyt bizonyitani, vagyis, hogy minden (i)-(iii)-t kielégits c¢ fiiggvény (5.1) alaku, rovid
meggondolast igényel, amelyet az olvaséra hagyunk.

Mi a (5.1) képletben szerepl A és v; jelentése Carnap szerint? Ha a minta az tireshalmaz,
vagyis S analitikus mondat, akkor n; és n is 0, igy c(Pja) = ~;, vagyis ; annak a priori
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valoszintisége, hogy az a individuum P; tulajdonsagu. A meghatérozasadhoz alakitsuk at
(5.1) jobb oldalat az alabbi modon:

n;+ Ay, n <nj

n+X  n4+ ;>+n+)\fyj'

c(Pja, S) tehat két kifejezés konvex kombinacioja. Az elsé kifejezés %, ami egy empirikus
tényez6, az S mintdban a P; tulajdonsag relativ gyakorisdgat jelenti. A masodik kifejezés
pedig v, amely, mint lattuk, a P; tulajdonsidg a priori valoszintisége. A A tényezs értéke
azt fejezi ki tehat, hogy az empirikus és az a priori faktorok milyen ardnyban keverednek,
azaz az induktiv tanulds milyen ,gyors” milyen mértékben tamaszkodik a tapasztalatra, és
milyen mértékben ragaszkodik az a priori tényezéhoz. Ha A kicsi (= 0), akkor az empirikus
tényez6 domindl, vagyis a tanulas gyors, ha A nagy (= 00), akkor az a priori tényezs, vagyis
a tanulés lassu. A tehat a ,logikai” tényezd silyat adja meg.

,Ugy ttinik, hogy egy megfigyels szabadon véalaszthat egy megengedhets \ ér-
téket, és ezzel egyszersmind egy induktiv moddszert is. Ha azt latjuk, hogy az
X személy nagyobb A értéket valaszt az Y személynél, akkor megallapithatjuk,
hogy X 6vatosabb Y-nal, vagyis X megfigyelési adatoknak egy nagyobb oszta-
lyat fogja megvarni Y-ndal, amig hajlando lesz eltérni a relativ gyakorisdgokra
vonatkozo becsléseiben az a priori értékektsl.” (Carnap, 1950, 75. o.)

A v, értékek megvalasztasa a megfelel6 modalités a priori vizsgalataval torténik. Pl. a szin-
teret felosztjuk a szivarvany szineinek vagy az elektromdagneses spektrum tartoményainak
megfelelgen. Ha jobb 6tletiink nincs, a predikdtumcsalad minden elemének egyenl§ a priori
valoszintiséget tulajdonitunk az indifferencia elvének megfelelen. Laplace rakovetkezési
szabalyat példaul ugy kapjuk meg, ha minden csaladba csak egy predikdtum tartozik, és v;
értékét az indifferencia elvével 6sszhangban %—nek, A értékét pedig 2-nek valasztjuk. Mivel
a rékovetkezési szabalyandl az eddigi individuumok mind instancidltdk Pj-t, ezért n; = n,
és igy

ni+Ay; . n+1

n-+ A n+2

Végiil lassunk egy egyszerd példat arra, hogyan is miikédik a fent vazolt indukcié (Salmon
et al. 1992). Alljon a nyelviink harom a, b és ¢ individuumkonstansboél, valamint egy P
predikatumbol. A nyelv Gsszesen nyolc mintaleirast tartalmaz. Az (i)-(iii) kovetelményeket
kielégits konfirmaciofiiggvények serege két paraméterrel, A-val és a y-val paraméterezhetd,
ahol A € [0,00) és v € (0,1). Valasszuk a paramétereket a fenti laplace-i modon: \ = 2 és
ay = % Konnytd latni, hogy ezek a paraméterek a nyolc mintaleirason az alabbi a priori
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silyokat fogjak meghatarozni:

¢(Pa& Pb& Pc) = i,
¢(~Pa& Pb& Pc) = ¢(Pa& ~Pb& Pc) = ¢(Pa& Pb& ~Pc) = 1—12,
¢(Pa& ~Pb& ~Pc) = ¢(~Pa& Pb& ~Pc) = ¢(~Pa& ~Pb& Pc) = 1—12,
c(~Pa& ~Pb& ~Pc) — i

Ezekkel a valoszintségi stilyokkal Pc-re az alabbi konfirmacios értékek adédnak:

c¢(Pc) =

¢(Pc,Pa) =

LW NN~

¢(Pc,Pa& Pb) =

amelyek épp a laplace-i szukcesszié szdmai. Annak a valdszintisége tehat, hogy a ¢ in-
dividuum P tulajdonsagi, miutdn sorra meggy6z6diink arrél, hogy a is, valamint b is P
tulajdonsagi, egyre novekszik. Carnap interpretacidjaban ez fejezi ki a tapasztalatbol valo
induktiv tanulés tényét.

A X és a vy paramétert persze valaszthatnank masképpen is, pl. igy: A~ oo ésay= %
Ez a paraméterezés tovabbra is figyelembe veszi az indifferencia elvét, ugyanakkor az a priori
valoszintiségekhez valé megatalkodott ragaszkodast modellezi. Ekkor a mintaleirdsokon
uniform valdszintségi sulyeloszlas adodik, azaz minden mintaleiras valoszintségi stulya %.2
Ekkor Pc konfirmacidira azt kapjuk, hogy

1

¢(Pc) = ¢(Pc, Pa) = ¢(Pc, Pa & Pb) = 3

vagyis a tapasztalatbol nem lehet tanulni: akdrmennyi individuum volt eddig P tulajdon-
ségi, ezek nem konfirmaljak az allitast, hogy a kovetkezd individuum P tulajdonsagu lesz.

AN=2~v= % illetve a A =~ o0, v = % esetre a fizikdban mint Bose—Einstein-statisztika
illetve mint Maxwell-Boltzmann-statisztika szokés hivatkozni. Mindketts egyszerd kom-
binatorikai feladattal példézhaté: hanyféleképpen dobhatok harom pénzérmével? Ha az
érméket nem kiilonboztetjiik meg, akkor a valasz 4, ha megkiilonboztetjiik, akkor 8. Ha
az eseteket egyenlGen valdszintinek vessziik, megkapjuk a Bose-Einstein- illetve a Maxwell-
Boltzmann-eloszlast.

2Ez egyébirant Wittgenstein stlyfiiggvénye a Tractatusban: ,JKeét elemi kijelentés % valoszintséget kol-
csOnoz egymasnak.” (5.152)
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A konfirméacios skala masik végén a A =0, vy = % eset all. Ekkor az a priori val6szint-
ségek rogton az elsd bizonyitékkal torlédnek, vagyis

1

Pe) = =

e(Pe) = .

¢(Pc, Pa) 1,
c¢(Pc,Pa& Pb) = 1.

a kezdeti a priori faktortol teljesen fliggetleniil. A 0 és oo értékek kozotti M-értékek ennek
a két szélsGséges esetnek, a tisztan empirikus és tisztdn a priori esetnek a keverékei.

A nyolc mintaleirdson az a priori sulyokat tetszéleges mddon kioszthatjuk. Tekintsiik
pl. a kovetkez6 elosztast:

1
Pa& Pb& Pc) = —
¢(Pa& Pb& Pc) 50"
¢(~Pa& Pb& Pc) = ¢(Pa& ~Pb& Pc) = ¢(Pa& Pb& ~Pc) = 2—30,
3
c¢(Pa& ~Pb& ~Pc) = ¢(~Pa & Pb& ~Pc) = ¢(~Pa& ~Pb& Pc) = 207
1
¢(~Pa& ~Pb& ~Pc) 50
A silyokbol visszaszamolt paraméterek a kovetkezdk: A = —6 és v = %, vagyis A negativ,

és igy nem esik a fenti tétel hatalya ala. Az eset egy un. antiindukcios sémat, ahol a
konfirmécios értékek az alabbiak:

c¢(Pc) =

¢(Pc,Pa) =

A= O NN =

¢(Pc,Pa& Pb) =

vagyis minél tobb P tulajdonsagi individuumunk van, annal valdszindtlenebb, hogy a ko-
vetkez$ is az lesz.

5.2. A konfirmacié mint interpretacié

Amint a példabol lathato a mintaleirasokon értelmezett c(-, -) konfirméacios fiiggvény ma-
tematikailag egy p(-|-) feltételes valosziniiséget hataroz meg; ¢ mésodik argumentuméba
tautologiat irva pedig egy p valoszintiségi mértéket. A kérdés mar most az, hogy ez a
megfelelés mennyiben tekinthetd a valdszintiség interpretacidjanak.
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Kezdjiik néhany technikai észrevétellel. ElGszor is vegyiik észre, hogy a fenti nyelv egy
primitiv nyelv. Bonyolultabb esetekben egydaltalan nem garantilhaté — amint azt Carnap
hasztalan erdfeszitései a kontinuum esetben jol mutatjak —, hogy a konfirmaciés fiiggvény
és igy a valoszintiség fogalma értelmesen altalanosithato. Es akkor még nem beszéltiink az
olyan szubtilitasokrol, hogy a konfirmacios fiiggvény révén nyert valdszintiségi mérték vajon
o-additiv-e?

De tegyiik félre a formalis megfontolasokat, és 6sszpontositsunk a logikai interpretacio-
nak pusztan arra a kozponti gondolatara, hogy a valoszintség a konfirméacio sulya. Helyes
interpretacioja-e ez a valdszintségnek? A valaszhoz természetesen azt kell tisztaznunk,
hogy mit értiink konfirmécié alatt. A fenti egyszerd példanal maradva milyen mértékben
konfirmélja példaul az az allitas, hogy egy pénzérmével eddig kétszer fejet kaptunk, azt az
allitast, hogy harmadszorra is fejet kapunk? Semmilyen mértékben: harmadszorra éppen
annyi az esélyilink a fejre, mint ha el6tte nem dobtunk volna kétszer fejet. — Honnan tudjuk
ezt? — Tapasztalatbol. — Mit értiink itt tapasztalaton? — Mondjuk, hogy egy kell6en hosszi
sorozatban azon fej dobasok relativ gyakorisaga, amelyek el6tt két fej dobés all kozelitSleg
ugyanannyi, mint maguknak a fej dobasoknak a relativ gyakorisaga a sorozatban. A tapasz-
talat alapjan valasztjuk ki tehat a fejdobéasokra vonatkozo lehetséges konfirmaciofiiggvények
koziil éppen a A =2, v = % paramétertit. — Rendben, tegyiik fel, hogy létezik valamilyen
eljaras, amelynek segitségével egy konfirmécios fiiggvény relativ gyakorisdgokra vezethetd
vissza. Ekkor azonban a kovetkezd probléméba iitkoziink. Ha a valoszintdség fogalmat a
logikai interpretacié jegyében a konfirmdaciora épitve szeretnénk értelmezni, a konfirmaciot
pedig a relativ gyakorisagra vezetjiik vissza, akkor a konfirmdcid kézbiilsd fogalmdt akdr ki
15 hagyhatnank, és a valoszintiséget kozvetleniil relativ gyakorisagként is interpretédlhatnank.
Természetesen ugyanez a helyzet a konfirmacié barmely mas fizikai értelmezése esetén is:
ha a konfiméci6 fizikailag értelmezhetd, akkor eliminalhaté kozvetitGfogalom csupan.

De miért kellene a konfirmdaciot fizikai fogalmakban értelmezni? Es valoban Carnap
(1963) a kérdésben igen hatarozottan azon az allasponton van, hogy az konfirmécié térvényei
a priori torvények:

»,Nem osztom azt az igen széles korben elterjedt nézetet, hogy az induktiv mod-
szer racionalitasa faktudlis tudason mulik, mondjuk, sikerén a multban. Ugy
gondolom, hogy a racionalitas kérdését pusztan a priori meggondolésokkal kell
megvalaszolni.” (981. o.)

Vagyis a konfirmécié fenti leirdsa, nem a tapasztalatbol val6 tanulas tényleges folyamatanak
valamilyen empirikus modellje, hanem az 6sszes lehetséges induktiv kovetkeztetés altalanos
formaja, az indukci6 ugymond &altalanos elmélete. Az olyan szavak pedig, mint ,tanulni
a tapasztalatbol”, jilyen és ilyen ardnyban sdlyozni az empirikus és az a priori faktort”
stb. pusztan metaforikus kifejezések, egy interpretalatlan formalizmus minden empirikus
jelentést nélkiilozd kifejezései.

Ha azonban konfirmécié alatt ezt értjiik, akkor a konfirméciét mint a valészintiség interp-
retdcidjat sem kell komolyan venniink. Amint azt az interpretacio altaldnos kovetelményeit
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taglalo 3. fejezetben emlitettiik, interpretacié alatt minden esetben fizikai interpretéciot
kell érteni; vagyis nem elégedhetiink meg pusztan azzal, ha a valészintiségnek mint normalt
mértéknek megadjuk egy masik matematikai modelljét. A logikai interpretacié esetében
azonban pont ez torténik. A valoszindséget Ggy vezetjilk vissza a konfirmacié fogalméra,
hogy ez utobbinak semmilyen empirikus jelentést nem adunk. A logikai interpretécio tehat
nem tekinthetd a valdszintiség interpretacidjanak.



6. fejezet

A szubjektiv valoszintiség

A val6szintség szubjektiv interpretacidja a logikai interpretacio kritikajabol nétt ki Frank
Ramsey és Bruno de Finetti munkassiga nyoman. Ramsey az 1926-ban megirt, de csak
halala utan 1931-ben megjelent Truth and probability cimi nagy horderejd munkéijaban
fejtette ki szubjektivista nézeteit; de Finetti pedig a 30-as évek elejétdl jelentette meg sorra
irdsait, amelyek koziil a legismertebb az 1937-es La prévision: ses lois logiques, ses sources
subjectives.t

Ramsey értelmezése annak a Keynes-t6l szarmaz6 elképzelésnek a tagadaséval kezdddik,
amely szerint a kijelentések kozotti logikai-valészintiségi viszony minden raciondlis indivi-
duum szadmara valamilyen intuitiv értelemben egyformén érzékelhets. FEz az elképzelés
nyilvanvaléan tarthatatlan, legaldbbis Ramsey a maga részérdl vitatja, hogy rendelkezne
vele:

JEn nem érzékelem, és ha valaki meg akar gyézni, hogy létezik, annak érvekre
lesz sziiksége; s6t mi tobb, az a gyanum, hogy masok sem érzékelik, hiszen olyan
csekély egyetértés van kozottiik abban, hogy mi is két adott kijelentés viszonya.”
(161. o.)

Ramsey fenntartja Keynes allaspontjat abban a tekintetben, hogy a kijelentések kozott 1é-
tezik valamiféle valoszintiségi viszony, de megengedi, hogy ez a viszony egyénrél-egyénre
véltozhasson. Azonban hogyan lehet tudomast szerezni a logikai viszony egyéni mértékérdl,
vagy ahogy Ramsey fogalmaz, a kijelentésbe vetett hit mértékérsl? Ramsey szdmara nyil-
vanvald, hogy a hit mértéke introspektive nem mérhets,? igy aztan arra a konklaziéra jut,
hogy ,a hit mértéke az a kauzalis tulajdonsag, amelyet tigy fejezhetiink ki, mint annak mér-
tékét, amennyire készek vagyunk cselekedni altala”. Az a hitem, hogy a csapviz ihat6, abban
jut kifejezésre, hogy habozas nélkiil hajland6 vagyok inni bel6le. A hitet tehat azoknak a

'Ramsey nem tudott de Finettirél, de Finetti pedig 1937-ig nem ismerte Ramsey munkajat.
2Eljatszik azonban a gondolattal, hogy talan egy ,pszichogalvanométerrel” mérni lehet a hazugsagvizs-
galok mintajara (amelyet 1924-ben alkalmaznak elGszor).
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cselekedeteknek a vizsgalata révén tanulmanyozhatjuk, amelyekben az manifesztélodik. Ez
a par excellence cselekedet Ramsey szamara a fogadas: ,Egy személy hite mérésének leg-
Gsibb modja az, hogy fogadast ajanlunk neki, és megnézziik, hogy melyek azok a fogadasi
ardnyok, amelyeket elfogad. Ezt a modszert én alapvetSen helyesnek tartom.” Ramsey
szamara minden cselekedet fogadas ("Mindahanyszor kimegyiink az éallomésra, fogadunk,
hogy a vonat valoban jar”), igy a fogadés a cselekedetekben manifesztalodo hit mérésének
alkalmas eszkozéveé valik.

Ramsey-vel ellentétben de Finettit a logikai interpretacionak elsGsorban nem az a felté-
telezése zavarta, hogy a kijelentések kozott létezne egy minden raciondlis személy szdmara
észlelhetd részleges implikacid. Szaméra, aki a laplace-i tradiciéban &allé francia szerzék
(Bertrand, Borel, Lévy, Poincaré) munkéin nevelkedett, a klasszikus és logikai interpretéacio
elfogadhatatlan pontja az indifferencia elve volt. Az indifferencia elvének kritikajatol 6 is
hamar eljut a fogadas fogalmahoz. A locus classicus a fogadési szituacié karakterizalasara
de Finetti 1937-es irasidban olvashato:

"Tegyiik fel, hogy egy individuumot arra koteleziink, hogy becsiilje meg azt a
p aranyt, amelyre hajlando volna felcserélni egy tetszéleges S Gsszeg (pozitiv
vagy negativ) birtoklasat, feltéve hogy egy adott E esemény bekovetkezik, a pFE
Osszeg birtoklasaért; azt mondjuk, hogy definici6 szerint ez a p szdm annak a
valoszintiségnek a mértéke, amelyet az individuum az F eseménynek tulajdonit,
vagy, még egyszertibben, p E-nek a valdszintisége.”

A fogadast a valoszintséggel a Ramsey—de Finetti-tétel kapcsolja 0ssze, amely azt mond-
ja ki, hogy kijelentések egy halmazara torténs fogadasok kvociensei akkor és csak akkor
nem eredményeznek a fogadd szdmara biztos veszteséget, ha azok matematikai értelem-
ben valoszintiségek. Azokat a filozofiai érveket, amelyek els6 lépésben a hit mértékét a
fogadashoz kotik, majd masodik 1épésben a fogadast a Ramsey—de Finetti-tétellel a valo-
szintiséghez, Osszefoglaloan Dutch book-argumentumoknak nevezziik. Az els alfejezetben
a Dutch book-argumentumokat mutatjuk be, a méasodikban pedig ezeknek egy 1954-ben
Savage altal tovabbfejlesztett valtozatat, amely a valdszintiséget dontéselméleti keretben
a varhaté hasznossidg maximalizidlasabol mint elvbdl szarmaztatja. Mivel a valdszintiség
szubjektiv értelmezésének kezdeti torekvései mara teljes mértékben beleolvadtak a bayesia-
nizmusba, ezért a fejezetet a bayesianizmus ismertetésével folytatjuk, végiil pedig ratériink
a bayesianizmus empirikus alapjainak kérdésére, és felsorolunk néhany olyan heurisztikat,
amely az empirikus pszichologia szerint valdszintiségi becsléseinket irdnyitja.

6.1. Dutch book-argumentumok

A Dutch book kifejezés eredetérdl csak taldlgatasok vannak. Van, aki a holland hajozasi
tarsasagok bonyolult kereszt- és viszontbiztositasi rendszereire, masok a holland kereskedk
tradicionélisan jo {izleti érzékére vezetik vissza, ismét méasok, éppen forditva, az angol nyelv-
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ben gyakori, a hollandokra vonatkoz6 negativ kifejezésnek ("Dutch uncle”, “going Dutch”)
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tartjak, hogy a book miért Dutch. A mai értelemben a book kifejezést elgszor Keynes (1921),
majd pedig Ramsey (1926) hasznélja hires cikkében, az osszetett Dutch bookot pedig Leh-
man (1955).

A valészintiség szubjektiv interpretacidojanak tézismondata szerint ,a valoszintiség a hit
mértéke”. De milyen értelemben lehetséges részlegesen hinni valamiben? Ha csak egy kicsit
hiszek abban, hogy elérem a vonatot, akkor végss soron nem abban hiszek-e, hogy kicsi az
esélyem, hogy elérem? Vagyis léteznek-e nem teljes hitek? A nem teljes hitek léte mellett
bizonyiték gyanant a kételkedést szokéds felhozni, vagyis egy olyan elmeallapotot, amely
valamiképpen a hit és a nem hit kozott fekszik. Barmi legyen is az indok, fogadjuk el
kiindulasként, hogy léteznek parciélis hitek.

A szubjektiv interpretacié a valoszindséget tehdt hitekhez vagy pontosabban hitek pro-
pozicionalis tartalmahoz, azaz kijelentésekhez rendeli. Egy (nulladrendt) nyelv kijelentései
azonban 6nmagukban nem alkotnak Boole-algebrat, csak a logikai ekvivalencidval val6 fak-
torizalas utan — igy hat nem vilagos, hogy milyen értelemben lehetséges rajtuk valoszintiségi
mértéket definidlni. Az alabbiakban megmutatjuk, hogy a Dutch book-argumentum hogyan
kényszeriti ki a nyelv faktorizaciojat, majd pedig azt, hogy az igy nyert Boole-algebran a
yhitek mértéke” miért valoszinliségi mérték.

Az alapito atydk elgondolasa szerint a valoszintiségi mérték egy fogadasi helyzet révén
definidlhato. A fogadasi helyzetben egy X jatékos egy A kijelentés igazsagara fogad egy
masik, Y jatékossal. Az X jatékos megad egy q(A) szamot, a fogaddsi kvdcienst, amely azt
reprezentalja, hogy X milyen mértékben hisz A igazsigaban. Ezutan Y vélaszt egy S(A)
osszeget (mondjuk forintban mérve), a fogaddsi tétet, amely negativ is lehet. Az X jatékos
nevezési dijként befizet q(A)S(A) Gsszeget Y-nak. Ha A igaznak bizonyul, akkor X elnyeri
az S tétet Y-tol; ha A hamisnak bizonyul, akkor X nem kap semmit. X Ossznyereménye
tehat (1 — q(A))S(A), ha A igaz, vesztesége pedig q(A)S(A), ha A hamis. Az (1 —q(4)) :
q(A) arany megadja, hogy milyen mértékben hajland6 az X jatékos fogadni A igazsagéara
~ A ellenében.

Annak a szerepe, hogy S(A) negativ is lehet, a kovetkezs. Ha a jatékvezets csak pozitiv
tétet valaszthatna, akkor X-nek érdekében allna minél kisebb kvoécienst véilasztani, hiszen
igy olcsoban nevezhetne a fogadasban, A igazsdganak esélye” pedig ugysem valtozna. S
negativ valasztasa éppen ezt a lehetséget zarja ki. Amennyiben S negativ, a szerepek meg-
cserélgdnek a jatékban: Y jatékos fizet q(A)|S(A)| 6sszeget X-nek — ha A igaz, Y megnyeri
az |S| tétet, ha A nem igaz, Y nem kap semmit. X-nek tehat nem érdemes sem lefelé,
sem felfelé torzitania fogadasi hajlandosagat, kiilonben Y a tét elGjelének megvalasztasaval
nyerhet ellene.

Altalanos esetben az X jatékos a nyelv minden A kijelentéshez megad egy q(A) fogadasi
kvocienst, vagyis megad egy q : Form — R kvociensfiiggvényt, amely X-nek a fogadasi
hajlandoésagat reprezentalja a nyelv kiilonb6z6 mondataival szemben. A g kvociensfiiggvény
ismeretében Y megad egy S : Form — R tétfiiggvényt, amely minden A mondathoz
egy S(A) tétet rendel. Az A mondatra torténd fogadasnal az X jatékos nyereménye az [
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interpretacidéban:
GI(A) = (I(4) —q(4))S(A).

Fogadni azonban egyszerre tobb kijelentésre is lehet. Ha a fogadas a kijelentések valamely
F C Form halmazara torténik, akkor X 0Ossznyereménye egy adott I interpreticidéban

GI(r) = > GlA).

A€eF

Hogy a fogadas milyen kijelentésekre torténjék, azt mindig Y vélasztja. Az Gssznyeremény
segitségével definidlhatjuk a Dutch book és a konzisztencia fogalmét.

13. Definicié. X-nek egy ¢ kvociensfiiggvényével szemben Y-nak egy S tétfiiggvényét
Dutch booknak nevezziik formulak egy adott F' C Form halmazén, ha G!(F) < 0 minden
interpretacidban; vagyis, barmi torténjék, X veszit az F-beli mondatokra val6 egyiittes fo-
gadason. Ha g ellen nem vélaszthatoé Dutch book F-en, akkor g-t F'-konzisztensnek mondjuk.
q-t konzisztensnek mondjuk, ha F-konzisztens Form minden F' részhalmazan.

A fenti fogalmak segitségével a Dutch book-argumentum a kovetkezSképpen fogalmaz-
hat6 meg:

1. premissza: Annak a hitnek a mértéke, amelyet egy individuum egy kijelentés igaz-
sagaba (valojaban, mint majd latni fogjuk, egy esemény bekovetkezésébe) vet, jol
operacionalizalhato azzal a kvocienssel, amellyel a kijelentés igazsidga (esemény beko-
vetkezése) mellett hajlando fogadni egy fogadasi szituacioban.

2. premissza: Egy racionalis individuum egy nyelv kijelentéseire (egy eseményalgeba ele-
meire) nem fogad gy, hogy barmi torténjék, garantéltan veszitsen.

Konklazié: Egy raciondlis individuum hitének mértéke valdszintség.

Egyelére fogadjuk el a fenti két premisszat, vagyis tegylik fel, hogy az X jatékosunk foga-
dasi kvociensei jol reprezentaljak hitének meértékét, és hogy X racionélis, tehat nem fogad
ugy, hogy garantiltan veszitsen. Feladatunk azt megmutatni, hogy X fogadési kvociensei
valoszintiségek. Els6 lépésben megmutatjuk, hogy X ellen mindig adhaté Dutch book, ha q
kiilonboz6 értékeket rendel logikailag ekvivalens formulakhoz, vagyis ha g(A) # q(A’) két
olyan A és A’ kijelentésre, ahol A < A’. Tegyiik fel ugyanis, hogy A < A’ de q(A) # q(A").
Fogadjon Y ekkor X-szel az A és A’ kijelentésekre, azaz legyen F = {A, A'}, és valassza a
tétfliggvényt gy, hogy

S(A) = sgn(q(A) —q(A"))
S(A") = sgn(q(A) —q(A)),
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ahol sgn a szignum-fiiggvény, és legyen S értéke 0 minden mas B ¢ F kijelentésre. Ezzel
a valasztassal X Ossznyereménye GI(F) = —|q(A) — q(A’)| < 0 barmely interpretacioban,
vagyis barmi torténik, X veszit.

Ez viszont azt jelenti, hogy konzisztens kvéciensfiiggvényként csak azok a fliggvények
johetnek szoba, amelyek respektaljak a nyelv logikai ekvivalenciajat, vagyis az ekvivalen-
ciaosztalyokhoz azonos értéket rendelnek. Mas szoval, a konzisztens kvociensfiiggvények a
nyelv ekvivalenciaosztilyain vannak értelmezve, ami egy Boole-algebra. Ezzel egy lépéssel
kozelebb 1éptiink a kvociensfiiggvények valdszintiségként vald értelmezéséhez. Ennek fényé-
ben az aldbbiakban Form-rol a nyelv ¥ Lindenbaum-Tarski-algebrajara modositjuk g-nak
és S-nek az értelmezési tartomanyat. ¥ elemeire (vagyis az a = [A] ekvivalenciaosztéalyokra)
egyszertien mint eseményekre fogunk hivatkozni. X és Y tehat események bekdvetkezésére
fogad; a kvociensfiiggvény egy ¢ : ¥ — R, a tétfiiggvény egy S : ¥ — R hozzarendelés; F’
pedig ¥ részhalmaza. Az interpretéciokbol I : ¥ — {0,1} héal6-homomorfizmusok lesznek
(amelyeket tovabbra is interpretacioknak neveziink).

Az ekvivalens kijelentésekre adott eltérd fogadéasi kvociensek azonban nem meritik ki
az inkonzisztens kvociensfiiggvények korét. Neézziik erre egy példat (immar az eseményeket
hasznél6 terminologiaban).

1. Példa. Tegyiik fel, hogy az X jatékos 0,6 mértékben hisz abban, hogy egy adott pénz-
érmével valo dobas fejet fog eredményezni, és ugyanakkor 0,6 mértékben abban is, hogy a
dobés iras lesz. X fogadasi kvdciensei inkonzisztensek, elleniik Dutch book adhato.

Legyen tehat F = {{f},{i}} az pénzdobéasok ¥ = {0, {f},{i}, Q} eseményterének rész-
halmaza (particioja), és legyen g a kovetkezs:

q({f}) =0,6; q({i}) =0,6

Valassza Y a kvociensfiiggvénnyel szemben az alabbi tétfiiggvényt:

S =1 S{i}) =1

Ekkor az X jatékos 0,2 &sszeget fog vesziteni akar a fej, akar az iras kovetkezik be, mivel

G'(F) = Y (I(a) — q(a))S(a) =1—-0,6 0,6 = —0,2

a€F

Ugyanakkor ha X a kvocienseket

q({f}) =0,4; q({i}) =0,4

értéktinek valasztanda, akkor konnyen lathato, hogy Y a

S =-1 S{i}) =-1

tétfliggvénnyel szintén 0, 2 Osszeget nyerne téle fogadésonként.
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A Dutch book-argumentum szempontjabol kézponti jelentGségi a racionélis dgens fo-
gadasi kvocienseit és a valdszintségeket egymasnak megfeleltetd Ramsey—de Finetti-tétel.

5. Tétel. Egy q : ¥ — R kvociensfiiggvény akkor és csak akkor konzisztens, vagyis nem
adhato ellene Dutch book, ha valészintiségi mérték.

Bizonyitas. Lasd a C. Fiiggelékben.

A szubjektivistak tehat a fogadas fogalméara épitve képesek megmutatni, hogy a hit
mértékét jellemzG kvociensfiiggvény értelmezési tartomanya miért lesz Boole-algebra, és
hogy a kvociensfiiggvény miért lesz valoszintiségi mérték. A szubjektivistdk ambicidézusabb
irdnyzata, koztiik de Finetti, azonban a fogadas segitségével nemcsak a valoszindségi mérték
fogalmat kivanja levezetni, hanem magat a Bayes-tételt is. Korabban emlitettiik, hogy
miutdn a klasszikus valészintiségi elméletben definidltuk a feltéles valoszintiséget, a Bayes-
tétel az elmélet egyszert tétele lesz. Igy a Dutch book-argumentum indirekt moédon a Bayes-
tételt is igazolja. A feltételes valoszintiség elméleti definiciojat azonban a szubjektivistak
nem érzik eléggé motivaltnak, ezért a feltételes valoszintséget az alabbi fogadasi szituacidval
értelmezik. Legyen a és b két esemény, és értelmezziik a ,fogadas a-ra, feltéve, hogy 0’
jelentését az alabbi moédon. Az X jatékos megad egy q(a|b) fogadési kvocienst. Ehhez a
kvocienshez Y valaszt egy S(alb) tétet, X pedig befizeti a kivant ¢(a|b)S(a|b) nevezési dijat.
Ha b nem kovetkezik be, akkor a fogadast torlik, és X visszakapja a pénzét. Ha azonban
b bekdvetkezik, akkor minden tgy zajlik, ahogy egy a eseményre torténs fogadas esetében:
ha a bekovetkezik, X nyer S(a|b) Osszeget, ha a nem kovetkezik be, akkor X nem nyer
semmit. Ha S negativ, akkor a szerepek megcserélgdnek.

Altalanos esetben X megad egy q(-|-) : ¥ x ¥ — R feltételes kvociensfiiggvényt, Y
pedig megad egy S(:|-) : ¥ x ¥ — R feltételes tétfiiggvényt. Jeloljiik G (alb)-vel X-nek
az I interpretaciobeli nyereményfiiggvényét az a-ra torténd fogadaskor a b feltétel mellett.
Nyilvanvaléan

Gl(alb) = (I(aAb)+ (I(b™)—1)q(alp)) S(alb).

Most tegyiik fel, hogy X egyszerre megadja a p és a ¢(+|-) kvociensfiiggvényeket, vagyis fogad
feltételesen is, és feltétel nélkiil is. Tegyiik fel tovabba, hogy p valoszintiségi mérték, vagyis
konzisztens. Reprezentaljuk a fogadés targyat képezd eseményeket, és a feltételes fogadas
eseményparjait egy F' = Fy U F5 halmazzal, ahol F} C X és Fr C X x X, vagyis legyen F' a
> eseménytér elemeibdl és rendezett elempéarjaibol all6 halmaz. Ekkor X &ssznyereménye
az I interpretaciéban

G'(F) = Y G+ D G'dlo). (6.1)
ac€Fy (b,c)eF>

Az alabbiakban kiterjesztjiik a konzisztencia és a Dutch book fogalmat.



6.1. DUTCH BOOK-ARGUMENTUMOK 91

14. Definici6. X-nek egy p valoszintiségi mértékkel és g(+|-) feltételes kvociensfiiggvényével
szemben Y-nak egy S és S(-|-) tétfiiggvényét Dutch booknak nevezziik F-en, ha G!(F) < 0
minden interpretacioban. Ha p és ¢(+|-) ellen nem valaszthato Dutch book F-en, akkor Gket
feltételesen F-konzisztensnek mondjuk. p-t és q(+|-)-t feltételesen konzisztensnek mondjuk,
ha konzisztens ¥ x (X x X)) minden részhalmazan. Ilyenkor g(a|b)-t — amennyiben p(b) # 0
— a-nak a b-re vonatkozo feltételes valdsziniségének nevezziik, és p(alb)-val jeloljiik.

Nézziink egy példat (konzisztens, de) feltételesen inkonzisztens fogadésra:

2. Példa. Legyen ¥ a kockadobéasok eseménytere, és valassza X p-nek az uniform va-
l6szintiségi mértéket Y-n, vagyis legyen p({i}) = %+ minden 1,...,6 eseményre. Mivel p
valoszintiségi mérték, nem adhato ellene Dutch book. A p és q(-|-) ellen adott Dutch bookok
csak ¢(+]-) inkonzisztenciajara épiilhetnek.

Legyen a = {6} a hatos dobas, és b = {2,4,6} a paros dobés eseménye. Nyilvanval6an
pla) = % és p(b) = 3. Valassza mar most X a q(-|-) feltételes kvociensfiiggvényt olyannak,
hogy ¢(a|b) nagyobb, mint 2 gzg)b) = 1; legyen mondjuk ¢(alb) = 1. Ekkor Y az aldbbi
Dutch bookot tudja adni X ellen az I} = {b*,a A b} és az Fy = {(a,b)} halmaz uni6janak

véalasztott F' halmazon. Legyen a tétfiiggvény

S6h) =
S(and) = -1
S@alp) = 1

Ekkor lathatd, hogy X — a dobés kimenetétdl fiiggetlentil — % Osszeget fog vesziteni. Az X

sz Lo s 1 1 1 1 1. .. . . . . . .
jatékos nevezési dija —5 X 5 — 1 X g+ 1 X 5 = §5; az Osszes kifizetés pedig, amint az alabbi

tablazat mutatja, minden interpretacioban 0.

Interpretaciok | b~ | a Ab | a, ha b || Osszesen
I[(a)=1,I(b)=1]| O -1 1 0
I(a)=1,I(b)=0 | —3 | © - 0
I(a)=0, I(b)=1| O 0 0 0
I(a)=0, I(b)=0 | =5 | 0 3 0

Ugyanezt az eredményt (6.1)-be helyettesitve kozvetleniil is megkapjuk.

Ha mar most X a két esemény feltételes kvociensének %—nal kisebb értéket valasztana,

mondjuk g(alb) = 1-ot, akkor a

St =
S(and) =
S(alp) = -1

= o

tétfliggvényvélasztassal X ismét csak % Osszeget veszitene minden esetben.
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A kérdés tehat, hogy X hogyan valassza meg a ¢(+|-)-t, hogy az feltételesen is konzisztens
legyen, azaz feltételes valdszintiséget definialjon. Az alabbi tétel erre a kérdésre ad vélaszt.

6. Tétel. p és q(-|-) akkor és csak akkor feltételesen konzisztens, ha minden a,b € 3 elemre
(p(b) # 0) fennall, hogy

alalb) = . (6.2)

Bizonyitas. Lasd a C. Fiiggelékben.

Nyilvanvalo, hogy a Bayes-tétel (6.2) kozvetlen kovetkezménye. A feltételes valoszint-
ség operacionalista definiciojaval tehdt a Bayes-tétel kozvetleniil igazolhatdé Dutch book-
argumentummal. A szubjektivistak legf6bb torekvése tehat teljesiilni latszik: a fogadasi
szitudcidokban vald racionélis viselkedés elvezet a valdszintiség és a feltételes valdszintség
szubjektiv fogalmahoz.

Itt az id6 azonban, hogy megvizsgaljuk a Dutch book-argumentum premissziinak plauzibi-
litasat. Kezdjiik a 2. premisszaval (88. oldal). Vajon irracionalis-e minden esetben az a
fogadas, amelyik inkonzisztens, vagyis, amely ellen Dutch book adhat6? Vegyiik az aladbbi
Patrick Mahert6l (1993) szarmazo6 példat:

»Tegylik fel, hogy éjszaka busszal akarsz hazamenni a varosbdl, azonban csak
60 cent van a zsebedben, mig a buszjegy 1 dollarba keriil. A bukméker, latva
szorult helyzetedet, a kovetkezd fogadast ajanlja: ha odaadod neki a 60 cen-
tedet, feldob egy érmét, és ha az fej, ad neked 1 dollart, kiilonben elveszted a
60 centet. Ha elfogadod a bukméker ajanlatat, 50 — 50% lesz az esélyed, hogy
busszal tudsz hazamenni, mig ha elutasitod, kénytelen leszel gyalog hazasétal-
ni. Mindezt latva, gy érezheted, hogy az ajanlat elfogadhaté. FeltehetGen az
ajanlat ugyanigy elfogadhat6 lenne, ha fej helyett irdsra fogadnétok; nincs okod
elényben részesiteni az egyiket a masikhoz képest.

Mar most ha a szubjektiv valoszintséget Dutch book-argumentummal defini-
aljuk, a fej szubjektiv valoszintisége 0,6, és az irdsé is ugyanannyi, és igy a
valdszintiségeid sértik a valoszintiségi kalkulust. A Dutch book-argumentum azt
allitja tehat, hogy irraciondlis vagy. Mégis a kinos helyzetre tekintettel prefe-
rencidid teljesen ésszertinek tiinnek.”

A példara a szubjektivistak négyféle modon reagalhatnak. (i) a racionalitést egyszertien
mint Dutch book-mentességet definidljdk, (ii) tjabb metaérveket adnak arra, hogy a racio-
nalitds miért is azonosithaté a Dutch book-mentességgel, (iii) ugy modositjak racionalitas
fogalmukat, hogy az a példaban vazolt szituaciot is magaba foglalja, (iv) elfogadjak, hogy
a fenti mésodik premissza igazsdga (akar csak az els6é) empirikus kérdés. Az (i) allaspont
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(amely egyébként a kezdeti, naiv korszak éallaspontja volt) nyilvanval6an onfelszémolo, mi-
vel a szubjektivistak kizarjak magukat minden érdemi vitabol a Dutch book-argumentumok
helytallosédga tekintetében. A (ii) allaspontnak nem ismerem képviselit, de a Maheréhez
hasonld példék miatt nehéz is volna képviselni. Mivel a (iv) allaspont, azaz az empiri-
anak valo meghodolas az egész szubjektivista konstrukcio végét jelentené (hiszen ennyi-
ben akér azt is kérdezhetjiik minden Dutch book-argumentum nélkiil, hogy hiteink valdban
valoszintségek-e), ezért a szubjektivistak utolsé menedéke a (iii) allaspont, vagyis a racio-
nalitas fogalménak tégitdsa. Az aldbbiakban a leghiresebb ilyen irdnyu kisérletet, Savage
(1954) dontéselméleti keretbe dgyazott elgondolasat ismertetjiik.

6.2. A varhat6 hasznossag maximalizalasa

A dontéselmélet harom alapfogalma a cselekedet, az dllapot és a kdvetkezmény. Egy agens
bizonyos cselekedetek koziil valaszthat, amelyek altala nem kontrollalhaté allapotokban
eltéré kovetkezményekhez vezetnek. Az elmélet kozponti kérdése az optimaélis cselekedetek
meghatarozasa. A kérdés kezelésének egyik legigéretesebb targyaldsa a varhaté hasznossag
fogalméara épit. Az elgondolés kozéppontjaban az a maxima all, hogy az agens cselekvési
stratégidjat a kovetkezmények varhaté hasznossdgédnak maximalizilasa vezérli.

Az els6 dontéselméleti problémanak Pascal fogaddsdt tekintik. Azt az elképzelést, hogy
az individuumok a vagyon helyett a hasznossag varhato értékenek maximalizalasara torek-
szenek, a pétervdri paradozon vetette fel el6szor. A varhaté hasznossag legkorabbi axioma-
tikus kezelése Ramseytdl (1926) szarmauzik, széles érdeklédést kivalto axiomatikus targyalés
Neumanntol és Morgensterntsl (1944), majd ennek alkalmazéasa a kockazatviselésre Arrow-
tol és Pratt-t6l (1974), a reprezentécios tétel dontéselméleti bizonyitasa pedig Savage-t6l
(1954). Benniinket most ez a reprezentacios tétel érdekel, amely szerint ha egy agens prefe-
rencidja kielégit bizonyos racionalisnak mondott kovetelményeket, akkor ezek a preferencidk
varhato hasznossagként lesznek reprezentalhatok. Savage munkdja erdsen technikai (rovid,
jo Osszefoglalot ad (Luce, Raiffa 1957, p. 302-304.)), igy csak az alapvetd fogalmakat és
posztuldtumokat ismertetjiik, és elhagyjuk a technikai részleteket.

Az alapfogalmak reprezentacioja Savage-nél roppant egyszert: mind az allapotok (felté-
telek, koriilmények), mind a kévetkezmények halmazok, a cselekedetek pedig — lévén hogy a
vilag allapotainak fiiggvényében bizonyos kovetkezményekhez vezetnek — az allapotok tere
és a kovetkezmények tere kozotti leképezések. Formalisan tehat az allapotokat egy (£2,%), a
kovetkezményeket egy (O, Z) mérhets térrel reprezentaljuk, a cselekedetek pedig az 2 — ©
mérhets fiiggvények egy D halmazaval, amelyekre az aldbbiakban rovunk majd ki kiko-
téseket. Az illusztracio kedvéért tekintsiik az alabbi Savage-tdl (1954, 13. o.) szarmazo
példat:

LA feleséged éppen az 6todik tojast iiti bele egy talba, amikor betoppansz, és
ajanlkozol, hogy befejezed az omlettet. A hatodik tojas, amelyet valamilyen
okndl fogva vagy az omlettbe kell tenned, vagy kidobnod, a tal mellett hever
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toretleniil. El kell dontened, hogy mit teszel ezzel a tojassal. Taldn nem tul-
zott egyszertiisités azt mondani, hogy harom cselekedet koziil valaszthatsz: vagy
beleiitod a talba, amelyben mar ott van az el6z6 6t, vagy egy maésik csészébe
itod, hogy megvizsgald, jo-e, vagy eldobod mindenféle vizsgélat nélkiil. A tojas
allapotatol fiiggden, mindhérom cselekedet valamilyen kévetkezményhez vezet,
mondjuk azokhoz, amelyeket az alabbi tablazat mutat.

Cselekedetek Allapot: Allapot:
a tojas jo a tojas rossz
A talba torod omlett hat tojasbol nincs omlett,
0t tojas elpocsékolva
A csészébe t6rod omlett hat tojasbol omlett 6t tojasbol
és egy mosogatni vald csésze | és egy mosogatni vald csésze
Eldobod omlett 0t tojasbol omlett 0t tojasbol”
és egy jo tojéas elpocsékolva

A cselekedetek tehat az allapotok és a kovetkezmények kozotti leképezések. A reprezentacios
tétel premisszai a cselekedeteknek erre a D fiiggvényterére ronak ki bizonyos raciondlis
feltételeket. Nézziik a legfontosabbakat.

Osszefiiggési feltétel: A cselekedetek kozott letezik egy Gsszefiiggs gyenge < preferencia-
relacio, azaz barmely e, f € D-re e < f vagy e = f vagy mindkettd.

Tranzitivitasi feltétel: A preferenciarelacié tranzitiv, azaz minden e, f, g € D-re, ha e
fés f=<g,akkor e < g.

Vagyis, ha jobb dontés inkdbb el6vigyazatosan a csészébe iitni a tojast, mint a talba, és ez
utoébbi jobb, mint kidobni a tojast, akkor a csészébe iitni is jobb, mint kidobni.

A kovetkezd feltétel megvilagitasahoz modositsuk Savage példajat. Tegyiik fel, hogy
egy negyedik valasztasod is van: a dontés silyatol megijedve fogod mind a hat tojast, és a
szemétbe hajitod. A dontési matrix ekkor a kovetkezbképpen fest:

Cselekedetek Allapot: Allapot:
a tojas jo a tojas rossz
A talba torod omlett hat tojasbol nincs omlett,
0t tojas elpocsékolva
A csészébe t6rod omlett hat tojasbol omlett 6t tojasbol
és egy mosogatni vald csésze | és egy mosogatni valo csésze
Eldobod omlett 0t tojasbol omlett 6t tojasbol
a hatodikat és egy jo tojéas elpocsékolva
Mind eldobod nincs omlett, nincs omlett,
hat tojas elpocsékolva 0t tojas elpocsékolva
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Ha a tojas rossz, akkor az els6 és a negyedik cselekedet kovetkezményei megegyeznek: mind-
két esetben 6t tojast pocsékolsz el. A reprezentacios tétel kovetkezd premisszaja azt mondja
ki, hogy a két cselekedet kozotti preferenciasorrend nem fiigghet att6l, hogy pontosan mi is
ez a kovetkezmény. Vagyis, ha az egyes cselekedetet el6nyben részesited a negyedikkel szem-
ben, akkor ez akkor is igy lenne, ha az 6t elpocsékolt tojast még tetézné mindkét esetben
feleséged szidalma is. A feltétel pontos megfogalmazasahoz vezessiik be az alabbi jellést:
e, e/ € D-ree =, € illetve e =,1 € jelentse azt, hogy e és €’ kivetkezményei megegyeznek az
a € ¥ illetve az a- € ¥ allapotban, vagyis e(z) = ¢/(x) minden = € a-ra. Ezzel a jeloléssel
a harmadik feltétel igy fest:

Fiiggetlenségi feltétel: Minden e, €, f, f' € D cselekedetre és a € X allapotra, ahol

€ =a e e f=a f/7

e=,. f ¢ €=, f,
ha e < f, akkor €’ < f'.

A fliggetlenségi elv tehat azt mondja ki, hogy ha két cselekedetnek ugyanaz a kovetkezmé-
nye valamely allapotban, akkor a cselekedetek kozotti preferencidk nem fligghetnek ettél a
kovetkezménytsl. Erre az elvre a fejezet végén még visszatériink. A fenti kikotéseket még
néhany technikai kikotés kiséri, amelyek egyiitt alkotjak a reprezentacios tétel premisszait.
Ezek utan a reprezentacios tétel igy hangzik.

7. Tétel. Legyen adva az allapotok (€2, X) és a kovetkezmeények (O, Z) mérhetd tere, vala-
mint a cselekedetek mint €2 — © mérhetd fiiggvények D halmaza a fenti gyenge rendezéssel,
amely kielégiti a fenti kikotéseket (és még néhanyat). Ekkor (2, X)-n 1étezik egy p valoszi-
niiségi meérték, (0, =)-n pedig egy u hasznossagfiiggvény, ugy hogy

e < [ akkor és csak akkor, ha Ezxp(uoe) < Exp(uo f)

ahol uo f az u és f fiiggvények kompozici6ja. A p valosziniiség egyértelmi, az u hasznossagi
fiiggvény pedig pozitiv affin transzformécio erejéig egyértelmd.

A reprezenticios tétel szerint tehat egy raciondlis dgens preferencidi egyértelmiien rep-
rezentalhatok egy valodszintiségi mértékkel és hasznossagi fiiggvénnyel, amelyekre a varhato
hasznossag visszaadja a preferenciarelaciot. A valoszindség tehat dltalanos dontési helyze-
tekben val6 racionélis viselkedésbdl eredeztethets. A valoszintiségnek ez az tn. preferencia-
interpretacidja a Dutch book-argumentumok altalanositasanak tekinthetd, amely a Maher-
tipusu példak racionalitdsanak kimutatasira torekszik. Ha nagyon szeretnél busszal haza-
jutni, racionalis lesz fogadnod, még akkor is, ha a fogadas nem fair.

De vajon elébbre jutottunk-e fenti kérdésiinkben, hogy ti. miben is all a racionalitas-
ként elfogadott feltételek racionalitasa. A Dutch book-mentesség kévetelményét most hét
posztuldtum véltotta fel, amelyek maguk utan vonjak a szubjektiv valoszintség létét. De
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mire alapozzuk a posztulatumok igazsagat? Itt a szubjektivistdkat ismét csak az a veszély
fenyegeti, hogy kénytelenek lesznek elismerni, hogy a kérdés empirikus. Néhanyan nem
adjak fel a harcot, és a fenti premisszékat ujabb raciondlis elvbél vezetik le (pl. szinkron
szeparalhatosag, lasd alabb). Ezeket a torekvéseket nem kovetjiik, hanem elfogadjuk, hogy
mind Savage posztuldtumai, mind az eredeti Dutch book-argumentumok premisszai empi-
rikus elvek. Miel6tt azonban megvizsgalnank, hogy empirikusan adekvatak-e, nézziik meg
teljes fegyverzetében azt az elméletet, ami a szubjektivista valoszintségfelfogasra épiil. Ez
a bayesianizmus.

6.3. Bayesianizmus

jatszik a valoszintség fogalma. Az eredetileg a konfirmacié problémainak tanulméanyozasara
kifejlesztett modszer azonban méra vezets szerephez jutott mind a dontéselméletben, mind
a tanulaselméletben vagy az un. Bayes-halok elméletében. Az elnevezés a 18. szézadi angol
teologusra és matematikusra, Thomas Bayesre megy vissza (1d. 15. oldal).

A modern bayesianizmust az a Bécsi kor nyoméan létrejott torekvés hozta létre, hogy
a deduktiv logika apparatusahoz hasonléan megalkossdk az induktiv kovetkeztetések for-
malis elméletét. A elméletet alakjahoz a vezérfonalat a deduktiv logikaval valé analdgidk
szolgaltattak. Az induktiv kovetkeztetést a deduktiv kivetkeztetés mintajara képzelték el
azzal a kiilonbséggel, hogy mig a deduktiv esetben a premisszak maguk utan vonjak a
konklizié igazsdgat, addig az induktiv esetben ez az implikacié csak részleges. A részleges
kovetkeztetés nyoman a kijelentések igazsaga csak részleges igazolast nyer.

A korai szubjektivistik szakitanak azzal az induktiv-logikai kontextussal, amelyben a
részlegesen igazolt kijelentés fogalma megsziiletett, de megdrzik a kijelentésekbe vetett hit
mértékének a fogalmat. Ismét csak a deduktiv logikabdl meritve a hitek mértékére korlato-
zasokat ronak ki. Episztemologiai olvasatban a deduktiv logika két értelemben korlatozza
a racionélis hiteket. Egyrészt a logikai konzisztencia kdvetelménye révén, amely szinkron
modon korldtozza az egyszerre képviselhet hitek korét, masrészt a logikai kovetkezmény-
relacion keresztiil, amely a régi hitekbdl az Gijakra valod attérés diakron 1épését koordinalja.
Ennek a szinkron és diakron racionalitasi elGirasnak lett az orokose az két elv, amelyeket
ma a modern bayesianizmus alapelveiként tartunk szdmon.

Konzisztencia: A szinkron racionalis hitek mértékei valoszintiségi mez6t alkotnak.
Kondicionalas: A raciondlis hitek viselkedését a valoszintségi kondicionalés irja le.

Mindkét elv olyan raciondlis agenst tart a szeme el6tt, aki egy nyelv kijelentéseihez szub-
jektiv hitének mértékében szamértékeket rendel, majd miutan teljes vagy részleges bizo-
nyossagot szerez egyik vagy mésik kijelentésbe vetett hitét illetGen, ezeket a mérdszamokat
a bizonyiték alapjan véltoztatja. Kihallhato, hogy ez az episztemologiai modell elsGsorban
a konfirmacioé leirasara sziiletett: hogyan moédositsunk egy eddig csak részlegesen igazolt
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hipotézist, ha ujabb bizonyitékhoz jutunk. A két elv tehat két elsirast fogalmaz meg a hitek
mértékére vonatkozoan. Az egy id6ben képviselt hitek mérdszamai elégitsék ki a valdszint-
ség axiomait; az 0 bizonyiték szerzésével a mérgszamok pedig frissiiljenek a kondicionalés
szerint. Az els§ elvvel az el6bbiekben mar foglalkoztunk, nézziik most a kondicionalést.
Legyen p egy raciondlis 4gens hitfiiggvénye egy adott pillanatban, ahol most feltételezziik,
hogy p a nyelv Lindenbaum—Tarski-algebrdjan van értelmezve. A konzisztencia kévetelmé-
nye kimondja, hogy p legyen valoszintiségi mérték. Legyen b egy bizonyiték, az eseménytér
egy eleme, amelynek az agens birtokaba keriil. Ez a bizonyiték megvaltoztatja az 4gens hit-
fiiggvényét. Az 4j p’ hitfiiggvény szintén valoszintiségi mérték lesz; olyan, amelyre p/(b) = 1.
Ilyen valoészintségi mérték sok van. A bayesidnusok ezek koziil az alabbi mértéket valasztjak
ki:

Szigoru kondiciondalas: Egy b bizonyiték megszerzésével egy raciondlis dgens valoszind-
ségi mezeje az alabbi kondicionalassal valtozik.

p(-) = p(-b)

A kondicionalas feltételét Richard Jeffrey (1983) olyan esetekre is alkalmazta, amikor az
agens nem egy 1j bizonyitékrol szerez tudomést, hanem egymast kizard lehet&ségek valo-
szintiségeérsl. Vagyis létezik az eseménytérnek egy olyan {b;}!' , partici6ja, amelyre nézve
az 0j p’ valoszintiségi valtozo értékei ismertek. Ekkor az 1j valosziniségi mértéket Jeffrey
szerint az alabbi Osszefiiggés definialja:

Jeffrey-kondicionalas: Egy {e;}" , partici6 6j p’ valoszintiségeinek ismeretében az 1j
valoszintiségi mezdt az alabbi Osszefiiggés definialja:

P) = Y (- ler(e)
i=1

A szigora kondicionalas a Jeffrey-kondicionélis specidlis esete abban az esetben, amikor a
particié egyik elemének val6szintisége 1.
mentumot illetve a varhat6é haszon maximalizaldsat. Maradjunk most a Dutch book-argu-
mentumnal. Az argumentum két dolgot el6feltételezett. Egyfelsl azt, hogy az agens hit-
fliggvénye fogadasi hajlanddségot tiikroz, és fogadasi kvociensekben operacionalizalhaté.
Masfeldl azt, hogy a racionéalis viselkedés a biztos vesztés elkeriilése. Az igazolas a Ramsey—
de Finetti-tétel (5. tétel) segitségével tortént, illetve a feltételes valoszintiség operaciona-
lista bevezetése esetében a Ramsey—de Finetti-tételnek a feltételes valdszintségekre valo
altalanositasa (6. tétel) révén. A konzisztenciat igazolo Dutch book-argumentumokat a
bayesidnusok szinkron Dutch book-argumentumoknak nevezik.

A kondicionalds igazolasa szintén Dutch book-argumentumokkal torténik. Ezek az un.
diakron Dutch book-argumentumok. A diakron Dutch book-argumentumok ugyanazokkal
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az el6feltevésekkel élnek, mint a szinkron Dutch book-argumentumok. Ha az el6feltevéseket
elfogadjuk, akkor megmutathatd, hogy az dgens csak akkor jar el racionélisan, ha hitfliggvé-
nyeinek kinematikajat a Jeffrey-kondicionalas irja le. A diakron Dutch book-argumentumok
a kovetkezGképpen vannak értelmezve. Tegyiik fel, hogy az X jatékos hitének mértéke egy b
bizonyiték tudomasul vétele soran a p kvociensfiiggvényrsl a p’ kvociensfiiggvényre véltozik.
Tegyiik fel, hogy p is és p’ is valoszintiségi meérték, és tegyiik fel azt is, hogy mind a p(-|-)
mind a p/(-|-) feltételes valoszintiségek (6.2) szerint vannak értelmezve. p és p’ ellen te-
hat kiilon-kiilon nem adhaté szinkron Dutch book. Kérdés azonban, hogy van-e valamilyen
megszoritas a p — p’ dtmenetre. A megszoritast éppen a diakron Dutch book-argumentum
jelenti.

Az X jatékos megadja a p : ¥ — R fogadasi kvocienseit b tudomasul vétele elstt, és
ugyanakkor megadja a p’ : ¥ — R fogadési kvocienseit is arra az esetre, ha b bekovetkezne.
Ezek ismeretében az Y jatékos megad egy S : 3 — R tétfiiggvényt, és kivalaszthatja a kez-
deti események egy tetszéleges halmazat, amelyre fogadast ajanl X-nek, majd pedig azt is
megmondja, hogy mely tovabbi eseményekre illetve milyen S’ tétekkel kivan fogadni abban
az esetben, ha b bekovetkezik. Ezek a fogadasok természetesen mar X 1j fogadasi kvocien-
seivel torténnek. A diakron Dutch book-argumentum azt igyekszik megmutatni, hogy ha
X nem a Jeffrey-kondicionalas szerint frissiti valoszintiségi mezejét miutan egy b bizonyiték
birtokaba jut, akkor Y képes gy eseményeket és téteket valasztani, hogy barmi torténjék,
X mindig vesziteni fog. Az aldbbiakban a szigoru kondicionéalasra mutatunk diakron Dutch
book-argumentumot, azonban a gondolatmenet Jeffrey-kondicionalasra ugyanigy érvényes.

Jeloljiik a b tudomasul vétele el6tti fogadas targyat képezd eseményeket rendre F-fel,
b tudomésul vétele utaniakat pedig F’-vel. Legyen H a két halmaz unioja. Ekkor X
Ossznyeresége az I interpretacioban

GI(H) = Y (I(a) = p(a))S(a)) + Y (I(a) —p(a))S"(a") 1(b). (6.3)

acl a’eF’
Mindezek segitségével a diakron konzisztencia igy értelmezhets.

15. Definicio. X-nek a p és p’ kvociensfiiggvényeivel szemben Y-nak egy S és S’ tétfiigg-
vényét diakron Dutch booknak nevezziik F-en, ha G!(F) < 0 minden interpretacioban. Ha
p és p ellen nem valaszthato diakron Dutch book F-en, akkor ket diakron F-konzisztensnek
mondjuk. p-t és p'-t diakron konzisztensnek mondjuk, ha konzisztens ¥ x ¥ minden rész-
halmazén.

Ismét nézziink egy példat szinkron konzisztens, de diakron inkonzisztens fogadésra:

3. Példa. Legyen X ismét a kockadobasok eseménytere, és valassza X p-nek ismét az
uniform valészintségi mértéket Yn, vagyis legyen p({i}) = & minden 1...6 eseményre.
Legyen tovabba p’ olyan, hogy p/({i}) = I, ha i > 2, és p/({i}) = 0, ha i < 2. A
feltételes valoszintiségek legyenek (6.2) alapjan értelmezve p-ben is és p’-ben is. Legyen a
bizonyiték b = {{2} vV {4} V {6}} a parosdobas eseménye. Miutan tehat X tudomast szerez
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arrol, hogy a dobés paros, kezdeti p kvociensfiiggvényét p'-re frissiti, ami nyilvanvaléan nem
azonos p(-|b)-vel. Legyen tovabba a = {6} egy mésik esemény, a hatos dobéas eseménye.
Nyilvénvaléan p(a) = %, p(b) = %, p(alb) = 1 és p/(a) = 1. Ekkor Y az alabbi diakron
Dutch bookot tudja adni X ellen az F' = {a A b,b,b} és F' = {a} valasztassal. Legyen a

tétfliggvény

S(and) = 1
1
Sb) = —
1
St = -
) = 3
S'(a) = -1
Ekkor az X jatékos nevezési dija —% x1— % X 1—12 — % X % + i x1= —23—4; kifizetéseit pedig
az alabbi tabldzat mutatja:
Interpretaciok | aAb | b | bt a || Osszesen
Ia)=1,Ib)=1] 1 |5 ] 0| -1 he
I(a)=1,I(b)=0| 0 [0 [ 5[ —3 v
I(a)=0,1b)=1| 0 | L]0 as
I(a)=0,Ib)=0| 0 [0 [ % || —% =

ahol az a eseményre fogadas b bekovetkezése esetén az 1j kvociens és tét szerint torténik. Igy
tehat X nyereménye minden esetben —% + 1—12 = —i, azaz minden esetben azaz vesziteni
fog. Mindez (6.3)-be helyettesitve kozvetlenil is lathato.

A diakron Dutch book-argumentum a kovetkezs tételre épiil.

8. Tétel. p és p’ akkor és csak akkor diakron konzisztens, ha minden a € ¥ elemre fennall,
hogy

p'(a) = plalb).

Bizonyitas. Lasd a C. Fiiggelékben.

A kondicionalas tehat diakron Dutch book-argumentummal igazolhato.

A kondicionélassal fiigg 6ssze egy masik fontos bayesianus fogalom, az un. felcserélhetdség.
Amint azt a fejezet elején emlitettiik, de Finetti mind a klasszikus illetve logikai interp-
retaciot, mind pedig a valdszintiség objektiv értelmezéseit elutasitotta; az elGbbieket az
indifferencia kétes elve, az utobbit az objektiv valoszinlség tételezése miatt. Mindezek elle-
nére de Finetti mégis érvényesnek tartotta mindazokat a valosziniiségi gondolatmeneteket,
amelyek a tapasztalatbol valo induktiv tanulas lehetGségét tamasztottak ala, s6t mi tobb,
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egyenesen azt allitotta, hogy ”a szubjektiv valoszintiség az indukci6 probléméjat felcserél-
hetGség esetén teljesen megoldotta.” (Kyburg, Smokler, 1980, 105. o.) A felcserélhetGség
fogalmat legjobban a tapasztalatbol valé tanulas hires példajan, Laplace rakovetkezési sza-
balyan vilagithatjuk meg. E szabdly szerint, ha egy esemény eziddig egymastol fiiggetleniil
n-szer bekovetkezett, és az esemény valoszintiségérsl semmit sem tudunk, akkor annak valé-
szintisége, hogy a kdvetkezd alkalommal is bekovetkezik Z—Ié Ha egy fehér és fekete golyokat
tartalmaz6 ismeretlen Osszetételd urnabol ezidaig n-szer fekete golyd hiztunk, akkor annak

valdszintisége, hogy a kovetkezs huzésra is feketét fogunk kapni Z—Ié A szokasos metafizikai

olvasatban (Id. 66. oldal) a szabaly bizonyitasa harom dolgot feltételez:

(i) Objektiv valdszindiség. Létezik egy = objektiv valoszintiség, amely az urnabol valo
fekete goly6 kihtizasanak valoszintisége.

(ii) Figgetlenség. Az urnabol torténs huzasok fliggetlen események.

(iii) Indifferencia elve. Az x objektiv valoszintiség értékére vonatkozo minden h, hipotézis
episztemikus valészintisége minden = € [0, 1] valds szamra vonatkozoan egyforma.

De Finetti mindhdrom premisszat elutasitotta. Objektiv valdszintiség egyaltalan nem 1é-
tezik, amint azt a Theory of Probability elején félreérthetetlen egyértelmiséggel kijelenti.
Ami az urnabdl valé fekete golyo hizasanak ismeretlen valdszintiségét illeti, de Finetti errél
a kovetkezsket irja: ,,Amit nem ismeriink, az az urna sszetétele, nem pedig az Osszetétel
valoszintisége: ez utdbbi ismert és az Osszetételt illet§ szubjektiv véleményiinktdl fiigg.”
(1995, 214. o.) Az Osszetétel valoszintisége maga nem egy esemény, igy nem is vonatkoztat-
hatunk ra tjabb valoészintiséget. ,Minden események valdszintiségére vonatkozo kijelentés
pusztan valaki véleményének a kifejezése, nem pedig egy esemény. Ezért nincs értelme
megkérdezni, hogy vajon a kijelentés igaz, hamis vagy valoszini-e.” (1972, 189. o.) A
rakovetkezés szabalyanak bizonyitasaban (64. oldal) szerepl§ h, kifejezés tehat nem egy
hipotézist reprezental, hanem az urna egy lehetséges Osszetételét, a p(h,) kifejezés pedig
nem ennek a hipotézisnek a valoszintiségét, hanem egy lehetséges Osszetétel (szubjektiv)
valoszintiségét.

Ennélfogva a p(h,) kifejezés nem is mindig értelmes. Ha példaul a hipotézist a nap-
felkeltékre vonatkoztatjuk, ahogy azt eredetileg Laplace tette, akkor de Finetti szerint az
urnés modellel ellentétben nincs okunk kiilonbo6z6 valészintségeket feltételezniink, minthogy
nem léteznek semmilyen objektiv — az urna lehetséges dsszetételeihez hasonlé — tényallasok,
amelyekre vonatkozoan véleményeket, és igy valoszintiségeket fogalmazhatnank meg. Az in-
differencia elve tehéat a hasonl6 heurisztikdkkal egyiitt de Finetti szemében csupén annak a
hidbavalo eréfeszitésnek az eszkoze, hogy a valosziniiség fogalmat valamilyen egyéb logikai-
matematikai fogalombol szarmaztassuk. Valoszintiségi joslataink sziikségképpen valamilyen
redlis fizikai eseményekre vonatkozo kezdeti valdszintiségekbdl szarmaznak, amelyeket aztan
a tapasztalatnak megfelel6en modositunk. Ezek a kezdeti valoszintiségek azutan a tapasz-
talatok szaporodtaval konvergélni fognak, vagy amint a bayesianus terminoldgia fogalmaz,
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az evidencidk ,kimossdk” a kezdeti valészintiségeket. Ez a konvergencia azonban nem jelen-
ti azt, hogy létezne valamiféle objektiv valoszintség, amelyhez a szubjektiv valoszintségek
konvergalnak. Eppen forditott a helyzet: bizonyos valoszintiségeket azért tartunk objektiv-
nak, mert a rdjuk vonatkoz6 szubjektiv valoszintségek konvergalnak.

A tétel, amelyre de Finetti értelmezését épiti, a hires reprezentacios tétel, amelyet a
valoszintiségszamitisban azota is az 6 neve alatt tartanak szdmon. A reprezentacios tétel
felcserélhets illetve feltételesen fiiggetlen valoszintségi valtozok kozott teremt kapcsolatot.
Valoszintiségi valtozok egy halmazat akkor nevezziik felcserélhetdnek, ha egyiittes eloszla-
suk a valtozok minden permutaciojara invaridns, és akkor nevezziik egy adott valdszintiségi
valtozora nézve feltételesen figgetlennek, ha fliggetlenek a valdszintiségi valtozo altal gene-
ralt feltételes valoszintiségi mértékben. (A definicidokat és a hozzajuk kapcsolodo tételeket
lasd részletesen a D. Fiiggelekben.) Bernoulli valoszintségi valtozok esetében a két fogalom
kozOtt a reprezentacios tétel az alabbi Osszefiiggést teremti:®

9. Tétel. (De Finetti reprezentécios tétele.) Legyen (2,%,p) valoszintiségi meértéktér, és
legyen g1, g2, -+ : Q — {0, 1} felcserélhet6 Bernoulli-valtozok egy végtelen sorozata. Ekkor a
valdszintiségi valtozok minden véges n elemid halmazanak eloszldsa elGall mint valamilyen h :
Q — [0, 1] valoszintiségi valtozora nézve feltételesen fiiggetlen Bernoulli-valtozok keveréke,
vagyis

plgr =c1,92 =¢€2,...9n =6p) = / I £y (ei | 2) dFn(x) (6.4)
Ri—1

ahol fg., a g; valoszintségi véltozonak a h valoszintségi véltozora vett feltételes siiriiség-
fliggvénye, az Fj, eloszlasfiiggvény pedig a ,relativ gyakorisagok” hatarértéke:

1 n
Fp(z) = nh_)rgop (EZ&:Z < 33) . (6.5)
i=1

A tétel a szubjektivista valoszintiségi interpretacio kozponti tétele. Itt csak Bernoulli-
valtozokra mondtuk ki, de érvényessége kiterjed tetszGleges felcserélhets valdszintiségi val-
tozokra. A tétel azt éllitja, hogy felcserélhets valoszintségi valtozok (legaldbbis a végtelen
esetben!) mindig elgallnak mint feltételesen fiiggetlen valoszintiségi valtozok keverékei. Mi-
vel a viszony visszafelé trivialis, azaz feltételesen fiiggetlen valdszintiségi valtozok keverékei
felcserélhetk, ezért a két fogalom (széles kérben) azonosithato.

Lassuk a tétel értelmezését de Finetti szellemében. Induljunk ismét az urnas példatol.
Egy ismeretlen aranyt fekete és fehér golyokat tartalmazé urnabol visszatevéssel golyokat
hazunk. Az objektivista — tévesen — abbdl indul ki, hogy (i) a fekete goly6 kihuzasanak
objektiv valoszintisége van; (ii) a huzasok erre az ismeretlen objektiv valoszintiségre nézve

3A reprezentacios tétel Birkhoff, Khintchine és Hopf munkassaga nyoman méara teljesen beleolvadt az
ergodikus dekompozicié probléméjaba.
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feltetelesen fliggetlenek; (iii) a huzésok valoszintiségét csak valoszintiség erejéig ismerjiik.
A reprezentéicios tétel de Finetti szerint azonban éppen azt mutatja meg, hogy ezek a fel-
tevések teljességgel jogosulatlanok. A (6.4) egyenlet jobb oldalan allo kifejezések, pl. a
feltételes strtiségfiiggvény vagy a h valdszintségi valtozo eloszlasfiiggvénye csupan matema-
tikai segédfogalmak, amelyek nélkiiléznek minden fizikai-metafizikai jelentést, és igy nem
értelmezhetjiik Gket tgy, mint .egy hipotézisre nézve fiiggetlen események” vagy ,konstans,
de nem ismert valoszintiségek”. Ezek a fogalmak a felcserélhets valoszintiségi valtozoknak
csak egy bizonyos reprezenticidjaban jelennek meg: fizikai jelentése azonban egyediil ma-
ganak a bal oldalon szerepls felcserélhetdségnek van.*

A felcserélhetGség az urnas példa esetében azt jelenti, hogy annak a valosziniisége, hogy
n huzasbol k fekete golyot kapunk nem fiigg attol, hogy pontosan mely k hazés sordn
kaptunk fekete golyot. A valdsziniiség itt természetesen szubjektiven értendd, vagyis az
eloszlasfiiggvény azért felcserélhets, mert ,ugy érezziik, hogy a kdvetkezs elmeallapotban
vagyunk: két huzassorozatot, amelyek csak a sorrendiikben kiilonbdznek, egyenlGen lehet-
ségesnek itéliink” (1989, 201. o.) Elegendd tehat a felcserélhetGséget feltenniink, és a fenti
tétel alapjan az Osszes tobbi matematikai eszk6z a rendelkezéslinkre all, hogy a rakdvet-
kezési elvét és a hasonlo indukcios elveket levezessiik. A (6.5) egyenlet pedig éppen azt
fogja garantélni, hogy tetszbleges kezdeti valoszintségbdl indulhatunk; n novekedtével a g;
valoszintségi valtozok aritmetikai 4tlaga az eloszlasfiiggvényhez konvergal. Eppen emiatt
a konvergencia miatt vélik az objektivistdk — ismét csak tévesen —, hogy létezik valamiféle
objektiv valoszintiség.

Ha tehat felcserélhetd kezdeti eloszlasfiiggvénybdl indulunk ki, akkor ,az a mentalis
hajlamunk, hogy a jov6t a multhoz hasonlénak varjuk” (uo.) igazolhatova valik, azaz "az
indukci6 problémajat felcserélhetGség esetén teljesen megoldott|uk]|” — hangzik de Finetti
ambicidzus kijelentése.

A konzisztencia és a kondicionédlas alapelveinek bevezetésével a bayesidnusok egy sereg
tudomanyfilozofiai és ismeretelméleti problémara (Hempel-konfirmacio, hollo6-paradoxon,
stb.) kinaltak vélaszt. Ugyanakkor a szakirodalom szamon tart néhany olyan problémét is
(univerzalis allitasok konfirmécioja, ,a régi bizonyiték” problémaéja), amelyeket a bayesia-
nizmus sem volt képes kezelni. Hogy ezeknek az ismert bayesidnus problémaknak a kezelése
mennyiben sikeres illetve sikertelen, azt itt nem targyaljuk (ehhez 1d. Earman 1992), hanem
ehelyett kozvetleniil a bayesianizmus empirikus alapjaira kérdeziink ra.

6.4. Empirikus alapok

Elérkeztiink ahhoz a mindeddig halogatott kérdéshez, hogy miképpen igazolhatok a ba-
yesidnus alapelvek vagy a mogottiik all6 Dutch book-argumentumok illetve dontéselméleti

1A felcserélhetség fogalma de Finetti radikalis szubjektivista valoszintisegértelmezésében mindvégig
kozponti szerepet jatszott. A fogalmat szamtalan modon altalanositotta (parcialis felcserélhetGség, Markov-
felcserélhetGség, stb.).
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bizonyitasok premisszai. Lattuk, hogy a racionalitasra valé puszta hivatkozis nem jelent
megnyugtaté megoldast. Egy ut maradt hatra: megvizsgalni, hogy mi a helyzet a pre-
misszék empirikus igazsagaval. A vonatkozo6 pszichologiai irodalom o6riési; itt csak néhany
fontos eredményt kozliink (Kahneman et al., 1982). Kezdjiik azokkal az altaldnos ismere-
tekkel, amelyeket események valoszintségi értékelésérsl tudunk. Az empirikus kutatasok
szerint a szubjektiv valoszintiségi becsléseket néhany heurisztikus elv irdnyitja, amelyek a
legtobb esetben nagyon hasznosak, azonban az egyéb észlelési heurisztikikhoz hasonléan
— ahogyan példaul a tavolsagérzékelés megtéveszthetd a megviladgitas erejének valtoztaté-
saval — komoly és szisztematikus tévedésekhez vezethetnek. A harom legismertebb ilyen
heurisztika a reprezentativitds, a hozzdférhetdség és a horgonyzds és hangolds.

1. Reprezentativitds. A reprezentativitas heurisztikdja alapjan egy szingularis eseményrsl
olyan valdszintséggel véljiik, hogy egy eseménytipusba esik, amennyire az eseményt repre-
zentativnak érzékeljiik a tipus szempontjabol. Ez a reprezentativitasi heurisztika azonban
szamos statisztikus faktorral egyaltalan nem szamol. Az egyik ilyen figyelmen kiviil hagyott
tényez6 az eldzetes valdszinidség. Vizsgalt személyeknek rovid személyleirdsokat mutatnak,
majd arra kérik Sket, hogy allapitsak meg, hogy a személyleirds milyen valdszintséggel felel
meg inkdbb egy mérnoknek, mint egy tigyvédnek. A kisérletek azt mutatjak, hogy az ered-
mény gyakorlatilag nem véaltozik akkor, ha az alanyt el6zetesen informdljék arrél, hogy a
személyleirasok egy meghatarozott szazaléka mérnokre vonatkozik. A szemeélyleirasok teljes
hianyaban az alanyok figyelembe veszik az el6zetes valoszindséget, de a reprezentativitési
heurisztika akar semmitmondé leirasok esetén is rogton torli az elGzetes valoszintiségeket
(Kahneman, Tversky, 1973).

A reprezentativitasi heurisztika alkalmazéasanak egy mésik bizonyitéka a becsiilt valoszi-
niség érzéketlensége a mintaméretre. A vizsgalt személyekhez a kdvetkezs kérdést intézik.
LEgy varos nagyobbik korhazaban atlagosan 45 gyerek sziiletik naponta, a kisebbikben 15. A
gyerekeknek atlagosan a fele fit. Mindkét kérhézban egy éven at rogzitik azokat a napokat,
amelyeken az aznap sziiletettek gyerekek tobb, mint 60%-a fia. Melyik korhazban rogzitet-
tek tobb ilyen napot?” (Kahneman, Tversky, 1972). A megkérdezettek donté tobbsége azt
véalaszolja, hogy a kérhazak ebbdl a szempontbdél egyformék, mivel az eseményeket ugyanaz
a statisztika irja le, és ezért ugyanannyira vélik reprezentativnak az altaldnos populaciora
nézve.

Ezzel fiigg 0ssze az a szisztematikus torzité faktor is, hogy a populaciok statisztikus
tulajdonsagait mar kis mintadkon reprezentativnak véljik. Véletlen folyamatokkal gene-
ralt események statisztikai jellemzgGirsl példaul az alanyok nagy része tgy gondolja, hogy
az mar rovid sorozatokon is reprezentalodik. Egy szabilyos pénzérmével valé dobasnél a
fifiif sorozatot valdszintibbnek gondoljak az ff fii¢ sorozatnal, mivel ez nem véletlen,
és a ffffif sorozatnal is, mivel ez nem fair (Kahneman, Tversky, 1972). A  |kis szamok
torvényére” hasonld példa a szerencsejatékos tévedése is, aki egy hosszt piros sorozat utén a
roulette-en a feketét valoszintsiti. A valoszintiségre mindegyik esetben egyfajta 6nkorrigald
folyamatként tekintenek.
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2. Hozzdférhetdség. A hozzéaférhetGség heurisztikija alapjan egy esemény valdszintségét
az alapjan itéljiikk meg, hogy milyen kénnyen vagyunk képesek felidézni az eseménytipusba
tartozo egyedi eseményeket. Ez a heurisztika nyilvan hasznos, mivel gyakori események
felidézése altaldban kdnnyebb; azonban a hozzéférést a frekvencian kiviil egyéb faktorok is
befolyasoljak, igy a heurisztika szamos esetben torzithat. Alanyoknak hires emberek listajat
olvassak fel, majd azt kérik t6liik, hogy becsiiljék meg, hogy hanyan voltak a felsoroltak
koziil n6k és hanyan férfiak. Az arény jelentGsen valtozik annak fiiggvényében, hogy inkabb
a nék vagy a férfiak a relative ismertebbek (Tversky, Kahneman, 1973).

A hozzaférhetségre tdmaszkodd valoszintségi becslés fiigg a keresési halmaztol is. Arra
a kérdésre, hogy vajon az angol (haromndl tobb betis) szavak korében az r bettivel kez-
d6ds vagy az r betlit harmadik bettiként tartalmaz6 szavak vannak-e nagyobb szamban,
a kérdezettek zome az els6 mellett dont (helyteleniil), mivel r bettivel kezd6dd szavakat
konnyebb felidézni (Tversky, Kahneman, 1973).

Olykor a tipusba tartozé eseteket nem felidézziik, hanem generdljuk. Itt a generdld
algoritmus konnytisége jelenti a tévedés forrasat. Kisérleti személyektsl megkérdezik, hogy
egy 10 tagu csoportbol milyen 2 < k < 8 szamra lehet a legtobb kiilonbozd tagokbol allo
bizottsagot létrehozni. A megkérdezettek altaldban az alacsony k-t preferaljak, és a bi-
zottsagok szamat k-val csokkendnek itélik. FeltehetGen arrél van szo, hogy az alcsoportok
(szamolas nelkiili) mentélis konstrukciojaban els6 lépésként a 10-es csoportot diszjunkt ré-
szekre particionaljak, igy a kisebb szamok tobb lehetdséget jelentenek (Tversky, Kahneman,
1973).

Végiil események kozotti korrelacio erdsségét az eseménytipusok kézotti asszociacios erd
alapjan itéljiikk meg. Alanyoknak képzeletbeli mentélisan sériilt betegek diagnozisat illetve
személyekrsl keésziilt rajzait mutatjdk meg, késgbb pedig arra kérik 6ket, hogy idézzék
fel, mely betegek kapcsan tudtak a diagnozisokat a rajzokon lathatd jegyekkel azonositani
(pl. gyanakvéas — kiilonos szemek). Az alanyok a diagnozis és a rajz kozotti korrelaciot
rendszeresen feliilbecslik az emberrajzra vonatkozd kozkeletd ugyanakkor megalapozatlan
interpretaciok alapjan (Chapman, Chapman, 1969).

3. Hangolds és horgonyzds. Sok esetben a becslés valamilyen szamolt vagy készen kapott
kezdeti értékbdl indul, majd pedig az érték djrahangolidséval jut a végs6 valaszhoz. Ez
a hangolas és horgonyzas heurisztikaja. A kisérleti személyeket arra kérik, hogy bizonyos
aranyokat becsiiljenek meg, pl. az afrikai orszidgok ardnyit az ENSZ-ben. A becslés a
kovetkezoképpen torténik. A kisérletvezetd megforgat egy 1-t6l 100-ig szamozott kereket,
majd arra kéri az alanyt, hogy nyilatkozzon, az 4ltala adott becslést nagyobb vagy kisebb-e
a kapott szamnal, majd pedig lefelé vagy felfelé indulva a szamtol adja meg a becslését. A
fenti kérdésre a 10-es szamrol indul6 alanyok medianja 25 volt, mig a 65-r6l induloké 45. A
készen kapott kezdeti érték tehat jelentSsen modositotta a végértéket.®

5Vagy egy hasonlé érdekes kisérlet (szintén nem a valészintiségi becslések korébsl) a kovetkezs: Két
csoport el6tt a tablara egy-egy szorzat van felirva: az egyikben a szamok 1-t6l 8-ig, a méasodikban 8-t61 1-ig
vannak 6sszeszorozva. Mindkét csoportban az alanyok csupan par masodpercet kapnak a szorzas elvégzésére,
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A hangolas és horgonyzéasnak a valdsziniiségi becsléseinkben jatszott szerepe illusztrala-
sara kiilonosen érdekes az a kisérlet, amelyben egyszertd, konjunktiv és diszjunktiv esemé-
nyek szubjektiv valoszintiségét tanulmanyoztak. Kisérleti személyek urnabol huzott golyok-
ra vonatkoz6 események koziil vagy egy egyszerd vagy egy konjunktiv vagy egy diszjunktiv
eseményre fogadhattak. Az egyszerd esemény egy piros goly6 huzasa egy 50-50 szézalékban
piros illetve fehér golyokat tartalmazé urnabol (p = 0,5); a konjunktiv esemény hét piros
goly6 huzasa egy 90 szizalékban piros, 10 szazalékban fehér golyokat tartalmazé urnabol
(p = 0,48); a diszjunktiv esemény pedig legalabb egy piros goly6 huzasa hét alkalombol egy
10 szazalékban piros, 90 szézalékban pedig fehér golyokat tartalmazé urnabol (p = 0,52).
Az alanyok szignifikdns tobbsége a konjunktiv eseményt preferdlta az egyszerd eseménnyel
szemben, és az egyszerl eseményt a diszjunktiv eseménnyel szemben, vagyis a konjunk-
tiv események valoszintségét folébecsiilte, a diszjunktivokét pedig ald. A magyarazat ez
esetben is a horgonyzés és hangolds. Mind a konjunktiv, mind pedig a diszjunktiv esemé-
nyek valoszintiségét az egyszerd események valoszintisége alapjan becsiiljiikk. Mivel azonban
a konjunktiv események valdszintisége kisebb, mint a konjunkci6 tagjaié, mig a diszjunk-
tiv események valdszintisége nagyobb, mint a tagoké, igy az elsG esetben folé-, a masodik
esetben alabecslés torténik (Bar-Hillel, 1973). Igen érdekes kivetkezményekhez vezet a hor-
gonyzés dontéselméleti kontextusban. Mivel konjunktiv események valoszintségi becslése
elsGsorban a tervezésnél jelentkeznek, ahol sok tényezének kell egyiittesen fennallnia, hogy a
terv sikeriiljon, igy a horgonyzas miatt a tervezésnél hajlamosak vagyunk a terv sikerét op-
timistan feliilbecsiilni. Ugyanakkor a kockdzatelemzés diszjunktiv eseményekre épiil, hiszen
egy katasztrofa sokféleképpen bekovetkezhet. Ismét csak a horgonyzas miatt a kockazati
tényez6t hajlamosak vagyunk alulbecsiilni.

Mindezek fényében vizsgaljuk meg végiil egy konkrét esetben, hogy mi is tudhatd empi-
rikusan. Tekintslik a valoszintiség Savage-féle dontéselméleti bevezetését. Lattuk, hogy
Savage hét, a cselekedetek preferencia-sorrendjére kirdtt raciondlis posztulatumboél vezeti
le, hogy az allapotok terén létezik egy valoszintiségi mérték. Vegyiik az egyik legtobbet
vizsgalt posztuldtumot, a fliggetlenségi feltételt. A feltétel azt mondja ki, hogy ha két
cselekedetnek ugyanaz a kovetkezménye valamely allapotban, akkor a cselekedetek kozotti
preferencidk nem filigghetnek ettsl a kovetkezménytsl. Az elv megvildgitasara tekintsiik a
kovetkezd Allaistsl (1979) szarmazo kisérletet. Egy urnabol golyokat kell kihuzni, amelyek
1—100-ig vannak szdmozva. A huzéashoz két kiilonb6z6 dontési probléma csatlakozik. Az A
problémaban egy aq és egy as cselekedet koziil lehet valasztani, amelyek a megfelel§ szamu
goly6 kihtizasa utan az alabbi kifizetéseket adjak:

A 1 2-11 12-100

a; | 1000000$ | 1000000$ | 1000000 $
a2 0% 5000000 % | 1000000 $

ezutan pedig nyilatkozniuk kell a szorzat értékérsl. A varakozas kettGs volt. Egyrészt az elégtelen hangolas
miatt a becsiilt érték kevesebb lesz a ténylegesnél, masrészt a novekvs sorozat értéke a kisebb kezdeti
tényezGkre torténs extrapolacio miatt kisebb lesz. Az eredmények mindkét varakozéast megerdsitették.
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A B dontési problémaban egy by és egy by cselekedet koziil lehet valasztani, amelyek kifi-
zetései az alabbiak:

B 1 2-11 12-100
by | 10000008 | 1000000 $ 0%
ba 0% 5000000 $ 0%

A filiggetlenségi feltétel tehéat azt koveteli meg, hogy egy racionélis dgens akkor és csak ak-
kor részesitse elényben az as cselekedetet az aq cselekedettel szemben, ha bo-et is elényben
részesiti b1-gyel szemben, hiszen a két dontési helyzet mindossze annyiban kiilénbozik, hogy
az egyikben a 12 — 100 szamozott golyokra 0% a kifizetés, mig a méasikban 1000000$. A
kisérletek tanusdga szerint azonban a megkérdezettek 46% szamara ay = ag, de by < bo,
vagyis a megkérdezettek csaknem fele sérti a fliggetlenségi feltételt. A kisérletet azota szé-
mos formédban és helyszinen megismételték hasonld eredménnyel. A felmérések szerint az
Allais-paradoxonban a megkérdezettek az A dontési helyzetet altalaban tgy értelmezik,
mint amelyikben a biztos 1000000$-0s nyereséget kockaztatjak, ha a; helyett az ao-t vé-
lasztjék; mig a B dontési helyzetet ugy, hogy egyrészt szinte biztos, hogy nem nyernek,
masrészt 50000003$-t ugyanolyan jo eséllyel nyernek, mint 1000000$-t, igy inkabb valasztjak
ba-t. A bayesianusok szerint amennyiben ezek a hallgatolagos pszichologiai feltételek (a
bizonyosat elényben részesiteni a bizonytalannal szemben, stb.) is tematizalva lennének a
dontési helyzetben, akkor a fiiggetlenségi feltétel empirikusan igazolhato6 lenne.

A helyzetet még érdekesebbé teszi, hogy a fliggetlenségi feltétel levezethets egy olyan
masik elvbdl, amelyet az empirikus kisérletek meggy6z6en alatdmasztanak. A kisérletben
az Allais-dontést egy dontési fa alapjan vazoljdk az alanyoknak. Vegyiink ismét egy urnat
1 —100-ig szamozott golyokkal, amelyek koziil a jatékvezets egyet kihuz. Ha a goly6 szama
12 és 100 kozott van, akkor az alany vagy 0$-t kap, vagy 1000000 $-t attol fiiggéen, hogy egy
A vagy egy B kisérletben vesz részt. Ha a szama 1 és 11 kozott van, akkor két lehet&sége van:
(i) vagy kap biztosan 1000000 $-t; vagy (ii) 5000000 $-t kap, amennyiben a goly6 szama nem
1, és semmit sem kap, ha a szam 1. Az alanynak nyilatkoznia kell, hogy most, a jatékvezets
huzéasa el6tt melyik lehetGséget valasztand. A kisérletek azt bizonyitjak, hogy az alanyok
egyontetien vagy az (i) vagy a (ii) valasztéssal élnek mindkét dontési fan. Azt az elvet,
amely alapjan az alanyok cselekednek Maher (1993) szinkron szepardlhatdsdgi elvnek nevezi.
Az elv szerint jelenlegi preferencidink arra vonatkozdan, hogy hogyan fogunk valasztani egy
késébbi dontési pontban, nem fiiggnek attol, hogy mi térténne akkor, ha nem érnénk el a
dontési pontot.

A kisérletek tehat azt mutatjak, hogy szinkron szeparalhatosagi feltétel empirikusan
verifikdlhaté, a fliggetlenségi feltétel azonban nem, jollehet az utébbi logikai kvetkezménye
az el6bbinek. A bayesianusok szamara egy tovabbi lehetséges mandéver ilyenkor azt allitani,
hogy azok az alanyok, aki elfogadjak a szinkron szeparalhatésagi feltételt, de nem fogadjak
el a fiiggetlenségi feltétel, egyszertien irracionalisak. Ez a lépés azonban teljes mértékben
kiliresiti a racionalitas fogalmat.
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A fenti kisérleti pszichologiai eredmények fényében a valoszintiség szubjektiv interpretaci-
6jarol osszefoglaldan tehat a kovetkezGket mondhatjuk. A szinkron illetve diakron Dutch
book-tételek a valoszintiség, a feltételes valoszintiség illetve a kondicionalds egyfajta jatékel-
méleti reprezenticidjat adjak. Ahhoz, hogy ezeket a modelleket az empirikus dgens hitfiigg-
vényével azonosithassuk, két empirikus hipotézissel kell élniink. Egyfeldl fel kell tenniink,
hogy a hitfiiggvények helyesen reprezentalhatok fogadésokkal, mésfeldl fel kell tételezniink,
hogy az empirikus 4gens nem fogad ugy, hogy barmi torténik, mindig veszitsen. Az els6
premisszat szamos kisérletben céfoltak ramutatva, hogy a fogadés ténye visszahat a kivalto
hitallapotra, eltorzitva a fogadas el6tti hitet. A masodik premissza ellen a Maher-tipusu
példak szolgaltatnak ellenpéldat: az empirikus dgens néha a konzisztencia figyelmen kiviil
hagyéasaval fogad; rdadasul erre sok esetben igen jo oka is van.

A szubjektivista persze tovabb menekiilhet, és tagithatja a Dutch book-tipusa elveket.
Mondhatja azt, hogy az empirikus agens viselkedését nem a Dutch book-mentesség krité-
riumai irjak le j6l, hanem valamilyen altalanosabb dontéselméleti kritériumok, példaul a
varhaté haszon maximalizalasa. Megadhat ilyen kritériumokat, és ezek matematikai rep-
rezentaciojabol levezetheti a valoszintiséget. A valdszintiségnek ezek a levezetései azonban
djfent tartalmazhatnak olyan premisszdkat, amelyeket az empirikus dgensek viselkedései,
vélekedései sértenek. Erre mutattak példat a fiiggetlenségi feltételt sértd Allais-dontések,
amelyek utjat alltak a valosziniliség empirikus visszavezetésének a varhaté haszon maxi-
malizilasara. Tovabbra is nyitott tehat a kérdés, hogy a valoszintség levezethets-e olyan
altalanos, a hivé hiteire és cselekedeteire vonatkoz6 premisszakbol, amelyek empirikusan
kielégitGen igazolhatok.

A szubjektivista természetesen megteheti, hogy az interpretacio egy pontjan hirtelen
atvalt az empirikus agensrdl a raciondlis dgensre, és azt allitja, hogy mindezek a premisszak
nem az empirikus, hanem a racionélis, idedlis 4gensre igazak. Nagyon gyakori eljaras ez a
szubjektivistak kozott, és ugyancsak nagyon gyakori a két nézet lebegtetése. Amennyiben
azonban az empirikus dgenst racionélis dgensre cseréljiik le, annyiban elhagyjuk a szubjekti-
vista interpretéaciot is, és visszatériink a logikai interpretacidhoz — minddssze annyi torténik,
hogy a konfirméaci6 empirikusan nem értelmezett fogalmat a konzisztencia hasonléan nem
értelmezett fogalméval helyettesitjiik. A szubjektiv interpretécié tehat nem képes bevéltani
azt a remeényt, amelyet a valoszintség értelmezésével kapcsolatban taplal.
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7. fejezet

A relativ gyakorisag-interpretacio

A valoszintség eddigi hdrom interpretacidja mind Osszhangban &llt azzal a prefilozofikus
elképzeléssel, hogy valdszintisége elsGsorban egyedi eseményeknek van. Ez természetesen
nem jelentette azt, hogy események egy sorozatdhoz vagy egy eseménytipushoz ne lehetne
valoszintiséget rendelni. A naiv megkozelités szerint azonban az eseménytipusokhoz ren-
delt valészintiség csupan szarmaztatott fogalom: csak annyiban létezik, amennyiben az
egyedi események valoszintséggel rendelkeznek. A kockadobasok sorozataban bizonyos tu-
lajdonsagoknak, igy példaul annak, hogy a dobasok egy hatoda hatos lesz, csak azért van
valoszintisége, mivel maguk az egyedi kockadobdsok rendelkeznek valoszintséggel.

A relativ gyakorisag- vagy més néven frekvenciainterpretacié azonban megforditja ezt
az intuitiv sorrendet, és a valoszintiséget nem a szingularis eseményhez, hanem az esemény-
tipushoz rendeli. A hatos dobés valoszintisége nem més, mint a hatos relativ gyakorisaga
a kockadobasok sorozatdban. Az olyan szingularis valdszintségi kijelentésekre vonatkozo-
an, mint az ,Ennek a kockadobédsnak a valoszintsége egy hatod” ezek utan két allaspont
lehetséges. A toleransabb éallaspont Reichenbach-é (1949):

»Egy szingularis eset valoszintiségére vonatkozo kijelentést nem tekintem jelen-
téssel biro kijelentésnek, hanem pusztan elliptikus beszédmédnak. Ahhoz, hogy
egy ilyen kijelentés jelentéssel birjon, le kell forditani ismételt torténések soroza-
tdban relativ gyakorisdgokra vonatkozo kijelentésre. A szingularis eset valdszi-
niségére vonatkozo kijelentésnek tehat dtvitt jelentése van, amelyet az dltaldnos
esetrdl a partikuldris esetre vald jelentésdtvitellel konstrudlunk.” (376-77. o.)

A szinguléris valosziniiségi kijelentések tehat csak annyiban értelmesek, amennyiben ese-
ménytipusra vonatkoz6 kijelentésekbdl szdrmaznak. FEz a szarmaztatds azonban rogton
felveti az alabbi problémat:

,Ha megkérdezik téliink egy szingularis jovGbeli eset valoszintiségét, akkor eld-
szor is az esetet egy megfelel§ referenciaosztalyba kell sorolnunk. Az egyedi
dolgok vagy események azonban sok referenciaosztilyba sorolhatok, amelyekbgl
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kiilonbo6z6 valdszintiségek szarmaznak. Ezt az ambiguitast nevezziik a referen-
ciaosztaly problémdjanak.”! (374. o.)

A referenciaosztily probléméaja tehat barmely olyen frekventista értelmezés probléméja,
amely a szinguléris kijelentéseknek jelentést tulajdonit. Elkeriilni csak ugy lehet, ha a szin-
gularis val6szintségi kijelentésektdl minden értelmet megvonunk. Ez a radikalis allaspont
von Mises-é (1928):

s,annak a ’valészintiségnek, hogy megnyerjiik a csatat’ példaul nincs helye va-
l6szintiségelméletiinkben, mert nem tudunk elgondolni egy olyan kollektivat,
amelyhez ez az esemény tartozna. A valoszintiség elmélete ugyanolyan kevés-
sé alkalmazhatdé erre a probléméra, mint amennyire a munka fizikai fogalma
alkalmazhaté a szinész munkéijara midén eljatssza szerepét a szinpadon.”

Egy eseménytipus vagy mas szoéhasznalatban egy tulajdonsag valoszintsége tehat a tulaj-
donségot instanciald egyedi események bekovetkezési gyakorisdgaval azonos egy alkalmasan
valasztott referenciaosztdlyon. A frekventista interpretacié rendszerint a kovetkezGképpen
halad. Mivel a valészintiséget relativ gyakorisaggal azonositjuk, ezért elsé 1épésben a valdszi-
niiség mértékelméleti fogalmait egy masik matematikai diszciplina, a sorelmélet fogalmaival
reprezentaljuk. Az alapstruktura tehat a mérhets tér helyett a sorozat lesz. A masodik
lépésben ezeket a sorozatokat interpretaljuk fizikailag dgy, mint bizonyos eseménytipusba
tartozo szinguléris események rendezett dsszességét. Mindkét lépésnek megvannak a maga
nehézségei. A valészintiségelmélet més matematikai struktarakkal valoé reprezentacidja azt
a problémat veti fel, amelyet Salmon megengedhetdségi kritériumnak nevez: az igy nyert
strukturak vajon a relevans szempontbol izomorfak lesznek-e a valoszintség mértékelmé-
leti megfogalmazasaval. A masodik lépés, a sorozatok fizikai interpretaciojanak nehézsége
abban all, ami minden interpreticié kozds nehézsége, és ami Salmon osztélyozédsaban a
kiderithetGség nevet viseli: mit is jelentenek fizikailag a sorozatok? A két kritériumot az
aldbbiakban gondosan elkiilonitve targyaljuk.

Ami a kiderithetGséget illeti, azt kell tehdt megvizsgalnunk, hogy a frekventista iskola ho-
gyan értelmezi az interpretici6 matematikai alapjaul szolgalo sorozatokat. A sorozatok
szingularis események, megfigyelések rendezett Osszessége. Ez rogton nyilvanvalova teszi
azt a tényt, hogy a sorozatok révén definidlt valészintiség érzékenyen fog fiiggni a sorozatok-
kal reprezentalt események korétsl. Milyen egyedi eseményeket tekintsiink kockadobédsnak?

LA referenciaosztaly probléméjanak egy korai megfogalmazasa John Venntél (1866) szarmazik:

»,Tegyiik fel példaul, hogy tiz angolbdl kilenc megsériill Madeirdban tartézkodasa soran, de tiz
tiid6ébetegbdl kilencre jotékony hatassal van ugyanez a hely. Ezek a statisztikdk bar képzeletbe-
liek, de tokéletesen elképzelhetSek és OsszeegyeztethetGek. John Smith tiid6beteg angol; vajon
ajanljuk neki Madeirat vagy sem? Mas szavakkal, milyen kovetkeztetést vonhatunk le a halalat
illet6en? Mindkét statisztikai tablazat illik ra, azonban ellentétes kovetkezményekhez vezetnek
... Tovabbi adat nélkiil nem jutunk dontésre.” (222-223. o.)

A referenciaosztéaly problémajaval kapcsolatban lasd még (Hajek, 2007).
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Milyen magasrol, milyen sebességgel kell eldobni a kockat, hogy az dobésnak szamitson?
A referenciaosztaly rogzitése tehat eléfeltétele minden frekventista definicionak. Milyen
események alkossak tehat a referenciaosztalyt? Ebben a kérdésben két ellentétes allaspont
létezik: az aktudlis és a hipotetikus frekvenciainterpreticio.

Az aktualis frekventizmus a szigori empirista hagyomény szellemében a sorozatokat az
aktualisan megfigyelt események halmazaval azonositja. Mivel ez a halmaz véges, ezért
a matematikai struktura a véges sorozat, amelynek elemei tulajdonsagok valamilyen al-
gebrajabol vesznek fel értékeket. Egy tulajdonsag (eseménytipus) valoszintdsége a véges
sorozatban vett relativ gyakorisidga. Ahogy Venn (1866) fogalmaz: ,A valoszintiség semmi
més, mint ardny”. A hatos valoszintsége tehat a kockdnak egy adott véges sorozatdban a
hatos dobas relativ gyakorisiga. Ez az elképzelés jol vizsgazik a kiderithetdség kritériuma
szempontjabol: minden valészintségi kijelentés szigortan verifikdlhato lesz. Ugyanakkor
azonban a valdszintiség fogalmanak ilyen szigort operacionalizaldsa kiiiresiti a fogalmat.
Egy valoszintiségi kijelentés csak az aktudlisan megfigyelt véges szamu esetre alkalmazhato,
azon tul pedig nem &ltaldnosithaté. Az aktudlis frekventizmust ebben a véges forméban
ezért nem is képviseli senki.

A hipotetikus frekventizmus alapstruktirdja a végtelen sorozat. Az értelmezés nehéz-
ségét éppen ennek a végtelennek a fizikai értelmezése jelenti. A  hipotetikus” kifejezés arra
a modalis elemre utal, amely ezt az iskolat megkiilonbozteti szigoriian empirista parjatol.
Mivel az aktualis vilagban a megfigyelések szama véges, ezért mondani kell valamit a va-
loszintséget reprezentald sorozat végtelen szami nem aktudlis elemérdl. A klasszikus meg-
oldéas valamilyen modalis fogalom bevezetése: a sorozat azt az eseményekbdl 4ll6 rendezett
Osszességet reprezentdlja, amelyhez aktudlis megfigyeléseink tartozndnak, ha a kisérletet
végtelenszer megismételnénk. A modalis elem itt a kontrafaktualis kifejezésben jut kifeje-
zésre. A hatos dobés valdszintisége tehdt az az érték, amelyet a hatos relativ gyakorisédga
hatarértékben felvenne, ha a kockaval a végtelenségig dobalndnk. De hogyan értelmezziik a
modalis kifejezéseket? A realista megoldds a modalis kifejezések mdgotti ontologia komo-
lyan vétele. A végtelen sorozatok redlisan léteznek, csak éppen nem az aktualis, hanem egy
lehetséges vildgban. De miképpen léteznek ezek a lehetséges vilagok?

A gondolatmenetet nem sziikséges folytatnunk. Lathato, hogy a hipotetikus frekventiz-
mus, és amibe torkollik, a modalis realizmus stulyos metafizikai elkotelezGdéssel jar. Ezért
a hipotetikus frekventizmusnak ma, a véges aktualizmushoz hasonléan szintén nem akad
képviselGje. A realisan létez6 interpretaciok a két szélséség kozott laviroznak.

Térjlink at a megengedhetség kérdésére. A feladat itt az, hogy a valdsziniiség meérték-
elméleti megfogalmazasanak megadjuk valamilyen izomorf matematikai megfogalmazasat,
amelynek relativ gyakorisagként vald fizikai interpretécioja valamilyen okboél kézenfekvibb,
mint az eredeti megfogalmazasé. A valasztott matematikai struktara a legtobb ilyen eset-
ben a sorozat, izomorfia alatt pedig a kovetkezst értjiikk. Legyen (,X%,p) valoszintségi
mértéktér, és legyen  : N — X egy sorozat, amely olyan szingularis események végtelen
rendezett Osszességét reprezentilja, amelyek mindegyike bizonyos -beli tulajdonsaggal jel-
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lemezhets. Egy a € ¥ tulajdonsag relativ gyakorisdganak hatarértékét az x sorozatban
jeloljiik 7, (a)-val, és értelmezziik az alabbi modon:

n—oo M

1 n
re(a) = lim = " la(ay), (7.1)
k=1
ahol 1,(xy) karakterisztikus fiiggvény, vagyis

1, ha z; Ca,
L) = { L

0, ha xg Q a.

Ekkor a valoszintségnek relativ gyakorisagként valoé matematikas reprezentaciojat igy defi-
nidljuk:

16. Definicio. Egy (2, X, p) valoszintiségi mértektér rendelkezik relativ gyakorisdg-modellel,
ha létezik egy olyan z : N — ¥ sorozat, ahol minden a € ¥ tulajdonséagra r;(a) = p(a).

Hangsilyozzuk, hogy egy ilyen modell 1étezése még nem jelenti azt, hogy a valdszint-
ségeknek van relativ gyakorisag-interpreticidja.? Az interpretacio” kifejezést a fentiekkel
Osszhangban kizarolag a fizikai interpretaciora tartjuk fent. A relativ gyakorisag-modell
csak az elsé 1épés a relativ gyakorisag-interpretacio felé, amelyet a modell fizikai értelmezé-
sének kell kdvetnie.

Végiil szoljunk néhany szot a torténeti hattérrsl és a forrasokrol. A relativ gyakorisag-
interpretacio elészor a tizenkilencedik szédzad kozepén jelent meg Cambridge-ben Robert
Leslie Ellis (1849) és John Venn (1866) munkéassaga nyoméan, mintegy a laplace-i valoszin-
séginterpretaciora adott empirista valaszként. Igazi népszertiségre azonban csak a logikai
pozitivizmus kialakuldsa soran a Berlini kor két képvisélgjénél, Hans Reichenbach és Ri-
chard von Mises révén tett szert. A frekventista targyaldson til von Mises nevéhez fiiz6dik
a valoszintiségelmélet els§ axiomatikus targyalasa is. Az alabbiakban mi kett&jiik koziil az
6 elképzeléseit ismertetjiik. Ami von Mises interpretaciojat az 6sszes t6bbitsl megkiilénboz-
tette, az az a torekvése, hogy a valoszinlség targyaldsaba behozza a véletlenség fogalmat
is: a hatéarérték létezésén til a fenti sorozatoktol von Mises még azt is megkdvetelte, hogy
véletlenek legyenek. Igy elmélete alkalmat ad majd a valoszintiség és a véletlen viszonyanak
megtargyaldsara. Von Mises frekventizmusat az 1928-ban megjelent Wahrscheinlichkeit,
Statistik und Wahrheit® és az 1931-es nagyszabasu Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre

2A ,szabalyos pénzérme” B. Fiiggelék 1. pontjaban targyalt (©,X,p) meértékterének (ahol Q = {f,i}
kételem halmaz, ¥ = P({f,i}) az Q hatvanyhalmaza, p pedig a p({f}) = p({i}) = % uniform val6sziniségi
mérték) van relativ gyakorisag-modellje, pl. az

. 4 | {f}, hak paros,
z:N—=3; zp= { {i}, ha k pératlan.

3A konyv a Bécsi kor gondozasaban a Philipp Frank és Moritz Schlick altal szerkesztett Schriften zur
wissenschaftlichen Weltauffassung harmadik koteteként jelent meg.
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Anwendung in der Statistik und theoretischen Physik cimd miiveiben fejtette ki, valamint az
egyetemi jegyzeteibdl 1964-ben posztumusz kiadott Mathematical Theory of Probability and
Statisticsben. A fejezetet végil egy masik frekventista allaspont, Andrei N. Kolmogorov
frekventizmusanak ismertetésével zarjuk, aki — amint az a Grundbegriffe der Wahrschein-
lichkeitsrechnung (1933) cimi klasszikus munkajabol kittinik — implicit formaban szintén a
relativ gyakorisag-interpretacié hive volt.

7.1. Kollektivak

A valoszintiségelmélet targyat von Mises* az alabbi modon jellemzi.

»A valoszintiségelmélet targya a nagyon gyakran és valtozatlan koriilmények
kozott végzett kisérletek vagy megfigyelések hosszii sorozatai.® Megfigyeljiik
példaul egy pénzérme vagy egy kockapar ismételt eldobasdnak kimeneteit; felje-
gyezziik az jsziilottek nemét egy populacioban; meghatarozzuk egy céltdblara
irdnyzott egymést kovets 16vések taldlati helyeinek koordinatéit; vagy, hogy egy
altalanosabb példat adjunk, feljegyezziik az ’azonos folyamattal’” mért ’azonos
fizikai mennyiség’ mérési eredményeit. Minden esetben megfigyelések valamely
sorozataval van dolgunk; meghatarozzuk a lehetséges kimeneteket, és feljegyez-
ziik az aktualisakat.” (1964, 2. o.)

A jellemzésbdl rogton kitiinik, hogy a tomegjelenségek reprezentécioja valamilyen rende-
zett modon torténik, azaz lehetséges eseménytipusokat (attributumokat) instancialo aktu-
alis események sorozataval. A szoba johet6 sorozatok karakterizacidja a tomegjelenségek
empirikus jegyeinek vizsgalatai révén valik lehetévé. A valodszintségelmélet fogalomkore-
be es6 jelenségeket von Mises szerint két ilyen jegy jellemez. Az elsG a relativ frekvencia
stabilitasa:

A valoszintségelmélet szempontjabol lényeges, hogy a tapasztalat szerint a koc-
kajatékban, és minden egyéb tomegjelenségben, amelyet emlitettiink, bizonyos
attributumok relativ gyakorisdga egyre stabilabbd valik a megfigyelések szama-
nak névekedtével.”0 (1964, 108. o.)

“Nem tudjuk megallni, hogy meg ne emlitsiink egy, az adott interpretaciot nem érints, de von Misest6l
szarmaz6 paradoxont, a sziletésnapok paradozondt. Tudjuk, hogy 366 ember koziil legalabb kettének bizto-
san egy napra esik a sziiletésnapja. Hany ember esetén lesz ez a valosziniség 99%, azaz hany ember esetén
esik legalabb ketts sziiletésnapja 99%-os valoszintiséggel egy napra?

A megoldas az 1 — 205x364X - xB65ntl) _ ( 99 egyenlet megoldasa, ami kb. 55. Ez az eredmény azért
tiinik paradoxnak, mert a valosziniség 1%-os csokkenésébdl adodoan a sziikséges emberek szamanak 366-rol
55-re torténd csokkenését til nagynak talaljuk.

5V.5. Wittgenstein (1956): ,Nincs olyan kiilonleges targy, amely a valoszintiségi kijelentések sajatos
targya lenne.” (5.1511)

6S6t, a tapasatalat szerint a relativ gyakorisagnak ez a stabilizalodasa viszonylag gyorsan kovetkezik be:
,Hallgatolagos feltevésiink, hogy a valészintiségelmélet néhény ismert alkalmazasi teriiletén (véletlen jatékok,
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A masik empirikus jegy a véletlenség, amelynek vizsgalata von Mises frekventista valoszini-
séginterpretacidéjat minden mas frekventista interpretaciotél megkiilonbozteti. A véletlent
von Mises a kovetkezSképpen ragadja meg. Képzeljiink el egy jatékost, aki a kaszindban
rulettezik, és hol a pirosra, hol a feketére tesz. A jatékosnak kiilonboz§ jatékstratégiai
lehetnek: pl. ha harom egymast kdvets pirosat 1at, akkor a kovetkezében feketére tesz;
vagy figyeli a szomszéd asztalt, és amikor ott fekete jon ki, akkor a kovetkezd korben itt
is a feketére fogad; vagy egyszertien minden primszamadik menetben a feketére tesz’ stb.
Jatékosunk azonban

,el6bb vagy utébb arra a szomoru kovetkeztetésre jut, hogy egyik rendszer sem
képes javitani esélyeit a hossztu tava nyerésben, azaz befolyasolni a relativ gya-
korisdgot, amellyel a kiilonb6z6 szinek vagy szamok megjelennek abban a so-
rozatban, amelyet a jatékos a jaték teljes sorozatabol kivéalasztott.” (1964, 10.

0.)

A relativ gyakorisag hatarértékének ezt a jatékstratégiara valo invariancidjat nevezi von
Mises a kizdrt jatékrendszer elvének (Prinzip vom ausgeschlossenen Spielsystem) vagy sza-
balytalansdgi axiomdnak.® A tomegjelenségek véletlen jellege tehét a fentihez hasonlo esély-
noveld jatékstratégiak nemlétét jelenti.

A tomegjelenségek két empirikus jegye tehat a relativ gyakorisag stabilizacidja és a
véletlenség. A két empirikus jeggyel rendelkez6 rendezett 0sszességeket von Mises kollekti-
vdknak nevezi. Az empirikus kollektivak matematikai reprezentacioja végtelen sorozatokkal
torténik, amelyeket von Mises ugyancsak kollektiviknak nevez.

Milyen matematikai kollektivak reprezentdljak helyesen az empirikus kollektivakat? A
relativ hatarérték empirikus stabilizaciojat von Mises matematikailag tgy reprezentalja,
hogy a valdszintség fogalmét kizardlag olyan sorozatok esetében tartja alkalmazhaténak,
amelyekben a tulajdonsagoknak végtelen hatarértékben van relativ gyakorisdga. A masik
empirikus jegy, a véletlenség reprezentacidjat von Mises a helyszelekcio fogalménak beve-
zetésével kivanja megoldani. A helyszelekcié egy eljaras, amelynek segitségével az eredeti
sorozatunkbol bizonyos szempontok alapjan kivalasztunk egy részsorozatot. (A pontos defi-
niciot lasd alabb.) Egy sorozatban egy adott attributum véletlenszertien fordul els (helysze-
lekciok egy adott halmazara nézve), ha relativ gyakorisdga ugyanaz lesz a szelekcioval sztirt
valamennyi részsorozatban, mint az eredeti sorozatban. A véletlenség tehat a szelekciora
valo érzéketlenséget hivatott kifejezni. A véletlenségnek ez a reprezentacioja fejezi ki azt a
fizikai tényt, hogy fenti rulettjatékosunk nem képes tugy szelektalni a futamok kozott, hogy

fizika, biologia, biztositas stb.) a frekvencidk (a kiilonb6z6 probléméak esetében kiilonb6z6 mértékben)
viszonylag gyorsan tartanak hatarértékeik felé ... Ennek a feltevésnek semmi koze a valosziniségi kalkulus
axiéméaihoz, és nem magyarazhat6 semmilyen elméleti statisztika révén, hiszen az éppen ezen a feltevésen
nyugszik.” (1964, 108. o.)

"Ennek a stratégianak Doob szerint az az elénye, hogy a jatékosnak a fogadasok kozott egyre tbb ideje
lesz gondolkodni a valészintségelméletrol.

8 Amely elvet a termodinamika masodik fGtételéhez, azaz perpetuum mobile nem létezésének elvéhez
hasonlé alapelvnek tart.
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ezzel a piros-fekete ardnyt megvaltoztassa. A rulett azért véletlen jaték, mert a kimenetek
aranya érzéketlen a fizikailag megengedhetd helyszelekcidkra nézve.

A matematikai kollektivak tehat aszimptotikus relativ gyakorisdggal rendelkezé véletlen
sorozatok. Definicidjuk formélisan a kovetkezs:

17. Definicié. Legyen ¥ valamilyen tulajdonsigok (attributumok) algebraja, és legyen
z: N — ¥ egy sorozat. Egy x sorozatot kollektivanak neveziink, ha

(i) minden tulajdonsagnak a sorozatban létezik aszimptotikus relativ gyakorisaga, vagyis
minden a € Y-ra létezik a (7.1)-ben definialt r,(a) érték;

(ii) és ez a hatarérték nem véltozik a megengedhetd helyszelekciokra nézve, vagyis ha ¢
megengedhets helyszelekcio, akkor

rz(a) = Ty (a)
minden a € ¥ tulajdonsigra, ahol ¢(z) a helyszelekcival sziirt részsorozat.’

Egy z kollektiva akkor relativ gyakorisidg-modellje egy valdszintiségi mértéktérnek, ha
az 16. definici6 értelmében a relativ gyakorisdgok képesek reprodukalni a mértéktér va-
l6szintiségeit. Ilyenkor a kollektiviban egy a tulajdonsighoz tartozé aszimptotikus relativ
gyakorisagot az a tulajdonsag p,(a) valoszintségének nevezziik.

A kollektiva fenti definiciéjaban nem mondtunk semmit arrél, hogy mit tekintsiink meg-
engedhetd helyszelekciénak. Nyilvanvaldan a kollektiva fogalma érzékenyen fiigg a megen-
gedhetd helyszelekciok korétdl (és a tulajdonsagok algebrajatol). Miel6tt erre a kérdésre
térnénk, vizsgaljuk meg el6bb azt, hogy hogyan képzeli el von Mises a kapcsolatot a véges
empirikus kollektivak és ezek matematikai reprezentaci6jaul hasznélt végtelen kollektivak
kozott. Von Mises kett@s szohasznalata nem véletlen; megértéséhez fontos tudatositani azt
az empirikus attitddot, amely valoszintiségelméletét — a szigorti axiomatizélasira valo to-
rekvése mellett — megkiilonboztette a végiil uralomra jutd mértékelméleti megkozelitéstol.
Von Mises szamara a valoszintiségelmélet nem az absztrakt matematika egyik aga, hanem
ugyanolyan empirikus tudomany, mint a mechanika vagy (sic!) a geometria:

"Megjegyezziik, hogy a kollektiva fenti definicioja valojaban csak a ¥ = P({0,1}) attributumterekre
all. Bonyolultabb esetekben a véletlenszertséget kifejezs (ii) kovetelmény egy kicsit bonyolultabb: Legyen
a,b € ¥, és legyen z’ az a sorozat, amelyet gy kapunk z-bél, hogy elhagyjuk minden olyan elemét,
amely nem tartozik vagy a-ba vagy b-be. Az igy kapott z’ részsorozatra alkalmazunk egy megengedhets ¢
helyszelekciot, majd a ¢(z’) szelektalt részsorozatrol megkoveteljiik, hogy

To@ (@) 1 Tew@)(d) = rz(a) : rz(b),

vagyis, hogy a és b relativ gyakorisadga hatarértékének ardnya egyezzen meg az eredeti x sorozatbeli ara-
nyukkal. Nyilvanvaléan, ha a és b egymas komplementerei — ahogy a P({0,1}) attribatumtérben a 0 és
az 1 —, akkor a kovetelmény ekvivalens a fenti (ii) alatt megfogalmazott kdvetelménnyel; vagyis a véletlen
sorozat paradigmatikus esetéhez, a pénzdobélashoz a fenti definici6 elegends. Mi a tovabbiakban csak ilyen,
0 — 1-sorozatokkal foglalkozunk.
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yValoszintségelmélet alatt mi, akarcsak a mechanika vagy geometria alatt, meg-
figyelt mennyiségek bizonyos tartomanyanak tudomdanyos elméletét értjiik. Ha
megprobaljuk leirni a tudomanyos kutatas ismert formaéit, a kovetkezéket mond-
hatjuk: minden egzakt tudomany megfigyeléssel kezd6dik, amely kezdetben hét-
koznapi nyelven nyer megfogalmazast, majd a pontatlan kifejezések egyre fino-
modnak, mig végiil axiomatikus feltevésekkel helyettesitjiik Sket, amelyek egy-
uttal az alapfogalmakat is definiadljak. Tautologikus, azaz matematikai transz-
forméciok kovetkeznek ezutan, amelyek a feltevésekbdl kdvetkezményekhez ve-
zetnek, amelyeket visszaforditva a koznyelvbe megfigyelésekkel ellendrizhetiink
operacionalista elGirdsoknak megfelelGen.

Igy minden elegendén fejlett matematikai tudoméanyban van egy 'kozépss’ rész,
egy tautologikus vagy matematikai rész, amely matematikai levezetésekbdl all.
Manapsag, a valdészintiség tanulményozasanal gyakori tendencia, hogy ezzel a
matematikai résszel gondoson és szigorin foglalkozzanak, mig kevés figyelmet
szentelnek magénak a témanak, a valdszintségelméletnek mint tudomanynak.

Ez tiikr6z6dik abban a tényben is, hogy a 'mértékelméleti megkozelitést’ altala-
ban elényben részesitik a ’frekvencia-megkozelitéshez’ képest ... A valoszini-
ségi kalkulusban hasznalt matematikai eszkozok lefrasa azonban csak egy része
a torténetnek. A tomegeloszlas, a sdrtségeloszlas, az elektromos toltés mind-
mind additiv fiiggvények. Ha a valdszintiségben semmi sajatos nincsen, akkor
miért definidljuk valoszintiségi eloszlasok fiiggetlenségét, és miért nem definial-
juk a tomegeloszlasokét? Miért hasznalunk valészintiségi valtozot, konvoluciot,
lancokat és a valoszintségi kalkulus egyéb sajatos fogalmait?” (1964, 43-44. o.)

Az utolso két bekezdés utalasai Kolmogorov valészintiségszamitasara vonatkozik. A valo-
szintiségelmélet von Mises szerint tehat nem egy specidlis mértékelmélet, hanem egy ma-
tematizalt, ugyanakkor mégis empirikus tudomény. Ezért a nézetéért, amely 6sszhangban
allt tagabb empirista tudoméanyfilozofiai nézeteivel — 1évén a Berlini kor reprezentans alakja
—, gyakran érte vad:

,Von Mises definici6ja 0sszekeveri az empirikus és teoretikus elemeket, amelyeket
altalaban szétvalasztunk a modern axiomatikus elméletekben. Ahhoz hasonlit
ez, mintha a geometriai pontot krétapontok végteleniil csokkend hatérértékeként
definidlnénk.”

— irja H. Crameér (1946) von Misesrdl, aki azutén igy vélaszol Cramér vadjara:

Az ’empirikus és teoretikus elemek Osszekeverése’ véleményiink szerint elkertil-
hetetlen egy matematikai tudomanyban. Amikor a rugalmassagtanban bevezet-
jik a fesziiltség fogalmat, nem szoritkozhatunk pusztan arra a megallapitasra,
hogy ez egy méasodrendi szimmetrikus tenzor. Be kell még vezetniink a konti-
nuummechanika alapfeltevéseit is, a Hooke-térvényt, stb., amelyek mindegyike



7.1. KOLLEKTIVAK 117

empirikus és teoretikus elemek Osszekeverése. A rugalmassigtan nem tenzor-
analizis . ..a megfigyeléstsl az elméleti fogalmakhoz valé dtmenet nem teljesen
matematizalhato. Nem logikai kovetkeztetés ez, inkadbb valasztés, amely, ugy
hissziik, 1] megfigyelések mellett egyre bizonyosabb lesz.” (1964, 45. o.)

A kollektiva, a fesziiltséghez hasonldéan egy empirikus tudoméany elméleti fogalma. Az a
tény, hogy a valoszindségelmélet ilyen elméleti fogalmakat hasznal, nem jelent nagyobb
problémat, mint a 'végteleniil vékony vonal’ fogalma a geometridban, vagy a sebesség fo-
galméanak hasznédlata a mechanikéban.

LA valoszintiség fogalméanak a valoszintiségelméletben ugyanaz a struktaréja,
mint barmely olyan teriilet alapfogalmanak, amelyen a valdség leirdséara és rep-
fogalmat a mechanikdban. Amig a sebesség csak mint az s elmozdulas és a ¢ id§
hanyadosa mérhets, ahol mind s és ¢ véges, nem nulla mennyiség, addig a se-
besség a mechanikiban mint ennek a hianyadosnak a hatarértéke van definialva
amint ¢ — 0, vagy mint a % differencialhdnyados. Nincs értelme megkérdezni,
hogy a differencidlhdnyados 1étezik-e a ’valosdgban’. Matematikai létének felte-
vése a mozgés elméletének egyik alapja; igazolasat abban leli, hogy segitségével
képesek lesziink megfigyelhet6 mozgasokat leirni és megjosolni.” (1964, 1-2. o.)

Hasonloan, a relativ gyakorisdg hatarértéke, akarcsak a sebesség, elméleti fogalom. Mind-
ketts bevezetését bizonyos hanyadosok értékének stabilizacioja indokolja a gyakorlatban.
A relativ gyakorisdg empirikus stabilizacidja azonban még nem jelenti a hatarérték létezé-
sét. Jol ismert matematikai tény, hogy egy végtelen sorozat véges kezd@szeletének ismerete
semmilyen informéciéval nem szolgdl a sorozat hatarértékének tekintetében; s6t létezése
tekintetében sem. Vagyis egy tetszGlegesen nagy véges minta esetében sem tudjuk kiva-
lasztani azt a kollektivat, amely a mintat hivatott reprezentélni. Véges szamu megfigyelés
alapjan nem jelenthetjiik ki, hogy a hatarérték létezik, és még ha létezik is, nem tudhatjuk,
hogy mi ez az érték. A sebesség vagy a striség esetében azonban ugyanez a helyzet, érvel
von Mises, mégis ezek a fogalmak jo szolgalatot tesznek a gyakorlati predikciokban. Igy a
valoszintiség relativ gyakorisig-értelmezése semmivel sem all rosszabbul, mint barmely, a
hatarérték fogalmara épiil§ elméleti fogalom.

LA végtelen kollektiva fogalmara épiil6 elmélet eredményei olyan mo6don alkal-
mazhatok megfigyelések véges sorozatara, amely maga logikailag nem definial-
hato, azonban elegend6en pontos a gyakorlatban. Az elmélet viszonya a meg-
figyeléshez ebben az esetben lényegében ugyanaz, mint az Osszes tobbi fizikai
tudomanyban.” (von Mises, 1928)

Az anal6gia azonban santit. A nem valdszintségi tudoményokban egy elmélet dltaldban
pontos joslatokkal rendelkezik egy fizikai mennyiség elméleti értékét illetGen. Ez az érték
azutan a megfelel¢ (6nkényesen vagy a gyakorlat altal motivaltan vélasztott) hibahataron
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beliil 6sszevethetd lesz a mérési eredményekkel, igy igazolhato lesz, vagy legalabbis cafol-
haté. A valoszintségelmélet esetében azonban az elméleti joslat és a tapasztalat viszonya
bonyolultabb. Hogyan igazolhat6 vagy cafolhat6é ugyanis egy valoszintiségi kijelentés?

Egy tulajdonsag valdszintsége nyilvianvaléan nem konfirmalhaté tgy, hogy egy tetszd-
leges hibahatart valasztva megkoveteljiik, hogy a valoszintiség a vizsgalt esetek szamanak
egy adott értékétsl kezdve sohase térjen el a relativ gyakorisagtol. A relativ gyakorisag
empirikus stabilitdsa nem ennyire szigoru torvény. De taldan konfirmdalhaté a nagy szamok
torvényére hivatkozva. Az val6ban nem igaz — hangzik az érv — hogy egy kollektivaban egy
véges mintdn vett tulajdonsig megegyezne a tulajdonsig relativ gyakorisagaval, azonban
a kettd eltérése valoszintség erejéig rogzitett. Vagyis megfelels valoszintiségi konfidencia-
kiiszobot valasztva, a valoszindségi joslatok véges mintdn ugyanigy konfirmalhatok vagy
falszifikdlhatok, ahogyan a nem valosziniiségi elmélet joslatai a nem valészintiségi hibahatar
megadasa utan. Az érv a nagy szamok egyik-mésik torvényére tamaszkodik, amely sze-
rint azonos eloszlasu, fiiggetlen valoszintségi valtozokbol képzett szamtani atlag a valtozok
szdméanak novekedtével valdsziniliségi értelemben tart a varhato értékhez.

Ez a kiut azonban, mégha miikédne is, el van zarva von Mises el6l. A nagy szamok
torvénye egy adott valoszintiségi valtozo iteraldsabol szarmazo6 atlaggal van kapcsolatban.
Ezt a valdszintiségi valtozot interpretaljak rendszerint gy, mint egy szingularis esemény
valoszintsegét, amelynek ismétlése adja a megfelelden hosszu sorozatok valoszintségét (a
szorzatmértékben). Von Mises azonban épp ezt az interpretaciot nem engedheti meg, hi-
szen szaméra az egyedi eseményeknek nincs valészintisége, igy nem is rendelhetd hozzajuk
valoszintiségi valtozo.

Megtehetjiik persze, hogy a nagy szamok térvényeiben szerepl6 valoszintséget frekven-
tistan értelmezziik, vagyis mint az illet6 kollektivaban valamely attribtitum hatarértékét.
A konfirmécié kérdésére azonban ekkor sem kapunk megnyugtatd valaszt. Ekkor ugyanis
a nagy szamok torvényeiben szerepld szorzatmértéket is frekventistan lesziink kénytelenek
értelmezni, vagyis mint bizonyos tulajdonsiga sorozatok relativ gyakorisdganak hatarérté-
két sorozatok sorozataiban. Igy értelmezve a szorzatmeértéket a nagy szamok erds torvénye
arra a tautologiara zsugorodik, hogy adott aszimptotikus relativ gyakorisdgi sorozatok so-
rozataban az adott aszimptotikus relativ gyakorisagu sorozatok relativ gyakorisdga 1.19 De
a gyenge torvény sem alkalmasabb a feladatra; ez ugyanis azt mondja, hogy az olyan so-
rozatok sorozatainak relativ gyakorisdga, amelyekben a sorozat kezdGszeletébdl szamitott
relativ gyakorisagok tetszélegesen kicsit térnek az aszimptotikus relativ gyakorisagoktol, a
kezdGszelet hosszaval nullahoz tartanak. De mi koze ennek az allitdsnak az eredeti kérdé-
siinkhoz, ti., hogy hogyan konfirmalhato egy valoszintiségi kijelentés? Ugy tiinik tehat, hogy
von Mises frekvenciainterpreticidja a kiderithet&ség tekintetében hagy némi kétséget maga
utan. Most azonban térjlink &t a frekvencia interpretacié megengedhet&ségének kérdésére,
vagyis arra a kérdésre, hogy a fenti kollektivak mennyire helyes matematika modelljei a

Y9A nagy szamok erds torvényének ezt a kiiiresedését tekintette W. Stegmiiller (1973) a frekvenciainterp-
retacio legfébb bajanak.
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valoszintiségelméletnek.

taznunk. A helyszelekcié meghatarozasdnal Von Mises igy fogalmaz: A végtelen sorozat-
bdl egy végtelen részsorozatot ugy valasztunk ki, hogy a kivalasztando elem indexénél nem
hasznaljuk a tulajdonsdgbeli kiilonbségeket” (1928). A homalyos fogalmazas!! ellenére az
intencid vilagos: egy tulajdonsag relativ hatarértéke nyilvin megvaltozik, ha a részsorozatot
ugy allitjuk eld, hogy a sorozatbol egyszeriien kivilasztjuk az adott tulajdonsigu elemeket.
Az ilyen szelekciokat tehéat zarjuk ki. Néhény példa megengedhets szelekcidra:

(i) Kivalasztani a sorozat minden prim indexd elemét.
(ii) Kivalasztani a sorozat egy elemét, ha elStte harom adott tulajdonsagu elem all.

(iii) Kivéalasztani a sorozat egy elemét, ha egy mdsik kollektiva azonos indext eleme egy
bizonyos tulajdonsagu.

Az (i) és (ii) szelekciokat torvényszerd, a (iii) szelekciot véletlenszeri helyszelekcionak nevez-
ziik. A helyszelekcio pontos fogalmaval kapcsolatos nehézségekre alabb még visszatériink,
el6bb azonban térjiink at a kollektivakkal végzett miiveletekre. Von Mises (1964) joggal
hangsilyozza:

»A valoszintiségelméletnek nem feladata meghatarozni bizonyos események valo-
szinliségének numerikus értékét. Ezek a valdszintiségek hasonld szerepet jatsza-
nak, mint a kezdgértekek (kezdskoordinaték, kezddsebességek) a mechanikaban;
"adva’ vannak, és hogy miként, az nem érdekli az elméletet ... A valoszintségi
kalkulus azt tanitja, hogy hogyan szamitsuk ki adott kollektivik valoszintségi
eloszlasabol levezetett kollektivak eloszlasat” (14. o.)

Uj kollektivak ilyenfajta levezetésére régi kollektivakbol harom tapasztalatilag motivalt mi-
velet all rendelkezésre: a keverés, a felosztds és az dsszekapcsolds. A keverés a valdszintsé-
gek Osszeadasdhoz, a felosztas a feltételes valoszintiséghez, az dsszekapcsolas valoszintségek
szorzasdhoz sziikséges. Ezek a miveletek valamennyien tamaszkodnak a helyszelekcio fo-
galméara, de nem fiiggnek attol, hogy mely helyszelekciokat tartunk megengedhetének.

Keverés. Legyen ¥ és © attributumok két algebraja, és legyen X és Y a (halmaz)algebrak
alaphalmaza. Legyen f : X — Y egy tetsz6leges mérhetd leképezés, és tegyiik fel, hogy
f-nek létezik inverze, ami szintén mérhets; vagyis értelmezhets az f[ | : ¥ — O leké-
pezés az attributumok koézott. Legyen x egy kollektiva. Ekkor az f fiiggvény indukalta
y = f[ |]ox : N — O sorozatrol konnyd latni, hogy kollektiva lesz (barmit értsiink is

'L A megfogalmazas Church, Wald stb. eredményei nyoman (Id. alabb) a Mathematical Theory of Probabi-
lity and Statisticsben mar joval vilagosabb: Azt mondjuk, hogy egy részsorozatot helyszelekcioval kaptunk,
ha a dontés, hogy az n. elemet kivalasszuk-e vagy sem, csak az n szamtol fligg valamint a megel6z6 n-1
elemen, x1, T2, ...ZTn—1-€n, és nem fiigg az n. elemtsl vagy valamelyik rakovetkez6t6l.” (1964, 9. o.)
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megengedhetd helyszelekcio alatt), valamint, hogy a p, o f~! kompozici6 egy py valoszind-
séget generdl az y kollektivan. A  keverés” elnevezés azt fejezi ki, hogy az 1j kollektivaban
a régi kollektiva attributumai (az f fiiggvény &ltal) Ossze vannak keverve. Ha példaul
x:N—=P({1,2,3,4,5,6}) a szimmetrikus kockaval torténs dobéasokat leird kollektiva, ahol
p=({i}) = % minden i-re, valamint f a péaros szamokhoz 0-t, a péaratlan szamokhoz 1-et
rendeld fiiggveny, akkor p, ({0}) = py({1}) = 3 lesz, vagyis a régi kollektiva valoszintiségei
egyszeriien Osszeadodnak. Ugyanakkor a 0 és 1 el6fordulés az uj kollektivaban is véletlen
lesz, amennyiben az a régiben az 1...6 el6fordulasa az volt.

Felosztds. Legyen z egy kollektiva, és legyen a € ¥ egy attributum, amely végtelen sokszor
fordul el6 z-ben, és p,(a) # 0. Az a attributum segitségével az y kollektivat ugy definialjuk,
hogy az z kollektivaboél elhagyjuk azokat az elemeket, amelyekre a nem all fenn. Ekkor az
4j kollektivan kapott p, valoszintség segitségével a py(-la) = py(-) modon definialhato a
feltételes valoszintiség a régi kollektivan. A szimmetrikus kocka példajanal maradva, és az
a attribatumnak a parossagot valasztva, p,({i}|a) = % lesz, ha i paros, és p,({i}|a) = 0
lesz, ha i paratlan.

Osszekapesolds. Legyen x és y két kollektiva az attributumok X illetve © algebrajan, és
tekintsiik a kollektivak zx = (zk,yx) elemparjaibol képzett z sorozatot. A z sorozat nem
minden esetben lesz kollektiva. Amennyiben azonban x és y figgetlen kollektivak, akkor z is
kollektiva lesz a X2 x © algebran. Kollektivak fliggetlenségét a kovetkezd mddon definialjuk.
Egy z ¢és y kollektiva fiiggetlen, ha az alabbi harom lépésben definialt z” sorozat kollektiva
lesz, valamint p,» = p,.

(i) Megengedett helyszelekcioval vélasszuk ki y egy 3’ részsorozatat.

(i) Valasszunk egy tetszbleges a € © attributumot, és képezziik z-nek egy x’ részsoroza-
tat ugy, hogy z-nek csak azon k indexd elemeit tartjuk meg, amelyekre y; € a.

(iii) Megengedett helyszelekcioval valasszuk ki 2’ egy 2" részsorozatat.

Nem nehéz ellendrizni, hogy a definicié szimmetrikus.

A filiggetlenségnek ez a definicidja jelentsen kiilonbozik attol, ahogy Kolmogorov va-
loszintiségelméletben a fiiggetlenséget kezelik. Ott példaul egy szabdalyos érmével egymast
kovets két dobés illetve a két szabélyos érmével valdé dobés esetéhez egyarant a szorzat-
mértéket posztuldljuk, ha a dobasokat fizikailag fiiggetlennek tartjuk. Von Misesnél ezzel
szemben a szabalyos érmével egymast kovets két dobas esetében a fliggetlenség és igy a
szorzatszabaly — a kollektiva, a helyszelekci6 és a fliggetlenség fogalma alapjan — bizonyit-
hatd.

Ennek a bizonyitasnak a megforditottja volt az, ami miatt von Mises a kollektivakat
sziikségszerinek tekintette a valoszindség modellezéséhez: ha egy sorozatban az egymést
kovets dobasok a szorzatszabéalynak megfelelGen viselkednek, akkor a sorozat invarians arra
a helyszelekciora nézve, amely a szorzatszabily bizonyitdsdban megjelenik, vagyis a szor-
zatszabalyhoz kollektivik kellenek.
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Térjiink most vissza ahhoz a kérdéshez, hogy a kollektiva definicijaban mit jelent a meg-
engedhetd helyszelekcio. Az elsé probalkozasok a megengedhets helyszelekcié korvonala-
zasara Copelandt6l (1932), Reichenbachtol (1932) és Poppertdl (1935) szarmaznak, akik
egymastol fiiggetleniil érkeztek el az un. Bernoulli-szelekcié fogalmahoz. Informélisan a
Bernoulli-szelekcio (0-1 sorozatokra) a kovetkezdt jelenti. Legyen x egy végtelen 0-1-sorozat.
Vegyiink egy véges hosszu 0-kbol és 1-esekbdl allo [ hossziasaga ’szot’, pl. a 01101-et, és
vizsgaljuk meg, hogy a valasztott sz6 hol fordul el z-ben. Ha a sz6 el6fordul a sorozat
Tk, Thtl, - - - T4l Szakaszan, akkor valasszuk ki a sorozat xp4i+1-ik elemét. Ha z végtelen-
szer tartalmazza a valasztott szot, akkor a fenti szelekcio egy végtelen részsorozatot ad. Az
olyan sorozatokat, amelyekben a 0 és 1 relativ gyakorisdganak hatarértéke invaridns minden
Bernoulli-szelekcioval szemben Bernoulli-sorozatnak nevezziik. A kollektivakat kezdetben
a fenti szerzdk ezekkel a Bernoulli-sorozatokkal azonositotték.

A Bernoulli-sorozatok specidlis esetei a normdlis szdmok: azok a Bernoulli-sorozatok,
amelyekben az 1-ek és 0-ak valdészintsége a sorozatban % A normalis szamokra vonatko-
zoan D. G. Champernowne (1933) eredménye fontosnak bizonyult a kollektivakra nézve is.
Champernowne ugyanis megmutatta, hogy létezik megkonstrudlhaté normalis szam: pl. az
2 = 0100011011000. .., amely binaris szamok lexikografikus rendezésébdl adodik. Ez a
szamelmeéleti eredmény kozvetve arra is ramutatott, hogy a Bernoulli-sorozatok nem tolt-
hetik be azt a szerepet, amelyet von Mises a kollektivaknak szant, mivel a konstrualhato
Bernoulli-sorozatokban maga a konstrukcié nyujt lehetéséget olyan helyszelekciora, amelyre
nézve a relativ gyakorisdgok nem invariansak.

A Bernoulli-sorozatok altalanositasaként a helyszelekcio fogalméra végil a kovetkezd
meghatarozas sziiletett. Legyen x : N — {0,1} egy végtelen sorozat, és f : N — R egy
tetszbleges fiiggvény. Az indexek k sorozatabol valasszuk ki azt a k; végtelen részsorozatot
(ha van ilyen), amelyre teljesiil, hogy ¢x = 1, ahol ¢, = f(bg), bpr1 = 2bp + xp €s by =
1. Ekkor a helyszelekciot a (¢x), = xj, egyenlettel definialjuk. A konstrukciéo mogott
a gondolat nyilvanval6: a megengedhets szelekciok azok, amelyek csak az elem indexénél
kisebb indexi elemektdl fiiggenek. Ezt a fliggést a megel6z6 tagoktol biztositjak a by elemek
a konstrukcioban.'?

A definicié azonban ebben a forméban, ahogy azt E. Kamke (1932) megmutatta, el-
lentmondésos. Legyen ugyanis f(k) = x4, ahol [(k) a legkisebb pozitiv egész, amelyre
2l(k) > k. Ekkor az Ty, sorozat épp az xj, sorozat l-es elemeit fogja tartalmazni, vagyis az
1-esek relativ gyakorisdga a részsorozatban 1 lesz, barmennyi volt is az eredeti sorozatban.
Ha tehat megengedjiik a fenti f fliggvénnyel generdlt helyszelekciot, akkor kollektivak nem
léteznek. Von Mises éppen ettsl tartott.

12 A helyszelekcionak a fentiekkel ekvivalens megfogalmazasa a kovets: legyen adva 0-1-értéki fiiggvények
egy fi, fa(x1), fa(z1,x2), ... fes1(z1, 22 ... 2k) . .. végtelen sorozata, ahol az fr41 fliggvény azt reprezental-
ja, hogy az x sorozat els6 x1, x2 ...z elemének fiiggvényében az x4 1-ik elemet kivalasszuk-e vagy sem: ha
kivalasztjuk, akkor legyen fri1 = 1, ha nem, akkor legyen fr11 = 0. A fiiggvénysorozattal z-bdl kivalasz-
tott elemek egy {zk, } részsorozatot hataroznak meg; a helyszelekciot ismét csak a (¢x)r = xi, egyenlettel
definialjuk.
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A fenti definiciot Church (1940) pontositotta. A fenti meghatarozasban szerepls f
fiiggvényekre kikototte, hogy azok legyenek rekurzivak. Ezzel a kikotéssel nemcsak Kamke
ellenvetése valt elkeriilhet6vé, hanem von Mises azon félelmére is — miszerint kollektivak
esetleg egyaltalan nem is léteznek — megnyugtatd valasz érkezett. A kollektivak l1étezése
ugyanis nem magatol értet6ds. Egy végtelen sorozat tudniillik mindig valamilyen rekurzi6-
val adhaté meg. Az a rekurzi6 azonban, amellyel egy ilyen sorozatot megadunk, egyben arra
is alkalmas, hogy a sorozat elemei kozott szelektaljunk: vagyis a sorozat nem lesz véletlen.
Konstruktive nem lehet tehdt megadni olyan véletlen sorozatot, amely minden helyszelek-
cioval szemben véletlen lenne.!3 A rekurziv fiiggvények azonban megszamlalhatoan sokan
vannak, és igy Wald (1937) tétele alapjan a helyszelekciok fenti megszamlalhaté halmazara
nézve kontinuum sok véletlen kollektiva, létezik.!4

Az 6rom azonban nem tartott sokaig. J. Ville (1939) megmutatta, hogy helyszelekciok
barmely megszamlalhatoé halmazdhoz létezik olyan binaris kollektiva, amelyben az 1-esek
aszimptotikus frekvencidja p, azonban a kollektiva minden véges kezdGszeletében az 1-esek
relativ gyakorisdga — véges kivételtdl eltekintve — nagyobb vagy egyenld p-nél. Roviden,
a relativ gyakorisdg feliilrgl tart hatarértékéhez. Ez a tulajdonsag a (késébb Khinchin ré-
vén bizonyitott) iteralt logaritmus torvénye fényében meglehetGsen atipikus viselkedésnek
szamitott. Ez a torvény ugyanis a relativ frekvencidk oszcillacidjara ad kiiszobot; ezzel
szemben a frekventista elmélet ezekre az oszcillacidokra semmilyen korlatot nem ad. Mind-
ezek azt mutattak, hogy von Mises valoszintiségelmélete nem azonos az éppen kialakuléban
lev6 mértékelméleti megkozelitéssel. Az ellenvetésekre von Mises lakonikusan valaszolt: ,Fl-
fogadom a tételt, de nem latom az ellenvetést”. Valoban, von Mises elmélete szamara nem
jelentett a priori el6irast, hogy izomorf legyen a kolmogorovi elmélettel.

A frekventista valoszintiségelméletre a legsulyosabb csapast a martingalok megjelenése
mérte. A martingalok segitségével Ville megmutatta, hogy a kizart jatékrendszer von Mises-
i elvét a kollektivak nem ragadjak meg jol, mivel Ville fenti kollektivaihoz lehetséges olyan

13Reichenbach éppen ezért adta fel a valoszintiség definiciojaban a véletlenség kovetelmeényét. Egy to-
vabbi tipikus korabeli reakci6 von Mises definicidjanak értelmességével szemben E. Tornieré (1933): ,Nem
hiszem, hogy a probalkozas, hogy von Mises elméletét tiszta matematikai formaba Ontsiik, sikeresen ke-
resztiilvihets, és azt sem hiszem, hogy az ilyen probalkozasoknak hasznuk volna. Itt nyilvanvaléan azzal a
folottébb érdekes jelenséggel van dolgunk, hogy egy gyakorlati és teljesen értelmes fogalom — kivalasztas a
tulajdonsagbeli kiilonbségekre vald tekintet nélkiil — elvileg zar ki mindenféle tisztdn matematikai és axio-
matikus megragadast. Mindazonaltal kivanatos volna, hogy ez a kérdés, amely talan alapvetd jelentSségi,
matematikusok djabb koreinek figyelmét is magéara vonja.” (320. o.)

“Pontosabban a kivetkezs igaz: Legyen (Q, X, p) valoszintségi mertékter, és legyen K (T, X) a ¥ attriba-
tumtéren definialt, helyszelekciok egy I' halmazéra nézve invarians kollektivak halmaza, amely kollektivakra
igaz tovabba, hogy tetszéleges a € X elemre p(a) = rz(a); roviden, legyen K(T',X) a (2, %, p) mértékteret
a 16. definicio értelmében modellezs kollektivak halmaza. Ekkor Wald tétele a kovetkezot allitja: Ha Q és
I" megszamlalhato, akkor K (T, ¥) nem megszamlalhato.

Még pontosabban szélva, Wald a mértéktértsl azt koveteli meg, hogy legyen ¥ Jordan-mérhets, p pedig
Jordan-mérték. A Jordan-mérték valasztasat azzal indokolja, hogy mivel a kollektivak altal indukalt valo-
szintiségi mérték nem o-additiv, ezért a nem Jordan-mérhets halmazok mértékének, amely halmazok nem
kozelithet6k véges modon, nincs frekvenciainterpretacioja. (Ld. Rédei 2001)
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stratégidkat gyartani, amely végtelen nyereményhez vezet. Ugyanakkor a kollektivak a von
Mises-i értelemben éppen az ilyen nyer6 stratégiak létét hivatottak kizarni.

Mint azt sokan hangstlyozzék, von Mises és Kolmogorov valoszintiségelmélete kozotti
fenti eltérések mindegyike arra a kiilonbségre vezethets vissza, hogy amig Kolmogorov mér-
tékelmélete o-additiv, addig a frekventista elmélet nem az. Amikor azonban a bizonyitasra
keriil a sor, rendszerint ennél kevesebbet bizonyitanak. Az aldbbiakban mutatunk négy
olyan allitast, amely allitdsokra a szakirodalomban tgy szokas tekinteni, mint amelyek azt
bizonyitjdk, hogy a valdszintség von Mises-féle relativ gyakorisdg-interpretacidja nem meg-
engedhetd interpretacié. Amint azonban alabb megmutatjuk, valojaban egyik allitas sem
érinti a von Mises frekvenciainterpretacidjat, s6t mi tobb, még altaldban a frekvenciain-
terpretaciokat sem. Az allitasok a kovetkezdk:

(i) A frekvencidk nem alkotnak o-additiv mértéket a sorozatok terén.
(ii) Az aszimptotikus relativ gyakorisaggal rendelkez6 sorozatok nem alkotnak o-algebrét.

(iii) Az aszimptotikus relativ gyakorisdggal rendelkez6 sorozatok nem alkotnak algebrat
sem.

(iv) A véletlen sorozatok nem alkotnak algebrat.

Nézziik az allitasokat sorban. Hogy a frekvencidk nem alkotnak o-additiv mértéket a so-
rozatok terén, arra ilyen példakat szokas felhozni. Tekintsiik a természetes szamok zp = k
sorozat. Ebben a sorozatban barmely szam (elemi attributum) relativ gyakorisdgéanak ha-
tarértéke 0, ugyanakkor az N = {1} U {2} U... megszamlalhato uniora

1 n
lim —» In(zx) = 1,
k=1

n—oo n

vagyis a relativ gyakorisagok nem alkotnak o-additiv mértéket.

Ha mar a o-additivitasnél tartunk, hadd emlitsiik meg azt az érvet, amely a szubjek-
tivista de Finettit a o-additivitas feladasara késztették. Amint azt a valdszintség formalis
targyalasanal lattuk, a valoszintiséget egy adott €2 alaphalmaznak nem tetszéleges rész-
halmazara definialtuk, vagyis nem a teljes P(£2) hatvanyhalmazra, hanem annak valamely
halmazelmeéletileg zart részhalmazara. Az ok matematikai jellegii: nem megszamlalhato
Q hatvanyhalmazan nem értelmezhets o-additiv (valoszintségi) mérték. Az additivitas o-
kiterjesztésének a valoszintiség értelmezési tartomanyanak a zsugorodésa az ara. Az egyik
legismertebb példa a [0, 1] nem Lebesgue-mérhetd halmazai. Definialjuk [0, 1]-en az alabbi
ekvivalenciareldciot: = ~ y akkor és csak akkor, ha x —y € Q. Az ekvivalenciarelacid
az intervallumot [z] = {& +r € [0,1] | » € Q} alaka ekvivalenciaosztalyokra osztja. Le-
gyen F egy olyan halmaz, amelyben minden ekvivalenciaosztidlybo6l pontosan egy elemet
tartalmaz. (Figyelem: ennél a lépésnél felhasznaljuk a kivalasztasi axiomat!) Definialjuk
tovabbd minden r € Q szdmra az F, halmazt tgy, hogy F minden eleméhez hozzdadunk
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r-et (modulo 1). Az E, halmazok nyilvan megszamlalhatoéan sokan vannak, paronként disz-
junktak, és uniojuk a teljes [0, 1] intervallum. Most tegyiik fel, hogy valamely E, halmaz
valoszintiségi meértéke p. A Lebesgue-mérték eltolasinvariancidjabol adodéan ekkor a tobbi
E, halmaz valoszintiségi mértéke is p lesz. Ha p = 0, akkor ) p(E,) =0, ha p # 0, akkor
>, p(Ey) = oco. Feltételezve a o-additivitast azonban ) p(E,) = p(V,E,) = p([0,1]) =1,
ami ellentmondés. Vagyis az F halmaz nem Lebesgue-mérheté.

A formalizmus tehéat véalasztésra kényszerit: vagy ragaszkodunk a o-additivitdshoz, de
akkor le kell mondanunk arrél, hogy minden részhalmazhoz valészintiséget rendeljiink, vagy
ragaszkodunk a valosziniiség lehets legtagabb értelmezési tartomanyahoz, de akkor fel kell
adnunk a o-additivitast. A main stream matematikai okokbol az elébbi, de Finetti filo-
z6fia okokbol az utdbbi utat valasztotta. De Finetti szerint ugyanis semmilyen a priori
indokunk nincsen bizonyos eseményeket kizarni a valoszintiség logikailag megengedett értel-
mezési tartomanyabol, vagyis példaul a fenti E halmazt a priori nem gondolhatjuk kevésbe
alkalmasnak arra, hogy valos eseményeket reprezentaljon, mint a [0,1] intervallum bér-
mely méas halmazat. Igy viszont kénytelenek lesziink beérni o-additivitas helyett a véges
additivitassal.

Most azonban térjiink vissza a fenti (ii) ellenpéldahoz, vagyis ahhoz, hogy az aszimpto-
tikus relativ gyakorisdggal rendelkez6 sorozatok nem alkotnak o-algebrat. Legyen ugyanis
z : N — 3 tetsz6leges sorozat, amelyben egy a attribitum relativ gyakorisaganak nincs
hatarértéke. Most legyen (™ az a sorozat, amelyben az n. elem z,, a tobbi elem pedig 0.
Minden (™ sorozatban az a tulajdonsag relativ gyakorisaganak hatarértéke 0, ugyanakkor
az (™ kollektivak megszamlalhato uniojaként el6allo x sorozatban az a tulajdonsag relativ
gyakorisaganak nincs hatéarértéke.

A (iii) ellenpélda azt mutatja meg, hogy nemcsak a megszamlalhato unioval van a baj:
az aszimptotikus relativ gyakorisiggal rendelkez6 sorozatok nem alkotnak algebrat sem.
Tekintsiik az

z = 110011110000111111111111000000000000. ..

sorozatot, amelyet azzal az egyszerd konstrukciéval hozunk létre, hogy a sorozatot két 1-el
kezdve addig frunk 0-kat, amig az 1-ek relativ gyakorisiga le nem csokken %—re, azutan
pedig addig frunk 1-ket, amig az 1-ek relativ gyakorisdga fel nem né %—re; és ezt folytatjuk
a végtelenségig. Nyilvanvaléan a sorozatban az 1-esek hatarértéke a konstrukcié miatt nem
léetezik. Most tekintsiik az alabbi négy sorozatot:

y = 101010101010101010101010101010101010...
100110100101101010101010010101010101 . ..
! 011001011010010101010101101010101010. ..
= 010101010101010101010101010101010101 ...

w
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A sorozatokat ugy hoztuk létre x-bdl, hogy mindegyik megegyezik xz-nek az egyeseket és
nullakat tartalmazo6 részeinek paros- illetve péaratlan sorszamu elemével. Konkrétan:

yr = xk akkor és csak akkor, ha k paratlan és xp = 1; vagy ha k paros és x; =0,
zr, = xy, akkor és csak akkor, ha k paratlan és xp = 1; vagy ha k paratlan és x; = 0,
y). = x) akkor és csak akkor, ha k paros és xj, = 1; vagy ha k péros és zp = 0,

2, = xy, akkor és csak akkor, ha k paros és x = 1; vagy ha k paratlan és zy = 0.

Nyilvanvald, hogy az egyesek relativ gyakorisdga mind a négy sorozatban %, tovabba az is,
hogy

z = (YAz)V (Y A,

vagyis a relativ gyakorisag hatarértéke nem zart a sorozatokon végzett véges algebrai mi-
veletekre sem.

Végiil a (iv) ellenpélda szerint a véletlen sorozatok sem alkotnak algebrat a hatarérték
letezésétol fiiggetleniil. Vegytlink ugyanis egy tetszdleges véletlen 0-1-sorozatot, és cseréljiik
meg a 0-kat és az 1-ket. Az igy kapott sorozat nyilvan véletlen lesz, barhogyan is definialtuk
az eredeti sorozat véletlenségét. A két sorozat (pontonkénti) unidja azonban nem lesz
véletlen.!?

Mint emlitettiik a fenti matematikai nehézségeket a szakirodalomban tgy szokas értelmez-
ni, mint amelyek azt bizonyitjak, hogy a valdsziniiség von Mises-féle relativ gyakorisag-
interpretacidja nem megengedhetd interpretacié. Ez a vélekedés azonban tobb szempont-
bol is téves: (1) El6szor is rogton latnunk kell, hogy az elsé harom ellenpélda egyéltalan
nem vonatkozik von Misesre, mivel von Mises a sorozatoktél megkoveteli a véletlenséget is.
Réviden, az (i)-(iii) sorozatok nem kollektivak.!'® (2) Az a tény, hogy létezik olyan sorozat,
amelyben a relativ gyakorisagok nem o-additivek, még nem jelenti azt, hogy a valdszintiség-
nek ne lehetne relativ gyakorisag-modelljét adni. A modellezés a 16. definicié értelmében
nem kivan izomorfidt a két struktira kozott, csupan annyit, hogy minden valdszintiségi
meértéktérnek létezzen relativ gyakorisag-modellje. (3) Ami a (iv) ellenvetést illeti, ismét
csak az 16. definiciora kell utalnunk: az, hogy léteznek olyan véletlen sorozatok, amelyek
véletlensége nem zart az algebrai mitveletekre, szintén nem jelent ellenpéldat von Mises
frekvenciainterpretaciojaval szemben, hiszen a sorozatok kdzdtti miveletek egyaltalan nem
jelennek meg a modellben; egy algebra valoszintségi mértékeinek egy sorozaton belil kell
reprezentalodniuk. (4) Ugyanez a helyzet a (ii) és (iii) esetben is: a sorozatok kézdtti mu-
veleteknek nem kell sem zéartaknak, sem o-zartaknak lenniiik. (5) Végiil a legfontosabb:
az a tény, hogy a frekvencidkra alapozott modell nem izomorf a mértékelméleti modellel,
nem jelenti azt, hogy a relativ gyakorisdg-modell ne lehetne a valdszintiség helyes fizikai

5Gyenis Zalan példaja.
YHogy az elsé harom allitasra adhato-e olyan példa is, amelyben a sorozatok kollektivak, vagyis amely
sorozatok véletlenek, az — legalabbis a szerz§ szamara — nyitott kérdés.
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elmélete, hiszen semmilyen a priori garancidnk nincs arra vonatkozoéan, hogy a valdészintiség
fogalmat a kolmogorovi axiémak ragadjak meg helyesen. A mértékelméleti lefras mellett
csak matematikai érvek szolnak: az elmilt nyolcvan évben a kolmogorovi axiémarendszer
matematikailag gyiimolcsozének bizonyult. Hogy melyik modell interpretalhatéd fizikailag,
az egy ettdl fiiggetlen kérdés.

A torténeti tény azonban mégis az, hogy a fenti és a hasonld kritikdk hatésara von Mises
elképzeléseit a valosziniség mértékelméleti megfogalmazasa végleg hattérbe szoritotta. A
valoszintiségszamitas alapjai tisztazasdnak szentelt 1937-es genfi konferencian — amelyen von
Mises maga nem volt jelen — Fréchet csokorba szedte a frekventista megkozelités hatranyait,
és ezzel a szakma végleg elfordult von Misestdl.

7.2. A ,,gyakorlatilag biztos” bekovetkezés

Mint azt kordbban emlitettiik, a valdszintiség formélis targyalasit a mértékelmélet fejls-
dése tette lehetévé. Az elméletet végleges formaba Kolmogorov ontétte a Grundbegriffe
der Wahrscheinlichkeitsrechnung (1933) cimi klasszikus munkajaban. A miivet Kolmogo-
rovnak a valészintiségi konvergencidk és a véletlen folyamatok témakorében kollégéjaval,
Khinchinnel folytatott b6 egy évtizedes kutatésai el6zték meg. A Grundbegriffe a hilberti
program jegyében a kibontakoz6 elmélet axiomatikus felépitésének igényével irodott. A
rovid konyvecskébdl, amely kitling didaktikidjaval a matematika-tankonyvek iskolapéldéja,
itt benniinket most csak azok a részek érdekelnek, amelyek a valoszintiség és a tapasztalat
kapcsolatat targyaljak. Ezekbdl a részekbdl ugyanis kivilaglik, hogy Kolmogorov, kevés-
bé radikalis forméaban ugyan, mint von Mises, de szintén a relativ gyakorisadg-interpretacié
hive.
A két elképzelés kozotti kiilonbségre Kolmogorov rogton a bevezetésben utal:

LA valoszintiségszamitasnak léteznek mas axiomatikus felépitései is, méghozza
éppen olyanok, amelyekben a valdszinlség nem alapfogalom, hanem mas fo-
galmakkal kifejezve szerepel.!” Ekkor azonban masra torekszenek, nevezetesen
arra, hogy a valdszintiségszamitds tudoméanyét a lehet6 legszorosabban Ossze-
kapcsoljak a valoszintsegfogalom tapasztalati eredetével.” (1933/1982, 12. o.)

Kolmogorov 6vatosabb elmélet és tapasztalat viszonyat illetGen. A ketts viszonyat tisztazo
rész a konyv masodik paragrafusdban rogton az elmélet véges részének axiomatikdja utan
kovetkezik. '8

LA valoszintségszamitas alkalmazésa a tapasztalati valosagra a kovetkezs séma
szerint torténik.

'"Es itt a labjegyzet von Misesre utal.

8 Mielstt Kolmogorov nekifog, a labjegyzetben még egyszer hivatkozik von Misesre : A valészinfiségsza-
mitas valodi események korére valo alkalmazhatosdgahoz sziikséges eltfeltevések kifejtésében nagymeértékben
épitiink Mises kovetkeztetéseire.” (14. o.)



7.2. A , GYAKORLATILAG BIZTOS” BEKOVETKEZES 127

1. Felteszik, hogy adott valamilyen korlatlan szamu ismétlést megengeds &
feltételegyiittes.

2. Kiindulnak eseményeknek egy meghatarozott korébdl, amelyek felléphet-
nek a G feltételek megvalosulasa kovetkeztében. Az egyes esetekben ezek
az események kiilonb6z6 kombinédciokban kdvetkezhetnek, illetve nem ko-
vetkezhetnek be. Az {2 halmaz magaban foglalja a figyelembe vett esemé-
nyek bekdvetkezésének és be nem kovetkezésének minden lehetséges varia-
ciojat.

3. Ha a gyakorlatban megvalosulo & feltételek realizdlodasa utdn egy varians
a (valamilyen feltételekkel meghatarozott) A halmazhoz tartozénak bizo-
nyul, akkor azt mondjak, hogy bekovetkezik az A esemény.

4. Bizonyos feltételek mellett, amelyeket itt kozelebbrél nem ismertetiink,
feltehetjiik, hogy valamely A eseménynek — amelyek a & feltételek megva-
l6sulasokat lehet, hogy fellépnek, lehet, hogy nem — megfeleltetnek egy, a
kovetkezo tulajdonsagokkal rendelkezé meghatarozott P(A) valos szamot.
A. Gyakorlatilag biztosak lehetiink benne, hogy ha a & feltételegyiittest
nagyszamu n alkalommal megismétlik, és m jeloli azoknak az eseteknek
a szamat, amelyekben az A eseménye végbement, akkor az 7' hényados
kicsit tér el P(A)-tol.

B. Ha P(A) nagyon kicsi, akkor gyakorlatilag biztos, hogy a & feltételek
egyszeri megvalositasakor az A esemény nem fog bekovetkezni.” (14-15.

0.)

Az 1. pont vilagossé teszi, hogy Kolmogorov a valoszintiség fogalmat ismételhets esemé-
nyekre, tehdt eseménytipusra és nem szingularis eseményekre alkalmazza. A 2. pont ennek
az ismétlddésnek a jellegét korvonalazza. Fontos latni, hogy Kolmogorov — von Misessel el-
lentétben — nem varja el az eseményektsl, hogy azok véletlenszeriien térténjenek. Az eltérd
attittidok mogott a két szerzd eltérd termeészetfilozofiai allaspontja &ll a véletlen tekinte-
tében. Von Mises meggydzddése szerint a fizika modern fejleményei azt mutatjak, hogy a
természet leirasara nem adhaté ’algoritmus’, vagyis a véletlenség intrinszikus tulajdonsiga
az eseményeknek. Ezzel szemben Kolmogorov a valdszintiségi kalkulust egyszerd modell-
nek tartotta, amelynek alkalmazhatosiga nem fiigg a természet véletlenszerid vagy éppen
determinisztikus viselkedésétdl, hanem csak a rogzitett G feltételegyiittestsl. A 3. feltétel
pusztan a terminolégiat rogziti; a valoszintség tapasztalati alkalmazasa a 4. pontban tor-
ténik. A  kozelebbrdl nem ismertetett” feltételek von Plato (1994) szerint a nagy szamok
torvényeinek legfontosabb feltétele, vagyis a valdszintségi fiiggetlenség tapasztalati alkal-
mazhatosagara vonatkoznak. A kérdésre Kolmogorov késébb a fiiggetlenség fogalméanak
szentelt fejezetben explicite is visszatér:

y,Ennek megfelelGen a természettudomanyos gondolkodas el6tt allo egyik leg-
fontosabb feladat az, hogy miutan a valdszintiség fogalmanak a lényegét mint
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kulcskérdeést tisztazta, kideritse és pontositsa, milyen el6feltevések mellett te-
kinthetiink adott tapasztalati jelenségeket fiiggetlennek.” (22. o.)

Ha az ismétl6ds esemeények valoszintségi értelemben fliggetlennek tekinthetsk, akkor (egyéb
jarulékos feltételek mellett) alkalmazhatoak rajuk a nagy szamok kiilonféle torvényei. A
nagy szamok torvényeit, kiilondsen a Bernoulli-tételnek végtelen szorzatmértéktéren értel-
mezett karakterisztikus fliggvényekre kimondott D.5 alakjat (1d. 172. oldal) szokéasos a
kovetkezGképpen értelmezni. A karakterisztikus fliggvények azt mutatjak meg, hogy adott
események egy végtelen kisérletsorozat adott futaméaban bekovetkeznek-e vagy sem, ennél-
fogva a karakterisztikus fiiggvények aritmetikai atlaga a szoban forgd események relativ
gyakorisagat modellezi. A Bernoulli-tétel ezek utan azt mutatja meg, hogy ez a relativ gya-
korisag (a szorzatmeérték szerinti) valoszintségi értelemben konvergal az adott esemény valo-
szintiségéhez. Fontos latni, hogy ez a konvergencia valdszintiségi konvergencia: a Bernoulli-
tétel esetében a valoszintiségi valtozok valoszintségi értelemben konvergalnak a kozos var-
haté értékhez, a nagy szamok erds torvényeiben pedig ,majdnem biztos” értelemben. A
valoszintiség igy nem redukalhaté maradéktalanul a frekvencidra, mivel a Bernoulli-tétel
kikiiszobolhetetleniil tartalmaz egy ,masodrend” valdszintséget is: szorzatvaldszintiséget,
amelyben a konvergencia meg van fogalmazva.

Ez a valoszintiség azonban hatarértékben 1-hez tart, s6t az erés torvényekben 1. Es
éppen ez az a tény, amelyben a frekvenciainterpretécié igyekszik megkapaszkodni. Ha a
valoszintiségtdl ebben a specidlis esetben, vagyis akkor, amikor értéke kozel 1, sikeriilne
valamiként megszabadulni, akkor — hangzik az érv — az Ut nyitva allna a valdszintség és
a relativ gyakorisag azonositdsdhoz a nagy szdmok torvényein keresztiil. Mit is jelent az,
hogy egy esemény valoszintsége kozel 1; vagy a komplementer esetben, hogy egy esemény
valészintisége kozel 07 Itt 1ép be a gondolatmenetbe Kolmogorov 4. pontjanak B. része,
amelyet az irodalom Cournot-szabdlyként tart szamon: ha egy esemény valdszintisége kozel
van 1-hez, akkor az esemény gyakoriati szempontbsl biztosan bekovetkezik, ha pedig kozel
van 0-hoz, akkor az esemény gyakorlati szempontbdl biztosan nem kovetkezik be. Vagy-
is a valoszintiséget két kitiintetett esetben gyakorlatilag azonosithatjuk a bekovetkezéssel:
ha P(A) ~ 1, és ha P(A) ~ 0. Az els6 esetben gyakorlatilag biztosak lehetiink abban,
hogy A bekovetkezik, a masodikban pedig, hogy nem kovetkezik be. Események konjunk-
civjara a szabaly azonban mar nem alkalmazhato,'? vagyis a Cournot-szabély kartyaként
tehat csak egyszer jatszhato ki az érvelésben — ez azonban éppen elég Kolmogorovnak:
ha a nagy szdmok torvényeiben a szorzatvaldszintiség kozel 1 volta a Cournot-szabély ér-
telmében helyettesithet6 azzal, hogy a széban forgd esemény vagy tényéllas gyakorlatilag
biztosan bekovetkezik, vagyis a relativ gyakorisig és a valdszintiség gyakorlatilag biztosan
megegyezik, akkor legalabbis nagyszamu kisérletsorozatban a kett6t gyakorlatilag azono-

19 A B. elv ...nem jelenti azt, hogy az A esemény elég hosszi kisérletsorozatban sem kovetkezik be,” és
hasonléan: Az A. elvbél semmiképp sem kévetkezik, hogy nagyon nagy szamu, n hosszisagi kisérletsoro-
zatra minden sorozatban az > hanyados kicsit fog kiilénbozni P(A)-t6l” — teszi vilagossa Kolmogorovnak
a szakasz végéhez flizott két megjegyzése.
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sithatjuk. A Bernoulli-tétel a Cournot-szabaly és a fiiggetlenség feltételezése mellett tehat
bizonyitja, hogy a relativ gyakorisagok tartanak a valdszintségekhez, azaz a valdszintség
relativ gyakorisag-interpretacioja a helyes interpretacié. Ez roviden Kolmogorovnal a valé-
szintiségi ,axiomak tapasztalati levezetése.”

Ez az érvelés azonban teljességgel helytelen, és nem azért — ahogy azt sokan vélik — mivel
a Cournot-szabaly megalapozatlan. A tévedés igazi oka az, hogy a nagy szamok torvényei
matematikai tételek, és igy teljes mértékben érzéketlenek az interpretécidkra: a tételben
szerepld p betd interpretaciojatol fiiggfen més és mas lesz a fizikai tartalmuk. Ha a p be-
tit a relativ gyakorisag-interpretacionak megfelelGen frekvenciaként interpretaljuk, akkor a
tétel a fentebb von Mises kapcsdn mar emlitett empirikus jelentést fogja kapni: az olyan
sorozatok sorozatainak relativ gyakorisdga, amelyekben a sorozat kezd&szeletébdl szamitott
relativ gyakorisagok tetszélegesen kicsit térnek az aszimptotikus relativ gyakorisagoktol, a
kezd&szelet hosszaval nulldhoz tartanak. Ha a p betiit a szubjektiv interpretaciénak meg-
felel6en parcialis hitként interpretaljuk, akkor a tétel a kovetkezst fogja jelenteni: ha az
empirikus/racionalis agens egy adott eseményben p mértékben hisz, akkor (feltéve a fiig-
getlenség altal modellezett fizikai feltételek fennallasat) hatarértékben teljes mértékben fog
hinni abban, hogy az események relativ gyakorisiga egy végtelen sorozatban p. Ha a p
bettlit a propensity-interpretdcionak megfelel6en valamilyen tendenciaként interpretaljuk,
amellyek a fizikai kornyezet az esemény bekovetkezését elgidézi, akkor a tétel a kovetkezst
fogja jelenteni: ha egy adott esemény p mértékben hajlamos bekovetkezni, akkor (ismét
feltételezve a hajlamok fiiggetlenségét) események egy olyan végtelen sorozaténak, amely-
ben a relativ gyakorisdg megegyezik p-vel, 1 lesz a bekovetkezési hajlama. Lathato, hogy
mindhéarom allitds empirikus — igazolasukhoz tobbek kozott olyan dolgokat kell tudnunk,
hogy hogyan teszteljiik végtelen sorozatok sorozatat, hogyan mérjiik végtelen sorozatok
relativ gyakorisdgara vonatkozo6 hiteinket illetve az ilyenek létrehozasara vonatkoz6 pro-
pensity-t. Ezek tesztelése jelenthet gondot, mindenesetre a nagy szamok torvényei mint
matematikai allitdsok elvben mindharom értelmezéssel kompatibilisek, vagyis semmilyen
moédon nem tiintetik ki a valdszintiség relativ gyakorisdg-interpretacidojat. Ha igaza van
tehat von Platonak abban, hogy Kolmogorov frekventizmuséat a nagy szamok torvényére, a
Cournot-szabalyra és a fliggetlenség posztuldsasara épitette, akkor helyteleniil jart el. Az
elmélet és a tapasztalat kozotti szakadékot éppen olyan kevéssé lehet athidalni a gyakorlati
bizonyossag fogalmaval, mint von Misesnél az aszimptotikus relativ gyakorisag segitségével.
De akar igy, akar gy — tény az, hogy Kolmogorovot a valészintiség mértékelméleti kanoniza-
cioja ellenére élete végéig nyugtalanitotta a valoszintiség tapasztalati alkalmazhatosaganak
kérdése. Keésgbbi erdfeszitéseit éppen az hatdrozta meg, hogy a mértékelméleti megfogal-
mazas mellett érvényt szerezzen a relativ gyakorisagra és a véletlenszertiségre érzékenyebb
valoszintségfogalomnak. Ezek a kutatdsok vezették azutan az algoritmikus randomitas és
a Kolmogorov-komplexitas megalkotasahoz.
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8. fejezet

A propensity-interpretacid

A valoszintség propensity-interpretaciojat Popper vetette fel elGszor 1957-ben a kilencedik
Colston-konferencian Bristolban:!

,Minden kisérleti elrendezés, ha elegendGen sokszor ismételjiik, hajlamos lét-
rehozni egy olyan sorozatot, amelynek frekvencidja ezen a bizonyos kisérleti
elrendezésen mulik. Ezeket a virtualis frekvencidkat valoszindségnek is nevez-
hetjiik. Mivel azonban ezek a valdszintségek a kisérleti elrendezéstdl fliggnek,
ezért agy is tekinthetiink rajuk, mint a szdban forgd elrendezés tulajdonsdgaira,
amelyek a kisérleti elrendezésnek azt a diszpozicidjdt vagy propensity-jét jellem-
zik, hogy bizonyos karakterisztikus frekvencidkat idézzen els, ha a kisérletet
sokszor megismételjiik.” (67. o.)

Poppert, aki A tudomdnyos kutatds logikdjaban (1934) még a relativ gyakorisag-interpretacio
hive, a kvantumelmélet, azon beliil is a kétréses kisérlet értelmezése késztette a palfordu-
lasra. ,A kvantumelmélet” — mint irja

,meggy6zott, hogy a valoszintiségeknek 'fizikailag redlisnak’ kell lenniiik — vagy-
is fizikai hajlamoknak, fizikai szituicidok absztrakt relacios tulajdonsigainak,
akarcsak a newtoni erék. Es ezek nemcsak abban az értelemben ’realisak’, hogy
befolyasolni képesek a kisérleti eredményeket, hanem abban az értelemben is,
hogy bizonyos koriilmények kozott (koherencia), interferalni, azaz kolcsonhatni
is tudnak egymassal.” (1959, 28. o.)

A kvantumelmélet interferenciajelenségei tehat arrdl gy6zték meg Poppert, hogy a valoszi-
niiség fogalmanak szinguléris esetekre is alkalmazhatonak kell lennie. Szingularis valdszint-
ségi kijelentések értelmezésére, mint azt az el6z6 fejezetben a referenciaosztaly problémadja
kapcsan lattuk, a frekvenciainterpretacié nem képes. Egy frekventista persze megteheti,
hogy egy egyedi esemény valoszintiségét egyszertien azonositja az eseménynek egy végtelen

!Popper maga nem volt jelen a konferencian; az irast Feyerabend olvasta fel.
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vagy elegendGen hosszt sorozatban vett relativ gyakorisagaval.? Ez az azonosités azonban,
amint azt a kovetkez6 példa mutatja, nem mindig kielégits:

»Legyilk fel, hogy van egy cinkelt kockank, és hogy kisérletek hosszi soraval
meggy6zédtiink arrol, hogy a hatos dobas valoszintsége ezzel a kockaval jo ko-
zelitésben i. Most tekintsiink egy b sorozatot, amely ezzel a cinkelt kockéaval
valo dobasokbol all, de amely sorozat, mondjuk, tartalmaz néhany (ketts vagy
esetleg harom) dobast egy homogén és szimmetrikus kockéval. Nyilvanval6an a
szabdlyos kockaval végzett néhany dobés esetében azt mondanank, hogy a hatos
valoszintisége %, nem pedig azt, hogy i; noha ezek a dobasok, feltevésiink sze-
rint, egy olyan dobéssorozat tagjai, amelyben a hatos statisztikus frekvenciaja

1.7 (1959, 31-32. o.)

Ebbdl a dilemmabdl a frekventista szaméra a kiutat Popper szerint az jelentheti, ha a fenti
inhomogén dobéssorozatot valahogyan kizarja azon sorozatok korébdl, amelyre a valdszind-
séget értelmezziik. Ezt megteheti példaul tgy, ha a sorozatot nem extenzive, aktudlis vagy
potencidlis elemeivel, hanem intenzive, a ,generalo feltételek halmazan” keresztiil adja meg.
A valoszintiséget tehat a véletlent generalé mechanizmus, vagyis a kockanak, az asztalnak,
az eldobés koriilményeinek stb. egyiittes fizikai tulajdonsigai hatarozzak meg. Ezek a tu-
lajdonségok nyilvanvaléan masok lesznek a cinkelt és a szimmetrikus kocka esetében, és ez
megmagyarazza valoszintségiik kiilonbségét.

Ez az artatlannak tind modositias azonban a frekvenciainterpretaciotol atvezet a pro-
pensity-interpretaciora. Nagy kiilonbség ugyanis azt mondani, hogy egy szingularis esemény
valoszinliségét az a sorozat hatdrozza meg, amelynek az tagja, vagy azt mondani, hogy a
szingularis esemény valoszintisége az eseményt generalo feltételek tulajdonsaga. Ez utébbi
esetben egy szinguléris eseménynek akkor is lehet valdszintisége, ha csak egyszer vagy éppen
egyszer sem kovetkezik be.

A valosziniiség kapcsolatba hozasa a generalo feltételekkel persze nem ujkeletii. Valo-
szintiségelmélete tapasztalati alkalmazhatosaganak vizsgalatdnal Kolmogorov is hasonldéan
jart el (v.6. 7.2. fejezet). Ami Poppernél 4j — és ezt pusztan mar a propensity szohasznalat
is tiikrozi — az az, hogy a szoban forgo general6 feltételek nala diszpoziciondlis értelmet nyer-
nek.? A propensity Popper szerint a fizikai rendszer hajlama, diszpozicidja, hogy bizonyos
LSzingularis eseményeket realizaljon” (1959, 28. o.). De mik is azok a diszpoziciok?

%Vagy, ahogy Reichenbach (1949, 376-77. o0.) tette, a szingularis eseményre vonatkozo kijelentést az
eseménytipusra vonatkozo kijelentés elliptikus formajanak tekinti.

3 A propensity-interpretaciot mar 1910-ben megelGlegeste C. S. Peirce, amikor a kovetkezoket irta: ,Az
a kijelentés, hogy 'Ha a kockat eldobjuk, akkor egyharmad a valészintsége, hogy az eredmény oszthatd
harommal’ ...azt jelenti, hogy a kocka rendelkezik egy bizonyos would-be-vel; és azt mondani, hogy a
kocka rendelkezik egy bizonyos would-be-vel annyi, mint azt allitani, hogy a kocka rendelkezik egy olyan
tulajdonsaggal, amely egészen analég az emberi szokasokkal.”
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8.1. A propensity mint diszpozici6

A bevett metafizikai felosztds szerint a targyak kétfajta tulajdonsaggal rendelkezhetnek:
kategorikus és diszpoziciondlis tulajdonsagokkal. Amig a kategorikus tulajdonsagok egy
targyat abbdl a szempontbdl jellemeznek, hogy hogyan allnak a dolgok aktudlisan a szdéban
forgd targgyal kapcsolatban, addig a diszpoziciondlis tulajdonsagoknak moddlis implikacioi
vannak. A tedscsészém 20 dkg tomegt és torékeny. A tomeg a csészét aktudlisan jellemzi, a
torékenység azonban egy lehetGségre utal: ha a csésze leesne az asztalrdl, eltorne. A szokdsos
szemantikai elemzés szerint a diszpozicionalis tulajdonsigokat épp az kiilonbozteti meg a
kategorikus allitasoktol, hogy a fentihez hasonlé kontrafaktualis allitdsokat tamogatnak. A
csésze torékenysége azt jelents, hogy, amennyiben leesne az asztalrol, eltorne.

A diszpozicionalis tulajdonsagok kondicionélis elemzésével szemben szamos kérdés fel-
vethets. Els6ként: vajon a kategorikus tulajdonsagok nem tdmogatnak-e hasonlé médon
kontrafaktualis allitdsokat: a csésze 20 dkg tomegd, ti. ha adott erével hatnék ré, adott
modon gyorsulna. Igy tekintve a tomeg is diszpozicionalis tulajdonsig; vagyis minden
tulajdonsag diszpoziciondlis. Masrészt, ha diszpozicidt tulajdonitani egy targynak szeman-
tikailag semmi més, mint egy kontrafaktualis kondicionalis, akkor ugy tinik, hogy le kell
mondanunk azokrol a diszpoziciokrol, amelyek fennalldsa és manifesztacioja nem jar egyiitt,
vagyis az olyan — az irodalomban mimel6nek illetve finkish-nek keresztelt — diszpozicidk lé-
térsl, amelyeket éppen a kontrafaktualis kijelentés antecedense hoz létre vagy tiintet el, és
igy fennéllasuk sem nem sziikséges, sem nem elégséges feltétele a kontrafaktualis teljesiilé-
sének. Suta példaval: Az amigy nem torékeny csésze valamely rejtélyes oknal fogva mindig
éppen akkor vilna torékennyé, amikor ledobom; és igy a kontrafaktualis anélkiil teljesiilne,
hogy a csésze a torékenység diszpozicidjaval rendelkeznék. Az ilyen rejtélyes okok kizardsa
nem egyszerd feladat a kondicionéalis elemzés képviselGje szamara. Megprobalkozhat azzal,
hogy a kontrafaktuélisba beiktat egy ceteris paribus kazulat: ’A csésze torékeny’ azt jelenti,
hogy amennyiben ledobndm, akkor — ceteris paribus — eltorne. Mivel azonban a rejtélyes
okokrol semmi kozelebbit nem tudnank megadni, ez a lépés vagy kiiiresitené a kontrafak-
tudlist: a csésze eltorne, hacsak valamiért nem torne el, vagy korkorossé tenné: a csésze
eltorne, hacsak valamiért el nem veszitené torékenységét.

A diszpoziciok kondicionalis elemezhetGségének szemantikai kérdésében legtobbszor on-
toldgiai allaspontok iitkdznek. A kondiciondlis elemzés képvisel6i altalaban antirealistak
a diszpoziciokkal kapcsolatban, vagyis a diszpozicionélis tulajdonsigokat kategorikus tu-
lajdonsigokra igyekeznek visszavezetni: a torékenység wvaldjdban nem mas, mint a csésze
bizonyos anyagszerkezeti tulajdonsaga. A visszavezetés roviden ugy torténik, hogy a disz-
poziciokat els6 lépésben valamilyen funkciéval, példaul kauzalis szerepiikkel azonositjak:
torékeny az, amit ha ledobok, eltorik; majd méasodik 1épésben megallapitjak, hogy az illetd
kauzalis szerepet az aktudlis vildgban mely kategorikus tulajdonsagok toltik be: pl. bizo-
nyos anyagszerkezeti tulajdonsagok. Igy a diszpoziciok és kategorikus alapjuk azonossaga
kontingens azonossag lesz. Egy méasik lehetséges vildgban mas anyagszerkezettel rendelkezd
targy is lehetne torékeny. FEzzel az azonositassal az antirealistdk a diszpozicidkat meg-
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fosztjak kauzélis erejiiktsl, és a kauzalitds magyarazatat, a bevett hume-i modon, a vilag
kategorikus tulajdonsagai kozott tapasztalhaté korrelaciokra bizzédk. A térékenységben ki-
fejez6d6 kauzalitds nem més, mint a megfelel§ anyagszerkezeti tulajdonsag fennéllasa és
a csésze torését jellemzd kategorikus tulajdonsidgok egyiittjardsa. Roviden az antirealis-
tak szerint sem a szemantikai, sem a kauzalitédsi probléméak nem indokoljak a diszpoziciok
felvételét a vilag ,hume-i mozaikjaba”.

A diszpozicid-realista ellentdbor ezzel szemben abbol a meggy6z6désbdl indul ki, hogy
a diszpozicidk redlisan léteznek. A csésze torékenysége épp olyan redlisan 1étez6 tulajdon-
sadga a csészének, mint a tomege. Szerintiikk mar a kondicionalis elemzés buktatoi is arra
utalnak, hogy a diszpoziciok kikiiszobolhetetlen ontologiai entitdsok. Ami a diszpozicidk
és a kauzalitas viszonyét illeti, a realistak szerint éppen forditott a helyzet a hume-idnus
elképzeléshez képest. Ott a diszpoziciok raépiilnek a vilag kategorikus mintézatara, amely
mintazat a kauzélis viszonyokat is teljes mértékben meghatarozza — igy a diszpoziciok kau-
zalitésa csak iires frazis. A diszpozicio-realistak ezzel szemben valos kauzalis hatékonysagot
tulajdonitanak a targyaknak, amely nem szupervenial a targyak kategorikus tulajdonsaga-
inak korrelacioin. A diszpoziciokban kifejez6d6 kauzalitds akkor is jelen van, ha az nem
manifesztalodik aktualisan. A csésze akkor is torékeny lehet (s6t, valojaban csak akkor),
ha sohasem esik le, és torik 6ssze. Raadasul a vildgban tapasztalhato regularitasok éppen a
targyak diszpozicidkban kifejezdd6 kauzdalis hatékonysaganak segitségével magyardzhatok:
a csésze azért torik Ossze, ha leesik, mert torékeny.

Most térjiink vissza a propensity kérdéséhez! Propensity-interpretaciojaval Popper (1959)
a diszpozicio-realistdk tdboraba tartozik:

»A propensity-k lehetGségekként értelmezheték (vagy lehetdségek meértékeként
illetve ’stlyaként’), amelyek tendenciaval vagy diszpozicidval vannak ellatva,
hogy realizalodjanak.” (30. o.)

A propensity tehat diszpozicio, ugyanakkor realis fizikai létezd:

Az elméletnek egy nem megfigyelhetd fizikai realitassal van dolga, amely rea-
litdsnak csak néhény felszini hatésa figyelhet6 meg, és amely hatasok lehet&veé
teszik szamunkra az elmélet tesstelését.” (35. o.)

Popper szerint tehat a propensity, akidrcsak a torékenység, a tomeg vagy az erd reélis disz-
pozicio:
»Az er6 — vagy jobban mondva az erétér — fogalma egy diszpoziciondlis fizikai
entitast vezet be, amelyeket bizonyos egyenletek irnak le (nem pedig metafo-
rak), és amely megfigyelhetd gyorsulasokat magyaraz. Hasonloan a propensity
vagy propensity-mez6 fogalma, is egy szingularis fizikai kisérleti elrendezés — azaz
egy szingularis fizikai esemény — diszpoziciondalis tulajdonsagat vezeti be, hogy
megmagyarazzon bizonyos megfigyelhetd frekvencidkat ezen ismétl6dd esemé-
nyek sorozataiban. Mindkét esetben az 11j fogalom bevezetése kizardlag a fizikai
elméletekben hajtott hasznukra valo hivatkozéassal igazolhat6.” (31. o.)
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A fenti idézetekbdl vilagossa valik, hogy Popper szerint a propensity (i) egy realisan létezd
fizikai entités, (ii) megfigyelhet6 hatédsokban manifesztalodik, és (iii) posztulalasat épp ezen
hatasok magyarazataban jatszott szerepe indokolja. Az allitdsnak azonban mindharom
pontja értelmezést kivan. Jelesiil az aldbbi harom kérdést kell tisztaznunk:

(i) Mely ontologiai entités rendelkezik propensity-vel?
(i1) Mit tekintsiink a propensity manifesztéciojanak?
(iii) Milyen értelemben magyardzza manifesztacioit a propensity?

Mint azt az alabbiakban latni fogjuk, e harom kérdés igen csak megosztotta a propensity-
tabort, és a kérdésekre adott valaszok nyomén az elképzelések tarka serege jott létre. A ko-
vetkez§ alfejezetben a fenti kérdések mentén haladva attekintjiik a propensity-interpretaciok
kiilonféle valtozatait, majd a rakovetkezs fejezetben szisztematikusan megvizsgaljuk, hogy
mennyiben is tarthaté a valdszintiség propensity-értelmezése.

8.2. A propensity hordozdja, manifesztacidja és szerepe

Kezdjiik az els6 kérdésre adott valaszok attekintésével: Mely ontologiai entités rendelkezik
propensity-vel? Popper (1957) szerint a propensity hordozoja a teljes fizikai szituécio:

HAZ i propensity nem a cinkelt kocka tulajdonsaga. Ezt rogton latjuk, ha be-
legondolunk abba, hogy egy nagyon gyenge gravitacids térben a cinkelésnek
milyen kicsi hatasa lesz — annak valészintisége, hogy hatos dobjunk, i—r(’il %—ra
fog csokkenni ... A tendencia vagy diszpozici6 vagy propensity ezért magéanak a
kisérleti szituacionak relacios tulajdonsaga.” (68. o.)

De mi is jellemez egy kisérleti szituaciot? A kockat eldobhatjuk jobb kézzel vagy bal kézzel,
laposan vagy porgetve, tegnap, ma és holnap. Vajon itt ugyanarrol a kisérleti szituéciorol
van sz67 Popper szerint a propensity ,a kisérleti elrendezés azon feltételeinek tulajdonsaga,
amelyeket allandénak szandékozunk tartani” (1959, 37. o.) De melyek is ezek? Az asztal,
a kocka és a kozvetlen kornyezet, a dobas hozzavetSleges sebessége és magassaga? Mely
feltételeket kell rogziteni, és melyek valtozhatnak dobésrol-dobasra? Végezhetem-e példaul
a dobéast egy precizen hangolt hajitogéppel? A kérdéseket nem valaszolja meg Hacking
(1965) megoldasa sem, aki a propensity-t egy véletlengeneréator (chance setup) tulajdonsé-
ganak tekinti, ahol is

4 véletlengenerdtor egy berendezés, vagy a vildg egy része, amelyen egy vagy
tobb kisérletet vagy megfigyelést végezhetiink, amely kisérletek mindegyike egy-
értelmi rendelkezik valamilyen kimenettel lehetséges kimenetek eqy csalddjabol.”
(13. 0.)
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Igy a kockéval valé dobasok sorozata més-mas véletlengeneratort hataroz meg attol fiiggGen,
hogy a hatos dobasok, vagy mondjuk az egymést kdvets azonos paritasa dobasok propensity-
jére vagyunk kivancsiak, mivel a két esetben mas lesz a lehetséges kimenetek csaladja. De
a propensity-nek a véletlengeneratorokhoz rendelése még nem vélaszolja meg az eredeti
kérdést, hogy ti. mi szdmit a hatos dobds véletlengenerdtoranak?

A kérdésre adott radikalis valasz Melloré (1971), aki Popperrel ellentétben vitatja, hogy
a propensity a teljes kisérleti szituaci6 sajatossidga volna. Szerinte ,a propensity-t nem sza-
bad az érme, a hajito berendezés és a kornyezet teljes egyiittesének tulajdonitani.” (75.
0.) Ez olyasmit jelentene, mint ,azt mondani, hogy egy vékony iiveg torékeny csak egy ke-
meény padloval egyiitt lehet, egy csipet s6 pedig csak egy vodor vizzel egyiitt lehet oldhatd”.
Mas szoval egy diszpozicio akkor is megillet egy entitast, ha a manifesztacidojahoz sziikséges
koérnyezet nincs jelen. Mellor szerint tehat a propensity nem a kisérlet szituaci6é, hanem a
kisérlet szitudci6é valamely permanens létezGjének tulajdonsaga.

A propensity-t a kockdnak vagy az érmének tulajdonitjuk, és nem a teljes be-
rendezésnek [setup], amely csak a manifesztalodéas soran van jelen, mivel a kon-
vencié ezt a permanensebb létez6t valasztja ki a kisérletben jelen levd tobbi
elem kozil.” (75. o.)

A propensity tehat a kockédnak mint a kisérleti szituacié permanens létezGjének tulajdon-
sdga. A permanens elem kivalasztésa persze egy pontig konvencionalis, ahogy az oldékony-
sédgot is tulajdonithatjuk hol a szilard anyagnak, hol az olddszernek attdl fiiggGen, hogy a
szitudcioban hattérként melyik van rogzitve: ,a s6 oldhato (vizben)”, ugyanakkor ,a kiraly-
viz oldja az aranyat”.

Végiil hadd emlitsiink meg egy tovabbi valaszt, Fetzerét (1971) és Giere-ét (1976b),
amely szerint a propensity sem nem az allandénak tartott kisérleti feltételek, sem nem va-
lamely, az egyedi eseményeken ativel§ permanens entités tulajdonsiga, hanem a szingularis
kisérleti eseményé, azaz a kocka egyszeri eldobédsaé. Giere igy ir errdl:

LY2Amikor valoszintségi értéket tulajdonitunk egy kimenetnek, akkor az kézvet-
leniil az egyedi kisérlethez [trial| tartozik — és nem sziikséges egyedi kisérletek
halmazara hivatkoznunk.” (71. o.)

Most térjlink 4t a masodik kérdésre: Mi a kapcsolata a kockéval vald hatos dobas diszpozi-
cidjanak az aktualis dobasok kimenetéhez? A diszpozici6-realista egyfel6l megkiilonbozteti
a kocka (vagy a generalo feltételek) propensity-jét mint reélis tulajdonsiagot a megvalosult
kimenetektdl, akarcsak a torékenység diszpozicidjat a konkrét leesésektdl és torésektsl. A
propensity két modon kapcsolodhat a realizalt kimenetekhez: vagy az egyedi kimenetek-
hez kapcsoldodik vagy kimenetek egy hosszi vagy végtelen sorozatdhoz. Ez kiilonbozte-
ti meg a propensity-interpretaciok két fajtajat: a hosszitdvi és a szinguldris propensity-
interpretaciot. Gillies (2000a) igy irja le a kiilonbséget:
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A hosszutava propensity-elmélet a propensity-t ismételhets feltételekhez koti,
és arra valo hajlamnak tekinti, hogy a feltételek hosszi tavi ismétlésével a valo-
szintiséghez kozeli frekvencidk adddjanak. A szingularis propensity-elméletben
viszont a propensity egy olyan hajlam, amely egy adott egyedi esetben produkal
egy bizonyos eredményt.” (126. o.)

A kocka (vagy a teljes kisérleti szituacio) propensity-je tehat vagy egy adott dobas sorén
egy bizonyos kimenet vagy pedig dobasok egy megfelelen hosszii sorozataban egy bizonyos
frekvenciamintazat produkalédsara valé hajlam. Elvben mindkét értelemben vett propensity
a kocka egyéb fizikai tulajdonsagaihoz hasonléan idében valtozhat. Ha a kocka a dobaldsok
soran kopni kezd, akkor tomegéhez hasonléan a hatos dobéas propensity-je is valtozhat, akar
a hosszutavi, akar a szingularis értelemben.

Popper megitélése a kétfajta propensity-interpretacio tekintetben nagyon nehéz, mivel
egyazon cikkében mindkét értelmezésre utald kijelentések elGfordulnak: ja propensity szin-
gularis események realizalasara valo hajlam” (1959, 28. o.), és ,, ... propensity, hogy olyan
sorozatokat hozzon létre, amelynek frekvencidja megegyezik a valoszintséggel” (1959, 35.
0.). Gillies (2000a) a korai Poppert (1957) mégis inkabb a hosszutavi, mig a késsbbi Pop-
pert (1990) a szinguléris propensity-interpretacio képviselsi kozé sorolja, mivel az el6bbinél
inkdbb az ismételhets feltételekre, az utoébbinal pedig az egyedi esetekre valo alkalmazhato-
sagra keriil a hangsuly. A kései Popper szingularista értelmezését vitte tovabb Fetzer (1981)
és Miller (1994). Ez utobbi igy fogalmaz:

A propensity-interpretacioban a kimenet valoszintisége nem valamilyen relativ
gyakorisdgnak a mértéke, hanem a dolgok jelenlegi alldsa hajlaménak mértéke
arra, hogy a szoban forgo kimenetet realizaljak.” (182. o.)

Fetzer és Miller allaspontja lényegében abban kiilénbozik, hogy milyen szélesek legyenek
azok a feltételek, amelyek ,a dolgok jelenlegi allasat” jellemzik.

A szingularistak egy tovabbi képviselgje Mellor, akinek a szingularista elképzelés melletti
dontését a diszpozicidkkal szemben kialakitott altalanos allaspontja motivalja. A diszpo-
ziciokat az irodalomban szokas két csoportra osztani. Determinisztikus (sure-fire) diszpo-
zicibknak nevezik azokat a diszpozicidkat, amelyek mindig manifesztalédnak, amennyiben
a manifesztacidhoz sziikséges koriilmények fennallnak; valoszintségi diszpozicioknak pedig
azokat, amelyek még ebben az esetben sem feltétleniil manifesztdlodnak. Amig a tdmeg
determinisztikus diszpozici6, mivel adott tomegi test, ha adott erével gyorsitanam, mindig
adott modon gyorsulna, addig a hatos dobas propensity-je valészintiségi diszpozicid, mivel
a dobéas eredménye hol hatos lesz, hol nem.

A determinisztikus-valosziniiségi megkiilonbdztetés természetesen nem jelenhet meg egy
olyan gondolatmenetben, amely a propensity fogalméaval éppen a valosziniiséget igyekszik
értelmezni. Mellor &llaspontja azonban ennél radikalisabb. Szerinte valdszintiségi diszpo-
ziciok egyaltalan nem léteznek. Egy diszpozicidnak, ha az valoban szdmot tart nevére,
minden egyes szinguléris esetben manifesztédlodnia kell, amennyiben a manifesztéacio felté-
telei adottak.
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Ez az elképzelés azonban érdekes eredményre vezet a propensity-t illetGen. Ha ugyanis a
hatos dobés propensity-je diszpozicid, a fenti terminologidban determinisztikus diszpozicio,
és a manifesztacié szingularis, azaz az egyedi dobésok soran torténik, akkor kérdés, hogy
hol is képes manifesztalodni a hatos dobés diszpozicidja ezekben az egyedi dobasokban?
Nyilvanvaléan nem a puszta kimeneten, hiszen az hatféle lehet. A puszta kimenetek még
csak egy ,tendenciat” mutatnak, és nem a diszpoziciot manifesztaljak. Mellor (1971) vélasza
kiillénds: ,a propensity manifesztacioja |display| a lehetséges kimenetek eloszlésa az adott
kisérleti futamban.”* (70. o.)

A propensity tehat minden egyes dobés soran teljes mértékben manifesztalodik, mégpe-
dig a kimenetek eloszlasfiiggvényén. Az eloszlasfiiggvényt természetesen nem lehet leolvas-
ni egyetlen kimenetrsl — ismeri el készséggel Mellor —, ehhez nagyszami egyedi kisérletek
sziikségesek valamint kiilonféle statisztikus tesztek. Azonban ,fontos hangsilyozni, hogy
a manifesztacio fogalma nem jelent kozvetlen megfigyelhetéséget.” (81. o.) Az eloszlas-
hoz val6 specidlis episztemikus hozzaférésiink még nem ok arra, hogy ne azt tekintsiik a
propensity manifesztaciéjanak.

Hogy mégis milyen értelemben manifesztalodik a propensity az egyedi dobésokon, arra
Mellor (1971) keriil6uton, sajat szubjektivista elméletén keresztiil valaszol.

»A propensity és a perszonalista [szubjektivista] elmélet kozotti viszony ez: Az
utobbi szerint egy valoszintségi kijelentés a beszélé 'parcilis hitét’ fejezi ki
abban, aminek valoszintiséget tulajdonit, mondjuk, hogy egy a érme fejre esik,
ha feldobjuk. Az érme propensity-jének ismerete a jelenlegi elmélet alapjan az,
ami megfelel§ koriilmények kozott ésszertivé teszi a dobas eredményében vald
parcialis hitet. Az érme objektiv valoszintsége [chance|, hogy fejre essen, igy az
ésszerd raciondlis hit mértéke.” (2. o.)

Az egyedi eseményekhez tehat egy elmélet rendel eloszlasfiiggvényt, az az elmélet, amely
leginkabb igazolni képes raciondlis hiteinket, azaz a szubjektiv valoszintséget. Egy ilyen
elméletet a vizsgalt rendszer altal produkalt relativ gyakorsagok és a rendszer egyéb fizikai
tulajdonsigai (szimmetridi) egyiittesen hatdroznak meg.> A propensity-k ennek az elmélet-
nek a posztulatumai; az elmélet kozvetitésével ezek igazoljak szubjektiv valoszintiségeinket.

Realista azonban a szintén szingularista Giere (1976a), aki arra a kérdésre, hogy ,Me-
tafizikailag tekintve, mik is a propensity-k?”, igy valaszol:

1Az elképzelés mogott ismét kvantumelmeéleti megfontolasok allnak. A propensity-nek a mérends targy-
hoz és nem a mérési szituaciohoz valé rendelése Mellor szerint parhuzamos azzal a kvantumelméleti lépéssel,
hogy a hullamfiiggvényt nem a teljes kisérleti szituacidhoz, hanem magahoz a részecskéhez rendeljiik. A
mérési szituaciot operatorokkal jellemezziik, a mérési kimenetek valdszintiségét pedig ezekbdl az operato-
rokbol és a részecske hullamfiiggvényébdl szamoljuk. Igy tekintve propensity-je tehat a részecskének van,
hogy a kiilonb6z6 kisérleti szituacidkban kiilonb6zg sillyal kiilonb6z6 kimeneteket produkaljon.

5A meghatarozas mikéntjéhez Mellor sok mindent felhasznal, tébbek kozott Lewis legjobb rendszer
analizisét, valamint Principal Principle-jét, valamint sajat konnektivitasi-elvét. Ezek a részletek azonban
itt nem jatszanak szerepet.
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Sulyok stochasztikus kisérletek fizikailag lehetséges allapotain — sulyok, amelyek
valoszintiségi eloszlast generdlnak az éllapotok halmazain.” (332. o.)

Vagyis a propensity-kijelentések igazsagfeltételei a lehetséges vilagok folotti sulyokkal ad-
hatok meg. Ezek utan annak a valoszintdségi kijelentésnek, hogy ,p(E) = r” a helyes
interpretacioja igy hangzik: ,A véletlengenerator [chance setup| azon propensity-jének az
ereje r, hogy az E kimenetet hozza létre.” (1973, 471. o.) Giere szerint tehat a propensity
egy tendencia, kauzalis erd, frekvencidkra nem redukalhaté realis diszpozicid.

A hossziatava propensity-interpretaciot Popper utan leginkabb Hacking és Gillies képvi-
selte. Hacking (1965) szerint a propensity ,az érme diszpozicios tulajdonsaga, hogy mi vagy
mi lenne a hosszutava frekvencia” (10. o.); Gillies (2000b) szerint pedig

wP(A|S) = p azt jelenti, hogy létezik egy p propensity arra, hogy S-et [az
ismételhets feltételeket| sokszor ismételve az A esemény p-hez kozeli relativ
frekvenciaval forduljon el6.” (828. o.)

Vagyis a hosszutavi propensity-értelmezések szerint a kocka vagy a kisérleti egyiittes pro-
pensity-jének nem az egyes kimenetek produkalasara van hajlama, hanem hosszutava frek-
vencidk létrehozasara. Ezek a frekvencidk vagy megegyeznek a propensity értékével, vagy
csak egy kicsit térnek el téle, interpretaciotol fiiggéen. De még ha megegyeznek is ve-
le, a frekvencia nem maga a propensity, csupdn annak manifesztacioja, amely megfelels
statisztikus tesztek segitségével konfirmalja a propensity-hipotézist. A propensity itt is,
mint fentebb, determinisztikus diszpozicié: a manifesztacié feltételei mellett a diszpozicid
,mindig” tiizel, azaz létrehozza a megfelel§ frekvenciamintazatot.

Végiil térjiink 4t a harmadik kérdésre: Milyen értelemben magyardzza manifeszticioit a
propensity? A kérdésre ilyen valaszokat kapunk:

Popper (1959): ,A propensity-ket azért vezetjiik be, hogy segitsenek megmagya-
rézni és megjosolni bizonyos sorozatok statisztikus tulajdonsigait; és ez minden
funkcidjuk.” (30. o.)

Fetzer (1973): ,a propensity-interpretaci6 elméleti alapot nyujt ahhoz, hogy
ezekrdl a mintazatokrol a rendszer kezddfeltételer révén adjunk szamot, mivel a
bekovetkezések aktudlis frekvenciai az ket generald diszpoziciondlis tendenciak
segitségével magyarazhatjuk.” (10. o.)

Giere (1973): ,a propensity-interpretacié mogotti intuitiv otlet az, hogy a sto-
chasztikus rendszerhez tarsitott valdszintiségi eloszlasok olyan kauzalis tenden-
cidk eloszlasa, amely nem redukélhato relativ frekvencidkra, legyenek azok ak-
tualisak vagy lehetségesek.” (327. o.)

Mint az idézetekbdl lathato, a propensity bevezetésének kozos inditéka a statisztikus regu-
laritdsok magyarazatanak vagya — vagyis az a remény, hogy a propensity diszpozicionélis
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tulajdonsaganak posztulaldsaval magyaradzhatova valnak az észlelt statisztikus tulajdonséa-
gok.5

Miben all egy ilyen magyarazat? A hosszatavia propensity-értelmezés hivének itt konnyebb
a dolga, mivel a propensity kozvetlenill a frekvencidkkal all kapcsolatban. A magyarizat
valojaban a propensity és a megfelel§ frekvenciaminta kozotti oksagi viszonyra hivatkozik.
A kocka vagy a teljes kisérleti berendezés a dobdlasok soran azért produkalja a megfeleld
frekvenciat, mert rendelkezik azzal a kauzalis erével, hogy ilyen frekvencidkat hozzon létre.
A magyardzat szandékoltan hasonlé ahhoz, ahogy az egyéb diszpoziciok kauzalis hatasat
hasznaljuk arra, hogy veliik egy regularitast megmagyardzzunk: az iiveg azért torik el, ha
ledobom, mert torékeny; a test azért gyorsul adott er6hatasra adott mértékben, mert adott
tomeggel, tehetetlenséggel rendelkezik. A magyarizat szerkezete tehat egyszerd: a propen-
sity-nak kauzalis hatast tulajdonitunk frekvencidk produkaléséira, amely aztan a propensity
jelenléte mellett magyarazza a frekvencidkat.

A szingularista propensity-értelmezés hivének mindezekhez még egy plusz lépést is meg
kell tennie: Gsszekapcsolnia a szingularis propensity-t a hosszutava propensity-vel. Ez leg-
tobbszor a nagy szamok valamelyik torvényére hivatkozva torténik. Tekintsiik a pénzfel-
dobas esetét. Legyen p az érme vagy a teljes berendezés azon szinguléris propensity-jének
értéke, hogy az érme eldobaséara fejet kapunk. Mivel a propensity az érmétdl vagy a teljes
elrendezés allandonak tartott tulajdonsagaitol fiigg, ezért feltehetd, hogy értéke minden in-
dividuéalis dobas soran fiiggetlen és azonos. A propensity-k fiiggetlenségének hipotézise az
er6k szuperpozicidjanak hipotéziséhez hasonlit a mechanikdban. Ezen empirikus feltevések
utan modellezziik az egyedi dobéasokat a P({0,1}) halmazalgebréaval, az érme propensity-jét
pedig az algebran értelmezett p valoszintiségi mértékkel. A fliggetlenség miatt az n do-
bas propensity-je, hogy csupa kiilonb6z6 szamu fejeket és irasokat kapjunk, a P({0,1}")
eseménytéren értelmezett szorzatmértékbdl szamolhato.

A szingularista ezen a ponton hivja segitségiil a nagy szamok valamelyik torvényét. A
gyenge torvény , propensity-interpreticidja”’ szerint az n dobésbol all6 sorozat azon pro-
pensity-je, hogy a sorozatban a fejek relativ gyakorisidga megegyezzen p-vel, az n — oo
hatarértékben 1-hez tart. Az erds torvény szerint annak propensity-je 1, hogy az n — oo
hatarértékben az n dobasbol allo sorozatban a fejek relativ gyakorisdga megegyezzen p-vel.
Az els6 esetben tehéat egy 1 értéki, a mésodik esetben pedig egy 1-hez tart6 propensity-t
kapunk. De honnan tudjuk, hogy aminek a propensity-je 1 vagy hatarértékben 1-hez tart,
az bekovetkezik? Az el6bbi esetben nem tudhatjuk, de az utébbiban igen — allitja Popper
(1983), aki miutan leszéamol a nagy szamok gyenge torvényének hasznélhatosagéaval, az erés
torvényre vonatkozoan igy érvel:

»Mas a helyzet, ha a valoszintiség |propensity| pontosan megegyezik 1-gyel (vagy

Giere — Popperhez hasonléan — a propensity fogalmanak tovabbi hasznat abban latja, hogy segitsé-
gével lehetGség nyilik a kvantummechanikai valészintiségfogalom magyaradzatara. Mint irja: ,a propensity
paradigmatikus példai a kvantumjelenségek”. Giere a kvantumelmélet koppenhagai- és a Ballentine-féle sta-
tisztikus értelmezés mellett ajanlja a maga propensity-értelmezését, amely nézete szerint a kvantumelmélet
egyetlen olyan interpretacidja, amely komolyan veszi a rejtett paraméterek nem létezését.
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0-val a nullmértékd esetben). Kétségkiviil, a 'valoszintiség’-nek ebben az eset-
ben is valami olyat kell jelentenie, ami kapcsolatban all a relativ gyakorisaggal.
De a kapcsolatnak nem kell pontosnak lennie — nincs hatarérték axiéma és nincs
véletlenségi axioma [von Mises értelmében]|, mivel ezeknek amugy is csak a nulla
valoszindseégi (mértéki) eseteket leszamitva kell érvényesnek lennie, igy elhagy-
hatok. Igy pusztan annyit kell feltételezniink, hogy a nulla valoszintiség (vagy
nulla mérték) a véletlen eseményeknél olyan valdszindséget jelent, amely elha-
nyagolhato mintha lehetetlen volna.”

Vagyis Popper szerint propensity és a relativ gyakorsag kozott hidat az a feltevés alapozza
meg, hogy aminek a propensity-je 1, az biztosan bekovetkezik. Mint emléksziink, ez nem
més, mint a Cournot-szabély, amelyre mar Kolmogorov is hivatkozott, amikor elméletének
tapasztalati alapjait vizsgalta.”

Roviden tehat a szingularista propensity-értelmezés a propensity-k 1étének és fiiggetlen-
ségének empirikus hipotézise utdn a nagy szamok erds torvényére hivatkozva magyarazza
meg, hogy a szingularis propensity hosszu téavon miért egyezik meg a frekvenciaval.®

Miel6tt alaposabban megvizsgaljuk a fenti hdrom kérdésre egyiitt és kiilon-kiilon adott
valaszok konzisztencidjat, osszefoglalasképpen soroljuk fel a kérdésekre adhato lehetséges
valaszokat és ezek Osszefiiggéseit. Arra kérdésre, hogy mi a hatos dobas propensity-jének a
hordozoja, lényegében harom lehetséges valasz van: 1. az ismételhets kisérleti elrendezés,
2. az egyedi dobéasok, 3. a kocka. Ontologiailag ez harom kategéridnak felel meg: 1.
egy eseménytipusnak, 2. egy szingularis eseménynek, 3. egy fizikai targynak. A mésodik
kérdésre, hogy ti. mit tekintslink a propensity manifesztacidojanak, két vilasz lehetséges: 1.
az egyedi kimeneteket, 2. egy frekvenciamintazatot. A harmadik kérdésben a magyarazatok
vagy 1. egy lépésben Osszekapcsoljdk a propensity-t és a frekvencidkat, a propensity-nak
kauzalis hatakonysagot tulajdonitva, vagy 2. a frekvencidkat a szingularis propensity-kbol
vezetik le valamilyen moédon, pl. a nagy szamok valamelyik térvényére hivatkozva.

A kérdésre adott valaszok nem fiiggetlenek egymaéstol. Aki a propensity manifeszta-
ciojat a frekvencidkban keresi, az a propensity-t vagy az ismételhets kisérleti elrendezés
tulajdonsagénak tekinti vagy maganak a kocka tulajdonsigénak. Ami a magyarazatot il-

"Poppernek erre a feltevésére von Mises reakcioja a kovetkezd volt: ha két specialis értékre, ti. a O-ra
és az l-re feltessziik, hogy ott a propensity megegyezik a relativ frekvenciaval, akkor miért nem azonositjuk
a propensity-t a tobbi értékre is a relativ gyakorisdggal, vagyis miért nem képviseljiik kezdettdl fogva a
frekvenciainterpretaciot?

8Giere (1973) egyenesen arra vallalkozik, hogy a nagy szamok torvényére hivatkozva kimutassa, a va-
l6szintiség mint propensity miért sziikségképpen diszpozicid, vagyis miért nem helyezhets el egy hume-i
vilagban. Egy hume-i vildgban ugyanis mind a determinisztikus, mind a valoszintségi természettorvények
az aktudlis vilag partikularis eseményeire épiilnek, ez utobbiak a frekvencidkra. Mivel azonban a nagy sza-
mok torvényei szerint a valosziniségek csak (a szorzatmértékben vett) valosziniiség erejéig azonosithatok a
frekvenciakkal, vagyis de facto nem azonosithatok veliik, igy — érvel Giere — a valoszintségnek sziikségkép-
pen valami tobbnek kell lennie, mint amennyi a vildg hume-i mintazatabol kideriil — azaz, valami sajatosan
modalisnak.
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leti, a propensity kauzélis hajlama ebben az esetben korlatozodhat az egyedi kimenetekre,
vagy kiterjedhet a teljes frekvenciamintazatra. Aki szerint ellenben a propensity az egyedi
és a frekvencidk magyardzatanél sziikségképpen hasznalja a nagy szamok torvényét vagy
valami hasonlot. Az egyetlen keresztparositas Melloré, aki szerint a propensity hordozoja
a kocka, a manifesztaciora mégis az egyedi kimenetek eloszlasaban keriil sor. Nala, mint
lattuk, a magyardzat is komplex: a propensity egy, az ésszerd parcialis hitet igazol6 disz-
pozicio.

Ezen torténeti Osszefoglald utan az aldbbiakban szisztematikusan megvizsgaljuk, hogy
vajon Osszességében tarthato-e a valdszintiség propensity-interpretacioja.

8.3. Tarthat6-e a propensity-interpretacio?

Térjiink 4t tehat annak a kérdésnek a vizsgalatara, hogy a propensity fogalmanak bevezetése
valoban olyan eszkozt ad-e a keziinkbe, amelynek segitségével a valoszintiség természetét
értelmezni tudjuk. Kezdjiik ismét az els6 kérdésre, a propensity hordozojanak kérdésére
adott valaszok elemzésével.

Ha a propensity-t egy ismételhetd kisérleti elrendezéshez rendeljiik, akkor meg kell mon-
danunk, hogy mit is értiink egy ilyen kisérleti elrendezés alatt. A kisérleti szituaciot ebben
az esetben nem jellemezhetjiik az Osszes 1étezd tulajdonsaga révén, beleértve téridébeli ko-
ordinatait is, mivel egy ilyen leirdsnak megfelel§ esemény szingularis lesz, csak egyszer fog
megtorténni. A tulajdonsdgok kozott tehdt valogatnunk kell. Popper elképzelése, mint
lattuk, az volt, hogy csak az &llandonak tekintett tulajdonsigokat vegyiik bele a kisérleti
szituécio karakterizaciojaba. Ez a gondolat huzodik meg részben azon elképzelés mogott is,
hogy a propensity-t a szituicidé permanens elemének, azaz a kocka tulajdonsdganak tekint-
sitk. Ezzel az elképzeléssel szemben azonban rogton felmeriil a kérdés, hogy vajon idében
valtoz6 kisérleti koriilmények miért ne karakterizalhatnanak egy kisérleti elrendezést. Ha
a kockat dobasonként egy arasszal magasabbrdl hajitom el: ez az elrendezés vajon nem
rendelkezik propensity-vel? Miért nem véaltozhatnanak a kisérleti berendezés sajatossigai
id6ben, ha egyszer valtozhatnak térben? Az a tulajdonsag, hogy a dobasok magassiga
araszonként né, ugyanigy jellemezheti a kisérletet, mint az, hogy az asztal balra lejt. Igy
allandosag helyett talan helyesebb volna szabalyozottsdgot mondani. Ha azonban az allan-
dosagrol atkeriil a hangsuly a szabalyozottsagra, akkor nincs megéllas: barmely szabéllyal
leirhatd dobéssorozat kisérleti szitudcionak fog szamitani; jelesiil azok az ,inhomogén” do-
béssorozatok is, amelyek miatt Popper a propensity fogalmat nélkiilozhetetlennek tartotta.
Egy ilyen cinkelt és szabalyos kockabol Osszevegyitett dobassorozat — a homogén dobés-
sorozatokhoz hasonléan — éppugy rendelkezhet hajlammal bizonyos frekvenciamintazatok
realizacidjara. Az allanddésagot Popper és kovetsi csak azért tekinthették a karakterizacio
sziikséges elemének, mert a propensity-re szingularis értelemben tekintettek, vagyis olyan
hajlamként, amely futamonként jellemzi a kisérletet. Ha a kisérleti elrendezés tulajdonsé-
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gai valtoznak, akkor nyilvan nincs okunk azt gondolni, hogy az egymast kovets kisérleti
futamokban a propensity értéke ugyanaz marad. Mint aldbb megmutatjuk azonban, ezt
feltenni akkor sem lesz tobb okunk, ha a kisérleti elrendezés fizikai tulajdonsagai allandoak.

Az allandosag tehat nem sziikséges elem. A propensity-t hordozé kisérleti elrendezés
jellemzéséhez elegendd valamilyen fizikai leirds. Mindazonaltal egy ilyen fizikai lefras léte
még nem elegendd ahhoz, hogy a leiras egy chance setup-ot hatarozzon meg. Ha a kockat
minden alkalommal a hatossal felfelé egyszertien leteszem az asztalra, akkor ez a kisérleti
elrendezés csak trividlis értelemben rendelkezik azzal a hajlammal, hogy kimenetként hatost
adjon. Hasonldéan nem szamitana hazardjatéknak a kockazas akkor sem, ha a kockadobéas
kimenetei nem fiiggenének ilyen érzékenyen a kezdeti kisérleti feltételektsl, vagyis ha egy
atlagos képességi kockajatékosnak nem jelentene nagyobb nehézséget hatost dobni, mint,
mondjuk, a szemetet a szemétkosarba hajitani. Vagyis ahhoz, hogy valami chance-setup-nak
fizikai jellemzdk egyenletes eloszldst mutassanak. A til alacsonyroél eldobott kockadobasokat
éppen ilyen megfontolasbol nem tekintjiik ,,j6” kockadobésnak. Hogy egy adott kisérleti
szituacidban ezeknek a ,rejtett paramétereknek” az eloszlésa egyenletes-e, az természetesen
empirikus kérdés.

Végiil megjegyezziik, hogy ha a propensity-t nem az ismételhets, hanem az egyszeri
kisérleti elrendezés hajlamanak tartjuk, hogy egy bizonyos kimenetet realizdljon, akkor a
kisérleti elrendezés karakterizacioja nem jelent problémat: egy szingularis kisérleti elren-
dezést Osszes tulajdonsidganak adott id6beli értéke jellemez, legyenek ezek a tulajdonsagok
allandok vagy valtozok. Ez azonban — mint azt révidesen latjuk — nem jelenti azt, hogy a
propensity-nek az egyedi kisérleti elrendezéshez rendelése j6 dontésnek szdmitana.

Most térjiink 4t a masodik kérdésre adott valaszok értékelésére: mit tekintsiink a propensity
manifesztaciojanak? Kezdjiik a hosszutava propensity-értelmezéssel.

A hosszatava propensity-értelmezés szerint a propensity egy diszpozicios tulajdonsag,
amely adott frekvenciamintazatban manifesztalodik. A szabélyos kockaval valo dobalas
hosszi tavon egy hatod ardanyban hatost ad. ElGszor is fontos tisztan latnunk, hogy a pro-
pensity diszpozicios karakterének hangsulyozasa nem emeli 6t ki a tobbi fizikai mennyiség
koziil. Ha akarjuk, éppenséggel fogalmazhatunk gy, hogy egy test témege az a diszpozi-
cios tulajdonsiga, hogy ha adott erével hatunk ra, akkor adott modon gyorsul. A testnek
ezt a diszpozicidjat ezek utan rendelhetjiik a magahoz a testhez, vagy a testhez és a mé-
r6berendezéshez egyiittesen. Ez természetesen megfelel a propensity-interpretécié eredeti
intencidjanak, amely szerint a propensity éppen olyan ,rendes” fizikai mennyiség, mint a
tomeg vagy az erd. A fizikai tulajdonsidgokat tehat elemezhetjiik szemantikailag tetszés
szerint akar kategorikus, akar diszpoziciondlis predikadtumokkal, azaz mondjuk kontrafak-
tudlisan elemezhets predikdtumokkal. Vagy tovabb mehetiink, és ontologiai kiilonbséget is
vonhatunk a kategorikus és diszpozicionalis tulajdonsagok kozott: a lényeg, hogy a propen-
sity és a tomeg minden esetben ugyanarra az oldalra fog esni.

Ekkor azonban feleslegessé véalik annak a szempontnak a hangsulyozéasa, ami a propen-
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sity-interpretaciot elvalasztja a frekvenciainterpretaciotol: az tudniillik, hogy a val6szintség
nem maga a relativ frekvencia, hanem a frekvencidkat létrehozo kisérleti elrendezés diszpo-
zicidja. Ez olyan, mintha azt allitanank, hogy a csésze tomege nem a 20 dkg maga, hanem
a csésze vagy a csésze és a mérleg egylittes diszpozicidja arra, hogy ha a csészét megmé-
rem, akkor mérési eredményiil 20 dkg-ot kapok. Mi a kiilénbség a két allitas kozott? Mi
mést értenénk azon, hogy egy csésze 20 dkg, mint azt, hogy a mérlegre téve ennyit mutat?
Mennyivel allitunk tobbet a diszpozicios leirassal anndl, mint ami a szokésos kifejezésben is
benne foglaltatik? Hasonloképpen ha azt mondjuk, hogy a valdszintség a kisérleti elrende-
zés hajlama arra, hogy egy bizonyos frekvenciat hozzon létre, akkor semmivel sem mondunk
tobbet annél, mint amikor magat a frekvenciat kozoljiikk. Hiszen honnan is tudnénk, hogy
a frekvencia minek is a frekvencidja, ha nem hataroztuk meg el6re azokat a kisérleti fel-
tételeket, amelyek az adott frekvenciat elvilasztjak az azonos szamértékeket visel6 egyéb
frekvencidktol? Amint ugyanis nagy kiilonbség azt mondani, hogy egy valamilyen mérés
eredménye 20, és azt mondani, hogy egy tomegmérés eredménye 20 dkg, ugy nagy kiilonb-
ség azt mondani, hogy egy eseménysorozatban kivalogatott események relativ frekvenciaja
egy hatod, és azt mondani, hogy a kockadobésok esetében a hatos dobéasok frekvenciija
egy hatod. Frekvencia-interpretacionak nyilvanvaldéan csak az utoébbi minésiil, az el6bbi
pusztan egy aritmetikai kozlés.

Poppert nyilvan az zavarhatta a frekvenciainterpretacidban, hogy az mindenféle ad hoc
eseményekbdl képzett kompendiumoknak valoszintiséget kénytelen tulajdonitani, ugyanak-
kor agy vélte, hogy a propensity-értelmezés képes a valdszintiségeket szabalyozottan egy
chance setup &ltal generalt homogén eseménytipusra, pontosabban magara a chance se-
tupra vonatkoztatni. Ha ugyanis 0sszevegyitek mindenféle szedett-vedett fizikai eseményt
— érvelhet a propensity-hivé —, egy hatos dobést kockaval, egy puskalovést agyaggalambra,
egy lottdotost stb., és az eseményeket csak a ,talalt-nem talalt” szempontjabol jellemzem,
akkor frekventistaként kénytelen leszek a sorozatban a talalatokbol szamolt relativ gyakori-
sdgokat valoszintiségeknek interpretalni, holott vilagos, hogy az el6z6 felsorolas mogott nem
adhaté meg egy olyan chance setup, amely a talalt-nem talalt szoéban forgo frekvencidjat
hajlamositanéd. Ez pedig arra mutat ré, hogy a fenti frekvencidk nem is igazi valosziniségek.

Ez azonban tévedés. A fenti felsorolas, a hatos dobést, a puskalovést stb. ugyanolyan
kisérleti elrendezést karakterizal, mint egy ismétl6dé kockadobés; és ha tetszik, ennek a
kisérleti elrendezésnek is tulajdonithatok valamilyen taldlati frekvenciat realizal6é hajlamot.
Ez a kisérleti elrendezés természetesen Osszetettebb és ennél fogva szokatlanabb, mint a
szokasos véletlengeneratorok. De ez még nem jelenti azt, hogy az altala létrehozott esemé-
nyek frekvencidja kevésbé kotGdne a kisérleti elrendezéshez, mint egy ,homogén” kisérleti
elrendezésben. Az pedig, hogy a kiilénboz6 fajtaju események kozott a ,talalt-nem talalt”
szempontjaboél ekvivalenciaosztilyokat hozok létre, semmiben sem kiilonbdzik attol, ahogy
a kockadobésokat osztalyozhatom a ,paros-paratlan” szempontjabol. Amint ez az eset is
mutatja, a frekvencidk megadasa tehat nem lehetséges a fizikai szituacié pontos korvo-
nalazasa nélkiil. De ha a frekvencidk megadasa egyuttal a fizikai szituicidé megadéasat is
magaban foglalja, akkor mi Gjat is nydjt a propensity-interpretacié a frekvenciainterpreta-
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cidhoz képest? A tulajdonsagok diszpozicionalis karakterének hangsulyozasa legfeljebb a
frekvenciainterpretacié bennfoglalt feltételeinek kiemelését jelentheti.

Most azonban térjink at a szingularis értelmezésre. A szinguléris interpretéciot a kovet-
kez6 kérdés motivalja: Mit jelent a hosszutava propensity? Hogyan lehetséges — akarcsak
metafizikailag is —, hogy egy diszpozici6 aktiv legyen hosszi tdvon anélkiil, hogy az egyedi
esetekben aktiv volna? Hogyan képes hossza tavia stabil frekvencidkat létrehozni, ha nem
az egyedi esetek , kényszeritése” révén? Vagyis hogyan lehetséges hosszutava propensity,
hogy az egyben ne volna szingularis is?

A szingularista elképzelés szerint tehat a frekvenciamintézat nem egy hosszatava haj-
A szingularis propensity az altalanos vagy egyedi kisérleti elrendezés azon hajlama, hogy
egy individualis kisérleti futamban egy adott kimenet realizdlédjon. A hatos dobés pro-
pensity-ja a kocka azon hajlama, hogy most hatost dobjak. De mit is jelent ez azon tul,
hogy ebben a kisérletben az adott kimeneti esemény néha bekovetkezik, néha nem? Vagy
blikkfangosabban: a kisérleti elrendezésnek hajlama van arra, hogy néha realizaljon egy
kimenetet, néha pedig ne. A propensity-elmélet hive azonban ennél tobbet akar mondani.
Azt, hogy ezeknek a lehetséges eseteknek mértéke, sulya van, amelyek rdadasul additivek
is. De vajon mi garantalja ezt? Miért is kellene a propensity-knek kielégiteni a kolmogorovi
axiomakat?

Vessiink egy pillantast a tobbi interpretaciéra. Lattuk, hogy mind a szubjektiv, mind
a frekvenciainterpretacié esetében baj volt az interpretaciok megengedhet&ségével: egyik
interpretacié valdszintiségfogalma sem volt o-additiv. A propensity-interpretacié esetében
azonban ennél sokkal rosszabb a helyzet: egyaltalan nincs kritériumunk annak eldontésére,
hogy a propensity-k matematikai értelemben valoszintiségek-e vagy sem. Vagyis nincs egy
mésik struktirank, mint a hitek, amelyekrsl a fogadasok operacionalizici6ja utan felté-
telezziik, vagy a frekvencidk, amelyekrdl belatjuk, hogy additiv struktarat mutatnak. A
propensity-k additivitasa puszta kikotés, és ezt az a priori kikotést nehéz volna massal in-
dokolni, mint azzal a tautolégiaval, hogy ahhoz, hogy a propensity-k a valészintiség megen-
gedhetd interpretaciojat nyujtsak, maguknak is valdszintiségeknek kell lenniiik matematikai
értelemben (1d. Hitchcock 2002).

Ha mar a kolmogorovitasndl tartunk, érdemes azon is eltoprengeni, hogy ha a propensity-
értelmezés hiveinek jelentds része a propensity bevezetését a kvantumelmélet valdszintségi
értelmezésének nehézségével indokolja, és a par excellence propensity-knek a kvantumvalo-
szintiségeket tekintik, akkor miért nem rogton egy nem-additiv valoszindségi mezst vezetnek
be a propensity-kre? Miért kellenek egyaltalan a kolmogorovi axiomék??

Roviden szoélva, abbol a ténybdl, hogy egy kisérleti elrendezésben egy kimenet néha
létrejon, nem kovetkezik az az erGs metafizikai posztuldtum, hogy az elrendezésnek egy a
valdszintiség axiomait kielégits hajlama volna. De talan a posztulatumot majd a frekvencidk

9Mivel a kérdéses szempontbol semmivel sem jobbak, ezért itt most eltekintiink azoknak a propensity-
elméleteknek az ismertetésétsl, amelyek egy nem kolmogorovi struktiirara épiilnek. (Ld. pl. Suppes 1973)



146 8. FEJEZET. A PROPENSITY-INTERPRETACIO

igazoljak! Térjiink 4t a harmadik kérdésre: milyen értelemben magyarazza a propensity a
manifesztalodo frekvencidkat?

Mint lattuk, a hossziutavi propensity-értelmezés magyarazo sémaja egyszerd: a frekvencia
azért jon létre, mert a kisérleti elrendezésnek van egy frekvenciat létrehozé hajlama. A
szingularis propensity-interpretacié egyik motivacidja éppen az, hogy az efféle tautologi-
kus magyarazatokat elkeriilje. A feladata tehat szingularis propensity és a manifesztalodo
frekvencidk viszonyanak tisztazasa. Mint fentebb lattuk, ennek egyik moddja a nagy sza-
mok segitségiil hivasa. A gondolatmenet 1épései a kovetkezok: (i) Posztuldlunk egy adott
kisérleti elrendezéshez tartozo szingularis propensity-t. (ii) Az adott kisérleti elrendezés fu-
tamait nagyon sokszor megismételjiik, és feltételezziik, hogy az egymast kdvets propensity-k
azonosak és fiiggetlenek. (iii) A szingularis propensity-kat egy valoszintségi mértékkel, a
hosszutava propensity-t, a fiiggetlenségnek megfelelGen, egy szorzatmértékkel azonositjuk.
(iv) A nagy szamok valamelyik torvényére hivatkozva belatjuk, hogy a hosszutava pro-
pensity valoszintiségi értelemben tart a frekvenciakhoz. Igy végiil belathatjuk, hangzik az
érv, hogy a hosszutava propensity posztulalasa felesleges, mivel a nagy szamok térvényének
segitségével a szingularis propensity-bdl levezethetd.

Ez az érvelés azonban ezer sebbdl vérzik. Haladjunk a fenti premisszak szerint. Elsé
lépésben tehat posztulalunk egy szinguléris propensity-t, amellyel egy kisérleti elrendezés
egy adott kimenet produkal. Metafizikailag ez a szingularis hajlam Giere-nél mint elagazo
lehetséges vilagok stlyozott halmaza jelenik meg, méshol mint tovabb nem elemezhetd,
primitiv kauzalis tendencia. Mint fentebb mar megvizsgaltuk, annak feltevése, hogy ezek a
silyok egy additiv normalt mértéket kdvetnek, sulyos metafizikai posztulatum.

De vegyiik a (ii) premisszat! Mivel igazoljuk azt, hogy azonos kisérleti elrendezésben a
szingularis propensity-k azonosak és fiiggetlenek? Lattuk, hogy a kisérleti elrendezés allan-
dosaganak megkovetelése mogott az az elképzelés hazodik, hogy igy talan a propensity-k
azonossaga is biztosithat6. De miért volna ez igy? Még ha a kisérleti szituaciot karak-
terizald jegyek idében valtozatlanok is, akkor is miért kellene a szinguldris propensity-nek
éppen ezektdl az allandé tulajdonsagoktol fiiggenie, és miért nem éppen a lefrdsban nem
specifikilt valtozo koriilményektsl? Vagyis miért nem fligghet a hatos dobdas propensity-
je mondjuk éppen az eldobas sebességétdl, ami egyik dobéasrol a masikra valtozik? Vagy
még tovabb menve: miért kell egydltaldn barmilyen egyéb tulajdonsagtol fliggenie a propen-
sity-nek? Amig semmi egyebet nem tudunk errél a propensity-rél, mint hogy a kimenetek
bekovetkezésére valo hajlam, addig természetesen a fenti kérdésekre nem tudunk valaszolni.
De akkor azt sem mondhatjuk, hogy a propensity-k azonosak volnanak.

A fiiggetlenséggel hasonl6 a helyzet. Az egymaést kovetd kisérleti futamokban a pro-
pensity-k fliggetlenségének feltételét vagy éppen tagadisat semmi sem motivalja. Az erék
mechanikai fiiggetlenségének hipotézisére hivatkozni itt f6l6ttébb megtéveszts. Az ugyanis,
hogy mondjuk a Coulomb-erére igaz a szuperpozicio, kisérletileg konnyen alatdmaszthato:
az eredd er6 okozta gyorsulas a kiilon-kiilon vett er6k gyorsulasainak vektori 6sszege. A
propensity-k fiiggetlenségét azonban semmilyen moédon nem tudjuk empirikusan verifikilni.
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A propensity-interpretacio képvisel6i ezen a ponton rendszerint a kvantumelméletre hi-
vatkoznak, mondvan, a kvantumelmélet no-go-tételei megmutattak, hogy a mikrorendszere-
ket jellemzd hullamfiiggvénynek nincs rejtett paraméteres modellje, vagyis a rendszer teljes
allapotleirasabol sem kovetkezik, hogy egy adott mérésben melyik kimenet fog megvalo-
sulni. Az azonban, hogy nincs objektiv kritériuma annak, hogy melyik kimenet valdsul
meg, azt jelenti, hogy a rendszer egy objektiv hajlammal rendelkezik arra nézve, hogy az
bizonyos kimeneteket realizéljon — és ez a propensity.

Hogy a kvantumelmélet no-go-tételei implikaljak-e az objektiv indeterminizmust, azt
most nem targyaljuk (1d. Szab6 2002). Azonban még ha az objektiv indeterminizmus igaz
is, a szingularis propensity bevezetése akkor sem indokolt. Ha egy kisérleti elrendezés két
egymast kovets futamaban nem léteznek olyan rejtett paraméterek, amelyek egyértelmiien
meghatéroznak, hogy az els§ futamban miért ezt a kimenetet kaptuk, és a masodikban miért
azt — hat nem léteznek. De az még nem jelenti azt, hogy a rendszernek volna valamilyen
objektiv hajlama azon a trivialis értelmen tul, hogy egyszer ez tortént, egyszer pedig amaz.
Hat még, hogy ez a hajlam a két esetben azonos és fiiggetlen volnal!

A nagy szamokra épiils fenti levezetésnek az mar csak kiilon pikantéridja, hogy ha az elsé
harom premisszat elfogadnank is, vagyis léteznének a kolmogorovi axiémékat kielégitsk, az
egymast kovets kisérleti futamokban azonos és egymastol fiiggetlen szingularis propensity-k,
a kivant eredmény akkor sem volna elérhets. A nagy szdmok torvényei ugyanis csak annyit
allitanak, hogy a frekvencidk és a szingularis propensity wvaldsziniség erejéig megegyezik
vagy egymdashoz tart. De hogyan is interpretaljuk propensity-ként ez a végtelenszeres szor-
zattérben vett valoszintségi mértéket? Miféle eseménynek a szingularis propensity-jérdl van
itt sz67 Minek a hajlamarél mire vonatkozéan?

Jol lathato hat, hogy a szingularis propensity-elképzelés teljességgel tarthatatlan. Mi-
el6tt azonban végleg felhagynank fele, befejezésképpen hadd tegyiink par megjegyzést a
propensity-irodalomban targyalt némely problémat illetGen.

1. A propensity mint diszpozicié. Mindenekel6tt szeretnénk hangsulyozni, hogy a propen-
sity-interpretacioval szembeni megfogalmazott fenti kritikdnkban sehol sem vontuk kétségbe
a diszpoziciok 1étét dltaldnossdgban, érveink kizarolag a propensity mint specidlis diszpo-
zicid ellen irdnyultak. A diszpozicidkkal szembeni dltalanos érvek természetesen a propen-
sity-interpretacié szamaéara is kihivast jelentenek, s6t, némelyik itt valik kiilondsen élessé.
Tekintsiik els6ként a realizmus-antirealizmus kérdést. Mint lattuk, a diszpozicidknak, és
igy a propensity-nek is ontologiailag két értelmezése van: a realista és az antirealista. A
realista allaspont szerint a propensity-k mint diszpozicidok nem épiilnek ra az aktudlis vilag
egyéb kategorikus tulajdonsagaira, az antirealista allaspont szerint azonban igen. Mind-
két allaspontnak megvannak maga problémadi, amelyek a propensity kapcsan fokozottan
jelentkeznek.

A realista makacsul ragaszkodhat ahhoz, hogy a propensity feltételezése nem mond el-
lent a hume-i szupervencia empirista elvének, lévén, hogy a szingularis propensity-k is a
vildg lokalis mintazataba tartoznak: a kockadobdsnak mind a hatos kimenete, mind a p
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propensity-je az aktualis vilag lokalis tulajdonsaga. A vilag egyéb tényei pedig a kategori-
kus tulajdonsagokra €s a propensity-kre egyiittesen épiilnek ra. A kérdés azonban éppen
az, hogy a vildgnak mely tényei azok, amelyek ontologiai lefrasahoz a propensity-kre is
sziikségiink volna. Fél6, hogy magukon a propensity-ken kiviil nincsenek ilyen tények.

Masfeldl ha a propensity-kkel szemben antirealistak vagyunk, vagyis azt valljuk, hogy
az aktudlis vilagban egyéb kategorikus tulajdonsigok is betolthetik a propensity funkci-
6jat, akkor a kérdés az lesz, hogy mi is az a funkcid, amit ezek az egyéb tulajdonsigok
betoltenek, hacsak nem az, hogy matematikai valoszintiségként viselkednek. Mint lattuk, a
valoszintségi kalkulus respektaldsa onmagéban is kétséges, de még ha teljesiil is, ezt lesza-
mitva nem tudjuk megadni a propensity-nek egyetlen olyan jellemvonasat sem, amelyet az
illets tulajdonsdgnak mutatnia kellene ahhoz, hogy 6t a propensity aktudlis betolt§jének
nevezziink.

A jobb megértés végett hasonlitsuk Ossze a propensity fogalméat a fajdalom fogalmaval
az elmefilozofidban. Ha a fajdalomrol mint mentalis tulajdonsagrol azt valljuk, hogy az
csupdan egy bizonyos agyallapot, akkor ennek igazoldsdhoz gy kezdiink hozz4, hogy el6szor a
fajdalmat valamiként meghatdrozzuk, pl. megadjuk a viselkedésben betoltott oksagi szerepét
— hogy példaul elkeriil6 magatartast valt ki — illetve a tobbi mentalis allapotok kozott
betoltott oksagi szerepét. Majd miutan a fajdalmat eképpen meghataroztuk, megmutatjuk,
hogy ezt a szerepet bizonyos agyallapotok képesek betdlteni. A propensity esetében azonban
éppen ez a meghatirozas az, ami hidnyzik. Minek is kellene teljesiilnie egy kategorikus
tulajdonsagra nézve ahhoz, hogy az a propensity-szerepet betoltse?

2. Finkish propensity. A valOszintség és a lehetGség fogalmanak mély fogalmi sszetartozéasa
egy tovabbi problémét generdl a propensity diszpociondlis, vagy legaldbbis a kontrafaktu-
alis elemzése szamara (ld. Eagle 2004). Amint azt a diszpoziciokat taglalo résznél lattuk,
a finkish illetve mimel§ diszpozicidok léte kérdésessé teszik a diszpoziciok kontrafaktuélis
elemzését. A finkish propensity kontrafaktudalis elemzése azonban a valdszintség és a le-
het6ség szoros fogalmi kapcsolata miatt egyenesen lehetetlen. Ha ugyanis egy esemény
valoszintisége nem nulla, akkor az eseményt lehetségesnek tartjuk. Marmost ha egy nem
nulla valoszintségi, azaz propensity-ji esemény bekovetkezését a propensity manifesztacio-
jénak feltételei megakadalyozhatjak, akkor az esemény lehetetlenné valik, bar propensity-je
nem nulla. Az érv a tobbi diszpozicidkra nem vonatkozik, mivel azok nem apolnak ilyen
szoros kapcsolatot a lehetdség fogalméval.

Erre a propensity-hivé még mindig mondhatja, hogy a propensity kontrafaktualis elem-
zése elhibazott vallalkozés, és Levi (1980) valoban ezt is mondja: ,minden olyan kisérlet,
amely diszpozicionélis predikdtumokat kontrafaktudlisok segitségével kivan elemezni, a sze-
keret fogja a 16 el¢” (248. o.). A kontrafaktualisokat épp a diszpoziciok léte és természete
igazolja. Ekkor azonban meg kellene mondani, hogy miben is all a diszpoziciok természete,
ha nem a kontrafaktudalisokban. Mint lattuk, éppen ez az, amire a propensity-interpretacio
képtelen.

3. Humphreys-paradozon. Végiil hadd tegyiink egy megjegyzést egy, az irodalomban a
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propensity-interpretacio ellen felhozott kritikaval kapcsolatban (l1d. Szabo 2002). Szokés
a propensity-elméletet avval a kritikaval elutasitani, hogy a valdszintségként felfogott pro-
pensity nem fejez ki kauzdlis hajlamot, és mivel a propensity egyfajta parcidlis kauzélis
tendencia, ezért a valoszintiségnek nem lehetséges propensity-interpretacidja. Mint az alab-
biakban megmutatjuk, ez az érv nem helytall6.

Ha a propensity parcidlis kauzalis hajlam, és a valdszintség propensity, akkor minden
valoszintiségi Osszefiiggést kauzalisan is értelmezni kell tudnunk, jelesiil a feltételes valoszint-
ségeket is. Hogy ez nem lehetséges, arra a standardnak tekintett ellenpélda Humphreys-t6l
(1985) szarmazik: Legyen a az az esemény, hogy egy kisérleti elrendezésben az elektron
athaladt egy féligatereszt6 tiikron, b pedig az az esemény, hogy ezek utdn egy detektor-
ba csapodik. A p(bla) feltételes valoszintiseg jelentése a propensity-interpretacié szerint az
elektronnak az a hajlama, hogy amennyiben athaladt a tiikron, megérkezzen a detektorba.
Mi a propensity-értelmezése azonban a p(a|b) forditott feltételes valoszintiségnek? Amennyi-
ben a valészintiségek nem nulldk, ez utobbi valosziniiség kifejezhets a speciélis Bayes-tétel
segitségével a

p(bla)p(a)

Plalb) = Cap(a) + plolaliplad)

formaban, vagyis p(a|b) a valoszintiségi kalkulusban értelmezhetd kifejezés. A kauzalis pro-
pensity-interpretacio a p(a|b)-t azonban kénytelen tgy értelmezni — hangzik az érv —, mint
az elektronnak azon hajlaméat, hogy amennyiben megérkezett a detektorba, eldtte atmenjen
a tiikron. Vagyis a Bayes-tétel értelmezése feltételezi a retrokauzalitast.'® A propensity-t
tehéat nem lehet anélkiil azonositani a kauzalis szereppel, hogy ne iitkdznénk ellentmondésba
a valoszintségi kalkulussal.

Az érv azonban azon a feltételezésen mulik, hogy amennyiben a p(b) valészinidséget
ugy értelmezziik, mint az elektronnak azon kauzalis hajlamat, hogy becsapdédjon a detek-
torba, akkor a p(bla) feltételes valoszintséget ugy kell értelmezniink, mint az elektronnak
azon kauzalis hajlamat, hogy becsapodjon a detektorba, feltéve, hogy atment a tiikron. A
feltételes valoszintségnek ez az értelmezése azonban teljesen indokolatlan. A p(bla) feltéte-
les valoszintiséget egyszeriien a 2 %;) hanyados definidlja, ami, még ha a valészintiségeket
propensity-nek értelmezziik is, akkor is csak ugy érthetd, mint az elektron azon kauzilis
hajlamainak a hdnyadosa, hogy egyfel6l becsapddjon a detektorba, és dtmenjen a tiikron,
mésfelsl egyszertien atmenjen a tiikkron. Ennek pedig egyaltalan nem kell megegyeznie az
érvben hasznalt feltételes kauzalis hajlammal.!! Vagyis a Humphreys-paradoxon nem jelent
ellenérvet a valoszintiségnek kauzalis hajlamként val6 értelmezésével szemben.

19A Humphreys-paradoxonnak léteznek olyan feloldasi kisérletei, amelyek a p(alb) valoszintséget a ré-
szecske az a és a b esemény bekovetkezése eldttr hajlamanak tekinti, hogy amennyiben megérkezett a
detektorba, el6tte atmenjen a tiikkron. Ez a k6z0s ok tipusi megoldas mindazonaltal sok szempontbél nem
meggy06z0.

LA feltételes valoszintiség tipikus félreértéseirsl 1d. (Szabo 2002, 87. o.) valamint (Hajek 2003).
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Osszefoglalva tehat a valészintiség propensity-interpretacioja jocskan elmarad a tobbi ér-
telmezés mogott, mivel a propensity természetét illetGen egy sereg alapveté kérdésre nem
képes valaszt adni. Giere (1976a) igyekszik elhitetni veliink, hogy a propensity-interpretacio
elleni kifogésok mondhatni esztétikaiak:

»A propensity-interpretacio elleni f6 kifogas nem az, hogy homalyos vagy hogy
iires, hanem hogy metafizikailag tul extravagans. Nemcsak azt allitja, hogy a
természetben vannak fizikai lehet&ségek, hanem azt is, hogy a természet tartal-
maz innét tendencidkat ezen lehetdségek felé, tendencidkat, amelyeknek logikai
struktiraja valoszintségi jellegd.” (348. o.)

A probléméak gyokerénél azonban nem a propensity-értelmezés metafizikai extravagancia-
ja all, hanem az az orvosolhatatlan hidnyossag, hogy a propensity-interpretacié egészen
egyszertien elmulasztja meghatarozni akar fizikailag, akar metafizikailag a propensity fogal-
mat, amellyel azutan a valoszintséget azonositana.'? Ugy beszél egy fizikainak posztulalt
mennyiség mértékérsl, hogy — a trividlis hosszitavi értelmezést leszamitva — nem mond-
ja meg, hogy mi is ez a mennyiség. Mindezek alapjan a propensity-interpretaciot illetGen
kénytelenek vagyunk egyetérteni Kyburg (1974) szarkasztikus megfogalmazaséaval, amely
szerint ,a propensity-elmélet tobbek k6zott azért vonzod, mivel megengedi — egyenesen pro-
pensity-vel hivja el§ — a vad metafizikai spekulaciokat egy olyan kontextusban, amelyben
az ember felszabaditva érzi magat mindenféle kényszer alol, hogy atgondolt metafizikai
érvekkel szolgaljon”. (365. o.)

Arra a kérdésre tehat, hogy miért is van a hatos dobasnak adott valoszintisége, a propensity-
interpretacité valasza semmivel sem kiilonb, mint Moliére Képzelt betegének az dpium altatd
hatasanak okat firtaté kérdésére adott valasza: azért, mert a kocka ,aleatorikus erdével”
rendelkezik.

12Raadasul a fizikai és metafizikai meghatarozas az interpretaciokban rendszeresen 6sszekeveredik. Nem
allithatjuk ugyanis egyszerre azt is, hogy a propensity egy fizikai hipotézis, és ugyanakkor azt is, hogy az a
valoszintség fogalmanak szemantikai vagy metafizikai elemzése. Ha a propensity egy fizikai hipotézis, mint
Popper allitotta, akkor a propensity és a valosziniség azonossaga kontingens tény, ha ellenben a propensity
a valosziniség fogalmanak szemantikai elemzése, akkor azt kell megmutatni, hogy minden lehetséges vilag-
ban a valoszintiséget reprezentalé akarmicsodak propensity-k. Mint lattuk, egyik feladat sem biztatobb a
mésiknal.



Osszegzés

Konyviinkben arra a kérdésre kerestiik a valaszt, hogy mit is értiink valdszintiség alatt.
Amint azt a 3. fejezet bevezet§jében kifejtettiik, a kérdés megvalaszolasa egy olyan fizi-
kai elmélet feldllitasat jelenti, amely empirikus fogalmakban definidlja a valdszintiséget, és
amely valosziniiségterminusa igazodik a valoszintség fogalménak el6zetes koznyelvi hasz-
nilatahoz. Ezzel a magas igénnyel kozeledve a valdszintiség paradigmatikus interpretacioi
felé, meg kell allapitanunk, hogy azok nem alltak ki a probat. Nézziik 6ket sorban!

A Klasszikus interpretdcid arra a kérdésre, hogy mit jelent az, hogy szabalyos kockaval
dobva a hatos valdszintisége egy hatod, az ,egyenlGen lehetséges” fogalmara hivatkozva vala-
szol: mivel szimmetrikus kocka esetén mindegyik oldal eléfordulasa egyenléen lehetséges, és
az esetek koziil nekiink csak az egyik kedvez, ezért a kedvezd esetek és az egyenlGen lehetsé-
ges esetek szamanak ardnya egy hatod lesz. Az egyenlGen lehetséges” fogalma azonban az
a pont is egyben, ahol az interpretaci6é cs6dot mond: az ,egyenlGen lehetséges” ugyanis sem
objektiv, sem szubjektiv értelemben nem értelmes. Ha ,egyenl&en lehetséges” alatt ugyan-
is azt értjiik, hogy a dobas mindegyik kimenetelének megegyezik a ,modalis stulya”, akkor
ezzel atlépjilk a verifikdlhatosag hatarat, és a valoszintséget egy fizikailag nem értelmezett
fogalomra vezetjiik vissza. Ha az ,egyenlGen lehetséges’™t ugy értelmezziik, hogy a hat ki-
menet Osszes fizikai tulajdonsaga megegyezik, akkor nyilvan tobbet allitunk, mint amennyit
szeretnénk, hiszen ebben az esetben a Leibniz-elv értelmében nem is tudjuk majd megkii-
lonboztetni a kimeneteket. Ha pedig valogatni kezdiink a tulajdonsagok kozott mondvan,
hogy csak a relevans tulajdonsagoknak kell megegyezniiik, akkor a relevans tulajdonsagok
kivalasztdsanal nem tudunk majd mésra tamaszkodni, mint arra, hogy mely tulajdonsagok
megegyezése szolgaltat azonos relativ gyakorisdgokat. Ha az ,egyenlGen lehetséges’™t szub-
jektiven értjiik, vagyis tigy mint ami az empirikus dgens szdmara megkiilonbdztethetetlen,
akkor szintén vallalnunk kell a kovetkezményt, hogy az igy kapott valdszintiségfogalom eset-
leg nem kvadral majd a relativ gyakorisaggal. Mi tobb, amint a Mounty Hall-paradoxon
mutatja, bonyolultabb esetekben az empirikus dgens szaméra a kombinatorikai lehetGségek
szdmbavétele is komoly feladatnak bizonyul.

A Kklasszikus interpretacioval kapcsolatban ramutattunk tovabba arra is, hogy az iro-
dalomban keringd matematikai ellenpéldak, tigy mint a Bertrand-paradoxon nem jelente-
nek céfolatot az interpretacié tarthatosigéval szemben, mivel a kérdés itt nem az, hogy
az egyenlGen lehetséges” fogalma értelmezhet-e matematikailag, hanem, hogy fizikailag
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értelmezhetd-e.

De nem értelmezhets-e az ,egyenlGen lehetséges” logikailag? A logikai interpretdcidt
éppen az a torekvés hivta életre, hogy szigortibb alapokra helyezze az ,egyenl&en lehetsé-
ges” jelentését. A logikai interpretacié szerint a hatos dobas valdszintisége azért egy hatod,
mert az a kijelentés, hogy a kockat eldobtuk, egy hatod mértékben konfirmalja a hatos
dobast kifejez6 kijelentést egy mindkét kijelentést tartalmazo kozos nyelvben. Az ,egyen-
I6en lehetséges” helyébe tehat a ,konfirmacié” vardzsszava 1ép. Fzzel a 1épéssel azonban
csak tovabb nének a nehézségeink. Mit jelent ugyanis az, hogy egy eseményre vonatkozd
kijelentés adott mértékben konfirmal egy mésik eseményre vonatkozd kijelentést? Hogyan
szerziink tudomast a konfirmacié mértékérsl? Itt két valasz lehetséges. Az elsG szerint
a konfirmacié fizikai viszony, amely megfigyeléssel megéllapithaté. De mi més alapjan is
donthetnénk errsl a viszonyrdl, mint ismét csak a megfigyelt relativ gyakorisagok alapjan.
Ekkor azonban a konfirmécié kozbiils6 fogalma felesleges lesz, a valdszintiség értelmezését
kezdhetjiik nyugodtan a relativ gyakorisagokkal is. A masik vélasz Carnapé: a konfirmacioé
egy, a kovetkeztetéshez hasonlo logikai viszony két kijelentés kozott. Ha viszont a valoszint-
séget a konfirmdacionak erre a logikailag értett fogalméara vezetjiik vissza, akkor egyben arrél
is lemondunk, hogy fizikailag interpretaljuk a valoszintiséget. Igy hat a logikai interpretacio
sem &llja ki a probat.

Akkor talan fogadjuk el, hogy a valoszintiség nem a priori viszony, hanem események
bekovetkezésébe vetett parcialis hit. Ez a szubjektiv interpretdicio. Az, hogy a hatos do-
béas valoszintisége egy hatod, azt jelenti, hogy egy hatod mértékben hisziink a kijelentés
igazsagaban. Az pedig, hogy ilyen mértékben hisziink benne, abban jut kifejezésre, hogy
1 : 5 ardnyban vagyunk hajlandéak fogadni a hatos bekovetkezésére. Itt ismét csak arra
kényszeriiliink, hogy kiilonbséget tegyiink a racionalis és az empirikus agens kozott. Ha a
fenti mondat a racionalis 4gensre vonatkozik — ahogy az igen gyakran toérténik —, akkor ez
visszatérést jelent a logikai interpretacidhoz — legalabbis mindaddig, ameddig a racionalitast
nem karakterizaljuk empirikus fogalmakban. Ha a racionalitdst Dutch book-mentességgel
vagy a varhaté haszon maximalizalasaval jellemezziik, akkor meg kell mutatnunk, hogy ezek
a jellemzok valoban fennallnak az empirikus déntési szituaciokban. Az Allais-dontés illetve
a hasonl6 pszichologiai kisérletek azonban egyaltalan nem igazoljak ezt a varakozasunkat.

Megtehetjiik persze, hogy a valdszintiséget nem a raciondlis, hanem kozvetleniil az em-
pirikus agens hitének mértékével azonositjuk. Ekkor természetesen bucsit kell mondanunk
mindazoknak az elegdns matematikai eredményeknek (Ramsey—de Finetti-tétel, stb.), ame-
lyek a szubjektiv interpretacio f6 vonzerejét adjak. A valoszintiség az empirikus agens
hitének mértéke, akar racionalis, Dutch book-mentes ez a hit, akir nem. KEgy probléma
azonban még ekkor is fellép: honnan tudjuk, hogy a fogadasokban manifesztalédé mér-
tékek valoban a szubjektum intenzionalis hitallapotait tiikkrozik? A kisérleti pszichologia
ramutatva a fogaddsnak a hitre visszahato torzito erejével mindenesetre e nézet ellen sz6l.
Azonositsuk tehat egyszertien a valdszintiséget az aktuélis fogadasi aranyokkal? Ha igy
jarunk el, akkor messze sodrodunk az eredeti ambiciézus tervektsl.

De talan a valdszintség objektiv fogalom — relativ gyakorisdg vagy propensity. Kezdjiik
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az utobbival. A hatos dobéasnak azért egy hatod a valoszintisége — vallja a propensity-
interpretdcid —, mert a kocka fizikai kornyezetével egyiitt rendelkezik azzal a hajlammal,
hogy egy elegendGen hosszii dobéassorozatban a dobédsok kdzel egy hatoda hatos legyen.
De honnan tudnunk arrdl, hogy a kocka rendelkezik ezzel a hajlammal, ha nem éppen
onnan, hogy ,egy elegend&en hosszi dobassorozatban a dobésok kozel egy hatoda hatos”?
Miért kellene bevezetniink egy 4j diszpozicionalis tulajdonsagot annak érdekében, hogy ma-
gyarazni tudjunk egy adott jelenséget, ha ennek a tulajdonsidgnak semmi egyéb empirikus
ismertetjegye nincsen, mint az adott jelenség? Es akkor még nem beszéltiink a propensity-
interpretacioknak arrol a metafizikailag igen terhelt tipusardl, amely a hajlamot nem egy
frekvenciamintazat 1étrehozasara vonatkoztatja, hanem egy egyedi eseményére. A szingulé-
ris propensity-interpretaciok a nagy szamok torvényeit segitségiil hivo minden alatdmasztési
kisérlet ellenére nyilvanvaléan tarthatatlanok.

Egy interpretacié maradt hatra: a relativ gyakorisdg-interpretdcid. Amint latjuk, az
Osszes tobbi interpretaci6 is efelé az interpretacio felé gravital: az ,egyenl6 lehetség”, a
konfirmécid, a hit mértéke, ha empirikusan értjiik, végiil mind relativ gyakorisagokra fut
vissza. Mi tobb, a relativ gyakorisag-interpretacié az uralkod6 nézet természettudomanyos
korokben is. A frekventista interpretacié szerint a hatos dobas egy hatod valosziniisége
semmi mast nem jelent, mint hogy a hatos relativ gyakorisiga a kockadobésok egy ele-
gendd hosszu sorozataban kozel egy hatod lesz. Az 6rddg azonban a részletekben lakik.
Mit értsiink ugyanis azon, hogy ,a hatos relativ gyakorisdga a kockadobésok egy elegendd
hossza sorozataban kozel egy hatod”? Az aktuélis dobéasok egy véges sorozatarol vagy egy
idedlis végtelen dobéssorozatrél van sz6? Az el6bbi nyilvan tal szigortan operacionalizal-
ja a valoszintiség fogalmat, az utdbbi pedig verifikdcidtranszcendens: egy aktualis, véges
dobéassorozat nem hatarozza meg annak a végtelen sorozatnak a relativ gyakorisagait, s6t
még ezek létezését sem, amelynek kezdgszelete. Réadésul, ha a sorozattol a véletlensze-
riiséget is megkoveteljiik von Mises médjara, akkor a randomitds meghatarozaséval kiilon
nehézségeink tamadnak.

Es akkor még nem is emlitettiik az egyes interpretacioknak a Kolmogorov-féle valo-
szintiségszamitashoz vald viszonyanak kérdését. Modellje-e egy adott elmélet a standard
valoszintiségszamitasnak? Ha nem, melyik az a tulajdonsag (pl. o-additivitas), amelyik
nem teljesiil? Mi az oka annak, hogy az adott tulajdonsag az elméletben nem teljesiil, sth.?

Ha nem sikeriil magyarazni a valdszintiséget egyetlen interpretacidval, hatha sikeriil egy-
szerre tobbel. Az egyes interpretéiciok hibait elkeriilend6 néhéany szerzd az interpretéciokbol
egyfajta patchwork-6t varr. J6 példa erre Lewis valoszintiséginterpretacioja, amely keriils
uton, az un. legjobb rendszer analizisen keresztiil jut el a valdszintiséghez. A gondolatmenet
koézéppontjaban a hume-i szuperveniencia fogalma &ll: A hume-i szuperveniencia...az a
tan, hogy a vilagot lokalis, partikularis tények hatalmas mozaikja alkotja, egyik kis dolog
a masik utan... Amink van, az tulajdonsagok elrendezédése. Es ez minden. Nem léte-
zik kiilonbség tulajdonsigok elrendez&désében all6 kiilonbség nélkiill. Minden egyéb ezen



154 OSSZEGZES

szupervenial.” (Lewis 1986, ix-x. o0.) Ha minden egyéb, akkor a valoszintdség is. Keérdeés,
hogy mi az a lokilis minta, amelyen a valdszintiség szupervenidl. Lewis objektivista, igy
csak két jelolt meriil fel: a szimmetria és a relativ gyakorisdg. Az els6t Lewis az indiffe-
rencia elvének gyengéi miatt elutasitja. A meglepd azonban az, hogy a mésodik jelolttel is
ezt teszi, jollehet a frekvencia kézenfekvé jelolt volna egy hume-idnusnak. A frekvenciaval
szemben felhozott ellenérvek inkdbb ellenérzések; ahogy Lewis fogalmaz: az objektiv valo-
szintiség fogalmat ,szeretném valami altalanosabb alatt latni.” Ez az altalanos pedig Lewis
(1994) legjobb rendszer analizise. Nézziik a természettorvények legjobb rendszer analizisét
egyelére a valosziniség fogalma nélkil:

WVegyiik az 0sszes deduktiv rendszert, amelynek tételei igazak. Némely egysze-
ribb lesz, rendszerezettebb, mint a tobbi. Mésok erdsebbek, informativabbak
a tobbinél. Ezek az értékek konkuralnak: egy nem informativ rendszer nagyon
egyszeri lehet, egy vegyes informaciokbol Osszehordott rendezetlen kompendi-
um nagyon informativ. A legjobb rendszer az, amelyik a legjobban egyensilyoz
egyszerlség és erd kozott megbrizve az igazsagot. .. Egy szabdlyszertiség akkor
és csak akkor torvény, ha a legjobb rendszer tétele.” (478. o.)

Es most tegyiik bele az analizisbe az objektiv valoszintiség fogalmat is.

,Modositjuk a legjobb rendszer analizist, hogy egy csomagban adjanak szamot
az objektiv valoszintségekrol, és az Gket irdnyitod torvényekrsl. Tekintsiink de-
duktiv rendszereket, amelyek nemcsak arra vonatkoznak, ami torténik, hanem
kiilonb6z6 szituacidkban kiilonb6z6 kimenetelek valoszintiségére is, példaul kii-
16nféle izotopok bomlasi valoszintségeire. Koveteljiilk meg ezeknek a rendsze-
reknek az igazsidgat arra vonatkozdan, amit a torténésekre mondanak. De a
valoszintiségekre vonatkozoan nem kovetelhetjiik meg az igazsagukat, mert még
meg kell mondanunk, hogy mit jelent a valésziniiség; rendszereink még nin-
csenek teljesen interpretalva...Mint el6bb, néhany rendszer egyszertibb lesz,
mint a tobbi. Majdnem mint elébb, néhany er&sebb lesz a tobbinél: néhény
megmondja, hogy mi fog torténni, vagy hogy mik lesznek az objektiv valdszi-
ntségek bizonyos szituacidkban, mig mésok hallgatnak a kimenetekrdl is, és a
valoszintiségekrdl is. Tovabba, néhany jobban illeszkedik a torténések aktualis
menetéhez, mint masok. Vagyis, a torténések menetének valészintisége nagyobb
lesz néhany rendszer szerint, mint masok szerint... Az egyszertiség, az erd és
az illeszkedés egyenstulyoznak. A legjobb rendszer az, ahol e harom egyensulya
a legjobb. Mint el6bb, a torvények azok a regularitiasok, amelyek a legjobb
rendszer tételei. De most néhany torvény valoszintségi. Igy hat a valoszintise-
get eképpen elemezziik: valdszintség az, amit a legjobb rendszer valoszindségi
torvényei annak mondanak.” (480. o.)

Hogy mi tehat a valdszintség, azt a torvények teljes rendszere mondja meg figyelembe vé-
ve az egyszerliség, az erd és az illeszkedés konkurdld szempontjait. A valdszintség legjobb
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rendszer analizise a klasszikus és logikai interpretécié szimmetridja, és a frekventista interp-
retacio relativ gyakorisdga kozott egyensulyoz. Ezzel azonban mindkét interpretacié hibait
a nyakéiba veszi.

Amint lathaté tehat, sem a standard interpretaciok, sem pedig azok kombindcidéi nem hoz-
tak megnyugtato valaszt a valészintiség empirikus alkalmazhatosagét és fogalmi természetét
kutatd kérdésre. Mindegyik interpretacié megragad valamit a valdszintség sokarcu fogal-
mébol, ugyanakkor egyik sem képes teljes mértékben szamot adni a fogalom minden aspek-
tusarol.

A kudarcok dacéara az élet megy tovabb, és a valdszintiség értelmezésére egyre ujabb
kisérletek sziiletnek. Mivel az 0t standard interpreticié kitolti azt a logikai teret, amelyet
a valoszindségi interpretaciok egyaltalan elfoglalhatnak, azért az Gj interpretacios probal-
kozéasok mind valamelyik interpretaciohoz kapcsolédnak — azok szellemében érvelnek, azok
problémadira kivannak megoldast taldlni. Hogy csak egy-egy példat emlitsiink: a klasszikus
és logikai interpreticiéra mennek vissza azok a probalkozasok, amelyek a mazimadlis ent-
ropia elvére hivatkozva igyekeznek meghatarozni egy eseménytéren a természetes valoszi-
niiségi meértéket (Barta and Jones, 2000). A szubjektiv interpretéacié szellemében fogantak
Schervish, Seidenfeld és Kadane (2000) kutatésai, amelyek az inkoherencia, vagyis a kolmo-
gorovi elmélettdl valo eltérés mértékét tesztelik. A kolmogorov komplexitas (Kolmogorov
1965), és a randomitas egyéb elméletei (Martin-Lof, 1966) nyilvanvaléan von Mises frek-
ventista elméletének tovabbfejlesztései, ahogyan (Suppes, 1973) a propensity-interpretacio
nem-klasszikus altalanositasasa.

Amig tehat a valoszinlségszamitas axiomatikija lezart fejezetnek szamit a matemati-
katorténetben, addig a valdszintiség konceptudlis elemzése tovabbra is a modern analitikus
filozofia egyik legizgalmasabb és legkihivobb kérdése marad.
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Fuggelékek

A. A Boole-algebra

Az alabbiakban bevezetjiik a legfontosabb haloelméleti fogalmakat, és definidljuk a Boole-
algebra fogalmat.

18. Definicio. Egy (S, <) part részben rendezett halmaznak nevezzik, ha S egy nem iires
halmaz, < pedig egy relaci6 S-en az alabbi tulajdonsagokkal. Minden a,b és ¢ € S-re

(i) a < a (reflexiv);
(ii) ha a <bés b < a, akkor a = b (antiszimmetrikus);
(i) ha a <bés b < ¢, akkor a < ¢ (tranzitiv).

Részben rendezett halmazra j6 példa egy halmaz hatvanyhalmaza a C-relaciéval vagy
a természetes szamok halmaza az oszthatdsigi relacioval. A valdos szamok halmaza a <-
relacioval teljesen (linedrisan) rendezett halmazt alkot, vagyis olyan halmazt, ahol a fenti-
eken kiviil még az is teljesiil, hogy barmely két a,b € S-re vagy a < b vagy b < a.

Legyen T az S egy részhalmaza. S egy sup(T) elemét T legkisebb felsé korldtjanak
neveziink, ha minden a € T-re a < sup(T), és minden b € S-re, amelyekre a < b minden
a € T-re, fennall, hogy sup(T') < b. Hasonloképpen, S egy inf(T) elemét T legnagyobb alsd
korldtjanak neveziink, ha minden a € T-re inf(T) < a, és minden ¢ € S-re, amelyekre ¢ < a
minden a € T-re, fennall, hogy ¢ < inf(T'). Mivel a < relacié antiszimmetrikus, sup(T) és
inf(T), ha létezik, akkor egyértelmien létezik. A sup(T) és az inf(T) segitségével a halo
fogalma a kovetkezSképpen definidlhato.

19. Definicid. Egy részben rendezett L halmazt hdlonak neveziink, ha barmely két a és b
eleméhez létezik sup{a,b} és inf{a,b}.
A halo fogalmét azonban egy mésik uton is bevezethetjiik, amely nem a részben rende-

zésre, hanem absztrakt mtiveletekre tamaszkodik.

20. Definici6o. Egy L halmazt hdlonak neveziink, ha adva van rajta egy A : L x L — L
metszet illetve egy V : L x L — L uni6 mtvelet agy, hogy minden a,b és ¢ € L-re az aldbbi
tulajdonsigok fennéllnak:

157
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Ab=0bA ..

Z Vb—by Z } kommutativités
(avb)Ve=aV (bVe e
(a A b) Ae—aA b A c asszoclativitas

Na = . .
Z v Z Z } idempotencia

elnyelési tulajdonsag

Amvm:a}

V(aAb)=a

A halo két definicioja az alabbi modon tehets ekvivalenssé. Az elsd definiciordl a mé-
sodikra a

aNb = inf{a,b}
aVvVb = sup{a,b}

azonositasokkal térhetiink &t, mig visszafelé a
a < b akkor és csak akkor, ha a Ab=a

kikotéssel.

Egy halot teljesnek neveziink, ha nemcsak minden elemparhoz, hanem L minden 7' rész-
halmazahoz létezik sup(T) és inf(T). Ha sup(T') és inf(T) létezik minden megszamlalhato
részhalmazhoz, akkor a halét o-teljesnek mondjuk. Egy halot null- és egységelemesnek ne-
veziink, ha létezik olyan 0,1 € L elem, hogy minden a € L-re teljesiil, hogy

0<a<l1

Ez a tulajdonsag véges halon mindig teljesiil.

Vegyiik észre, hogy a hal6 definidlé tulajdonsagai kdzott nem szerepel a disztributivitas;
s val6ban ez a tulajdonsag az elagazéasi pont a klasszikus és a nem-klasszikus eseményterek
kozott.'3 Egy halo akkor disztributiv, ha minden a,b és ¢ € L elemre teljesiilnek az alabbi
tulajdonsagok:

(anb)Ve = (aVe)A(bVe)
(avb)ne = (anc)V(bAc)

A komplementer esemény megragadasahoz bevezetjiik a kovetkezs miiveletet.

13 A nem-klasszikus valoszintiségelmélethez lasd (Rédei, Summers, 2007).
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21. Definici6. Egy null- és egységelemes L halon értelmezett - : L — L miiveletet or-
tokomplementdcidnak neveziink, ha az alabbi miveletek minden a,b € L elemre teljesiil
teljesiilnek:

()t =a  involacio
a < b akkor és csak akkor, ha bt <at kontrapozicié
ahat =0 ellentmondas elve

aVat =1 kizart harmadik elve

Egy ortokomplementécioval ellatott halot ortokomplementdris hdlonak neveziink. Or-
tokomplementéris halén mindig teljesiilnek a de Morgan-azonossdgok:

(aAD)t = at vt
(aVvbd)t = atAbt

Ezzel elérkeztiink a Boole-algebra definicigjéhoz.

22. Definicié. Egy ¥ = (L, A,V,*,0,1) disztributiv, null- és egységelemes, ortokomple-
mentéris halét Boole-algebranak neveziink.

A Boole-algebrak absztrakt strukturaja konnyen lefordithaté a halmazok nyelvére. Egy
Q) halmaz P(Q) hatvdnyhalmazdnak nevezziik € Gsszes részhalmazanak halmazat; P(Q)
egy részhalmazat pedig halmazalgebrinak, ha az tartalmazza magat 2-t, valamint minden
a elem @ = Q \ a komplementerét, és zart véges uniora nézve. Stone reprezentacios tétele
alapjan azonban minden absztrakt Boole-algebra izomorf valamilyen halmazalgebraval. Igy
minden Boole-algebra halmazalgebrara, a rajta értelmezett absztrakt miveletek (A, V, 1)
pedig az ismert halmazelméleti metszet, unié és kompementer (N, U,”) miveletekre redu-
kalhatok.

Ha egy Boole-algebraban a A és V miveletek zartak minden megszamlalhatoan végtelen
részhalmazra, akkor a X-t Boole-o-algebranak vagy roviden o-algebrdnak nevezziik. Méasfe-
161, egy €2 halmaz részhalmazainak olyan 3 halmazalgebrajat, amely zart megszamlalhatéan
végtelen részhalmazra vett halmazelméleti metszet és unié miiveletekre nézve, szintén o-
algebranak nevezziik. Megjegyezziik, hogy Stone tétele nem terjeszthetd ki o-algebrikra,
igy az absztrakt o-algebrak nem képezhetdk le mind halmazelméleti o-algebrakra.

A Boole-algebrak osztalyozaséara szolgalnak az alabbi fontos definiciok:

23. Definicio. (i) Egy b € L héaloelemrol azt mondjuk, hogy lefedi a € L-t, ha a < b
(vagyis a < b, de a # b), és minden ¢ € L-re, amelyre a < ¢ < b, fennéll, hogy ¢ = a
vagy ¢ = b. Mas szoval egy elem akkor fed le egy masikat, ha rogton utdna kovetkezik
a rendezésben.

(ii)) A O-t lefeds elemeket a halo atomgainak, a halo azon elemeit, amelyeket az 1 lefed,
koatomoknak neveziink.
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(iii) Egy L halot atomosnak neveziink, ha minden nem nulla b € L-re létezik egy a atom
ugy, hogy a < b, vagyis ha minden elem alatt létezik atom.

(iv) Egy L halot atomisztikusnak neveziink, ha minden nem nulla b € L elemre b = V;a;,
ahol a; atom minden i-re. Més sz6val, ha a halé6 minden nem nulla eleme elall mint
atomok unidja.

(v) Végil L elemeinek egy {b;}!' | részhalmazat a halo egy particidjdnak nevezziik, ha
b; Abj = 0 minden i # j-re és Vi b; = 1.

A halok szemléltetésének kényelmes modja a Hasse-diagram (8.1. abra). A halo elemeit
a diagramok csucsai jelolik, a részben rendezést az élek. Ha két elemet él kot Ossze, akkor
a diagramon feljebb elhelyezkedd elem lefedi a lentebbit. Egy adott elemtdl lefelé az élek
mentén haladva megkapjuk az elemnél kisebb elemeket, felfelé haladva pedig a nagyobbakat.
Az igy kapott rendezésben a kozvetleniil a 0 f6lott 4llo elemek az atomok, a kézvetleniil az
1 alatt allok a koatomok. Két adott elemnél kisebb elemek koziil a legnagyobb a két elem
metszete, a két elemnél nagyobb elemek koziil a legkisebb pedig a két elem uni6ja. A halo
definiciojanal fogva mind a metszet elem, mind az Gni6 elem egyértelmden létezik. Az +
ortokomplementéaciét a diagramon kiilon jeloljiik.

1 1 1 1 1 1
b E az e cr a
a b A a- a a-
a a e a c
0 0 0 0 0 0
a b. C. d. e. f. g.

8.1. abra. Hasse-diagramok

Tekintsiik a 8.1. &bra diagramjait. a. diagramja részben rendezett halmaz, de nem
halo, mert a sup{a,b} és az inf{a,b} nem létezik. A b. diagram null- és egységelemes,
atomos, de nem atomisztikus halo, mivel b nem &ll el§ atomok uni6éjaként; ugyanakkor nem
Boole-algebra, mivel nincs (és nem is lehet) rajta ortokomplementéacio. A c. diagram egy
folytonos halo (ezt jeloli a szaggatott vonal), elemei a valos szamok a [0, 1] intervallomon, a
rendezés pedig a szokasos <-relacio. A diagram egy nem atomos (és igy nem is atomisztikus)
Boole-algebra. A d. diagram két atomos (és atomisztikus) Boole-algebra; az e. diagram az
un. kinai lampa, amely egy nem disztibutiv, ortokomplementaris halo. Az f. diagram a
G12-nek nevezett szintén nem disztributiv halo; végiil a g. diagram pedig harom atomos (és
atomisztikus) Boole-algebra. A Stone-tétel értelmében a c. Boole-algebra a P({a}), a d.
Boole-algebra a P({a, b}), a g. Boole-algebra pedig a P({a, b, c}) halmazalgebraval izomorf.
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1 1

8.2. abra. Az N3 és M5 halok Hasse-diagramja

Halok disztributivitdsanak (és egyben a nem-klasszikus eseménystrukturak felbukkané-
sanak) ellendrzése a Hasse-diagramok alapjan az alabbi szemléletes modon lehetséges. Egy
L halo akkor és csak akkor disztributiv, ha a 8.2. dbran lathatd N5 és M5 halok egyike sem
dgyazhaté be L-be (ha L-nek nincs Ns-tel vagy Ms-tel izomorf részhaloja). Igy peéldaul a
fenti e. és f. diagramok azért nem disztributiv halok, mert az e. diagramba az Ms, az f.
diagramba pedig az N5 halo agyazhato be.

B. Példak valészintiségi mértékterekre

Az alabbiakban valoszintiségi mértékterekre illetve valoszintségi valtozokra adunk meg pél-
dakat. A példak esetében a valdszintiségszamitasi kézikonyveknek azt a gyakorlatat ko-
vetjiikk, hogy valodszintiségi mértékterekre kiilonféle fizikai szituaciok segitségével hivatko-
zunk. Igy példaul a ¥ = P({f,i}) hatvinyhalmazon értelmezett uniform mértékre mint
a szabalyos pénzérmével vald dobdst reprezentalé mértéktérre fogunk hivatkozni. Ezt a
kézikonyvekben didaktikai szempontbol helyénvald 1épést egy, a valosziniiség jelentésével
foglalkoz6 munkdban csak annyiban alkalmazhatjuk, amennyiben vildgos marad, hogy a
fenti példak fizikai cimkéjiik ellenére interpretalatlan matematikai példék (ezért az idézd-
jel az elnevezésiiknél): sem az eseménytér elemeirdl nem tudjuk, hogy azok fizikailag mit
jelentenek (pl. szingularis események vagy eseménytipusok-e), sem a valoszintségrél nem
tudjuk, hogy az hogyan is van értelmezve. Az alabbi példdkban tehdt mind az ,eseménytér”,
mind a ,valészintiség” kifejezés jelentése pusztan annyi, amennyi a valészintiségszamitas axi-
omaibol kovetkezik. Igy példaul az 1. példaban az a kifejezés, hogy ,az érme szabalyos”
pusztan annyit jelent, hogy a fej és az iras valosziniisége egyarant % Hogy mindez azutan
milyen viszonyban &ll a kocka fizikai szimmetridival, a fej relativ el6fordulasaval hossza do-
béssorozatban, a fej bekdvetkezésében vald raciondlis hit mértékével stb. — mindez mér a
valoszintiség interpretéacios kérdéseihez tartozik.

1. ,Szabdlyos pénzérme”. Egy szabalyos pénzérmét feldobunk, és egy forintot kapunk, ha
a dobas eredmény fej. Az eseménytér négy elembdl all: a ,fej dobas” eseményébdl, az iras
dobés” eseményébdl, valamint a lehetetlen és a biztos eseménybdl. Az eseményteret tehat
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az alabbi modon reprezentalhatjuk. Legyen Q = {f,i} kételemid halmaz, és legyen E =

P f,i}) =1{0,{f},{i},Q} az Q hatvanyhalmaza. Legyen tovabbé p({f}) = p({i}) = 3,
azaz p legyen uniform valdszintiségi mérték. Még egyszer hangstlyozzuk, hogy a ,,szabalyos
kifejezés pusztan annyit jelent, hogy a p fliggvény értéke a fejre és az irasra is egyarant
%. A fej dobésért jaré jutalmat a kovetkezd diszkrét (Bernoulli-) valoszintségi valtozo
reprezentalja: ¢ : {f,i} — {0,1}; g(f) = 1, g(i) = 0. Ekkor g varhato értéke Exp(g) =
1x % +0 x % = %; szorésa pedig Var(g) = \/% - i = % lesz.
2. ,Két szabdlyos mdgneses pénzérme”. Most két szabalyos érmével dobjunk. Tegyiik fel,
hogy valamilyen fizikai okbol (pl. az érmék magnesezve vannak) az azonos oldala kimenetek,
tehat a fej-fej és az irds-irds kétszer nagyobb valoszintségiek, mint a kiilonb6z6 oldala, fej-
iras illetve iras-fej kimenetek. (Hogy ez miben manifesztalodik: frekvenciaban, hajlamban
stb., az ismét csak a valoszintiség interpretacioja utan valaszolhaté meg.) Jutalmul annyi
forintot kapunk, ahany fejet dobtunk.

Az elemi események tere ekkor az Q = {(f, f), (i, f), (f,4), (¢,7)} négyelemi rendezett

parokbol allo halmaz, az Osszetett események halmaza pedig a ¥ = P(2) hatvanyhalmaz,
amely a kovetkez6 elemekbdl all:

Q

{060, G ), (a3 {0, G ), i)y s {(F, ), (F4), (6 0) )5 L f), (f,0), (6,0)}
{50, GOy A0, (B0 AU ), 60} {6 1), (F )15 {6, £), (0} 5 {59, (59)}

{(£, 0} LG DY {01 {69}
0

A valészintiségi mérték S-n a kovetkezs: p({(f,f)}) = p({(i,))}) = %, és p({(i, [)})
p({(f.0)}) = . Az {(f, f), (i, f), (4,1)} Osszetett esemény valoszintisége ekkor példaul 2.

A fejekert jar6 jutalmat a g = {(f, f), (i, f), (f,4), (i, 1)} = N; g((f, f)) = 2, 9((f,)) =
g((3, f)) =1, g((i,4)) = 0 valosziniségi valtozo modellezi. Ekkor g varhato értéke Fxp(g) =

2x%+1x%+1x6+0x = 1; szoréasa pedig Var(g \/—— —\/7

3. ,,Cinkelt kocka”. Legyen most az eseménytér a kockadobéasok eseménytere, és tegyiik fel,
hogy a kocka tgy van cinkelve, hogy a hatoson kiviil minden maés oldal el6fordulasdnak a
valdszintisége 0. A valdszintiségi valtozo mérje egyszerten a kockadobds kimenetét. Vagyis
az alaphalmaz Q = {1,2,3,4,5,6} hatelem( halmaz, ¥ = P(Q) az Q 64 elemii hatvanyhal-
maza, és a merték pontra koncentralt (Dirac-)mertek: p({6}) =1, p({i # 6}) = 0.

A valoszintségi valtozo f : {1,2,3,4,5,6} — R; f(i) =i, amelyre Exp(f) =1x6 =06
és Var(f) =+/36 —36 = 0, vagyis f szordsmentes.
4. ,Egy 0 és 1 kézotti szam véletlen vdlasztdsa” egy o-algebrara példa. Legyen  a [0, 1]

zart intervallum, legyen ¥ = £([0,1]) a [0, 1] intervallum Lebesgue-mérhetd halmazainak
o-algebraja, a valoszintiségi meérték pedig legyen a Lebesgue-mérték megszoritva [0, 1]-re.



B. PELDAK VALOSZINUSEGI MERTEKTEREKRE 163

Meérje a valoszintségi valtozonk az origotol valo tavolsagot: f:[0,1] — R; f(x) = . Ekkor

Ea:p(f):/olxda::%;Var(f):\/%—%:\/g.

5. ,Dobdssorozat pénzérmével”. Legyen most Q = {0, 1} a 0-kbol és 1-kbol allo végtelen
hosszi sorozatok tere. Jeloljiik z(n)-nel az = sorozat n hossziusagu kezdészeletét. Legyen
tovabba w egy véges hosszu szintén 0-kbol és 1-kbol 4ll6 sorozat, azaz egy bindris szo vagy
sztring, és jeloljiik w hosszat |w|-vel, |wg|-val illetve |w;|-gyel pedig a w-ben szerepls 0-k
illetve 1-esek szamat. Minden ilyen w meghatérozza Q-nak egy [w] részhalmazét: azokat a
végtelen sorozatokat, amelyeknek kezdGszelete éppen w, vagyis [w] = {z € Q | z(|w|) = w}.
Az ilyen részhalmazokat cilinder halmazoknak nevezziik. Legyen 3 a cilinder halmazokat
tartalmazo6 legsziikebb o-algebra.

Ezek utan definidljunk egy valosziniségi mértéket a cilinderhalmazokon a kovetkezd
természetes modon: p([w]) = ¢/“1l(1 — ¢)l*ol ahol ¢ € [0,1]. Ez a cilindereken definialt
meérték egyértelmden kiterjeszthetd Y-ra, és igy (€, X, p) egy valoszintiségi meértéktér lesz.

Ismeretes, hogy minden = végtelen binaris sorozat azonosithato a [0, 1] intervallum va-
lamely 7, elemével az alabbi binaris kifejtés alapjan:

Igaz tovabba az is, hogy ezzel az azonositéssal a [0, 1] intervallumon értelmezett Lebesgue-
meérték a cilinder halmazokon éppen azt a fenti mértéket fogja meghatarozni, amelyre ¢ = %

Legyen tehat ¢ = %, és legyen a valészintségi valtozd f : @ — R az aldbbi mo6don
értelmezve: f(x) = 2", ahol n a sorozatnak az a helye, ahol elgszor all 1-es. Ekkor kénnyen
lathato, hogy Exp(f) = Yoo 5 2" = o0.

Interpretaljuk ezek utdn -t gy, mint egy pénzérmével val6 végtelen hosszi dobassoro-
zat kimeneteit: jelentsék a sorozat egyesei azt, hogy az érmével fejet dobtunk, nullai pedig,
hogy az érmével irast dobtunk. Ezek utan az eseménytér atomi eseményei a végtelen hosszi
dobéssorozatok lesznek. Példaul az az atomi esemény, hogy minden dobésra fejet kaptunk,
az azonosan 1 sorozatnak felel meg. Az Osszetett események kozott lesznek a véges hossza
dobéssorozatok, példaul azt az Osszetett eseményt, hogy harom dobéasbdl az elsé dobasra
fejet, a méasodikra és a harmadikra irast kaptunk, az [100] cilinderhalmaz reprezentalja.

Ismét csak tudatositanunk kell, hogy az igy interpretalt mérhets téren bevezetett p([w]) =
gl(1 — g)lwol valoszintsegi mérték még nincs interpretalva. Vagyis hidba valasztjuk g-t
%—nek, és hivjuk az (Q, %, p) valoszintiségi mértékteret egy szabalyos érmével valo dobasso-
rozatot reprezentald strukturanak, egyel6re nem tudjuk, hogy mit értsiink itt ,szabélyos”
alatt, minthogy nem tudjuk, hogy mit értsiink valdszintiségen.

Ertelmezni tudjuk azonban a példdban szerepls f : © — R valoszintiségi valtozot,
amelyet az alabbi moédon definidltunk: f(z) = 2", ahol n a sorozatnak az a helye, ahol
el6szor all 1-es. Ez a valoszintségi valtozd a pétervdri paradozon szerint reprezentalhat-
ja példaul egy bankkal folytatott jatékban azt az Gsszeget, amelyet a bankos egy érmével
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val6 dobéassorozat alapjan kifizet: ha elsére fejet dob, akkor 2 aranyat, ha csak a méaso-
dikra, akkor 4-et, és igy tovabb a kettGhatvanyoknak megfelel6en. Bernoullinak arra a
kérdésére azonban, hogy mennyi legyen egy ilyen jaték ara, azaz varhato értéke, a szokisos
Exp(f) =302, 2% 2" = oo vélasz egyel6re pusztan egy matematikai kijelentés, mivel a
varhaté értékhez sziikséges valdszintiség még nincs értelmezve.

6. ,Véletlenszerden dobdlunk egy céltabldara” Végiil utols6é példankban az alaphalmaz legyen
a sik egységkorlapja: Q = {(z,y) € R?|2? + ¢y? < 1}, ¥ pedig © Lebesgue-mérhets
halmazainak o-algebrija, vagyis ¥ = {a N Q|a € L(R?)}. p legyen az egységkorre normalt
Lebesgue-mérték. Interpretaljuk ezt a mérhets teret ugy, mint egy egységsugaru céltablara
valdé dobdlas eseményterét. Az atomi események kozé olyan események tartoznak, mint
weltalalni a céltabla kozéppontjat”, az Osszetett események kozé pedig olyanok, mint ,az als6
félkdrbe dobni”. Mérje ezek utan a valosziniiségi valtozonk az origdtol valo tavolsagot: f :

2 1
Q= R; f((z,y)) = V/2* + y*> = r. Ekkor f varhato értéke: Exp(f) = % / / rrdrdg =
o Jo

2
3 szordsa pedig Var(f) = % — % = ,/%. A valoszintiségi mértéktér ismét csak félig

interpretalt: a p valoszintiségnek egyelére nincs jelentése. Igy aztan semmi sem jogosit

fel benniinket arra, hogy a Lebesgue-mértékbdl szarmaztatott mértéket ,a véletlenszeri
dobalas modelljének” tekintsiik.

C. Dutch book-tételek

Az alabbiakban harom Dutch book-tételt bizonyitunk, amelyek kdzponti szerepet jatszanak
a bayesianizmusban. A bizonyitasok egyszertisége végett mindharom esetben feltessziik,
hogy a halok atomisztikusak. Hangsulyozzuk azonban, hogy a tételek e nélkiil a megszoritas
nélkil is érvényesek.

Az els6 tétel a hagyoményos Ramsey—de Finetti-tétel.

5. Tétel. Egy q : ¥ — R kvociensfiiggvény akkor és csak akkor konzisztens, vagyis nem
adhato ellene Dutch book, ha valdszintiségi mérték.

Bizonyitas. El6szor megmutatjuk, hogy ha a kvociensfiiggvény sérti a valoszintiségi mér-
tékre el6irtakat, akkor nem konzisztens. Kezdjik a

q() =1

kikotessel. Tegyiik fel X kvociensfiiggvényérsl, hogy ¢(2) = ¢ # 1. Ekkor tétfiiggvénynek
az S(Q2) = sgn(qg—1), S(b # Q) = 0 hozzarendelést valasztva Y-nak barmely -t tartalmazo
F részhalmazéara minden interpretacioban az dssznyeremény G (F) = —|q| < 0 lesz, vagyis
Y minden alkalommal |g| 6sszeget nyer X-t6l.
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Most tegyiik fel, hogy a kvociensfiiggvény sérti a o-additivitast:
q(Via;) = Zq(ai), ha a; A aj = () mindeni # j-re.
i
Vagyis tegyiik fel, hogy r = ¢(V;a;) — >, q(a;) # 0 az események valamely diszjunkt, meg-
szamlalhato {a;} halmazara. Legyen F' = {V;a;,a1,a2...}. Haaz Y jatékos tétfliggvénynek
a

S(Via;) = sgn(r)

S(ai) = —sgn(r)

Si) = 0
hozzarendelést valasztja, ahol b valamely minden a;-t6l és V;a;-t6l1 is kiillonb6z6 eleme -
nak, akkor konnyen lathaté, hogy minden interpretacioban G!(F) = —|r| < 0; vagyis —

barmi torténik — Y nyer |r| dsszeget.

Forditott irdnyban azt kell megmutatnunk, hogy ha ¢ valészintiségi mérték, akkor Y bar-
hogyan vilaszt egy F' C ¥ halmazt, azon nem tud a q kvociensfiiggvény ellen Dutch bookot
adni.

El6szor is hasznaljuk ki, hogy haloink atomisztikusak. Atomos halokon az interpretéaciok
kolcsondsen egyértelmten megfeleltethetSk az atomoknak: minden interpretacié csak egy
atomon vesz fel 1-et, a tobbi atomhoz 0-t rendel. Jeldljiik az I interpretaciénak megfelel
atomot a’-vel. Ezek utan tekintsiik ¥ atomi particiojat, {a’}-t, ahol is a particié minden
eleme kolcsondsen megfelel egy interpretacionak. Nyilvanvaléan minden I-re g(a’) > 0,
valamint

> qa) = 1. (C.1)
Az is nyilvanvald, hogy
> ala)(I(a) —g(a)) = 0 (C.2)
I
minden a € F-re, mivel az olyan interpretaciok jaruléka, amelyekre I(a) = 1, egyen-
16 g(a)(1 — g(a))-val, az olyan interpretacioké pedig, amelyekre I(a) = 0, egyenls (1 —

q(a))(—q(a))-val; ezek pedig éppen kiejtik egymast.'* A g(a’)-k segitségével képezziik a
nyeremények konvex kombinacidjat:

Y ald)GI(F) = Y qlah) (Z(I(a)—Q(a))S(a)>

I I a€EF
= > (Z g(a’) (I(a) - q(a))) S(a)
acel I

"Itt hasznaljuk ki, hogy a halo atomisztikus.
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A konvex kombinécioé azonban (C.2) miatt 0, és igy léteznie kell egy olyan I interpretacionak,
amelyre G!(F) > 0, vagyis q ellen nem adhaté Dutch book F-en. Mivel F tetsz6leges lehet,
ezért g konzisztens. [J

A masodik Dutch book-tétel azt mutatja meg, hogy a feltételesen konzisztens kvociensfiigg-
vény miért lesz valészintiségi mérték.

6. Tétel. Egy p : ¥ — R valoszintiségi mérték és egy q(-|) : ¥ x ¥ — R feltételes
kvociensfiiggvény akkor és csak akkor feltételesen konzisztens, ha minden a,b € ¥ elemre
(p(b) # 0) fennall, hogy

alalb) = . (C.3)

Bizonyitas. Kezdjiik annak bizonyitasaval, hogy ha (C.3) nem teljesiil, akkor p és ¢(-|)
ellen adhato Dutch book. Tegyiik fel, hogy r = q(a|b) — & gl(ﬁ)b) # 0 valamely a,b € ¥ elemre,
ahol p(b) # 0. Valassza ekkor az Y jatéekos F-nek az Fy = {b*,a A b} és az Fy = {(a,b)}

halmaz unidjat, tétfiiggvénynek pedig az
S() = —sgn(r)q(alb)
S(anb) = —sgn(r)
S(alb) = sgn(r)

hozzérendelést. Konnyen lathato, hogy ezzel a valasztassal az X jatékos G (F) nyereménye
minden [ interpretacioban —|r|p(b) < 0, azaz p és q ellen adhato (feltételes) Dutch book.

Visszafelé, azt kell megmutatnunk, hogy ha ¢(-|-) olyan, hogy (C.3) teljesiil minden a,b € ¥
parra (p(b) # 0), akkor nem adhato ellene Dutch book. A bizonyitashoz ismét tekintsiik
az {a'} atomi particiot, és a p(a’)-k segitségével ismét képezziik a nyeremények konvex
kombinéciéjat:

Y op@)GN(F) = Y pla’) | D (I(a) —pla)) S(a)
I I

acFy

+> pla) [ DD (IB A+ I(eh) - 1)qble) Sble)
1

(b7c)€F2

= > (Zp(aﬁ (I(a) - p(a») S(a)
I

a€F

+ > (Zp(af)(f(b/\C)Jr(I(ci)—1)q(b\0))> S(ble)
1

(b,C)GFQ
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Kénnyen meggy6zédhetiink rola, hogy nemcsak (C.2) all fenn (g(a’) helyébe p(af)-t irva),
hanem a

Y opla)(Ibre)+ () = 1)q(ble))

1

osszeg is 0 minden (b, c) € F, parra, mivel azon tagok jaruléka, amelyekre I(c) = 0, egyenls
0-val; az I(c) = 1 interpretaciokon beliil pedig az I(b) = 1 és az I(b) = 0 interpretéaciokhoz
tartozo jarulékok (C.3) miatt éppen kiejtik egymast, az elsé p(b A ¢) (1 — q(b|c)), a masik
p(bt A ) (—q(blc)) lévén. Igy a konvex kombinécio is 0. Ezért léteznie kell egy olyan [
interpretacionak, amelyre GI(F) > 0, vagyis p és q(-|-) ellen nem adhato feltételes Dutch
book F-en. Mivel F tetsz6leges lehet, ezért p és q(-|-) feltételesen konzisztens, vagyis q(-|-)
feltételes valoszintség. O

Végiil a harmadik, diakron Dutch book-tétel a bayesidnus kondicionélas alapja.

8. Tétel. p és p’ valoszintiségi mértékek akkor és csak akkor diakron konzisztensek (a 6.3.
alfejezetben bevezetett diakron értelemben), ha minden a € 3 elemre fennéll, hogy

p'(a) = plalb). (C.4)

Bizonyitas. Kezdjiik ismét annak bizonyitasaval, hogy ha (C.4) nem teljesiil, akkor p és
p ellen adhato diakron Dutch book. Tegyiik fel, hogy r = p'(a) — p(a|b) # 0 valamely a € ¥
elemre. Valassza ekkor az Y jatékos H-nak az F' = {a A b,b,b*} és F' = {a} halmazok
uniojat. Legyen a tétfiiggvény tovabba

S(anb) = —sgn(r)
S(b) = sgn(r)r
S(bt) = —sgu(r)p(alb)
) )

hozzarendelést. Konnyen lathato, hogy ezzel a valasztassal az X jatékos G (H) nyereménye
minden [ interpretacioban —|r|p(b) < 0, azaz p és p’ ellen adhato diakron Dutch book.

Visszafelé, azt kell megmutatnunk, hogy ha p és p’ olyan, hogy (C.4) teljesiil minden a € 2
eseményre, akkor nem adhat6 ellene diakron Dutch book. A bizonyitashoz ismét tekintsiik
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Y atomi particiojat, és vegyiik a nyeremények konvex kombinaciojat a p(al)-k segitségével:

> p)GI(F) = Zp (Z )—p(a))S(a)>
1

acl
+ Zp ( Z (CL/) o p/(a/))S/(a/) [(b))
a’eF’
= 2 (Zp(af) (I(a) —p(a))) S(a)
acF I
> (Zp —7'(@)) I<b>) S'(a)
a'eF’

Mivel p valoszintiségi mérték, azért az S(a)-kat szorzo sszeg (C.2) miatt nulla. A
> p(a’) (I(a') = p'(a")) 1(b)
I

osszeg pedig p(a’ Ab) — p'(a’)p(b)-vel egyenls, ami szintén 0, ha (C.4) fennall. Igy a konvex
kombinacio ismét csak 0, vagyis léteznie kell egy olyan I interpretacionak, amelyre GI(H) >
0, azaz p és p’ ellen nem adhat6 diakron Dutch book H-en. Mivel H tetszGleges lehet, ezért
p és p’ diakron konzisztens. [J

D. Bayesianus tételek

A 2.3. fejezetben definidltuk a feltételes valoszintiség fogalmat. Az alabbiakban csokorba
szedjlik azokat a legfontosabb tételeket, amelyek e fogalomboél kovetkeznek. Ha a és b
események, akkor kozottiik fennallnak az alabbi osszefiiggések:

p(aVb) =pla)+pb) —plaNb)  Osszegszabaly
p(a Ab) = p(alb)p(b) = p(bla)p(a)  szorzatszabaly
p(b) = p(b A a) + p(b A )
p(b) = p(bla)p(a) + p(bla™)p(a™)
p(bla)p(a)
p(bla)p(a) + p(blat)p(at)

particidtétel

teljes valoszintiség tétele

p(alb) =

altalanos Bayes-tétel
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Altalanos esetben az Osszeg- és a szorzatszabaly a Boole-algebra {aj,as...a;} elemeire a
kovetkezd alakot olti:

l l

p(al\/ag"'\/al):Zp(ai)— Z pla; N a;)

i=1 1=i<y . "
! < Osszegszabaly

l
+ Z pla; Naj Nag)---Eplar ANag--- N a)
1=i<j<k

plar Nag -+ Aay) = plar)plaz]ar)p(aslar A az)

szorzatszabal
...pal|a1/\a2---/\al_1)} Y

A masik harom 0Osszefiiggés pedig a Boole-algebra egy b eleme és egy {a;}!", particioja
kozott a kovetkezdképpen fest:

n
p(b) = Zp(b Aa;)  particiotétel
i=1

n
p(b) = Zp(b|ai)p(ai) teljes valosziniiség tétele
i=1

by — )

n

> p(blai)p(a;)
i=1

altalanos Bayes-tétel

A tételek bizonyitasa elemi. A teljes valoszintiség tétele a particiotélelnek és a szorzatsza-
balynak kozvetlen kovetkezménye; az altaldnos Bayes-tétel pedig a Bayes-tételnek és a teljes
valoszintiség tételének.

A 2.3. illetve a 3.5. alfejezet gondolatmenetét folytatva a fiiggetlenség illetve a feltételes
fiiggetlenség fogalmat valoszintdségi valtozokra is kiterjeszthetjiik. Egy f: Q — R és egy
g : Q — R valoszintiségi valtozot fiiggetlennek neveziink, ha az f~1(B') és g~ (B') hal-
mazok fliggetlenek minden B’ C B(R)-re. Kett6rsl tobb valoszintségi valtozora attérve,
ag1,g2- - 2 — R valoszintiségi valtozokat pdronként fiiggetlennek mondjuk, ha barmely
kettol kivalasztva, azok fiiggetlenek, és teljesen fiiggetlennek, ha a g7 *(B'), g5 *(B') ... hal-
mazok minden B’ C B(R)-re fiiggetlenek.

Egyiittes strtségfiiggvénnyel rendelkezd valészintiségi valtozok esetében a fiiggetlensé-
get egyszertien tudjuk kifejezni. Ehhez azonban be kell vezetniink az egyiittes eloszlas, az
egylittes eloszlasfiiggvény és az egyiittes strtsegfiiggvény fogalmat. Az (2, X, p) valoszi-
niiségi mertéktéren egy g = (91,92, -.-9n) : & — R™ leképezést valdszinidségi vektorvdlto-
zonak neveziink, ha minden a € B(R") elemre g~ '(a) € ¥. A vektorvaltozo eloszlasa a
pog~t:B(R") — [0,1] leképezés, amelyet méasképpen a g1, ga, - . . g, valoszintiségi valtozok
egyiittes eloszldsanak is neveziink. A g vektorvaltozo eloszldsfiigguényének, vagy masrészt a
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g1, 92, - - - gn, valoszintségi valtozok egyiities eloszldsfiggvényének az
F,:R" = R; Fy(x1,72...2,) = pog ' ((—o0,21) X (—00, @) X -+ X (—00,2p))

fiiggvényt nevezziik. Ha az F|, eloszlasfiiggvény el6all az

1 T2 Tn
Fy(xi,29...2p) = / / / fo(zh,ah ... al) dzy daby . . . dx),
—00 J—00 —00

integralként, ahol f, : R™ — R egy nem negativ Lebesgue-integrélhatoé fiiggvény, akkor f,-t
a g vektorvaltozo siridségfiggvényének vagy a g1, g2, ... gn valdszintiségi valtozok egyiittes
striségfiigguényének nevezziik.

Ezek utan egy f, egyiittes strtségfiiggvénnyel rendelkezé g1, go, . . . g, valoszintiségi val-
tozok esetében a teljes fliggetlenség egyszertien annyit jelent, hogy az egyiittes strtiségfiigg-
vény szorzat alakban &ll el6, azaz

fowr, ez can) = fo (1) foa(w2) - fg, (2n)

minden (z1,23...2,) € R"re.

Most térjiink at a feltételes fiiggetlenség fogalmara. A gi,g2,...9, @ @ — R valoszi-
niségi valtozokat egy h : 0 — R valészintiségi valtozora nézve feltételesen fiiggetlennek
nevezziik, ha barmely b € B(R) elemre és B C B(R) halmazra a g, (B), g5 *(B) ... g, (B)
halmazok fiiggetlenek a pj,-1(;) = p(- |h=1(b)) feltételes valoszintiségi mértékre nézve. Ha
g1, 92, - - - gn valamint h egy egyiittes f,  striségfiiggvénnyel rendelkeznek, akkor a feltéte-
les fliggetlenség szintén egyszertibb format 6lt. Vezessiik be a g; valészintségi valtozonak a

N

h valoszintiségi valtozora vett fg,p, : R? — R feltételes striségfiigguényét az alabbi modon:

folelaty = Jolill)

ain(z]2) In(x

ahol fg. n az g; és a h valosziniségi valtozok egyiittes stirtségfiiggvénye. A feltételes sii-
riségfiiggvény minden olyan 2’ € R helyen értelmezve van, ahol f(z') # 0. Hasonlo-
an bevezethetjiikk a g1, g2, ... gn valoszintiségi valtozoknak a h valdszintségi valtozora vett
Ton : R R egyiittes feltételes striségfigguényét is:

fgi,h($7 ‘/El)
’)

for(@i,22. .. Tp, Tpyr)
Jn(Tng1)

fg|h(x17x2 - T ’ xn—l—l) =

)

ahol fyn a g1,92,...9n és h valosziniiségi valtozok egyiittes stirségfiiggvénye. Ezek utan
a g1, 92, .. . gn valoszinlségi valtozok a h valosziniiségi valtozora feltételesen fiiggetlenek, ha
minden olyan R™*1-beli helyen, ahol f},(x,41) # 0

fon(@i,z2. . zn|Tnr1) = fon(@1Tns1) fgun (T2 [Tng1) - foun(Tn [Tnt1),
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vagyis ha az egyiittes feltételes strtiségfiiggvény elGall mint a feltételes strtiségfiiggvények
szorzata.

Fiiggetlen és azonos eloszlasu valoszintiségi valtozokra fontos példa a szorzat valdszintségi
meértéktereken értelmezett karakterisstikus fliggvények. Legyen (2, X, p) valoszintségi mér-
téktér, és képezziik X elemeibdl a mérhetd téglikat, azaz olyan végtelen x;en a; szorzatokat
(a; € ¥ minden i-re), ahol a szorzatban csak véges szamszor fordul elg Q-tol kilonb6zd
elem. Jeloljiik XN-nel a mérhet6 téglak altal generalt o-algebrat. Ekkor a (QN, XN) mérhe-
t6 teret (£2,X) végtelenszeres szorzatterének nevezziik. Ezen a mérhetd téren egyértelmiien
létezik egy olyan p" valoszintségi mérték, hogy

p(Xiena;) = Hp(ai),

azaz a téglak mértéke megegyezik oldalaik mértékének szorzataval. Az ezzel a val6szintségi
mértékkel ellatott (QN, XN, pN) valoszintiségi mértékteret (2, 3, p) (végtelenszeres) szorzat-
mértékterének nevezzik.

YN végtelen sok teljesen fiiggetlen elemmel rendelkezik. Ilyenek példaul azok az aj;
szorzatelemek, amelyekre

a, hai=j

aj:xieri, ahol bZ:{ 0 haz’;éj

Most értelmezziikk minden a € X eseményre az aldbbi xj : ON — {0,1} valoszintiségi
valtozokat:

1, haz;€a
x4z, 29 . .. :{ ’ J
i ) 0, haz; ¢ a.

A Xj valoszintiségi valtozot az a; esemeény karakterisztikus fuggvényének nevezziik. A karak-
terisztikus fiiggvények (teljesen) fiiggetlenek, mivel a;-k fiiggetlenek, és azonos (Bernoulli-)
eloszlastak, mivel minden j-re

PV exsTH{1}) = pla)
(P oxiTHH0}) = plah).

Mivel fiiggetlenek és azonos eloszléstak, tovabba mindegyik karakterisztikus fiiggvény Ea:p(x?)

varhato értéke p(a), Var(x§) szorasa pedig /p(a)(1 — p(a)), ezért alkalmazhato ra a Bernoulli-
tétel (1. tétel a 32. oldalon), vagyis igaz lesz, hogy a

. 1 §n : a
i=1
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atlag valoszintiségi valtozo valdszintiségi értelemben tartani fog a kozos varhato értékhez,
vagyis

Tim p(X — pla)] <) = 1. (D.5)

A fiiggetlenségnél gyengébb, de nagyon fontos fogalom a felcserélhetdség fogalma. Az
(Q,%, p) valosziniiségi mértéktéren a g1, g, - .. gn valoszintségi valtozokat felcserélhetének
mondjuk, ha az S(n) permutaciécsoport minden 7 elemére a g = (g1,92,-..9n) €S a
Gr = (Grys Grgs - - - G, ) Vektorvéltozok eloszlasfiiggvénye megegyezik, azaz po g-! = pog™!.
A definici6 valoszintiségi valtozok végtelen sorozatéara is kiterjeszthets, ha megkoveteljiik,
hogy a permutacidinvariancia a sorozat minden kezd@szeletére teljesiiljon.

Ha a valoszintségi valtozok fiiggetlenek és azonos eloszlastak (iid = independent and
identically distributed), akkor nyilvan felcserélhetSk is. Erre jo példa fenti karakterisztikus
tiiggvények x{,x5,... végtelen sorozata. Visszafelé azonban a felcserélhetGségbdl csak az
azonos eloszlas kovetkezik, a fliggetlenség nem. Ezt illusztrélja Polya hires urnamodellje.

Polya-urna. Egy urnaban p piros és k kék golyd van. Az urnébol véletlenszertien hizunk
egy golyot, feljegyezziik a szinét, majd a kihtzott golydt egy vele megegyezd szind golyodval
egylitt visszahelyezziik az urndba. A hazéasokat ad infinitum folytatjuk. Legyen g; az 1.
huzast modellez6 valoszintiségi valtozo, amelynek értéke legyen 1, amennyiben piros goly6t
huzunk, és legyen 0, amennyiben kéket. Konnyd megmutatni, hogy annak valészintisége,
hogy n hizasbol m pirosat kapunk, nem fiigg a piros golydk elhelyezkedésétsl a sorozatban,
csak az m szamtol; mas szoval a valoszintdségi valtozok minden ¢p, gs, . .. g, véges sorozata
felcserélhets. Annak valdszintisége példaul, hogy az urnaboél harom hiuzasbol két pirosat

kapunk a piros golyok sorrendjétsl fiiggetleniil o +k)(:fk(ﬁr)1()p TR mivel
D p+1 k
=1, =1,g3=0) = :
plor=1,92=1.93 =0) prkp+k+1lpthk+2
D k p+1
= 1’ = 0, =1 = )
Plr=le=00m=1) = o I r 2
k D p+1

:0’ :1’ =1 = .
Plgr =092 =195 =1) Ptk pthtlptht2

[gaz tovabba az is, hogy az g; valdsziniliségi valtozok minden i-re azonos eloszlastak, vagyis

L haz=1

—1 +k ’
pog; ({z}) = P

v iR ha x = 0.
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Az els6 két hazés esetében ez konnyen lathato:

ple2=1) = plgi=1,0=1)+plg=0,90=1)=
p p+l k p  plp+1)+kp
ptkp+k+1 ptkpt+tk+1 (p+Ek)(p+k+1)

p

Zmzp(glzl)

plg2=0) = plg1=1,02=0)+p(g1 =0,92 =0) =
D k k kE+1  pk+k(k+1)
p+kp+k+1+p+k‘p+k‘+1_(p+k‘)(p+k‘+1)
IS

Ugyanakkor a valoszintiségi valtozok nem fliggetlenek, hiszen példaul

p p+1
p+kp+k+1

p P
p(g1 g=1) # pla=1)plg2=1) Py

Vagyis a felcserélhet&ség erdsebb tulajdonsag, mint az azonos eloszlas, de gyengébb, mint
a fiiggetlenség és az azonos eloszlas egyiitt.

A felcserélhetGség azonban szoros kapcsolatban all a feltételes fiiggetlenség fogalméval: fel-
tételesen fiiggetlen valoszintiségi valtozok keveréke felcserélhets valoszintiségi valtozokat
eredményez. Ahhoz, hogy a keverék fogalmét értelmezni tudjuk, sziikségiink lesz a tel-
jes valosziniiség tételének valoszintségi valtozokra alkalmazott folytonos alakjara. Amint
azt az imént lattuk, a teljes valoszintség tétele egy {a; };”:1 particiora és egy b algebraelemre
vonatkozoan az aldbbi osszefiiggés:

m

p(b) = > p(blaj)p(ay).
j=1
Legyen most b = A[L;¢;, és tegyiik fel, hogy a ¢; események az {a;}7"; partici6 minden
elemére nézve feltételesen teljesen fiiggetlenek. Igy minden j = 1...m-re teljesiil, hogy

n

p(Aicilag) = []pleilay),

i=1
és ezért a teljes valdszintlség tétele a kovetkezs alakot 6lti:

p(Ner) = Z(
7j=1 \¢

n

P(Cz’%‘)) p(aj).
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Most tegyiik fel, hogy a ¢; események illetve az {a;}7"; partici6 valamely g; illetve h
valoszintiségi valtozo inverzképei, azaz léteznek {x;}; és {2}}]L; valés szamok, hogy
g ({z}) = ¢ és h_l({a:;}) = a;. Ekkor a fenti egyenletet az alabbi alakba irhatjuk:

n

plogr =21,92 =x2...gn = Tn) = Z( p(gi:wi\hzw})>p(h:x;)-
j=1 \i=1

Végiil pedig ha feltessziik, hogy h folytonos valdszintiségi valtozd, valamint g1, 9o ... g, €s
h egyiittes stiriségfiiggvénnyel rendelkezik, akkor a jobb oldali 6sszeg helyett integrilt irva
megkapjuk a teljes valoszinlség tételének valoszintiségi valtozdkra alkalmazott folytonos
alakjat.

Pl =21,92 =T2...9n =) = /RHfgim(xi | 2") fr(a') da, (D.6)
=1

ahol fp, a h valoszintségi valtozo stirtségfiiggvenye, fg., pedig a g; valoszintségi véltozonak
a h valoszintségi valtozora vett feltételes striségfiiggvénye.

Most térjiink vissza tjra a felcserélhetGség és a feltételes fiiggetlenség kapcsolatahoz. Legyen
(2, %, p) valoszintiségi mértékter, és legyen h :  — [0, 1] egyenletes eloszlasu valoszintségi
valtozo, azaz legyen h striségfiiggvénye a kovetkezs:

- 1, hax €]0,1],
fu(z) = {0, ha z ¢ [0,1].

Legyenek tovabba g1,92,...9, : Q@ — {0,1} feltételesen fiiggetlen Bernoulli-valtozok a h
valoszintiségi véaltozora nézve. Ha g1, ¢g9,. .. gn-nek valamint h-nak van egyiittes stirtiség-
figgvénye, akkor ez azt jelenti, hogy az fg;, egyiittes feltételes siriségfiiggvény szorzat
alakot 0lt, azaz

fon(ersea. . enlzn1) = fon(er [Tnt) fgonle2 [Tnta) - foun(en [Tnt1) (D7)

minden ¢; € {0,1} és x,411 € [0,1]-re. Végiil definialjuk a feltételes striségfiiggvényeket
minden ¢-re az aldbbi médon:

(D.8)

x hag; =1
R G e

1—2p41, hag =0.

A teljes valosziniiség tételének (D.6) alakjat hasznalva a g1, o, . .. g, valoszintségi valtozok
eloszlasa ekkor a kovetkezs lesz:

1
_ El(n — k)!

k n—k
= 1,02 = 2,00 Gn = En) = 1- dr = ————-,
(g1 = €1,92 = €2 g €n) /033( ) & (n+1)!
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ahol k = " | &;. Mivel az eloszlas (n-nen kiviil) csak k-t0l, azaz az e;-k Osszegétdl fiigg,
sorrendjiikt6l azonban nem, ezért a g1, go, . . . g, valdszintiségi valtozok felcserélhetSk. Felté-
telesen fiiggetlen Bernoulli-eloszlastu valoszintdségi valtozoknak keveréke tehat felcserélhets
Bernoulli-valdszintiségi valtozokat eredményez.

A (D.9) osszefiiggés fontos alkalmazasa Laplace rakovetkezési szabélya.

3. Tétel. (Laplace rdkovetkezési szabalya.) Legyen (£2,%,p) valoszintiségi meértéktér, és

legyenek gi1,92,...gn+1 feltételesen fiiggetlen Bernoulli-valtozok a h egyenletes eloszlasu

valdszintiségi valtozora nézve, ahol a g1, g2, ... gnr1 €és h valdszintségi valtozora vonatkozod

feltételes strtségfiiggvények a (D.7)-(D.8) egyenletek szerint vannak definidlva. Ekkor
s+1

p(9n+1=1|91+--'+gn:s):n+2. (D.9)

Bizonyitas. A (D.9) osszefiiggés alapjan a

pPlgnr1=1, 01+ +gn=5)
plgr+ -+ gn =)

Pgnyr1=1|g1+ - +gn=5)=

feltételes valoszintiség szamlaloja illetve nevezGje:

1
n _ n\ (s + 1)l(n — s)!
i1 =1 gy = = st )5 dy =

o =Lt tgn =) = (1) [lar o ae (1) ECRERE

n ! n\ sl(n —s)!

e n = = s 1 - 'I’L—Sd - )

Plg+ o+ g0 =2) <3>/0 # —a) <8> (n+1)!

b Lifaianac hA 541
amely két kifejezés hanyadosa nj:2. O

A felcserélhetd és feltételesen fiiggetlen eloszlasok kozotti fenti Gsszefiiggésnek azonban az
ellenkezGje is igaz, amint azt az alabbi de Finettitsl (1937) szarmazo tétel allitja:

10. Tétel. (De Finetti reprezentacios tétele.) Legyen (02, %,p) valoszintiségi meértéktér,
és legyen g1,g9, - : Q@ — {0,1} felcserélhetd Bernoulli-valtozok egy végtelen sorozata.
Ekkor a valdszintiségi valtozok minden véges n elemid halmazanak eloszlasa elGall mint
valamilyen h : Q — [0, 1] valoszintségi valtozora nézve feltételesen fiiggetlen, a (D.7)-(D.8)
egyenleteknek megfelel§ Bernoulli-valtozok keveréke, vagyis

plgr =¢1,92 =¢€2,...9n =€) = /RHngh(&‘ |z) dFy(z)
i=1

= /1 2*(1 — )"k dE, (2),
0

ahol az Fj, eloszlasfiiggvény a ,relativ gyakorisagok” hatarértéke:

1 n
Fy(2) nh_r)rolop (n Elsz < x) .
1=



A reprezentacios tétel csak felcserélhets valoszintségi valtozok végtelen sorozatara igaz.
Arra, hogy véges esetben nem igaz, alljon itt a kovetkezs egyszeri ellenpélda (Diaconis
1977), amely a nem visszatevéses huzast modellezi egy olyan urnabol, amely egy fekete és
fehér golyot tartalmaz. Legyen g1 és go felcserélhetd Bernoulli-valtozok az alabbi egyiittes
eloszlassal:

(e

P(g1=0,90=0)=p(g1 =1,020=1) =

)

p(g1=0,90=1)=p(g1 =1,00=0) =

)

N |

Ha most létezne olyan p(z) mérték, amelyre a
1
0=plgr=1g=1)= / ? dp(),
0
egyenlet fennéllna, akkor u teljes mértékben a 0O-ra lenne koncentralva, vagyis
1
0=plr =0.02=0) = [ (1= du(o)
0

nem teljesiilhetne.

De Finetti tétele nemcsak Bernoulli-valtozokra igaz. A tétel dltalanosabb megfogalmazdasa-
ihoz lasd példaul (Chow-Teicher, 1988, 226-228. o.).
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