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A természetben fennalld Osszefiiggések, torvények tobbségiikben nemlineéris
egyenletekre vezetnek, amelyeket altaldban linearizalva, iteracioval szokas megoldani. A
linearizalés eleve elhanyagolast, kozelitést eredményez. Bizonyos esetekben lehetdség nyilik
arra, hogy a nemlinearis problémakra egzakt, korrekt megoldast kapjunk. Az eléadasban
megadtunk egy levezetést a 3D hasonlosagi transzformacié nemlineédris feladatanak
megoldéasara. A mddszer sem nem iterativ, sem nem koveteli meg a megfigyelési egyenletek
linearizalasat. A méretarany paraméterének meghatarozasara masodfok polinom-egyenletet
adodik, a forgatdsi matrix paraméterei a legkisebb négyzetek modszerének ez elvébdl is
levezethetok. Maga a végeredmény ismert a szakirodalomban, ez a megoldas az
egyszeriiségével mégis figyelmet érdemel.

1. Bevezetés

A datum transzformacidok szdmitogépes algebrai rendszerekkel torténd targyaldsaban
Awange és Grafarend (2002, 2003a, 2003b) években megjelent tanulmanyai tekintheték
kiindulasi alapnak. Magyar nyelven Zavoti (2005) tanulmanya modositasokat javasolt a
matematikai modellhez. A Zavoti, Jancso (2006) tanulmény a modositasokat pontositotta. Az
abszolut t4jékozasi probléma kvaternidkkal torténd megoldasat Horn (1987) tanulmanya
tartalmazta az els6k kozott.

A szakirodalomban eddig publikalt eredmények azonban nem tekintheték végleges
megoldasnak, mert az alkalmazasuk nehézkes, a gyakorlati felhasznalas soran fellép az u.n.
kombinatorikus robbanas problémaja.

Ezen tanulmanyban olyan matematikai megoldast adunk, amely kikiiszoboli a
kombinatorikus robbanas problémajat, és az egyéb numerikus nehézségek is elmaradnak.

2. A 3D, 7 paraméteres transzformacié megoldasa

A 3-dimenzids, 7-paraméteres transzformacié gyakran hasznalt eljaras a miszaki
tudomanyokban, tigymint a geodéziaban, a navigacios rendszerekben, a kartografidban, az
Urkutatdsban és a szamitogépes grafikdban. Az egyik datumban megadott pontokat
torziomentesen a masik datumba 4atvive transzformacié matematikai Osszefliggése az aldbbi
Osszefiiggéssel adhaté meg:
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Y. [=] Yo [+AR]Y; i=1,2..n 1)
Z Z, z;

ahol:
[X,.Y,,z,] célpontok koordinata értékei,
[X,.Y,,Z, | az ismeretlen eltolasi értékek,
A az ismeretlen méretarany-tényezo,
R(w, ¢, k) a forgasi matrix,
[x,.y;,z [ targypontok koordinata értékei.



Az R forgdsi matrix a harom tengely koriili elforgatassal, harom fliggetlen,
meghatdrozandd o, ¢ és x paraméterrel irhato le:

R=R(@)R;(¢)Rs(x) - 2

Feladat. A 7 ismeretlen paraméter becslése a két rendszerben ismert k6zos pontok (n>3)
alapjan.
Az R forgatasi matrixot az S ferdén szimmetrikus matrix bevezetésével a kovetkezd
modon irhatjuk fel:

R=(1,-8)"(1;+$) )

- ahol 1, a harom dimenzids egységmatrix, és S matrixot az a, b és ¢ paraméterekkel az

alabbi mdédon adjuk meg:

0 -c b
S=|{c 0 -a 4)
-b a O

Az adott k6z6s pontok alapjan meghatarozhatok a két rendszer stlypontjainak koordinatai:
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A sulypontok kielégitik az alabbi egyenleteket:
s, = +X, +CY, -bZ, +Ax, Aoy, +Abz, X, Y, +bZ, =0
S,= —CX, +Y, +aZ, +AX, +4dy, —Jaz, +cX, -Y, -azZ, =0 (6)
s, = bX, -—-aY, +Z, -—-A4bx, +Aay, +4z, -bX, +aY, -Z, =0
Az (1) egyenleteket n pontra felirva, az alabbi egyenletek adédnak:
f,=  +X, +c¢Y, -bzZ, +Ax, —-Acy, +4bz;, -X, -cY, +bZ, =
f,= -cX, +Y, +aZ, +Acx, +Ay, —Aaz, +cX;, -Y, -aZ, =
f,= +bX, -aY, +Z, -—-4bx, +Aay, +Az; -bX, +aY, -Z, =
f,= +X, +¢Y, -bZ, +Ax, -—-Acy, +4bz, -X, -cY, +bZ, =0
f;= —-cX, +Y, +aZ, +Acx, +4y, -—Jaz, +cX, -Y, -aZ, =0 @)
fe= +bX, -aY, +2, -Abx, +Jday, +1Az, -bX, +aY¥, -Z, =
fo,= +X, +cY, bz, +Ax, -Acy, +4bz, -X, -—cY, +bZ, =0
ma = —CX, +Y, +aZ, +Acx, +4y, -—Aaz, +cX, -Y, -aZ, =0
f,, = +bX, -aY, +Z, -Abx, +Aay, +4z, -bX, +aY, -Z, =0

A fenti egyenletekbdl az s, s, és s,sulyponti egyenleteket rendre kivonva, eltavolithatjuk

az eltolasi paramétereket ¢s az egyenletekben egyuttal attériink a stlyponti koordinatakra:



fis = fi—s = Xy —Acy,, +Abz, - X, -¢Y, +bZ, =0

f,e = f,—s,= ACXy + Ay, —Aaz, +cXy, Y, -—aZ, =

fo = f,—s;,= —Abx, +Aay, +4z, -bX, +aY, -Z, =0

fu = f,—s = My —AY,, +Abz,, —X,, —cY,, +bZ,, =

fo, = fo—s, = A,y +AY,, —Aaz,, +CX,, —Y, —aZ,, = (8)
foo = fo—S;= —Abx,, +Aay,, +A4z,, —-bX,, +aY, -Z,, =

f3n—25 = f3n—2 -5 = ﬂ‘xns - ﬂ'cyns + ﬂ'bzns -X —-cY

fapas = fau—S, = A,  +Ay,, —A4az, +an:s —Y: -az, =0
fos = foy—S3= —-Abx, +Aay,, +4Az,, -bX, +aY, -Z, =0
ahol
Xis =X =Xs, Yp=Y,=Y,, Z,=2,-Z, i=123..n
Xis =X; =Xgy Yie=VYi = Ysr Zis =2, — 1 i=123..n.

Az f,,, f,,.(1=123..n) egyenletekb6l a b paramétert, illetve az a paramétert

kifejezve, kapjuk az alabbi formulékat:

b= (_)(“Xis+ﬂ'cyis + Xis + CYis) /(Zis + ﬂ‘zis) .
(i=123,...,n) 9)
a= (ﬂ'cxis + ﬂ'yis +cX is _Yis) /(Zis + ﬂ’zis)

A 1, (1=123,...,n) egyenletek a kovetkez6 modon is felirhatok:
(Ayis +Yi)a— (A + Xi b =Z; — Az, (1=1,2,3,...0). (10)

A (9) Osszefliggéssel adott a és b paramétercket a (10) képletbe helyettesitve adodik az
alabbi egyenlet:

(AYss +Yis)[ﬂ“yis =Y + (A% + xis)]+ (Axs + Xis)[ﬂ“xis = Xis — (Y +Yis)]: z:-Az;

i=123..,n).
Néhany egyszerlisités és Osszevonas utan azt tapasztaljuk, hogy a € ismeretlen paraméter

kiesik, és a 1 paraméterre egy ismeretlenes, masodfoku, tilhatarozott egyenletrendszer all elé
egy:

(11)

¢ +y2+22)= X2+ Y2+ 22 (i=123..n). (12)

Az egyenletrendszer a kovetkezd alakban is felirhato:

(l\/xizs +y2+2z2 —\/XizS +Y,2 +Zizsj(/1\/xi25 +y2+2z2 +\/Xi2S +V2 +Zi25)=0 (i=123,...n) (13)

Ezen talhatdrozott egyenletrendszer megoldasa soran a Améretarany-tényezére - a
szamunkra fizikai jelentéssel bird pozitiv gyok alapjan - az alabbi, az Albertz-Kreiling (1975)
kézikonyvben megadott, a tapasztalatbol is ismert Osszefiiggés, vagy a Horn (1987)
tanulmanyaban a kvaterniokkal levezetett 0sszefiiggés adodik:

2 2 2
VXis +Yis + Zis
[y2 2 2
Xis +yis + Zis
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(14)



Tehat esetiinkben a méretarany-tényez6 a masodfoku egyenletekbdl egyértelmiien
meghatarozhato — a szakirodalombdl ismert (Awange és Grafarend (2002)) negyedfoki
polinom gyokeinek kényszerli szétvalasztasi eljarasaval ellentétben.

3. Alinearis paraméterek meghatarozasa

A Jméretarany-tényezd ismeretében valamennyi pontra a (8) Osszefliggés
felhasznalasaval az alabbi forméban irhatjuk fel a kozvetitd egyenleteket:

0 ﬂle + le - (ﬂ’yls + Yls )_
[ Xls - ﬂ’xls 1 _Vxl | - (ﬂzls + le) 0 ﬂ’xls + Xls
Yis = M Y ﬁ’yls + Yls - (ﬂ'xls + Xls ) 0
Z,.—A
= || Va 0 22, +Z,  — (A5 +Y,s)
X 2s ﬂ’XZs Vyo
Y, — Ay, Vyo - (1225 + ZZs) 0 ﬂ“XZs + XZS
2, — ALy, N Va | — /Wzg +st - (ﬂxzs + Xzs) 0 b (15)
. . . . C
an - ﬂ,an Vin l ' l
Yoo — AV " 0 ﬂ“zns + Zns - (ﬂ’yns +Yns)
| Z 72, | V| |~ (AZ0s+Zy) 0 Ao+ X o
ﬂyns +Yns _(ﬂ’xns + xns) 0 i

A Gauss-Helmert modell alapjan keressiik az alabbi szélséérték feladat megoldésat:
ivfi +VZ VR —T (16)
i=1

Néhany matrix-aritmetikai azonossdg alkalmazasaval a kovetkezd normal matrix
vezethetd le:

> [(kyis + Yis)2 + ()\‘Zis + Zis)z] - i()"xis + XisXXyis + Y.s) - i@»xis + Xisxxzis + Zis)
i LA =i (17)
2 [(kxis + X f + Az + zis)z] =X (i + Y Moz + Z,)
i[(kxis + Xis)2 + (Xyis + Yis)z]
Hasonlo mdédon adodik a normal vektor:
> (yiszis - ZisYis)
i=1
2h Zn:(zisxis —XisZis) (18)

i=1

i(xisYis - yiins)

i=1

A 3x3 méretli normal-egyenletrendszerb6l az a, b és ¢ paraméterek szamos eljarassal
meghatarozhatok, mi a singular value decomposition médszert javasoljuk. A még ismeretlen
Xy, Yo €ésZ, eltolasi paramétereket az (1) Osszefliggés alapjan az alabbi egyenletbdl lehet

meghatarozni:



Xol [ X, 1+a’-b’-c*>  2@b-c) 2(ac+b) X
Yo [=]Ys —$ 2ab+c) 1-a*+b*-c*  2(bc-a) y. |’ (19)
Z, Z, ratbe 2(ac—b) 2(bc+a) 1-a?-b*+c’| |z,

ahol a sulypontok a két koordinata-rendszerben adott k6z6s pontok koordinataibol szamoltak.

4, Osszefoglalas

A tudoményos kutatasokat segitd technikai eszk6zok, eljardsok fejlédésével a miiszaki
tudomanyok elmélete is fejlodik: Gj elméletek alakulnak ki, Gj modellek keletkeznek, 1j
kiértékelési modszereket dolgoznak ki, amelyek pontosabbak, vagy egyszeriibbek, mint a
korabbi eljarasok. A miszaki tudomanyok egyik fontos feladatara, a 3D, 7 paraméteres
nemlinedris hasonldsagi transzformacié megolddsara egy olyan 0j levezetést mutattunk be,
amely oOsszhangban van az eddigi eredményekkel, de az ismert elméleteknél sokkal
egyszeriibb és vilagosabb matematikai eszk6zoket hasznal fel.

A 3D, 7 paraméteres nemlinedris hasonlosagi transzformacié megoldasahoz az altalunk
megadott j matematikai levezetés a forgasi matrix alkalmas paraméterezésén alapul. Ez a
modszer nem igényel iteraciot és nem sziikséges a megfigyelési egyenletek sorba fejtése,
linearizéldsa sem. Nincs megkdtés a tengelykoriili forgatdsok nagysagrendjére vonatkozdan
sem. A modell levezetése soran a 3D, 7 paraméteres datum transzformacidé problémajat mi
egy masodfoka polinom egyenlet megoldasara vezettilk vissza, a szakirodalomban ismert
negyedfokt egyenlettel szemben. A kidolgozott matematikai modell nem a szakirodalombol
ismert kvaterniokat, nem a Grobner-bazist, nem a Dixon- vagy Sylvester rezultanst
alkalmazza, hanem elemi matematikai eszk0zoket hasznal fel.

Hivatkozasok

Albertz, Kreiling (1975): Photogrammetric Guide, Herbert Wichmann Verl., Karlsruhe, 58-60.
Awange JL, Grafarend EW (2002): Linearized Least Squares and nonlinear Gauss-Jacobbi combinatorical

algorithm applied to the 7 parameter datum transformation C,(3) problem. Zeitschrift fiir

Vermessungswesen,127, 109-116.

Awange JL, Grafarend EW (2003a): Closed form solution of the overdetermined nonlinear 7 parameter datum
transformatiotn. Allgemeine Vermessungsnachrichten, 4, 130-149.

Awange JL, Grafarend EW (2003b): Journal of Geodesy, 77, 66-76.

Horn BKP (1987): Closed form solution of absolute orientation using unit quaternions. J. of the Optical Society
of America, 4, 629-642.

Zavoti J (2005): A 7 paraméteres 3D transzformacio egzakt megoldasa. Geomatikai Kézlemények, VIII, 53-60.

Zavoti J, Jancso T (2006): The solution of the 7-parameter datum transformation problem with- and without the
Grobner basis. Acta Geod. Geoph. Hung., 41(1), 87-100.



