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A 2D és 3D NEMLINEARIS HASONLOSAGI (HELMERT)

TRANSZFORMACIOK MEGOLDASANAK UJ LEVEZETESE
Zévoti Jozsef

= 2=

=n~ New treatment of the solution of 2D and 3D non-linear similarity (Helmert) transfor-
mations - The laws of nature in general, and the relationd &éaws in geodesy in particular can be
expressed in most cases by non-linear equationshwdrie generally solved by transforming them
to linear form and applying iteration. The procedsbringing the equations to linear form implies
neglections and approximation. In certain cases possible to obtain exact, correct solutions for
non-linear problems. In the present work we introgliparameters into the rotation matrix, and
using this we derive solutions for the 2D and 3Dikirity transformations. This method involves
no iteration, and it does not require the transfatimn of the equations to linear form. The scale

parameter is determined by solving a polynomialagigun of second degree. This solution is al-
ready known, but our derivation is worth consideatbecause of its simple nature

Keywords: 3D, 7-parameter datum transformation, absolutentation

A természetben, igy a geodéziaban is fennall6 fisgpesek, torvények tobbségiikben nemlinearis
egyenletekre vezetnek, amelyeket &ltaldban lindlaez iteraciéval szokas megoldani. A
linearizalas eleve elhanyagolast, kozelitést eragmeé Bizonyos esetekben lékég nyilik arra,
hogy a nemlinearis problémakra egzakt, korrekt ndfgi kapjunk. A tanulmanyban a forgatasi
matrix parametrizalasaval megadunk egy levezet& &s 3D hasonldsagi transzformaciok nem-
linearis feladatanak megoldasara. A modszer semiterativ, sem nem koveteli meg a megfigyelé-
si egyenletek linearizalasat. A méretarany paraméétek meghatarozasara masodfokd polinom-
egyenletet adédik. Maga a megoldas ismert a sza&iommban, ez a levezetés az egysdarével
mégis figyelmet érdemel.

Kulcsszavak: 3D, 7 paraméteres datum transzformacid, abszigkkdzas

1 Bevezetés

A koordinata-rendszerek kdzotti attérés soran kikeds jelentisédi a 3D, 7 paraméteres Helmert-
féle transzformacio alkalmazéasa, ez a legelterdrdtaddszer a GPS rendszerek kozoétti atszamita-
sok elvégzésében is. A gyakorlatban ko#elteracios megoldasokat hasznalnak. A szamitodéppe
tamogatott algebrai rendszerek elterjedésével resggk egzakt, analitikus megoldast adé model-
lek. Ezeknek a modelleknek gyakorlati hasznalat&ladalyozza, hogy az atszamitdshoz hasznalt
k6zbs pontok szamanak névekedésével kombinatoriddusanas Iép fel, azaz a feladat a szamitas-
technika mai allasa mellett sem oldhat6 meg valdlsan.

A probléma sokoldalu targyaldsa a Grafarend és Kru(h995), a Grafarend és Kampman
(1996) és a Grafarend és Shan (1997) tanulmanyoktemtalalhatd, kébb Awange et al. (2004)
tanulmanya bviti a feladat megoldasi lelietégeit. Zavoti (1999) munkéja L1 normaban oldotta
meg a feladatot.

A datum transzforméciok szamitogépes algebrai mardkkel tortéé targyaldsaban Awange és
Grafarend (2002, 2003a, 2003b, 2003c) években meegj@nulmanyai tekinthék kiindulasi alap-
nak. Magyar nyelven Zavoti (2005) tanulmanya mdédgskat javasolt a matematikai modellhez.
A Zavoti és Jancso6 (2006) tanulmany a linearizalfi§rmaodszert adott, a Battha és Zavoti (2009a,
2009b) cikkek pedig kiterjesztették az alkalmazésilleteket. A fotogrammetriai kifigajékozas
esetére a Zavoti és Fritsch (2011) tanulmany tagal i) eredményeket. Az abszolit tajékozasi
probléma kvaternidkkal tortérmegoldasat Horn (1987) tanulmanya tartalmaztdsék &6zott.
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Ezen tanulmanyban olyan matematikai megoldast gdamkly kikiiszdbdli a kombinatorikus rob-
banas problémajat, és az egyéb numerikus nehézsgge&llbzhetk. E cikk alapjanak a Zavoti
(2012) tanulmany tekinth&t és teljes levezetését adja a 3D, 7-paramétezadjnmearis hasonlésagi
transzformacio elemi eszk6zokkel tordéargyalasanak.

2 A 2D hasonlésagi (Helmert) transzformacié alapfanulai

A 4 paraméteres, 2D (Helmert) hasonldsagi transrioié Zavoti (1999) tanulmanya alapjan az

alabbi egyenlettel adhato meg:
X. X .
{ }:{ °}+/IRP} (=123..n), @
Yi Yo Y,

ahol {)g,yi} és {Xi ,Yi} (i =12 3,...,n) ugyanazon pontok koordinatai a két koordinata seed
ben, A az ismeretlen méretarany tén§ezX,,Y, az ismeretlen eltolasi értékeR,a forgatasi mat-
rix. Az elforgatasa szogével aR forgatasi matrixot a kovetk8képp irhatjuk fel:

R= [cosa' - sina] . )

sinag cosa
Az R elforgatasi métrix @éllithatd egy ferdén szimmetrik@matrix felhasznélaséaval:
R=(I2—S)_1(I2+S), 3)

ahol |, kétdimenzios egységmatrix és

0-c
S= . 4
(C Oj @
Mivel

. 1 -C

a_(1 ¢ 1+c¢? 1+c?
| —S 1: = s 5
(1.-8) (_C J . (5)

1+c? 1+c?

ezért a fentiR forgatasi matrixot explicit kifejezhetjilk az alalbodon:

1-c\1-c 1-¢* - 2
R= iz = iz . (6)
1+c’lc 1 lc 1) 1+c’| 2¢ 1-¢?
A ferdén szimmetrikus matrix segitségével a forgjatéatrix elemeinek felhasznaladsaval a forgatasi

sz8g szogflggvényeire kapjuk

1-¢? 2c
cosa = , tga = . 7
1+c? g 1-¢c? 0

A (7) 0sszefliggések utolso tagja miait & +1kikotést kell tenni.
A (1) 6sszefliggés alapjan irhatjuk:

MR EEORTIT o I R EEPU I
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A 2D ES3D NEMLINEARIS HASONLOSAGHELMERT) TRANSZFORMACIOK. 9

Az (I - S) matrixszal balrél szorozzuk végig a fenti egyestlet

T e

3 A 2D hasonldsagi (Helmert) transzformacié méret@ny-tényezsjének meghatarozasa

A sulyponti koordinatakra bevezetjik a kdveteplolést:

IR 9%
x — =1 , Y —i=1 ,
)" 3 (10)
2% 2
AR
A sulypontok kielégitik az alabbi egyenleteket:
s = +X, +cY, +Ax, -Acy, -X, -cY, =0 (11)
s, = —¢cX, +Y, +JAcx, +Ay, +cX, -Y, =0.

Valamennyi adott pontparra felirhaté a (9) 6sszgéisg igy egy tulhatarozott egyenletrendszerhez
jutunk:

f, = +X, +cY, +Ax, -Acy;, -X, -c¢Y, =0

f, = —-cX, +Y, +Acx +Ay, +cX; -Y, =0

f, = +X, +cY, +Ax, -—-Acy, -X, -cY, =0

f, = —cX, +Y, +JAcx, +Ay, +cX, =Y, = (12)
fooy= +X, +cY, +Ax, -Acy, -X, -cY, =0

f,, = —cX, +Y, +Acx, +Ay, +cX, -Y, =

A (11) dsszefiiggéssel adott sulyponti egyenletek alkakivemasaval kikliszébolhét az eltolasi
paraméterek

ahol

fo = fi-s=
f,, = f,—-s,=
fo = f3-5=
f,e = f,-s,=
foris = foi—8 =
fors = fn—S, =

Xis:Xi_Xs’ Yis

/]st _/]CYLS —Xis
/]C)ﬁs + /]yls + Cxls
/]XZS - /]CyZS XZS
/]CXZS + /]yZS + CXZS
/]an - /]Cyns -X ns
/]C)<HS + /]yns + C>(FIS
:Yi _Ys' Xis = Xl _Xs' yis

-cY, =0

Y, =0

—CY,s =0

=Y, =0 , (13)
-cY, =0

_Yns =

=y -y, (i=123..,n).

Geomatikai Kézlemények XVI, 2013
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Valamennyi f,;_,. (i =123.., n) egyenletbl kifejezhet) ac paraméter

c=(Me—X )y +Y.)  (=123...n). (14)

Ha a (14) képlettel adottparamétert behelyettesitjik &z, (i =123.., n) egyenletekbe, kapjuk:

20 +y2)= x24v2 (= 123..n). (15)
A (15) 6sszefliggés akkor és csak akkor teljesilehadll az alabbi 6sszefiiggés is:

n

A3 (¢ +y2) =2 (x2 +¥2). (16)

i=1 i=1

A fenti egyenletekll a méretarany matematikai jelentése alapjaniamraméterre a kovetkéz
megoldast kapjuk (csak a pozitiv gydkot tekintjik)

(x2+v2)

Ms=|E

i 17)
b +y2)

i
S

4 A linearis- és az eltolasi paraméterek meghatarédsa

A (17) képlettel megadotd paraméter ismeretében a még hiangzgaraméter a (13) dsszefiiggé-
sekibl a legkisebb négyzetek médszerének alkalmazasdeghatarozhato:

ZA%(XSYIS - yisxis)

C=— .
S, )+ G, )]

(18)

Az X, ésY, eltolasi paraméterek a sulyponti koordinatakbo(Bzosszefliggés alapjan szarmaz-

tathatok:
X X 1-¢* -2
ol=| Peop L TTE TN (19)
Yo Y, 1+c¢°| 2¢ 1-¢?) Ys

5 A 3D, 7 paraméteres hasonldsagi transzformacidawformulai

A 3D, 7-paraméteres (Helmert) térbeli tilhatarohatsonldsagi transzformacio a kdvetkerate-
matikai modellel adhaté meg: a transzformacio saditges (cél}X, Y, Z) és a masodlagos (targy)
(%, y, z)koordinata-rendszerek kozotti Euklidészi térbeatpontok kézétt valosit meg leképezést
az eltolasi, az elforgatasi és a skalaparamétgviigyében:

X, = X, + ARX, (i=12..n), (20)

ahol X, = [Xi Y, Z, ]T a célpontok koordinata értékei,
Xo = [XO,YO,ZO]T az ismeretlen eltolasi vektor,
A az ismeretlen méretarany-tén§ez
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R(a, B, y) a forgatasi matrix,
X; = [)g Y zi]T targypontok koordinata értékei.

Az R forgasi matrix a harom tengely korili elforgatdsdsarom fliggetlen, meghatarozandé
a, B ésy paraméterrel irhaté le

R=R(a)R,(B)R(y) - (21)

Az R forgatasi matrix levezetését Cardan-szogekketikdi geodéziaban Awange (2002) az alabbi
modon adta meg:

cogBcoy cogsiny -sing
Rl(a)Rz(,B)Rs(ﬂ= singsinBcoy/—cowrsiny  sinosingsiny+cosrcoy sinacogs | . (22)
comrsinfcog/+sinasiny cogrsingsiny—sinacoy cosrcog’
(Természetesen, eltéforgatasi sorrend vagy ellenkeranyd tengely koruli forgatasok mas-mas
eredményre vezetetnek. - Lasd pl. a fotogrammetnidtraus (1996) altal bevezetett forgatasi mat-
rix.)
A forgasi szogek a forgasi matrix eleméibz alabbi 6sszefiiggéssel hatarozhaték meg:

a= arctarEb], L= —arcsir(r13), y= arctarEhJ , (23)
I3 EE}

aholr; érték azR forgatasi matrix-edik soranak ésedik oszlopanak eleme.
Az R forgatasi matrixot a& ferdén szimmetrikus méatrix bevezetésével a kowétkaddon ir-
hatjuk fel:

R=(1,-S)"(1,+5S), (24)

ahol I, a haromdimenziés egységmatrix, ésSamatrixot aza, b ésc paraméterekkel az alabbi
formaban adjuk meg:

0O -c b
S=lc 0 -al. (25)
-b a O

Ha a (24) 6sszefliggés alapjan a (20) egyenlete(lg—zs) matrixszal balr6l szorozzuk, akkor a
kovetked alak adodik:

1 ¢ -bj|X 1 ¢ -b|X, 1 -c b |x
-¢c 1 aj|Y|=|-c 1 a|Y|[+tAd c 1 -a|y]|. (26)
b -a 1|2 b -a 1]|2 -b a 1]z

6 A 3D, 7 paraméteres hasonldsagi transzformacidéretarany-tényedjének meghatarozasa

Kozismert, hogy sulyponti koordinatadk bevezetéséwétl nyilik az eltolasi paraméterek eliminala-
sara. Ezen a médon teljesen (j levezetés adhafh, & paraméteres Helmert-féle transzformacio
megoldaséara. A méretarany-tényemeghatarozasa utan a feladat linearisra redukalkatmegad-
hat6 a lineéaris probléma kiegyefilkzamitasi modellje. Ezen a mddon téksgesen sok egyenlet-
bél (k6z6s pontbdl adddod) allo egyenletrendszer igatdhatd, a normal matrix specialis tulajdon-
sagat kihasznalva a forgatasi paraméterek is mégiziatok.

Geomatikai Kézlemények XVI, 2013
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Az adott k6zos pontok alapjan meghatarozhatdk agiétszer sulypontjainak koordinatai:

X =2

=1 Y - i=1 Z - i=1
n n I’]n nn (27)
;x ;m ;a
% " n’ Yo = n '’ %= n

A sulypontok kielégitik az alabbi fiktiv egyenletsk
—CY,

S

s = +X, +cY, -bZ, +Ax

S

-Acy, +Abz, -X, +bzZ, =0
s, = -cX, +Y, +aZ, +JAcx, +Ay, -—-Aaz, +cX, -Y, -aZ,6 =0 - (28)

s;= bX, -aY, +Z, -Abx, +Aay, +Az, -bX, +aY, -Z, =0
A (26) formulat minden adott pontra felirva, a ktkez tulhatarozott egyenletrendszerhez jutunk:

= +X, tcY, -bzZ, +Ax, -Acy, +Abzy -X, Y, +bzZ, =0
= —cX, +Y, +az, +Acx, +Ay, -Jdaz +cX; -Y, -az =0
= +bX, -aY, +Z, -Abx, +Aay, +1Azz -bX, +aY, -Z, =0
= +X, +cY, -bz, +Ax, -Acy, +Abz, -X, -cY, +bZ, =0
= -cX, +Y, +azZ, +Acx, +Jly, -Jdaz, +cX, -Y, -azZ, =0
= +bX, -aY, +Z, -Abx, +Aay, +1Az, -bX, +aY, -Z, =0

iy

N

~

(29)

o

C=h = = —h —h —h

o

faro = +X, +cY, —-bZ, +Ax, -Acy, +Abz, -X, -cY, +bzZ, =0
foou = -cX, +Y, +azZ, +Acx, +Ay, -Aaz, +cX, -Y, -az

n
fs, = +bX, -aY, +Z, -Abx, +JAay, +Az, -bX, +aY¥, -Z

n

n n

A fenti egyenletekbl az s, s, és s;sulyponti egyenleteket rendre kivonva, eltavolijilabz elto-
lasi paramétereket és az egyenletekben egyltéaliakt a sulyponti koordinatakra

fls = f1 - S.I. = /]Xls _/]Cyls +/lbz.l.s _xls _CYls +bzls =0

fo = f-s, = Aoxg +tAy,  —Aazg +eX, -Y,  -aZ, =

f3s = f3 - % = _/lbxls + /]ayls * /lzls - bxls * aYls - le =

f45 = f4 - S.I. = /‘XZS - Acst + /1bz23 - XZS - CYZS + bZZs =0

sz = fS - SZ = ACXZS + /‘y25 - /1a225 + CXZS _YZS - aZZs =0 (30)
fes = f6 - % = _/lbxzs + /‘ayZS + /1223 - bXZS + aYZs - ZZS =0

f3n—25 = f3n—2 - Sl = /1an - /‘cyns + Abzns - an - CYns + bzns =0

f3n—15 = f3n—1 - SZ = /‘Can + Ayns - Aa’zns + ans _Yns - azns =0

f3ns = f3n -5 = _/1ban + /‘ayls + Azns - bxns + aYns - Zns =0

ahol
Xis:Xi_Xs’ Yis:Yi_Ys’ Zis:Zi_Zs (|: 1,2,3...,”),
X ZX =Xy Vi =Y~ Ve % =272 (=123..n).

Az fo,, T (i = 12,3...,n)egyenletekbl a b paramétert, illetve aa paramétert kifejezve,
kapjuk az aldbbi formulékat:

Geomatikai K6zlemények XVI, 2013
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b= (_ /]Xis+/1cyis + Xis +CYis)/(Zis +/]Zis) -
a= (/]C)gs +/]yis + Cxis _Y)is /(Zis +/]Zis) (I - 1’2’3“"”) . (31)
Az fy (i = L2,3...,n) egyenletek a kdvetkézanddon is felirhatok:

(/]yis +Yis)a_ (/bﬂs + Xis)b = Zis _/]Zis (I = 12'3""n) . (32)
A (31) osszefliggéssel adattésb paramétereket a (32) képletbe helyettesitve adadiklabbi
egyenlet:

(/]yis +Yis)[/]yis _Yis + C(/]Xis + xis)] + (/]Xs + xis)[/lxis - xis - C(/]yis +Yis)] = Zli _/lzzii

(i=123...n). (33)

Néhany egyszésités és 6sszevonas utan azt tapasztaljuk, hoggneeretlen paraméter kiesik, és a
A paraméterre egy ismeretlenes, masodfoku, tllhadtiregyenletrendszer allel

(2 +y2 +22)= X2+Y2+Z2 (i=123..n). (34)

(Megjegyezzik, hogy Awange és Grafarend (2002) ltadmyukban a méretarany-ténygez egy
negyedfokd egyenletet vezettek le.) A fenti egyealalszer a kdvetkézalakban is felirhato:

B3¢+ y2+22) =3 (x2 +¥2 +22). (35)
i= i=1
Ezen talhatarozott egyenletrendszer megoldasa sofaméretarany-tényéze - a szamunkra fizi-

kai jelentéssel biré pozitiv gydk alapjan - az blala Horn (1987) tanulmanyaban a kvaterniékkal
levezetett 6sszefliggés adodik:

> (x2+v2+22)
A= |2 : 36
Y (@ +yz+22) o

i=1

Tehat esetiinkben a méretarany-téyeemasodfokd egyenleteidbegyértelntien meghatarozhato a
szakirodalombdl ismert (Awange és Grafarend 20G)yadfoka polinom gyokeinek kényster
szétvalasztasi eljaradsaval ellentétben.

7 Alineéris- és az eltolasi paraméterek meghatardsa

A A méretarany-tényézismeretében valamennyi pontra a (30) dsszefliggbsdznalasaval az
alabbi formaban irhatjuk fel a kbzvétiegyenleteket:

Geomatikai Kézlemények XVI, 2013
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_xls _/]Xls_ _Vxl_ I 0 Az + 7, _(/]yls+Yls)_
Yls _/W1s \¥ - (/]zls + le) 0 /]Xls + xls
2y~ Az Va AYis + Y - (/1)(15 + Xls) 0
Xos = AXog Via 0 Azyg + 2y - (/]yzs +Y25)
Yas = AYas Vyo = (12,5 + Z,,) 0 Mog + X a
Zos= A2 | | Voo | | MotV (s + Xso) 0 ol @7)

an _/]an Vin 0 /]Zns + Zns - (/]yns +Yns)
Yns - Ayns Vin - (Azns + Zns) 0 /]an + an
ZnS _AZHS VZn_ L Ayns +Yr|S - (/]XHS + xns) O

A Gauss-Helmert modell alapjan keressik az al&aHggrték feladat megoldasat:
n
Y Vg +Vy +VZ 0 - min. (38)
i=1

Néhany matrixaritmetikai azonossag alkalmazasavelrmalegyenlet egyitthatdméatrixara a kovet-
kezs alak vezethéitle:

i[(AyIS + Yis )2 + (/]Zis + Zis )2] - i(Axis + Xis )(/]yls + YIS) - i (/]Xis + Xis )(Azis + Zis)
S0+ % f + 0z +2.2] -2 0y + Yz +2,) |- B9
i[(/]xis + Xis )2 + (Ayis +Yis )2]

i=1

A normalegyenlet egyltthatématrixa szimmetrikussétdd médon adodik a normalegyenlet tiszta-
tagjanak vektora:

é(yiszis - ZsYis)
2 z (26X = %:Z4) |- (40)

Z(XSYis - yisxis)

i=1

A 3x3 mérell normél-egyenletrendszéiltaz a, bésc paraméterek szamos eljarassal meghatéarozha-
tok, mi a szingularis érték felbontas (singularueatlecomposition, SVD) modszert javasoljuk. A
még ismeretlenX,, Y, ésZ, eltolasi paramétereket az (20) dsszefiiggés alazj@ébbi egyenlet-

bél lehet meghatarozni:

Xo Xs 1 1+a*-b*-c? 2(ab-c) 2(ac+b) X
-t a2 p2_ a2 _

Yo * 1 1+a’+b*+c? 2abrc)  1-al+b’-c 2(2bc Za) ) Ys |, (41)

Zy] | Zs 2(ac-b) 2bc+a) 1-a?-b*+c? |z

ahol a sulypontok a két koordinata-rendszerbent &dabs pontok koordinataibol szarmaznak.
A 2D és 3D hasonlésagi transzformaciok matematikadelljének alkalmazasa soran a pontossagi,
variancia és kovariancia paraméterek szamitasgyohsnyos modon torténik.

Geomatikai K6zlemények XVI, 2013
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8 Osszegzés

A tanulmanyban a 2D, sikbeli hasonl6sagi (Helm&ahszformacié modelljét vizsgaltuk. Bar a
szakirodalomban tébbféle targyalas ismeretes, tadam érdektelen a 3D, 7 paraméteres nemlinearis
hasonl6sagi transzformacio levezetésével valo egpgsésszevetés.

A 3D, 7 paraméteres nemlinearis hasonlésagi transécié megoldasahoz az altalunk meg-
adott 0j matematikai levezetés a forgasi matrialalias paraméterezésén alapul. Ez a mddszer nem
igényel iteraciot és nem sziikséges a megfigyety@rdetek sorba fejtése, linearizalasa sem. Nincs
megkotés a tengelykorili forgatasok nagysagrendy@meatkozéan sem. A matematikai modell
levezetése soran a 3D, 7 paraméteres datum tramszfid problémajat egy masodfokd polinom-
egyenlet megoldasara vezettiik vissza, a szakiroten ismert negyedfoki egyenlettel szemben.
A kidolgozott matematikai modell nem a szakiroddi@mnismert kvaterniékat, nem a Grébner-
bazist, nem a Dixon- vagy Sylvester rezultanstlelkzza, hanem elemi matematikai eszkdzoket
hasznal fel.
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Flggelék
Numerikus példa a 3D, 7 paraméteres hasonldsagi tnazformacié megoldaséara
A médszer gyakorlati alkalmazasanak bemutatdsahoxwange és Grafarend (2002) tanulmany-

ban kozolt példat vesszik. A kdzvetlen dsszehassndioran a pontossagi vizsgalatok arra utalnak,
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hogy a két médszer ugyanarra az eredményre vemnefjik az altalunk bemutatott eljaras egy-
szefiségét:

1. A (36) Osszefuiggéssel meghatarozhaloraéretarany-tényéz

2. A (39) és (40) formulakkal adott normalegyenleteerertsl meghatarozhatok aa, b ésc
paraméterek.

3. A (41) képlet megadja aX,, Y, ésZ,eltolasi paramétereket.

4. Az a, B ésyforgatasi szogek a (23) dsszefuggésekkel szamallzt@labbiR forgatasi
matrixbal:
1+a’-b* -c? 2(ab-c) 2(ac+b)
R= % 2ab+c)  1-a’+b?-c? 2bc-a) | . (42)
l+a“+b°+c 5 L2 o
2(ac—b) 2(bc+a) l1-a"-b"+c

Amint lathat6, nem szikséges kéedéket megadni, nem kell az egyenleteket sortiarfiejsziik-
ségtelen iteralni, és az eljaras téteges szogelfordulasok esetén is hasznalhatd. Beptesen az
eddig ismert numerikus eljarasokkal azonos eredeiétyszolgaltat.

A két koordinata rendszerben WA5S84és egylokalis rendszerben — adott pontok koordinatai
az 1. tablazatban adottak. (A szamitasokat MATLAB-brt sajat programmal végeztik).

1. tAblazat. A cél- és targykoordinatak (m)

X v 2 X Y Z

4157870.237 664818.678 4775416.524 4157222.5437896307 4774952.099
4149691.049 688865.785 4779096.588 4149043.33B83mB443 4778632.188
4173451.354 690369.375 4758594.075 4172803.5110346007 4758129.701
4177796.064 643026.700 4761228.899 4177148.37@994635 4760764.800
4137659.549 671837.337 4791592531 4137012.1908087029 4791128.215
4146940.228 666982.151 4784324.099 4146292.72%956887 4783859.856
4139407.506 702700.227 4786016.645 4138759.9026700738 4785552.196

~oubrwn kg

A tanulmanyban ismertetett algoritmussal a nemliseféladat megoldasara az aldbbi eredménye-
ket kapjuk:

2. tblazat: A numerikus szamitasok eredménye

Ismeretlen Nemlinearis médszer

A 1.0000055825
a 0.0000024204
b -0.0000021664
c -0.0000024073

X, 641.8804

Y, 68.6553

Z 416.3981

o

A nemlineéris médszer a Cardan szdgekre a kdvétkeekeket adja:

a =-0.998497670P ], [ =0.893695764B], y =0.993087729B ].
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