Altalanos megjegyzések

A pélyazatban kolcsonhat6 Fermi- és Bose-rendszerek matematikai vizsgalatat vallaltam .
Az elvégzett munka zome (5 cikk) végulis Bose-rendszerekre vonatkozik. A helyzet ugy
alakult, hogy a palyazat harom évében Fermi-rendszerekkel nem foglalkoztam. irtam
még egy cikket klasszikus parkdlcsdnhatasok kristalyos alapallapotardl — ezt a munkat a
Bose-rendszereken végzett kutatdsom motivalta — és tovabbi harom cikket
egyuttmikddésben. Az egyik az egydimenzids diszkrét Schrodinger egyenlet elméletéhez
kapcsolodik, és igy nem teljesen idegen a palyazat témajatol . A két masik cikk egy 2002-
ben Oszlanyi Gaborral kezdett és mindmaig fennall6 egyittmiikodés terméke, tartalma
pedig egy rontgendiffrakcios adatokbol kiindulo ab initio szerkezetmeghatarozo
algoritmus. Az ezzel 6sszefiiggé munka vegzesekor még nem voltam résztvevoje
Oszlanyi erre vonatkoz6 OTKA-palyazatanak. igy e két cikkben részemrél a jelen
palyazat szdma van feltiintetve, és alabb errél az eredményrol is irok.

Részletes beszamolo
A tovabbiakban cikkenkent ismertetem a kutatas eredményeit.
Thermodynamic limit and proof of condensation for trapped bosons

A 90-es evek kozepenek kisérleti szenzécioja volt az alkali atomok g6zében extrém
alacsony hémersékleten észlelt Bose-Einstein kondenzacio. A jelenseg az elmélet
szempontjabdl is erdekes kerdeseket vetett fel, melyek tanulmanyozéasaba néhany méas
matematikai fizikus (Lieb, Yngvason, Zagrebnov, Verbeure,...) mellett én is
bekapcsolddtam. Kélcsonhatd Bose gazban a Bose-Einstein kondenzacié matematikailag
szigoru bizonyitdsa mindmaig megoldhatatlanul nehéz probléma. Fizikai szempontbol a
nehézség abban all, hogy a kondenz4cid tisztan a Bose statisztika kdvetkezménye. A
kélcsonhatas zavard kortlmény, mert képes eltintetni a kondenzaciot azaltal, hogy mas
tipusu rendezoédést preferal. Valoban, az erés rovidtava taszitas miatt nagy striiség
mellett a legtbb anyag alapallapota kristalyos, tehat tiszta Bose kondenzacidra csak ritka
gazban és/vagy gyenge kolcsonhatas mellett szamithatunk. (Evtizedeken at folyt a
spekulacio arra nézve, vajon létezhet-e egyutt diagonalis és nemdiagonalis hosszutava
rend, tehat lehet-e egy anyag egyszerre kristaly és Bose-kondenzatum (vagy,
pontosabban, szuperfolyadék). Ma, Kim és Chan (Nature 427, 225, 2004) Kisérleti
eredményet kovetden, ez eldontott kérdes, de az elméleti magyardzat még
fenomenologikus szinten is kezdetleges). Matematikailag az athidalhatatlan nehézség ugy
jelentkezik, hogy a szabad gaz gerjesztési spektrumaban az energiarés nulldhoz tart a
nové térfogattal. Ezért kontrollalt eredményt (pl. perturbaciészamitassal) csak ugy lehet
kapni, ha a kdlcsonhatas erésségét a novekvé részecskeszammal ill. térfogattal
megfeleléen ,,skalazzuk”, magyarul, gyengitjiuk. Viszonylag konnyen belathato, hogy
homogén rendszerben (itt a ,,homogén” az eltolasinvarians elrendezésre utal) ezzel a
skalazassal csak trividlis eredményt lehet kapni, tehat a végtelen rendszer hataresetében a
kdlcsdnhatas minden nyoma eltiinik. Nem igy a csapdazott gazokban! A csapda
matematikailag egy kiils6 potenciallal vehet6 figyelembe, amely a centrumtol tdvolodva
elég gyorsan (kisérletileg négyzetesen) né. Egy ilyen potencialban az egyrészecske



operator sajatértékei olyan gyorsan nének, hogy — az energiat a legkisebb sajatértéktél
mérve — a kolcsonhatdsmentes gz allapotdsszege (1) egy véges értékhez tart, midon a
részecskék szama divergal. Ez a csaknem trivialis, de mégis igen kilonds eredmény
minden véges hémeérsékleten igaz, és azt vonja maga utan, hogy majdnem minden
részecske az egyrészecske-alapallapotban telepszik le. Ha a részecskék kdlcsonhatnak, és
a kolcsOnhatést alkalmasan skalazzuk, nevezetesen, a parkélcsonhatést osztjuk a
részecskék N szamaval, akkor a kondenzacio ténye még bizonyithatd: az alacsonyan
fekvo egyreszecske-allapotok makroszkopikusan vannak betoltve. Mivel a teljes
kélcsonhatasi energia alapallapoti varhato értéke N-nel ardnyosan né, az eredmeny nem
trivialis; példaul kiterjed a fizikailag relevans Gross-Pitaevskii skaldzasra, mely szerint az
s hullam szérashossza harom dimenzioban 1/N rendben nullahoz tart.

Normal and generalized Bose condensation in traps: One dimensional examples

Az el6z6 munka nyoman természetesen vetoédik fel a kérdés, hogy erésebb kdlcsonhatas
eseten bizonyithato-e barmi a kondenzacidoval kapcsolatban. A masodik cikk erre a
kérdésre probalt valaszt adni. Mint a cim is jelzi, ez a tanulméany féként egy dimenzidra
korlatozodott. Eredményként az adodott, hogy az ltalam alkalmazott viszonylag
egyszerii analitikus eszkdzokkel csak altalanositott Bose kondenzéciot lehet bizonyitani.
Tehat egyetlen nivo N-nel ardnyos betoltottsége helyett csak o(N) szamu nivo egyuttes,
N-nel aranyos betdltottségét tudtam megmutatni. Ez minden hdmérsékletre igaz,
harmonikusnal gyorsabban nové kilsé potencialtérben skalazatlan kdlcsonhatasokra
(melyek teljes energiaja N-nel négyzetesen né), harmonikus potencialban pedig N
négyzeténél lassabban ndvé kdlcsdnhatasi energiakra.

A csapdazott gazokbeli kondenzécio kuldnlegessége, hogy — legaldbbis elméletileg —
minden homérsékleten végbemegy. Ezt a tényt a fizikusok ugy szoktdk megfogalmazni,
hogy a kritikus hémérséklet N-fliggé és N-nel végtelenhez tart. Ha a kondenzaciot
fazisdtmenetként akarjuk megkapni, akkor nemcsak a kdlcsonhatést, hanem a
csapdapotencidlt is skalazni kell, nevezetesen, ndvekvé N-nel a csapdat fokozatosan , ki
kell nyitni”. Ezt a problémat részletesen tanulmanyoztam a harmonikus csapda esetében.
A csapda kinyitasa ekvivalens az o oszcillatorfrekvencia csokkentésével. Az adddott
(mér korébban a Ketterle, van Druten szerzéparosnak is), hogy a skalazott frekvencia
olnN/N kell legyen. EKkor a szabad Bose gaz kritikus hémerséklete hw/k_B. A szabad
gazban az egyreszecske-alapallapot betdltési szamanak eloszlasat részletesen leirtam. Azt
is megmutattam, hogy minden hémérsékleten vegbemegy egy teljes altalanositott Bose
kondenz4cio is, amely tehat a kritikus homérseklet alatt szuperponaléddik az alapéllapotra
vald kdzonséges Bose kondenzécidra. A kdlcsonhato esetben, mint feljebb emlitettem,
csak az altalanositott kondenzacid talélését tudtam bizonyitani.

Correlation inequalities for noninteracting Bose gases

Az el6z6 cikk néhany eredmeényének bizonyitasahoz sziikségem volt olyan
egyenlétlensegekre, melyek kélcsonhatdsmentes Bose rendszerekbeli egyrészecske nivok
betoltési szamai kozott allnak fenn. Ezek az egyenlétlenségek, barmilyen hihetéek voltak
is, levezetést igényeltek. Ebbdl sziiletett ez a kdzlemeny. Az allitasok — szavakban — a
kovetkezok:



1. Minden egyes nivo atlagos bet6ltési szama szigordan né N-nel.

2. Tetszoleges két nivo betodltesi szamai negativan korrelaltak.

3. A legalacsonyabb nivo atlagos betéltési szdma szigortan csokken a ndvekvo
hémérséklettel.

4. Adott N mellett, ha az egyrészecske-spekrumhoz egy Uj nivot adunk hozza, minden
egyes regi nivo atlagos betoltesi szdma szigortan csokken.

Bose-Einstein condensation and symmetry breaking

A kérdés, amelyet ebben és a kovetkezo cikkben vizsgaltam, mintegy 50 éves, talan
Bogoliubov 1947-es munkajara vezethet6 vissza. A Bose kondenzaciéo homogen
rendszerben a k=0 sikhulldm-allapot makroszkopikus bet6ltottségét jelenti. Ez kdnnyen
belathaté modon ekvivalens az (n. nemdiagonélis hosszutavu renddel, egyfajta
hosszutavu korrelécidval, de vajon ekvivalens-e a mertékinvariancia spontan seriilésével?
Ez utdbbin azt értjlk, hogy a Hamilton-operatorhoz hozzaadunk egy, a
mértékinvarianciat sert6 tagot, kikényszeritve a k=0 allapot makroszkopikus (pozitiv
striiségtl) betoltottségét, amely fennmarad, amikor a termodinamikai limesz vétele utan
ezt a tagot nullava tesszik. Az analdg probléma a spinmodellekben, példaul az Ising
modellben is felvet6dott: a teljes spin abszolut értékének makroszkopikus atlaga
ekvivalens a hosszitava korrelaciok meglétével. Viszont kilon bizonyitast igényelt
(tobbek kozott Griffiths és Ruelle foglalkozott ezzel a 70-es években), hogy elébbiek
szimultan jelennek meg a fel-le szimmetria spontan sériilésével. Itt a fel-le szimmetriat
sért6 kulso teret kellett az energiafiiggvényhez hozzaadni, majd ezt a termodinamikai
limesz vétele utan eltiintetni.

Megjegyzendo, hogy Hohenbergnek a két dimenzios Bose géazra vonatkozé klasszikus
eredménye nem a Bose kondenzaciot, hanem a spontan szimmetriasértést zarta ki. A két
fogalom ekvivalencidjanak megvalaszolatlan kérdése sokaig feledésbe merilt; hosszl id6
utan ez a cikk foglalkozott vele elészor és adott ra valaszt egyszerusitett, tisztan
diagonalis kdlcsonhatas esetében. A Hamilton-operéatort a sikhullam-allapotokhoz tartozé
kelté és eltiintet6 operatorokkal felirva, a hamiltoni diagonalis része a pusztan a bet6ltési
szamokkal felirhaté tagok egyiittese. A szimmetriasért6 tagot a diagonalis részhez
hozzaadva, az egyszertsitett Hamilton operator matrixa egy szalagmatrix lesz (Jacobi
matrix). A Jacobi matrixok spektralelméletének néhany alapveté tényét felhasznalva be
tudtam bizonyitani a cimbeli két fogalom ekvivalenciajét.

Equivalence of Bose-Einstein condensation and symmetry breaking

Kevéssel a el6z6 cikk bekuldése utan rajéttem, hogy az ekvivalenciat altalanos
kolcsonhatasra is be tudom bizonyitani. A kulcs Ginibre egy 1968-ban megjelent kitiin
cikkében volt elrejtve. Ginibre matematikailag igazolta a Bogoliubov-kozelités - a k=0
sikhullam-allapothoz tartozé kelto és eltiinteté operatorok komplex szammal valo
optimélis helyettesitése - helyességét. Az optimalis helyettesites azt jelenti, hogy minden
véges terfogatban a helyettesitéssel kaphato nyomas a lehet6 legkdzelebb van a
valddihoz. Ha igy jarunk el, akkor a végtelen rendszer hataresetében a kozelité nyomas
egybeesik az igazival. Ebbél kiindulva, egyszerii konvexitasi egyenlétlenségek
kombinalasaval tudtam megkapni a cimben emlitett ekvivalenciat. A kdzlésben versenyt



futottam a Lieb-Seiringer-Yngvason trojkéaval. Az el6z6 cikkemet ismerték, és 6k is
gyorsan észrevették, hogy az altalanos eset is megoldhatd. Az eredmény dontetlen volt
(mindannyian nyertink).

Crystalline ground states for classical particles

Korédbban emlitettem, hogy kdélcsonhaté Bose rendszerekben a Bose kondenzacio
bizonyitasa azért kiilondsen nehéz, mert a stirti rendszer alapallapota tébbnyire kristalyos
hosszUtavu rendet mutat. Ezt kisérleti ténykent fogadhatjuk el; matematikai szigoru
bizonyitasa ennek az allitdsnak éppugy nem létezik, mint a Bose kondenzacionak. AKki
ezen a probleman kezd el gondolkodni, hamar szembesul azzal a ténnyel, hogy a
kristalyos rendre a klasszikus esetben sincs bizonyitas. Pontosabban: 20-30 eévvel ezelott,
egy dimenzioban, a parkdlcsonhatasok egy elég tag osztalyara bizonyitottak a periodikus
alapallapotok létet. Két dimenzidban egyetlen ilyen eredményt ismerek 2005-bél, harom
dimenzidban pedig, tudomasom szerint, ez a cikk szolgaltatta az elsé példat alapéllapoti
periddikus rendezédesre. A kdlcsonhatasok, amelyekre eredmenyt kaptam, a Fourier-
transzformaltjukkal vannak definialva: ez nemnegativ és eltiinik egy adott hullamszam
folott. A parkolcsonhatas emiatt oszcillalva cseng le. A vizsgalatbol kidertlt, hogy egy
kritikus stiriiség folott az alapallapot folytonosan degeneralt, periddikus és aperiodikus
elrendezések egy kontinuuma mutatja az alapallapot két jellegzetes vonasat: a minimalis
fajlagos energiat és a stabilitast korlatos perturbaciokkal szemben. Magan a kritikus
striiségen az alapallapot egyértelmii és minden dimenzidban explicit médon megadhato:
egy dimenzidban a pontok ekvidisztans lanca, két dimenzidban a haromszdgracs, harom
dimenzidban a tércentralt kobos racs. A cikk nem tartalmaz eredményt a kritikusnal
kisebb stiriségre. Ennek a tartomanynak a vizsgalatdhoz mas modszerre van sziikség.

Power-law bounds on transfer matrices and quantum dynamics in one dimension. 11

Ez a munka egy, a tarsszerz6im altal irt cikk folytatasa. Par helyen erésebbé teszi az elsé
cikk allitasait és példakkal egésziti ki 6ket. Az én hozzajarulasom fékent a hierarchikus
modellrdl sz6l6 5. paragrafus. A probléma a kdvetkez6: az egy dimenzios diszkrét
Schrodinger egyenlet vizsgalatanak jol ismert eszkoze a transzfer matrix. Ennek két
alapvet6 paramétere a hossz, amelyen &t transzferal és az energia. Abbdl, hogy a transzfer
matrixok sorozata norméban hogyan né (vagy nem no) egy adott energian, eldontheto,
hogy az energia pontja-e a spektrumnak, es informacio szirheté le a spektrum
természetéere vonatkozoan is. Tarsszerzéim szép eredménye, hogy kvantumdinamikai
becslés is nyerhet6 ilymddon: ha egyetlen energiara igaz, hogy a transzfer matrix norméja
nem noé gyorsabban, mint a hossz egy hatvanya, akkor egy kezdetben lokalizalt
hullamcsomag adott id6 alatt az id6 egy alulrdl pontosan becsuilhet6 hatvanyaval aranyos
hosszon teriil szét. Ez nyilvan fontos informécid, mutatja, hogy a részecske mozgasa
diffuziv, ballisztikus vagy ezektél eltér-e. A transzfer méatrixok ndvekedésének becslése
nem konnyt, elsésorban ebben jatszottam én szerepet.



Ab initio structure solution by charge flipping
Ab initio structure solution by charge flipping 1. Use of weak reflections

2002 nyaran Oszlanyi Gabor kollegdm megkeresett egy oOtletével. Ennek kidolgozéasabol
szlletett a fenti két cikk.

Egykristalyokon végzett rontgendiffrakcidos mérések gyakran szolgaltatnak kelléen jé (pl.
0.8 Angstrom) felbontésban adatokat. Az adatkészlet az elektronsiiriség Fourier
transzformaltjanak abszolut ertéke; természetesen, a reflexiok indexelése is rendelkezésre
all, mint a kiserletbol kdzvetlendl leszirt adat. A szerkezet meghatarozésa a hianyzé
fazisok eléallitasan keresztil torténik. Erre az irodalomban szamos modszer talalhato.
Ezek tébbnyire igen bonyolultak és felhasznélnak egyéb, nem kristallografiai
informaciokat is, példaul a kémiai 0sszetételt. Ugyanakkor tudni lehet, hogy jé felbontas
eseten a diffrakcios adatok kelléen redundansak ahhoz, hogy egymagukban hordozzak a
szlikséges fazisinformaciot. Kozel 80 éve létezik az erre a redundanciara epit6 algebrai
fazismeghataroz6 modszer, amely azonban tizatomos szerkezetnél nagyobbak esetén
hasznélhatatlan, a fellepé szamitastechnikai nehézségek miatt. Az altalunk javasolt
eljaras egy iterativ algoritmus, amely Fourier és inverz Fourier transzformaciok és a valos
és reciproktérbeli adatmodositasok sorozatabol all. Kezdeti Iépéskent a kisérleti abszolat
értékekhez véletlen fazisokat valasztunk. Az inverz Fourier transzforméacidval kapott
valds térbeli fuggvény a jo fazisokkal nemnegativ lenne, a véletlen fazisokkal viszont
helyenként negativ. Ennek a flggvénynek egy kis pozitiv kiiszdb alatti — pozitiv vagy
negativ — értékeit eléjelben megvaltoztatjuk. Az eredmény egy olyan fuggvény, amely
minden(tt egy kis negativ szint folott van. Ezt Fourier transzformaljuk, helyreallitjuk a
kisérleti abszolut értékeket, de megtartjuk a fazisokat. Ezutan visszatériink a valos térbe,
és igy tovabb... Az algoritmust sok szerkezeten probaltuk ki sikerrel, majd az els6
cikkben publikaltuk. A mésodik cikk az eljaras egy igen hatékony tovabbfejlesztését irja
le. Eszrevettiik, hogy a gyenge reflexiok esetében elénydsebb nem ragaszkodni a kisérleti
eredményhez, hanem hagyni az abszolut értéket szabadon fejlédni és egyidejiileg egy 90
fokos eltolast alkalmazni a fazisra. Ez a reciproktérbeli ,,perturbacié” esetenként
tizszeresere gyorsitotta a konvergenciat és megoldhatdva tett az eredeti algoritmus
szamara kezelhetetlen szerkezeteket.

A modszer, ugy tanik, elnyerte a szakma rokonszenvét; legalabbis erre utal néhany gyors
alkalmazas, melyek kozil a legérdekesebb modulélt szerkezetek négy dimenzids
periodikus szerkezetkent valé megoldésa.



