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Cikkiinkben egy ujfajta szerkezeti megoldas, a kotéllel torténd csigasoros felfiiggesztés szabadrez-
gésre gyakorolt hatasat vizsgaljuk meg egy hajlitott gerendacsalad esetén. A gerendacsalad minden tagja
szimmetrikus kéttdmaszi tart6, amit egy csigasoron atvezetett, végtelen merevnek és elhanyagolhato
tomegilinek tekintett kotél is megtdmaszt a szimmetrikusan elhelyezkedd felfiiggesztési pontokban.
A felfiiggesztés csigainak tehetetlenségi nyomatékat és a surlodast elhanyagoljuk. A fiiggesztokotél
megfeszitett allapotahoz tartozo sajat-korfrekvenciak és rezgésalakok ismerete teszi lehetévé a modal-
analizis alkalmazasat a szerkezet rezgésének szamitasa soran. A rezgésalakokat és a sajatfrekvencidkat a
frekvenciaparaméter és egy, a felfliggesztési pontok helyzetét meghatarozo paraméter fiiggvényében
allitjuk el6. Ehhez a paraméterek segitségével irjuk fel a folytonossagi és peremfeltételeket kifejezo
frekvenciamatrixot, melyhez a zérus determinanst eredményez6 paramétereket numerikus letapogatassal
hatarozzuk meg. Az igy kapott frekvenciatérkép alapjan a rezgésalakok tipikus viselkedését és érzékeny-
ségét elemezziik. Megallapitjuk, hogy a tobb elmozdulas kombinacidjara feltételt eldird kényszer hata-
sara sériilhetnek egyes, a hagyomanyos mérndki megszokasbol szarmazo jelenségek, igy példaul a saj-
atfrekvencia szerint sorba rendezett rezgésalakok kozott a szimmetrikus és ferdén szimmetrikus rezgésa-
lakok egymast felvaltva kovetd sorrendje, és ezzel egyidejilleg a sajatfrekvencia sorszama és a
rezgésalak csomopontjai, illetve inflexids pontjai kozotti egyértelmii kapcesolat.

Kulesszavak: csigasoros fliggesztés, tobbszabadsagfoku kényszer, szabadrezgés, frekvenciatérkép

1. BEVEZETES

A szerkezet tobb elmozduldsanak linedris kombindcidjara valamilyen feltételt
el6iro kényszerek egyik hatdsa, hogy a statikai hatarozatlansag fokat és ezzel a szer-
kezet merevségét csak kisebb mértékben novelik meg, mintha az egyes elmozdula-
sokat kiilon-kiilon gatolndnk meg. A csigasorral torténd felfiiggesztés (Kolozsvary-
Kiss 2006, Hincz 2007, Hincz 2009) egy lehetséges szerkezeti megoldas az ilyen
kényszer kivitelezésére. Ez a szerkezeti kialakitas egyparaméteres, egyenletes er6be-
vezetést eredményez. A felfiiggesztett szerkezet kis keresztmetszeti mérettel alakit-
hat6 ki, ezért érzékeny lehet a dinamikus hatdsokra. A kialakulé rezgések nagy
amplitidoja rdadasul akar a fiiggesztokotél meglazulasat is okozhatja. A fliggeszto-
kotél megfeszitett és meglazult allapota kozotti valtakozas a rezgést nemlinedrissa
teszi, ugyanakkor két allapotvaltozas kdzott tovabbra is linedris a viselkedés. Emiatt
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szakaszonként a rezgés vizsgalatanak hatékony eszkdze lehet a modalanalizis
(Kocsis 2015, Németh 2015). Megfeleld mértékii statikus eldterhelés esetén az is
biztosithato, hogy a kotél nem lazul meg, igy a felfiiggesztés nem valik passzivva.
Jelen dolgozatunk elézményében (Geleji 2018) bemutattuk, hogy egy, a csigasoros
felfiiggesztést alkalmazo gerendacsalad egyes elemeinek vizsgalata soran milyen
szisztematikus eljarassal allithato el6 a szerkezet frekvenciamatrixa és milyen 1épé-
sekkel egyszerisitheté a megoldas menete. Cikkiinkben azt kivanjuk megvizsgalni,
hogy az egyenletesen elhelyezett felfiiggesztési pontok helye hogyan befolyasolja a
frekvenciaparamétert és a rezgésalakot. E paraméteres vizsgalat elvégzése érdekében
eléallitjuk gerendacsalad frekvenciatérképét.

Cikkiink tovabbi fejezeteiben roviden ismertetjiik az elézményeket: a vizsgalni
kivant szerkezetek csaladjat és a frekvenciamatrix szamitasi modjat. Ezutan bemu-
tatjuk a frekvenciatérkép szamitasara hasznalt eljarast, a numerikus eredményeket és
az azokbol levont kovetkeztetéseinket.

2. VIZSGALATUNK ELOZMENYEI
2.1. A VIZSGALT GERENDACSALAD

Egy kéttamaszli gerenda hajlitorezgéseit fogjuk vizsgalni abban az esetben, ha egy
szimmetrikusan elhelyezett csigasoron atvezetett kotéllel fliggesztjiik fel. A gerenda
prizmatikus, keresztmetszete a vizsgalat sikjara szimmetrikus, hajlitomerevsége
allando, tomegeloszlasa egyenletes. A kotél nyujthatatlan, tomege elhanyagolhato.
A csigakat surlodasmentesnek tételezziik fel, a méretiiket pedig kell6en kicsinynek
tekintjiik ahhoz, hogy a tomegiiket és tehetetlenségi nyomatékukat elhanyagoljuk és
az atvezetett kotélszakasz hosszanak az egyenes szakaszhoz viszonyitott aranya csak
elhanyagolhaté mértékben valtozzon a mozgas soran. A tomeg elhanyagolasa miatt
a kotél minden agaban ugyanakkora kotélerd 1ép fel. Az elmozdulasok nagysagrend-
jérol feltételezziik, hogy érvényes marad a kis elmozdulasok elve.

Két szerkezettipust fogunk vizsgalni, melyekre egy-egy példat mutat az /. dbra.
Az els6 tipusban a gerendat 2¢ pontban fliggesztjiik fel szimmetrikusan egy csigakon
atvezetett kotéllel (lasd az /.a) abrat ¢ = 3 esetén). A masodik tipusban 2¢+1 felfiig-
gesztési pont kapcsolodik a gerendahoz szimmetrikus elrendezésben (lasd az 1.h)
abrat ¢ = 2 esetén).

Mindkét tipus esetén két paraméterrel jellemezziik a csalad tagjat: egy egyenes
kotélszakasz vizszintes vetiiletének hosszaval (A) és a felfliggesztési pontok szamat
(2¢, illetve 2c+1) meghatarozo c-vel. Mivel felfiiggesztési pont csak a gerendan
képzelhetd el, ezért a (2c—1)A<L/2, illetve a 2cA<L/2 feltételnek teljesiilni kell, de
nem koveteljiikk meg, hogy annyi felfiiggesztési pont legyen, amennyi elfér.

Mindkét esetben szimmetrikus szerkezetrdl beszélhetiink, ezért a sajatrezgésala-
kok is szimmetrikus vagy ferdén szimmetrikus alakok lesznek (Ludvig 1983). (Ez
alol akkor lehet kivétel, ha egy egyszerre szimmetrikus és ferdén szimmetrikus alak-
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1. abra. Paros a) és paratlan b) csigaval szimmetrikusan felfiggesztett gerenda

hoz tartozo frekvenciaparaméter tobbszords gyok, de az ilyen esetben is valaszthato
egy szimmetrikus és egy ferdén szimmetrikus rezgésalak bazisnak.) A ferdén szim-
metrikus alakokndl a felfliggesztési pontok elmozdulasai paronként egymas ellentett-
jei lesznek, igy ezekben a rezgésalakokban a kotél hossza anélkiil marad véltozatlan,
hogy benne erd ébredne. Emiatt a kotél nélkiili kéttamaszu tarto ferdén szimmetrikus
rezgésalakjaival megegyez6 alakokat kapunk (kettd, négy, hat stb. szinusz-félhulla-
mot) a nekik megfeleld sajatfrekvenciakkal és frekvenciaparaméterekkel.

A szimmetrikus rezgésalakok esetén lehetséges eltérés a kotél nélkiili esethez
képest, ezért vizsgalatunkat ezen alakok meghatarozasara sziikitjiik. A rezgés soran
feltételezziik, hogy a kotél nem valik passzivva: ez elérhetd példaul ugy, hogy az
onsuly hatdsara kialakuld statikus elmozduldshoz képest a rezgés amplitidoja csak
akkora lehet, hogy a kotél még huzott maradjon. Ennek megfelelden csak az aktiv
kotéllel, de tobb ponton felfliggesztett rud rezgésalakjait és sajatfrekvenciait keres-
stik.

Mindkét szerkezettipus esetén a szabadrezgés differencialegyenlete (Timoshenko
1974):

w)(x,z)-i-EIu””(x,t):O, (1)

ahol p a gerenda fajlagos tomege, EI a gerenda hajlitomerevsége, u(x, ¢) a geren-
da lehajlasa a statikus teher hatdsara kialakult egyensulyi helyzethez képest, a (")
szimbolum az x hely, a () szimbdlum a ¢ id6 szerinti derivalast jelenti. A mérték-
egységeket ugy valasztjuk meg, hogy a rud hossza egységnyi legyen. A szimmet-
ria kihasznélasa érdekében a koordinata-rendszer kezddpontjat a gerenda kozép-
pontjaba helyezziik. A szabadrezgés-feladat megoldasat a valtozok szétvalaszta-
saval u(x, ) = u(x) cos(w,t—@,) alakban keressiik, amit a differencialegyenletbe
behelyettesitve az u(x) alakfiiggvényre az

—oghu(x)+Elu”” (x)=0 2)

kozonséges differencialegyenletet kapjuk. A felfiiggesztési pontokban az ottani csi-
gan atvezetett kotél két agaban ébredd erd ereddje hat a gerendara. Mivel mindkét
kapcsolddo kotélagban azonos a kotélerd vizszintessel bezart szoge és a kotélerd is
mindkét dgban azonos, ezért a gerendara hatd eredd egy fiiggoleges erd lesz. A fel-
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fliggesztésrol atadodo erd ugrast okoz a nyirderd fiiggvényében, ami az elmozdulas-
fliggvény harmadik derivaltjaval aranyos. Emiatt a felfliggesztési pontok szakaszok-
ra osztjak az elmozdulasfliiggvényt. Az egyes szakaszokon a megoldas altalanos
alakja

u(x)= A4, cos(Ax)+ B, sin(Ax)+C, cosh(Ax)+ D, sinh (Ax) 2)

lesz, ahol A a frekvenciaparaméter. A sajat-korfrekvencia és a frekvenciaparaméter
kozotti kapcsolat az egységnyi gerendahossz mellett @, =M VEI /W Altalanos L
gerendahossz esetén a tovabbiakban bemutatott Osszefliggésekben A értékét az L
hosszusaggal osztani kell, igy a sajat-korfrekvencia képlete:

A |EI

(1)027 m

A megoldasok szimmetrikus és ferdén szimmetrikus alakok lehetnek. A k-adik fer-
dén szimmetrikus alak esetén a frekvenciaparameter értéke A, = 2kn lesz, a hozza
tartozo rezgésalak pedig:

u,, (x)=+/2sin(2kmx),

ahol az findex a ferde szimmetriara utal. A tovabbiakban csak a szimmetrikus ala-
kokat keressiik, az ere utalo indexet elhagyjuk.

2.2. AFREKVENCIAMATRIX ES DETERMINANSANAK ELOALLITASA

A diszkrét pontokban felfiiggesztett gerendak esetén a frekvenciaparamétert a
frekvenciamatrix determinansanak zérushelyeinek meghatarozasaval talalhatjuk
meg. Kordbban bemutattuk (Geleji 2018), hogy a frekvenciamatrix egyes sorait mi-
lyen szisztematikus algoritmus szerint lehet eldallitani az altalunk vizsgalt két szer-
kezettipus esetén, és a determinans szamitasahoz hogyan lehet egyszeriisiteni a fela-
datot egy kisebb méretli matrix 1étrehozasaval. Itt most csak a legfontosabb dolgokat
ismételjiik meg.

2.2.1. Paros felfiiggesztési pont, kozéppontban nem felfiiggesztett gerenda

A vizsgalt fél gerenda els6 szakaszan a szimmetria miatt B, = D, = 0 adodik, ezért
az ismeretleneket a ¢ =[4,, C,4,,B,,C,, D,, ..., D_,,]" vektorba gyijthetjiik és a pe-
rem- és kapcsolodasi feltételeket roviden Fe = 0 alakban is irhatjuk, ahol F a frek-
venciamatrix. A frekvenciamatrix egyes sorai az alabbi feltételeket fejezi ki:

— a gerendavég eltolodasa a csuklos megtamasztas miatt nulla,

— a gerendavég gorbiilete a csuklos megtamasztas miatt nulla,
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— a felfliggesztési pontok eltolédasainak 6sszege nulla a kotél nyujthatatlansaga
miatt,

— az eltolddas az elso felfliggesztési pontot megelézo és az azt kdvetd kereszt-
metszetben azonos a gerenda folytonossaga miatt,

— az elfordulas az elso felfiiggesztési pontot megelézo és az azt kovetd kereszt-
metszetben azonos a gerenda folytonossaga miatt,

— agorbiilet az els6 felfliggesztési pontot megeldz6 és az azt kovetd keresztmet-
szetben azonos a gerenda folytonossiga miatt,

€s amennyiben tobb felfiiggesztési pont is van (¢>1), akkor minden tovabbi pontra:

— azeltolodas a felfliggesztési pontot megeldzo és az azt kovetd keresztmetszet-
ben azonos a gerenda folytonossaga miatt,

— az elfordulés a felfiiggesztési pontot megel6z6 és az azt kdvetd keresztmet-
szetben azonos a gerenda folytonossaga miatt,

— a gorbiilet a felfiiggesztési pontot megeldzd és az azt kovetd keresztmetszet-
ben azonos a gerenda folytonossaga miatt,

— a harmadik derivalt ugrasa a felfliggesztési pontot megeldz6 és az azt kdvetd
keresztmetszet kdzott azonos az els6 felfiiggesztésnél szamolhatoval az allan-
do kotélerdbol atadodo erdk azonos nagysagi ereddi miatt.

A )\ frekvenciaparaméterek azok az értékek, ahol ennek a homogén egyenletnek
nemtrivialis megoldéasa van, azaz az F determindnsa 0. A determinans szamitasanak
feladata egyenértékil egy 6x6-0s matrix determinansanak szamitasaval. Ennek az
atalakitasnak a részletei megtalalhatdéak korabbi munkankban (Geleji 2018). Utdbbi
1épéssel jelentdsen csokkenthetd az elvégzendd miiveletek szamitasi igénye.

A kovetkezd 1épés a frekvenciaparaméter lehetséges értékeinek keresése, amihez
a matrix determinansanak zérushelyeit kell meghataroznunk. Folytonos szerkezetr6l
lévén szo, végtelen ilyen megoldas 1étezik. A k-adik A, frekvenciaparaméter ismere-
tében a feladat befejezd 1épése a rezgésalak szamitdsa: a k-adik alakot megadd c,
vektor lehetséges elemeinek kiszamitdsa, majd az u,(x) rezgésalak normalésa.
Utobbira az L® normat hasznaljuk.

2.2.2. Paratlan felfiiggesztési pont, kozéppontban felfiiggesztett gerenda

A kozépso felfliggesztés a szimmetriatengelyre esik, ezért az elsd vizsgalt szakasz
sszes paramétere szerepelhet a perem- és kapcsolodasi feltételeinkben. igy az isme-
retleneket most a ¢ =[4,,B,,C,,D,,4,,B,,C,, D,, ..., D_,,]" vektorba gyijthetjiik, a
feltételeket pedig roviden Fc =0 alakban is irhatjuk, ahol F a frekvenciamatrix.
A frekvenciamatrix egyes sorai az alabbi feltételeket fejezi ki:

— a gerendavég eltolodasa a csuklés megtamasztas miatt nulla,

— a gerendavég gorbiilete a csuklés megtamasztas miatt nulla,

— a felfliggesztési pontok eltolédasainak 6sszege nulla a kotél nyujthatatlansaga

miatt,

— az elfordulas a gerenda kdzepén nulla a szimmetria miatt,
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és amennyiben a kozépsé ponton kivill tovabbi felfiiggesztési pont is van, akkor
minden tovabbi pontra:

— azeltolodas a felfiiggesztési pontot megeldzo és az azt kovetd keresztmetszet-
ben azonos a gerenda folytonossaga miatt,

— az elfordulas a felfiiggesztési pontot megel6z6 és az azt kovetd keresztmet-
szetben azonos a gerenda folytonossaga miatt,

— a gorbiilet a felfiiggesztési pontot megeldzo és az azt kdvetd keresztmetszet-
ben azonos a gerenda folytonossaga miatt,

— a harmadik derivalt ugrasa a felfiiggesztési pontot megel6z6 és az azt kdvetd
keresztmetszet kozott azonos a kozépso felfiiggesztésnél szamolhatoval az
alland6 kotélerobol atadodo erdk azonos nagysagu ereddi miatt.

Itt is igaz, hogy azokat a A frekvenciaparamétereket keressiik, ahol az F determi-
nansa 0. A determinans szamitasanak feladata most egy 4x4-es matrix determinan-
sanak szamitasaval egyenértékil. Az atalakitasnak a részletei megtalalhatoak korabbi
munkankban (Geleji 2018). Ezzel a 1épéssel itt is jelentdsen csokkenthetd az elvég-
zend6 miveletek szamitasi igénye.

A kovetkezo 1épés a frekvenciaparaméter lehetséges értékeinek keresése, amihez
a matrix determinansanak zérushelyeit kell meghataroznunk. Folytonos szerkezetr6l
lévén sz0, végtelen ilyen megoldas 1étezik. A k-adik A, frekvenciaparaméter ismere-
tében a feladat befejezd 1épése most is a rezgésalak szamitasa: a k-adik alakot meg-
ado ¢, vektor lehetséges elemeinek kiszdmitasa, majd az u,(x) rezgésalak normalasa.

3. A FREKVENCIATERKEP NUMERIKUS ELOALLITASA

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy egy tipusaval és a A-val adott szerkezet esetén
hogyan szamithato a frekvenciamatrix és annak determindnsa tetszdleges A érték
esetén. A A frekvenciaparaméternek azok az értékei érdekesek, ahol ez a determinans
nulla. Ahhoz, hogy a szerkezet rezgésének a felfiiggesztések helyétdl valo fliggését
vizsgalni tudjuk, két paraméter, A és A fliggvényében hatarozzuk meg a determinans
zérushelyeit. Megjegyezziik, hogy mindkét tipus esetén a determinans az exponenci-
alis tagok miatt nagyon nagy értékeket vehet fel, ezért numerikus szempontbol cél-
szerli a | R—SU™'T | tagot osztani e*-val.

A zérushelyek meghatdrozasara a szimplex letapogatas modszerét alkalmaztuk
(Gaspar 1997). A mddszerrel a paraméterek (A,A) sikjat szimplexekre (azaz sikban
haromszogekre) bontjuk fel, és minden szimplex csucsaban kiszamoljuk egy hiba-
fliggvény értékét (esetiinkben ez a determinans). Ezutan a hibafliggvényt a szimple-
xen belill linearizaljuk (Allgower 1990), majd a linearizalt hibafiiggvény zérushelyé-
nek (a sikban egy egyenes) a szimplex oldalaival valé metszéspontjait meghataroz-
zuk egy-egy linearis egyenletrendszer megoldasaval. A szimplexen beliili megolda-
sokat eltaroljuk. A moédszer hasznalata soran az egyes szimplexek kiilon-kiilon
vizsgalhatok, ezért az eljaras konnyen parhuzamosithatd, ahogy azt a PVM kornye-
zettel bemutattak virtualis szamitogépek hasznalataval (Domokos 2004). Az altalunk
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hasznalt program a parhuzamositast egyetlen szamitdgép tobb processzormagjan
valésitja meg (Németh 2014). A szimplex letapogatas eredményeként a megoldast
jelentd, esetenként gorbe vonalaknak a szimplexeken beliili linearizalt kozelitését
kapjuk meg.

Mind a paros, mind a paratlan csigaval torténd felfliggesztés esetén két lehetdsé-
giink van a A paraméter hatarainak kezelésére.

A teljes felfliggesztés esetén az adott csalad sajatossagainak megfeleléen annyi
felfiiggesztési pontot alkalmazunk, amennyi elfér. Ebben az esetben tehat a A tavol-
sag egyben a felfiiggesztések szamat is meghatarozza. Paros felfliggesztés esetén
a (2c—1)A<0,5 és a (2c+1)A>0,5 feltételek, mig paratlan felfliggesztés esetén a
2¢A<0,5 és a (2c +2)A>0,5 feltételek fejezik ki, hogy elfér a kivant szamu felfiig-
gesztési pont és nem fér el tobb. A A hatarai tehat

1 1
aros felfiiggesztésnél <AL ,
P g8 4c+2 4c-2
1 1
paratlan felfiggesztésnél <AL—.
4c+4 4c

A részleges felfiiggesztés esetén fiiggetlen paraméterként kezeljiik a felfiiggeszté-
sek szamat jellemzd ¢ paramétert. Ekkor a (3) és (4) egyenl6tlenségekbdl rendre csak
a masodikat kell figyelembe venni, azaz paros felfiiggesztés esetén a A<1/(4c—2),
paratlan esetén a A<1/(4c).

A 2. abran teljes felfliggesztésre elvégzett szamitasok eredményeit mutatjuk be
két grafikonon. Mindkét abran a ¢ =1, 2, 3, 4 esetek megoldésait abrazoltuk péros
felfliggesztési pont esetén. A 2.a) dbrdn a vizszintes tengelyen a A értékek szerepel-
nek, a 2.b) dbrdn a vizszintes tengelyen az 1/A értékek lathatok. Rogzitett ¢ esetén
ugyan egyenletesebbnek mondhaté az egy-egy A-hoz tartozd vonalak elhelyezkedése
a bal oldali abran, ha azonban tobb, kiilonb6z6 ¢ értékhez tartozo viselkedést kiva-
nunk dsszehasonlitani, ugy a szdmunkra érdekes jelenségeket a méasodik abran lehet

a

0,1 0,2 AOS3 0,4 0,5 2 6 10 1/A 14 20

2. abra. Teljes, paros felfiiggesztésli szerkezet frekvenciatérképei (az egyes arnyalatok a kiilonbozd
¢ értékek elvalasztasara szolgalnak.). @) Kivalasztott A értékhez tartozo A frekvenciaparaméterek.
b) Kivalasztott 1/A értékhez tartozo A frekvenciaparaméterek
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2 6 10 14 1A 22 26 30 4 8 12 16 1A 24 28

3. abra. Teljes felfuggesztésii szerkezetek frekvenciatérképei paros a) és paratlan b)
felfliggesztési pont esetén

megfigyelni. Ezért a tovabbi eredményeinket a (A, 1/A) frekvenciatérképeken mutat-
juk majd be.

A 3. dbran a fentieknek megfelelden két ilyen letapogatds eredményét mutatjuk
be a teljes felfliggesztés esetére paros, illetve paratlan felfiiggesztési pont esetén. Az
egymast kovetd fekete és sziirke szakaszok a kiilonb6zd, jobbra novekvo ¢ értékek-
hez tartoznak. A 4. dbran a részleges felfiiggesztésii szerkezetek térképeit mutatjuk
meg egyidejlileg az 6sszes ¢ <6 esetre, az alacsonyabb ¢ értéket vilagosabb és vasta-
gabb vonallal jel6lve.

b)
20m | 20mn w - ;
16n 16n ‘.// = -
.fv \\\.. 7..5-——_
< 12n <unL N SN,
v —————————
8“ 81-[ ; .\.\/-_{:v—
.
4n ¢ — an
0! 0
2 6 10 14 1A 22 26 30 4 8 12 16 1A 24 28

4. abra. Részleges felfliggesztésii szerkezetek frekvenciatérképei paros a) és paratlan b)
felfliiggesztési pont esetén

4. NUMERIKUS EREDMENYEK, ESZREVETELEK

Mindegyik abra ko6zos jellemzéjeként megallapithatjuk, hogy vannak meredek
szakaszok, amik az adott tartomanyban érzékeny szerkezetet jelentenek. Ez azt jelen-
ti, hogy a A kis megvaltozasa az adott frekvenciaparaméter és igy a kapcsolodo sa-
jat-korfrekvencia viszonylag nagy valtozasat eredményezheti, ami akar oda vezethet,
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u(x)
u(x)

-0,5 -3A -h 0 xA 34 0,5

5. abra. Teljes szerkezet azonos frekvenciaparaméterhez tartozo rezgésalakjai (szaggatott: szimmetrikus
és ferdén szimmetrikus, folytonos: altalanos) ¢ =2, A = 6m; @) 1/A=7,999; b) 1/A= 6,132

hogy egy rezonanciatdl tavolabbi harmonikus gerjesztés rezonancia-kozeli gerjesz-
téssé alakul.

Az is kiolvashato, hogy a ferdén szimmetrikus rezgésalakokhoz tartozé paros
n-nek megfeleld vizszintes egyeneseket a gorbék tobbszor is metszik. Egy-egy ilyen
metszéspont azt jelenti, hogy az adott A esetén a kérdéses frekvencidhoz egy paros
és egy paratlan alak is tartozik, vagyis ezek szimmetriatulajdonsaggal nem rendelke-
z0 kombinacioi is sajatrezgésalakok lesznek. Ilyen példaul ¢ = 2 eseténaz 1/A = 7,999,
illetve 1/A = 6,132 értékek: mindegyikhez a A = 61 megoldas tartozik. Ha a frekven-
ciamatrixot a szimmetriafeltételek figyelembevétele nélkiil, azaz a teljes szerkezetre
irjuk fel és ennek determinansat fejtjiik ki, akkor a kapott egyenletnek az ilyen A
értékek kétszeres gyokei lesznek. Az 5. abran bemutatjuk a példaként megadott két
gy0khoz tartozé harom-harom rezgésalakot: egy szimmetrikust egy ferdén szimmet-
rikust és egy altalanost, ami az el6z6 kettd linearis kombinacidjaként adodott. Ez
utobbi alak tehat nem fiiggetlen a masik kett6tél, de Gnmagaban is egy sajatrezgés-
alak. Az altalunk alkalmazott szamitdsi modszer szétvalasztotta a szimmetrikus és
ferdén szimmetrikus megoldasokat, igy abban a tobbszorés gyokok is elkiiloniilten
jelennek meg, a szimmetriaviszonnyal nem rendelkezd alakot pedig csak a két alak
kombinacidjaként allithatjuk el6.

A paros © egyenesekkel valdo metszéspontok masik kovetkezménye, hogy bizo-
nyos A-értékek mellett sériil a hagyomanyos gerendaszerkezeteknél megszokott je-
lenség, miszerint a szimmetrikus szerkezeteknél a ndvekvd sajatfrekvencia szerint
sorba rendezett alakoknal a szimmetrikus és ferdén szimmetrikus rezgésalakok fel-
valtva kdvetkeznek egymas utan. Példaul a ¢ = 2 esetben az 1/A = 7-nél a szimmet-
rikus alakok elsé négy frekvenciaparamétere rendre 2,90xm, 4,74n, 5,237 és 8,97x,
mig a ferdén szimmetrikus alakok elsé négy frekvenciaparamétere 2, 47, 67 és 8,
azaz a harmadik szimmetrikus alak ,,megel6zi” a harmadik ferdén szimmetrikus
alakot. Az ilyen rezgésalakoknal is igaz marad, hogy a sajatértékek névekvo sorrend-
jében a rezgésalakok csomopontjainak szama monoton ndvekszik, ugyanez azonban
nem igaz a rezgésalakok inflexios pontjainak a szamara. Ezt szemlélteti a 6. dbra,
ahol a harom egymast kovetd rezgésalak csomopontjainak szama rendre 4, 4 és 5,
mig az inflexids pontok szama 4, 6 és 5.
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6. abra. A ¢ = 2 paros felfliiggesztésii szerkezet 1/A = 7-hez tartozd, fél tartora esé 4., 5. és 6.
rezgésalakja a fél gerendan. Korokkel és négyzetekkel jeloltiik rendre a csomopontokat és az inflexios
pontokat

Fentieken tilmenden 6t jelenségre hivjuk fel a figyelmet.

4.1. AHATAROK MAGYARAZATA

Elészor vizsgaljuk meg a A értékek szélsdértékeihez tartozo frekvenciaparamé-
ter-értékeket. Részleges felfiiggesztés esetén a nulldhoz tartd A (azaz végtelenhez
tartd 1/A) hatdsa a felfiiggesztési pontok szamatol fliggetleniil az, hogy a tartd ko-
z¢éps6 pontjanak kdzelében levé pontok eltolodasai egyarant nulldhoz tartanak.
Ennek magyardzata, hogy tetszéleges véges eltolodashoz vagy elfordulashoz az
elemien kicsiny szakaszon végtelen nagysagu elfordulas vagy gorbiilet lenne sziik-
séges, ami viszont a folytonossagi feltételeket sértené. Ebben a hatarhelyzetben tehat
a kozépsé pontok nem tolodnak el és az elfordulas is 0 lesz az altalunk keresett
szimmetrikus alakok esetén, vagyis a haromtamaszu tarto rezgésalakjaihoz és frek-
venciaparamétereihez jutunk. Ezek a frekvenciaparaméterek a [2k+(1/2)]n értékek
kornyezetében vannak, ahol k tetszdleges pozitiv egész szam (Timoshenko 1974).
A 4. abran jobbra haladva tehat minden gorbe egy ilyen hatarértékhez tart aszimpto-
tikusan.

Teljes felfliggesztés esetén a nullahoz tarté mellett a felfiiggesztési pontok egy-
mashoz végtelen kozel keriilnek és a szamuk a végtelenhez tart. Hataratmenetben
a felfiiggesztés egy olyan folytonos megtamasztassa valna, ahol a megoszl6 eréként
atadodo felfliggesztderd miatt modosulna a rezgés differencidlegyenlete. A megol-
dasban a (2) szerinti rezgésalakhoz egy olyan polinomialis elmozdulasfiiggvény
adodna, hogy az egyes alakok elmozduldsainak a hossz menti integralja éppen nullak
legyen. Ezt a hatarhelyzetet jelen dolgozat keretében nem vizsgaljuk.

Paros felfiiggesztési pont esetén a legnagyobb érték 0,5. Ezt megel6zden egyetlen
felfiiggesztés sincsen a tarton, azaz a szimmetrikus alakokhoz tartoz6 frekvenciapa-
raméterek m paratlanszorosai lennének. Ahogy A belép az értelmezési tartomanyba,
ez az érték hirtelen, ugrasszeriien megnovekszik. Ezt a novekedést numerikus okok-
bol csak szaggatott vonalakkal latjuk a 3.a) és 4.a) dbrak bal oldalan. Az ugrasszerii
novekedés fizikai oka az, hogy a hatarértéknél csak kicsit kisebb A érték a tamasztol
végtelen kis tavolsagban jelent egy olyan felfiiggesztési pontot, aminek szimmetri-
kus rezgésalakok esetén az eltolédasa O kell legyen (hiszen nincsen masik pont,
amelynek eltolodasa ellenstilyozna a kotélhossz e pont miatti valtozasat). A végtelen
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kis tavolsag miatt a két pontban megtamasztott radvég egy befogasként fog viselked-
ni. A mindkét végén befogott rad szimmetrikus rezgéseihez tartozo, (4k—1)m/2-nél
rendre valamivel nagyobb értékek lesznek a frekvenciaparaméter azon értékei, ahon-
nan ezek a vonalak elindulnak jobbra a 3. dbrdn. A tovabbi felfiiggesztési pontok
megjelenésekor ez a jelenség nem kdvetkezik be, hiszen akkor mar van olyan koz-
bensé pont, ami el tud mozdulni a kotél nyulasmentességét biztositando, igy az
yjonnan megjelend felfiiggesztés nem okoz zérus eltolodast a timasz melletti pont-
ban.

Paratlan felfiiggesztési pont esetén a tartd kdozepén levo pont miatt mindig lesz
elmozdulasra képes felfliggesztés a tarton, igy amikor a A = 1/4 hatarértéknél eldszor
megjelenik a tartd végén egy felfiiggesztés, az sem okozza a tamasz befogassa vala-
sat. Ugyanakkor itt értelmezhetd a ¢ = 0 eset is. Ez mindig ugyanakkora frekvencia-
paramétert eredményez, igy annak az esetnek egy-egy vizszintes vonal felel meg,
ami kivételesen nem aszimptotikusan tart a [2k+(1/4)|n kornyezetében levo értékhez
csokkend A mellett, hanem barmilyen A mellett ugyanakkora marad.

4.2. TISZTAN SZINUSZHULLAM ALAKU REZGESALAKOK PAROS
FELFUGGESZTESNEL

Még a felfliggesztett szerkezetek esetén is talalhato tisztan szinuszhullamként jel-
lemezhetd rezgésalak. Ezeknek az alakoknak k6zos jellemzdje, hogy a A = (2k+1)n
frekvenciaparaméterek tartoznak hozzajuk, ahol k pozitiv egész szam. A megoldaso-
kat (azaz azokat a A értékeket, ahol a gorbék éppen érintik a paratlan n-nek megfe-
lel6 vizszintes vonalakat) harom csoportba sorolhatjuk:

a) A legegyszer(ibb eset az, amikor az Osszes felfliggesztési pont a szinuszhulldm
csomopontjara esik, azaz amiatt nem nyulik meg a kabel, hogy egyik pontja sem
mozdul el. Részleges megtamasztas esetén ezeket a konfiguraciokat ugy kaphatjuk
meg, hogy leszamoljuk, hogy egy adott k£ altal meghatarozott alakon hogyan férnek
el a felfliggesztési pontok. A szinuszhullam zérushelyei rendre mindig az

2r—1
x:
2(2k+1)

helyeken fordulnak eld, ahol » =1, ..., k+ 1. Ha az elsd felfiiggesztési pont az r-edik

zéruspontra esik, akkor az utolsé helye az

XM =(2c—1)£.
i 2(2k+1)

Ennek a pontnak még a gerendara kell esnie, ezért nem lehet nagyobb 0,5-nél. Ebbdl

a feltételbdl kifejezhetd, hogy adott ¢ és k esetén mekkora lehet maximalis értéke,

azaz hany ilyen megoldas 1étezik:
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Jmax k+c

T 2e-1
Az ilyen rezgésalakra képes szerkezeteknél A értéke a fent megadott x lehet:
1_4k+2
A 2r-1’

max

ahol r=1,...,n

A képletbdl kiolvashatd, hogy a
|
(4k+2)

és r =1 paraméterekkel az O0sszes c<k+1 felfiiggesztési szam mellett ugyanazt a
rezgésalakot eredményezi a A = (2k+ 1)z érték. Ez éppen a ¢ = 1-hez tartozo legki-
sebb A-ju megoldas, ahonnan kezdve a ¢ = k+1 gorbe is elkezdddik.

Megfigyelhetd, hogy a paratlan w nagysagu A értékek csokkend A értékek mellett
kiilénb6z6 helyeken 1épnek fel kiilonboz6 c-k esetén, és két érték kozott tipikusan
kisebb A lathat6. Ez azzal jar, hogy részleges felfliggesztés esetén egy bizonyos 1/A
folott mar bedll a ¢ =1, 2, 3, 4, ... sorrendje a gorbéknek (lasd a 4.a) dbra jobb ol-
dalat). Ez a hatar, vagyis az utolsé ,,érintési pont”, ahol a legnagyobb vizsgalt ¢ ér-
téki gorbe érinti a A = (2k+ 1)m vizszintes egyenest:

1 1
A=——— 1gy, ho A< .
c(4k+2) 8y, Hogy 4c-2

Ezen A alatt (1/A 1616tt) a kiilonb6z6 sotétséggel és vastagsaggal abrazolt szerke-
zetek abrai mar csak egymads mellett haladva kozelitenek a 4.1. pontban emlitett
hatérértékhez.

b) Paros felfliggesztésii szerkezeteken ¢>1 esetén a felfliggesztési pontok olyan
elrendezése is elképzelhetd a tisztan szinuszos rezgésalakokon, hogy a felfiiggeszté-
si pontok a hullam egy csomépontjara szimmetrikusan helyezkednek el, igy a hoz-
zajuk tartozd elmozdulasok rendre egymas ellentettjei, ezzel teljesitve azt a kovetel-
ményt, hogy az dsszegiik zérus legyen. Az ilyen szimmetrikus elrendezés feltétele,
hogy a fél gerendara es6 felfiiggesztési pontok koziil az els6 és az utolsé helye ko-
zotti felez6pont essen egy zéruspontra. Az ilyen megoldéasokat az a) ponthoz hason-
léan tudjuk leszamolni egy adott k& altal meghatarozott alakon. Ha az elsd és az
utolso felfliggesztés kozotti felezopont az r-edik zéruspontra esik, akkor az utolso
felfliggesztés helye

max_(Zc—l)(er -1)

X
" 22k +1)e

lesz, aminek még a gerendara kell esnie, ezért nem lehet nagyobb 0,5-nél. Ebbédl
a feltételbdl kifejezhetd, hogy adott ¢ €s k esetén mekkora lehet maximalis ér-
téke:
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c(2k+1)+l
2

max

7T 22e-1)

azaz hany ilyen megoldas létezik. Az ezekhez tartozo A értékekre

4k+2
l:(—)c, ahol r=1,...,r™.
A 2r-1 :

(Az r,maximumara levezetett dsszefliggés egyébként ¢ = 1-re is miikddik, €s azokat
az eseteket adja vissza, amikor az egyetlen felfiiggesztés a jobb oldali tdmasz folé
keriil, ami természetesen egy csomopontja a rezgésalaknak.)

¢) Elegendd szamu felfiiggesztési pont esetén olyan megoldasok is eléfordulhat-
nak, ahol az elmozdulasok Osszege nem amiatt lesz zérus, mert minden ponthoz
rendelhetiink egy olyat, amelyiknek az elmozdulasa éppen az ellentettje. [lyen meg-
oldast csak akkor talaltunk, ha paratlan ¢ mellett a k6zépsé pont éppen a hullam
egyik szélséértéke folott helyezkedik el, a tobbi pont pedig ennek megfelelden azo-
nos tavolsagokban. Az r-edik szélséérték helye

2r

X = .
"2k +1)

Ha a felfiiggesztési pontok szamat ¢ = 2/—1 alakban fejezziik ki, akkor az x,
helyen az [-edik felfiiggesztésnek kell lennie, amibol
A=
2k+1)(21-1)

Az utols6 felfiiggesztés helyére vonatkozo feltételbdl adodik most is az index felsd
hatéara:
. c(2k+1) .
2(2¢-1)

A A lehetséges értékeit az alabbi kifejezésbdl szamithatjuk:

l=(2k;1)c, ahol r=1,...,71™,
A r
de » nem lehet ¢ egész-szerese.

A ¢) tipusti megoldasok esetén talan nem latszik kozvetleniil, hogy a felfiiggesz-
tési pontok elmozdulasainak 6sszege éppen 0. Ennek bizonyitasdhoz az alabbi dol-
gokat kell szem el6tt tartanunk. Az egyik, hogy a pontok rendre egy szinuszhulla-
mon, egymastdl azonos tdvolsagra helyezkednek el, a masik pedig az, hogy az elsd
felfliggesztési pont tdvolsaga a szakasz felétdl, azaz a hulldm egyik szélséértékétdl
éppen feleakkora, mint a pontok egymadstol vald tdvolsdga. Ha egy koriv mentén
pontokat helyeziink el ugy, hogy azok fiiggbleges koordinatai éppen a felfiiggesztési
pontok elmozdulasai legyenek, akkor ezek a pontok ugyanakkora elfordulési szoggel
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kovetik egymast a koriv mentén (akar tobbszor is megkeriilve azt). Az l-edik, azaz a
ko6zéps6 pont valamelyik szélséértéknek megfelelden legfeliilre vagy legalulra kertil,
a megel6zo, illetve kovetd pontok pedig egymassal ellentétes iranyban korbe halad-
va, egymast @-vel kdvetve helyezkednek el. Az elsé pont helye valamelyik (als6
vagy felsd) szEls6érték elbtt p/2-vel lesz, azaz az utols6é ugyanezen szElséérték eldtt
lesz @/2-vel. A ponthalmazt képzeletben kiegészitve a nulladik és a ¢ + 1-edik pon-
tokkal azok éppen a c-edik és az els6 ponttal esnének egybe, vagyis az eredeti ¢ pont
egylitt egy diszkrét forgasi szimmetriaval rendelkezik. Ennek megfelelden a ponthal-
maz sulypontja altalaban a kor kozéppontja, igy a statikai nyomatéka, azaz a fligg6-
leges koordinatak 6sszege is zérus. Fentiek alol kivételt képez az az eset, amikor az
elsd és az utols6 pont egymassal fedésbe keriil. Ez az elrendezés felboritana a ¢ darab
pont ciklikussagat, igy nem teljesiilne az Osszeg zérus értéke sem. Ez az eset akkor
fordulhat eld, ha a ¢/2 szogelfordulas © egész szamu t6bbszordse, ami megegyezik
azzal a feltétellel, hogy az r nem lehet ¢ egész szamu t6bbszorose.

Az eddig ismertetett harom tipusmegoldast 6sszevetve megallapithatjuk, hogy
minden a) tipusti megoldas egyben b), vagy c¢) tipust, mégpedig ha ¢ paratlan, akkor
b), ha c paros, akkor c¢) tipusu.

d) A b) és c¢) pontban latott megoldasok (azaz a felfliggesztési pontok elrendezése)
ismétlédésével szintén zérus Osszegeket kaphatunk, ezek azonban nem 1ij alakok
lennének. A b) pontban kapott egyik megoldas A tavolsagat a ¢ érték 2m-szeresével
hasznalva egy c) tipust megoldast kapunk, a ¢ érték (2m+ 1)-szeresével hasznalva
egy b) tipustt megoldast kapunk. Hasonlé modon a ¢) pontban kapott egyik megoldas
A tavolsagat a ¢ érték m-szeresét hasznalva egy c) tipusi megoldast kapunk. (Az is-
métlések szamat meghatarozé m mindenhol egy tetszéleges pozitiv egész szam.)

A fentiek szerint kapott megoldasok kozos jellemzdje, hogy az 1/A érték mindig
linearisan fligg a szinuszhullimot meghatarozo k értéktdl, ezért az azonos r és ¢ ér-
tékhez kapott pontok a 4.a) dbrdn egy-egy egyenesre esnek. (Paraméterként A-t
hasznalva hiperboldk mentén helyezkednének el ezek a pontok, ami kevésbé szem-
betliné.) A 7. dbrdn berajzoltuk a ¢ =3 eset térképére az egyes esetekhez tartozo

\on VLT~ . _
i L N F——  _— ]
lln%

n

3m :

ol
10 14 18 22 1A 30 34 38
7. abra. A paros felfiiggesztésii szerkezet (¢ = 3) szinuszhullam alakt rezgésalakhoz tartozo
megoldésainak lineéris elhelyezkedése
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egyeneseket. Ezek a novekvé meredekség szerint b, ¢, b (és a), ¢, b, b, ¢, b (és a),
¢ és b tipustak.

Megjegyezziik, hogy teljes felfliggesztés esetén a fentiek szerint kapott egyenesek
tipikusan szakaszonként szétesnek. Ez aldl csak az a) tipust egyenesek jelentenek
kivételt.

4.3. TISZTAN SZINUSZHULLAM ALAKU REZGESALAKOK PARATLAN
FELFUGGESZTESNEL

A paratlan pontban felfliggesztett szerkezetek esetén is talalhatd tisztan szinusz-
hullamként jellemezhetd rezgésalak. Ezeknek az alakoknak is kozos jellemzdje,
hogy a A = (2k+ 1)n frekvenciaparaméterek tartoznak hozzajuk, ahol & pozitiv egész
szam. A megoldasokat (azaz azokat a A értékeket, ahol a gorbék éppen érintik a pa-
ratlan n-nek megfeleld vizszintes vonalakat) itt csupan egy csoportba sorolhatjuk:

a) Ez a paros felfiiggesztési pontoknal latott ¢) megoldasokhoz hasonlé elrendezés
azzal a kiilonbséggel, hogy nem csak a fél szerkezetet kell nézniink, hanem az egész
szerkezet felfliggesztési pontjait. Ezeknek a pontoknak egy szinuszhullamon ugyan-
olyan rendben kell elhelyezkednilik, csak a korabbi ¢ helyett 2c¢+1 felfiiggesztési
pontnak kell lennie. Az 4.2.c. pontban bemutatott geometriai elv alapjan a pontoknak
ugyanugy egy ciklikus elrendezésnek kell megfelelni ahhoz, hogy a k6tél megnyul-
asa nulla legyen. A paros felfiiggesztésii félszerkezetben a ¢ =2/—1 Osszefiiggést
felhasznalva a felfliggesztések zérus 6sszegéhez a kabel vetiiletére a

,
(2k+1)(21-1)
értéket kapjuk. Ebben az elrendezésben a kzépsé ponttol jobbra, illetve balra rend-
re /-1 pont van, a paratlan szerkezeten tehat ennyi a felfiggesztést jellemzo c. Ezt
felhasznalva

r

(2k+1)(2c+1)

adodik, amibdl az utols6 felfiiggesztési pont helyére vonatkozd feltétel most
¢ 2A<0,5 lesz.
Ebbdl tudjuk meghatarozni », maximumat, ami

o (2k+1)(2c+l)’
¢ 4c

de » most nem lehet (2c+1) egész-szerese.
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4.4. A PAROS FELFUGGESZTESNEL LETREJOVO
KOZEL EGYENES VONAL

A 4.a) abra c = 2 részét emeltiik ki a 8.a) abran. Itt az lathato, hogy A = 5m kor-
nyezetébdl elindul egy szinte egyenes vonal. Kozelebbrél megnézve azonban latha-
td, hogy ez a vonal nem folytonos (az elagazasok helyett szétesik két-két agra) és
nem egyenes (hiszen a paratlan -k kdrnyezetében van egy-egy vizszintes érinto).
Ennek szemléltetésére siiriibb felbontasokkal is elvégeztiik a letapogatast egy-egy
kisebb tartomanyban, melyeket a harom fekete négyzet jelol. E letapogatasok ered-
ményeit a 8.b)—d) abrdkon mutatjuk. Ezek alapjan egyértelmiien kijelenthetjiik a
fentieket.

Erdemes azonban megvizsgalni a kozel egyenes, szakaszokbol 4116 vonal mentén
kialakul6 alakokat. Erre mutatunk néhany példat a 9. dbrdn, ahol az abrazolt alakok
a 8.a) abra azon egyenesnek tin6 szakaszardl kivalogatott pontokhoz tartozé alakok,
mely vonalon a 8.h)—d) abran mar vizsgalt kornyezeteket is bejeloltiik. A pontokat
egy-egy ,,metszéspont” eldtt és utan valasztottuk ki, az elsé alaknal |A=0,1103 és
A = 6,8w, mig az utolsé alaknal A= 0,0507 és A = 14,8xn. Azt talaltuk, hogy a kiala-

a) b)
20m 9.1n
16n \/
~< 12n -

an
8n
4n

0 8.9n

6 10 14 22 26 30 118 119 12 121 12.2
/8 va

13.1n 17.1n

13n 1 17n

- . /\
225 226 22.7 2
va

17.1 17.2 17.3 17.4 17.5
1/a

B

8. abra. A paros felfliggesztésii ¢ = 2 szerkezet frekvenciatérképei. a) Teljes nézet, a kozel egyenes
szakaszok bemutatasara b)—d) Néhany elagazasnak latsz6 pont kornyezetében végzett letapogatas
eredménye
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a) b)
1 _ _ 1
X 05 ¥ X 05 /’&
3 3
0. 0 ~
-0,5 A=6,80n -0,5 - A=720n
1 ! -1
0 A X 3A 0,5 0 A 3Ax 0,5
c) d
1 . 1 4
=X 05 /’\ =< 05 /!
=l =l
0. ) 0 /
-0,5 A=8,80mn -0,5 A=920n
-1 -1
0 A 30 x 0,5 0 A 30 x 0,5
e)
1 ) f)
X 05 L % 05 /\
5 / = / k_
0 - 0 /
-0,5 A=10,80m 0,5 / A=11,20n
-1 -1 I L
0 A 3A X 0,5 0 A 3A X 0,5
g h)
1
% 05 ;L-‘
‘5‘ I.-'f
0 \jx
A=12,80m 0,5 A=13,20n
-1 1 !
0 A 3A X 0,5 0 A 3A X 0,5
i)
1
X 05\  /\
> 0 fl \
-0,5 A=14,80m
-1
0 A 3A X 0,5

9. abra. Rezgésalakok a kozel egyenes vonal mentén. A felfiiggesztési pontok helye a jelolt x = A és
x =3A pontok
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kul6 rezgésalakok egy jol lathatd mintazatot kovetnek: a teljes tartd k6zépso szaka-
sza, ahol a tényleges felfiiggesztések vannak, viszonylag nagyobb elmozdulasokkal
rendelkeznek, mig a gerenda felfliggesztetlen vége kisebb amplitiddval rezeg.

4.5. METSZESPONTOK VIZSGALATA

A frekvenciatérképen a gorbék latszolag tobb helyen is metszik egymast. Ezeket
a metszéspontokat négy csoportba sorolhatjuk. Ezek vizsgalata azért 1ényeges, mert
a tényleges elagazasoknal a frekvenciaparaméter tobbszords gyok, igy a rezgésalakot
is két alak kombinaciojaként allithatnank csak el6, ahogyan azt az 5. dbran is tettiik.

a) Az elsé tipus az, amikor a A hatarértékeinél részleges felfiiggesztés esetén meg-
jelenik egy ujabb felfiiggesztési pont. Ez tényleges elagazas, hiszen a hatarhelyzet-
ben az utolso, tamasz folé eso felfliggesztést akar figyelembe vessziik, akar nem, az
a rezgést fizikailag nem befolyasolja. Ugyanakkor az elagazashoz kozeledve minden
rezgésalak ugyanahhoz a hatarhoz tart, igy az elagazas szempontjabdl nem foglalko-
zunk vele.

b) A masodik tipust is csak részleges felfliggesztés esetén figyelhetjiik meg, ami-
kor ugyancsak két kiilonbozé felfiiggesztési pontszamhoz (c) tartozo gorbe metszi
egymast. Ekkor a metszésponthoz tartozé alakok lényegesen eltérhetnek, a gorbék
csak a paraméterek sikjaba torténd vetités miatt keriilnek egymas folé, nem valodi
elagazasi pontok. Ezt abbol lathatjuk be, hogy e rezgésalakok olyanok, ahol a koté-
ler6 nem zérus, ezért az ujonnan figyelembe vett felfliggesztési pont véges mérték-
ben megvaltoztatna az erdjatékot és ezaltal a kdvetd szakasz alakjat, ezzel a teljes
rezgésalakot is. Ez a hirtelen atmenet nem létezhet, vagyis a metszésponthoz két
kiilonb6z6, egymasba siman atalakulni nem tudo alak tartozik.

¢) Fenti b) pont aldl kivételt képeznek azok a pontok, ahol a kotélerd zérus, igy a
tobbletpontok hozzaadasa sem befolyasolja az alakot. Ezek a pontok mind a korab-
ban mar ismertetett szinuszhullam rezgésalakokhoz tartozo6 pontjai a térképnek, azaz
a metszésponthoz kozelitve most is minden szakaszon azonos lesz hatarértékben a
rezgésalak.

d) A negyedik tipus az el6z6 pontban mar emlitett, kozel egyenesnek tiind vonalak
mentén elhelyezkedd pontok. A paramétertér finomabb felbontasaval csak egy-egy
metszéspont kérnyezetét vizsgalva azonban mar megallapitottuk, hogy ezekben a
tartomanyokban a két irdnybol érkezé gorbéknek csak latszolag van k6zos pontjuk,
a valdsagban nincsen.

4.6. A FREKVENCIATERKEP HASZNALATA

A numerikusan eldallitott frekvenciatérképet egy tetszéleges szerkezet esetén
hasznalhatjuk a sajat-korfrekvenciak meghatarozasara. A kivalasztott tipus és felfiig-
gesztési pontok szamat megado ¢ érték mellett ki kell keresniink a kivalasztott A
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értékhez tartozd frekvenciaparaméter-értékeket, amikbodl a sajat-korfrekvenciakat
szamithatjuk. Az abrabol leolvasott A-értékek az egységnyi hosszisagli gerendahoz
tartoznak, ezeket a paros m-hez tartozé ferdén szimmetrikus alakokhoz tartozé érté-
kekkel kell kiegésziteni és sorba rendezni (mint lattuk, ez csak az értékek dsszeveté-
sével végezhetd). A k-adik sajat-korfrekvenciat az
M\, |EI

0.k — Lz m
képlettel szamithatjuk, a rezgésalakot a (2) fiiggvény szakaszonkénti alakjabol kap-
hatjuk meg, de a Ax szorzat helyére mindenhol a A,(x—x,)/L értéke irando.

A frekvenciaparaméterek leolvasasa mellett a térkép arra is modot nyujt, hogy az
egyes frekvenciaknak a A értékre vald érzékenységét is megbecsiiljiik. Minél lapo-
sabb egy leolvasott érték kornyezetében a gorbe, annal kisebb valtozast okoz a frek-
vencidban a érték kis megvaltozasa.

5. OSSZEFOGLALAS

Cikkiinkben elemeztiik a csigasorral felfiiggesztett tartok egy csaladjanak az aktiv
felfiiggesztéshez tartozo sajatrezgéseit a felfliggesztési pontok egymastol vald tavol-
saganak a fliggvényében. Numerikusan eléallitottuk a gerendacsalad frekvenciatér-
képét, melybdl a felfiiggesztés paraméterének fiiggvényében leolvashatd a frekven-
ciaparaméter értéke. A frekvenciatérkép alapjan megallapitottuk, hogy szélsdséges
esetekben milyen szerkezetnek felel meg a nyujthatatlan fiiggesztokotél altal képvi-
selt kényszer. Kimutattuk, hogy milyen felfiiggesztési pontok mellett alakulhatnak ki
tisztan szinuszos rezgésalakok, melyre formulat adtunk meg. A frekvenciatérkép
alapjan megallapitottuk, hogy bizonyos felfliggesztési paraméterek mellett a sajat-
rezgésalakok paros-paratlan sorrendje kismértékii zavart szenved és a csomdpontok,
illetve inflexids pontok szama nem adja meg egyértelmiien a rezgésalak sorszamat.
Bemutattuk, hogy a frekvenciatérképen megfigyelheté kozel egyenes, kozel folyto-
nos vonal milyen rezgésalakokhoz tartozik. A frekvenciatérkép alkalmazasa segithet
a frekvenciaparaméternek a felfiiggesztési paraméter valtozasara vald érzékenységé-
nek megallapitasaban.
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FREE VIBRATION OF A FAMILY OF SUSPENDED BEAMS II.
CALCULATION AND ANALYSIS OF THE FREQUENCY MAP

Summary

In this paper the effects of a new kind of structure, the block-and-tackle suspension system is inves-
tigated on the free vibration of a beam family subjected to bending. The beam family consists of sym-
metric pinned-pinned beams that are supported by an infinitely stiff cable with neglectable mass connec-
ted symmetrically by the block-and-tackle system. The inertia of the pulleys and their friction is neglec-
ted. In view of the natural frequencies and vibration modes corresponding to the tightened state of the
cable, the use of modal analysis in the examination of the vibrations of the structure is possible. The
vibration modes and natural frequencies are determined as a function of the frequency parameter and a
parameter characterizing the position of the suspension points. This is obtained through the frequency
matrix expressing the continuity and boundary conditions, where parameters that eventuate a zero deter-
minant are calculated by simplex algorithm. The resulting frequency map gives information about the
typical behavior and sensitivity of the vibration modes. It has been found that under the effect of a mul-
ti-freedom-constraint the original engineering approach becomes obsolete. For example the symmetric
and skew-symmetric modes alternately following each other when put in the order of raising natural
frequencies, and simultaneously the unequivocal connection between the index of vibration modes and
the number of their nodes or inflection points is no longer valid.

Keywords: block-and-tackle suspension, multi-freedom-constraint, free vibration, frequency map



