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A pélyazat cime: Rugalmas-képlékeny tartoszerkezetek topologiai

optimalizalasdnak néhany kulonleges feladata

(Részletes jelentés)

Az aldbbiakban a palyazat kereteben elért kutatasi eredményeket foglaljuk dssze. Valamennyi
témaban szamos példat is megoldottunk és azok eredményei alapjan parametrikus vizsgalatokat
folytattunk. Ezek ismertetésére ezen a helyen nincs lehetség, de ezek, és a kutatdsok részletes
ismertetése, a fejezetek cimeinél feltlintetett, a mellékelt kdzlemények listajara hivatkozo
folydirat-cikkekben illetve kiadvanyokban megtalalhatok. Az 6sszefoglalasnal azt az elvet
kovettiik, hogy a nagyobb terjedelmii munkakbol részletesebb, mig a kisebbekbdl rovid

Osszefoglalast adunk.

1 Dinamikusan terhelt tartoszerkezetek optimalis tervezése a marado

alakvaltozasok és elmozdulasok korlatozasaval [1, 2,3,5, 7, 9,11,12,22]

A mérnoki gyakorlatban igen gyakran fordul el6 rendkivili terhelés (robbanés, Utés, Utkozes,
foldrengés, stb...). Ezekben az esetekben a képlékeny alakvaltozasok rendszerint
megengedettek, de a tartoszerkezeteket olyan merevségi és szilardsagi tulajdonsagokkal kell
megtervezni, hogy a rendkivili hatdsok kovetkeztében ne legyenek tulzott mérteki képlékeny
alakvéaltozasok, a szerkezeti elemek ne szenvedjenek torest, illetve a szerkezet 6sszeomlasa ne
kovetkezzék be.

Ebben a részben olyan kozelité optimalis tervezési eljarast mutatunk be dinamikusan (Iokes,
robbanas, Utkdzés) terhelt képlékeny tartoszerkezetek (racsos tartok, gerendak, lemezek)
optimalis tervezésére, ahol a mindenkori terhelésbél az impulzusmegmaradas tételének
felhasznalasaval egy egyenértékii sebességmezét szamolunk. Ezt a sebességmez6t hasznaljuk
impulziv teherként a mar terheletlen tarton. Mivel ilyen esetekben az elmozdulasok rendszerint
nagyok, mersékelten nagy elmozduldsokat vesziink szamitasba. A tartdszerkezet képlékeny
viselkedésének szabalyozdsara Wierzbicki &ltal kidolgozott elméletet alkalmazzuk. Ennek
felhasznalasaval a mérsékelten nagy maradd alakvaltozasok nagysaganak egy felsé korlatja
szamithatd. Mivel nagy sebességekrél van sz0, az alakvaltozas-sebesseg érzékenysegét

(viszkozitas) figyelembe vesszik, tudva, hogy ezzel ndvekszik a szerkezet teherbird képessége.
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Az optimalis tervezés numerikus megfogalmazasanal a porozus anyagelméletet hasznaltuk fel.
A tervezés sordn a keresztmetszeti méretek egy alapértékét (pl. lemez vastagsdga) ismertnek
tételezzuk fel, és a folyamatban valtozatlanul hagyjuk. A tényleges méretet az x, tervezeési
valtozo (porozitasi tényezo) felhasznalasaval a szerint szamoljuk (pl. lemez esetén h, = x.h;).
A tovabbiakban a jobb megérthetéség kedveéért lemez-feladaton keresztul mutatjuk be a
tervezési munkat. A kapott eredmények termeszetesen minden nehézség néelkul atirhatdk racsos
tartdkra, gerendakra vagy héjakra is.
A bemutatésra keruil6 eljarés az alabbi kdvetelményeket és feltételt elégiti ki:

e aszerkezet stlya legyen minimalis,

e egy elére megadott pontban a maradd eltolédasok nagysaga nem haladhat meg egy

megadott értéket,
e a deformécids folyamat alatt a teljes kinetikus energia képlékeny munka form4jaban

disszipaldik.

1.1 Nagy intenzitasu, rovid ideig hato I6késszerii terhelés esete

1.1.1 Kinematikai egyenletek

Induljunk ki abbol a feltevésbol, hogy a dinamikai egyenletekben szereplé tomeg két részbol

tehetd dssze:

m(y,z) =m,(y,z) +m(y,2). (1.1)

Legyen (i =12,.., n) a diszkretizalt szerkezetben a végeselemek szama és a (1.1) kifejezésben:
e m,(y,z) > m,: jelenti azt a tdmeget, ami nem vesz részt az optimalasban,
o m(y,z) > p,hyx : jelenti a tartoszerkezet tomegének az optimalasban szamitandd

részét, amely a tervezési valtozoval kifejezheto,
e yeészalemez kozepfeliletének koordinatai.
A fentiek szerint az i-edik végeselem tdmege az alabbi modon fejezhet6 ki:
m;, =My, + PNy X; - (1.2)
Tételezzik fel, hogy a vizsgalt merev-képlékeny anyagl lemezt olyan, nagy intenzitasu, rovid
ideig tartd dinamikus teher terheli, mely az alabbi szeparéalhat6 alakban van megadva:
q(y,z,t)=p(t)a,(y.z), (1.3)

Illetve a diszkretizalt szerkezet i-edik eleménél
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A, = P()d;; (1=12,...,n). (1.4)
Itt p(t) a Iokés idobeli valtozasat, qo(y,z) pedig a teher lemezen valé eloszlasat irja le. A

tovabbiakban alkalmazzuk a leggyakrabban felhasznalt I6késterhet,

amelyben a I6kés idébeli valtozasa a kdvetkezé kifejezesekkel irhato le:

p(t)=p, ha t<t,
p(t)=0, ha t>t,

(1.5)
Itt t, a lokés idétartamat, p, pedig nyomas csucsértéket jelenti. Amennyiben p, igen nagy
(p, = >) és t, igen kicsi (t, —> 0), akkor a I6késszerti teher az

lo = Poty (1.6)
impulzussal meghatarozott impulziv terheléssel helyettesitheto.

A lemez ennek hatdsdra v(y,z) kezdésebességti mozgasnak indul, amelynek eloszlasa

impulzusmegmaradas tételébol vezethetd le:
f
[[aCy,zt)ddA=[m(y,z)v(y,z)dA. (L.7)
A0 A

Felhasznalva az el6z6 kifejezéseket

o[ ao(y,2)dA= [m(y,z)v(y,z)dA. (1.8)

Itt A a lemez kozépfellletének teruletét jelenti. A tovabbiakban feltételezziik, hogy v, sebesség

a lemez mentén valo eloszlasa a q,; teher eloszlasaval aranyos, igy:

v=V,q,(Y,2). (1.9)
Itt v, egy ismeretlen sebességparaméter.
Ennélfogva a sebességmez6 szamithato:
[a5(y.2)dA
v(y.z)=10,(y.2)+—2 (1.10)

[m(y,z)a,(y,2)dA

A kapott kifejezést felhasznalva, a diszkretizalt szerkezet i-edik (i=1,2,...,n) elemére jutd v,

kezdGsebesség az alabbi formaban szamithato:

n

quiAi

v, = 10y —+—;(i=12,...,n). (1.11)
2 My,
i=1
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Itt A, az elem terllete, i pedig az elem jele.
Ezzel a nagy intenzitasu, rovid ideig tartdo lokésszerii teherrel terhelt szerkezet dinamikai
vizsgalata egy terheletlen, a v(y,z) kezddsebességi lemez dinamikai vizsgalatara vezethet6

vissza.

1.1.2 Dinamikai egyenlet megadasa lokésszerii teher esetén
A dinamikai egyenlet felirasahoz felhasznéljuk Wierzbicki feltételezését, ami szerint a szerkezet
minden pontjdban a mozgéas egyidejtileg sztinik meg. Tovabba feltételezziik, hogy az impulzus
teher hatdsara a szerkezet minden eleme a mozgas kozben allandd gyorsulassal mozog a
megéllasig és egy adott A pontban az u, elmozdulas elér egy u,, elmozdulasertéket. A
szerkezet mozgasa kdzben a lemez és az allando teher sulyanak, a tehetetlenségi eréknek és a
bels6 eréknek dinamikus egyensulyban kell lennitik, és a diszkretizalt szerkezet minden
elemében ki kell elégitenitik a keéplékenységi feltételeket. Bizonyos egyszerisitési feltételeket
bevezetve ezek a kovetelmények az aldbbi egyenletek kielégitése esetén teljesulnek:
GQ+P(%)-D(%)=0; (1.12)

fi(Q, xoy)<0,(i=12,..,n). (1.13)
Itt G az egyensulyi matrix, f, az i-edik elem folyasi fliggvénye, af}i a ,,dinamikus” folyashatar
(benne tudjuk figyelembe venni az alakvaltozas-sebesség (viszkozitas) hatasat is.

A Kkils6 erok két részbol tevodnek dssze. A lokéssel egyidejileg fellépé normal (hasznalati)

csomoponti teherbél és az 6nsulybdl, amelyet a kdvetkezo egyenlettel adhatunk meg:
P =P"+9gA (Mg + pohyx )5 (i=12,...,n). (1.14)
Itt P" jelenti a normal (hasznalati) csomoponti terhet, amelyet a nagy intenzitasu, rovid ideig

tarté dinamikus teherrel egyidejiileg figyelembe veszink.

A D(x;) inerciaeroket lokésteher esetén a kovetkezo kifejezéssel adhatjuk meg diszkretizalt

esetben:

2

ZquAi
2 i=1

z M;Jgi A
i1

D_qOAI

i = 2u,, M QoA (i :1’2’-"’n)' (1.15)

0
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1.2 Leesé teher
1.2.1 Kinematikai egyenletek

Tekintsik egy az el6z6 fejezetben ismertetett elrendezésii merev-képlékeny anyagl lemezt,

amelyre a lemez A pontjaban v, sebességgel egy M tomegii test merélegesen becsapodik.

1 abra. Leeso teher két oldalon befogott szerkezet esetén

Tovabba tegylk fel, hogy az (tkdzés utan a lemez és a test egyltt mozog, és az Utkozés
kovetkeztében keletkez helyi szerkezeti karokat figyelmen Kivil hagyhatjuk. A lemezekre
bemutatott megoldasi mddszer és a megadott kifejezések kis mddositasok utan alkalmasak
gerendak, héjak és egyéb védoszerkezetek optimalis tervezésére is.

Tetelezzlink fel egy kinematikailag lehetséges sebességmezét, ahol az i-edik elem sebessége a

v, = BV, egyenlettel kifejezhets. Itt v, az M tdmeg kezdo sebessege az utkdzes utan. Felirva

az impulzus megmaradas torvenyeét:

Mv, = Mv, +VAZ:Bi m; (1.16)

i=1
a lemez minden i-edik elemére a kezdeti sebesség konnyen szamithato:
Mp;
n
M+ Bm,
i=1

V. =

v, . (1.17)

1.2.2 Dinamikai egyenlet megadasa Utésszerii teher esetén
Felhasznalva a lokésszerii teher esetén bevezetett feltevéseket, az el6z6 fejezetben megadott
dinamikai egyenletek természetesen valtozatlan formaban érvényesek, csak az egyes kifejezések

tartalma modosul. A lees6 tehernek megfeleléen az inerciaeré szamitasa a
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p =Y M [6M +mBA,]; (i=12....n), (1.18)
2ol M+ Y mp

egyenlet szerint torténik, mig a szamitasban figyelembe vett kiils6 erét a
P =P"+gA, (Mg + pohox ) +5,9M ; (i=12,...,n). (1.19)
szerint szamitjuk.

Itt 5,=1hai=A,illetve 6, =0 hai=A.

1.3 Maradoé elmozdulasok felsé korlatja

Az egyszeri alkalommal mikodo Iokésszerii terhelés vizsgalatakor a beéllasvizsgalat
szlikségtelen, és a képlékeny alakvaltozasok mértékét korlatozo el6zéekben ismertetett feltételt
sem alkalmazzuk. A véarhatéan nagy alakvaltozasok miatt a rugalmas alakvaltozasokat
figyelmen kivul hagyjuk, a maradd eltolédasokra azonban mérsekelt mértékii nagy
elmozdulasok figyelembevételével korlatot alkalmazunk. Wierzbicki (1970) tétele szerint
impulziv terhelés esetén egy mérsékelten nagy elmozdulast végzé merev-képlékeny anyagu

tarto egy adott A pontjaban létrejovo eltolodas legjobb u, felsé korlatjat az alabbi dsszefuggés

a+l
T, [uA n 1?‘1 (‘;—Aj } <K. (1.20)
0

Ebben o és a>1 mérsékelten nagy elmozdulas figyelembevételével elvégzett statikai vizsgalat

adja meg:

alapjan kiszamithat¢ allandok,

K= %Z MVZA, (1.21)
i=1

a lemez kezdosebességének megfeleld kinematikai energia és T,, a tartd A pontjaban, az U,
eltolodas iranyaban mikodo T, statikus koncentralt eré keplékeny hatarértéke. Ez a képlékeny

hatarallapot vizsgalat statikai tétele alapjan hatarozhaté meg:
max T,, (1.22.a)
az alabbi feltételek esetén
GR=T; (1.22.b)
f,(Ri0y0)<0; (i =12,..1) ; (1.22.c)
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X,—X <0, (i=12,..,n). (1.22.d)
Itt R az ismeretlen csomoponti eréket jeldli. A fentiek felhasznalasaval a tovabbiakban az A
pontbeli eltolédas nagysagara az alabbi korlat irhato el6:
Uy—Uy <0. (1.23)

Itt u,, az eltolodas megengedett értékét jeloli.

1.3.1 A dinamikus hatarfesziltség meghatarozasa
Mivel a lemez nagy sebessegii mozgast vegez, ezért indokolt az anyag viszkozus viselkedésének
figyelembevétele (Perrone (1965), Martin és Symonds (1966)). Ezt a hatast

oy =Yio, (1.24)
dinamikus folyasi hatar bevezetesevel vessziik szamitasba, amelyet a részleteket mell6zve az

alabbi modon fejezhetiink ki:

1
V. \r
oy =0, 1+ ﬂ(zcth : (1.25)

Itt B, C ésr az anyag viszkozus tulajdonsagait jellemzé allanddkat jeldlnek és a g allando a
r o, ., T
B =—— kifejezés alapjan szamithato.
2r+1

A rovid ideig tarto, nagy intenzitasu teher esetén a (1.25) egyenletet az aldbbi mddon fejezhetjuk
Ki:

loGi 2, GoiA
Y, =1+ p) — 2 (1.26)
2ChY mdy,

i=1

Figyelembe véve (3.15) kifejezéseket a porozitasi elméletnek megfeleléen, a mindenkori
hatarfeszlltsega o, = xia;‘i kifejezés alapjan szdmitandd. Mivel a;‘i >0, az anyag viszkozus
tulajdonsagainak (az alakvaltozas-sebesség) figyelembevétele mindig noéveli az anyag

szilardsagi, illetve merevségi tulajdonsagait, ezért felhasznalasaval gazdasagosabb szerkezetek

tervezhetok.
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1.4 Az optimalis tervezés alapfeladata dinamikus teher esetén

1.4.1 Kapcsolt, nemlinedris matematikai programozési megfogalmazés
Felhasznalva a fentiekben ismertetett képleteket, és a lemez tomegét valasztva célfliggvénynek,
az optimalis tervezés feladata rovid ideig tartd, nagy intenzitasu terhelés esetén az alabbiakban

fogalmazhat6 meg:

min hyp, > AX (1.27.a)
i=1
az alabbi feltételek mellett
GQ+P(x)—-D(x)=0; (1.27.b)
f (Qi,xi‘Pioyo) <0, (i=12,..,n); (1.27.c)
Xig =% <0; (1.27.d)

ha u a+l 1 ZquAi n
T uA+L( Aj —EIOZ = > om(x)a5A <0;  (1.27.e)

1+al h Zn:mi (%) 0y |
i1
Uy—U,, <0. (1.27.9)
Osszekapcsolva a max T,, (1.28.a)
az alabbi feltételek mellett
GR=T; (1.28.b)
fi(Ri,%0,)<0, (i=12,...,n); (1.28.c)
X,—% <0, (i=12,..,n). (1.28.d)

feltételes szélsoérték-feladattal. Megallapithatd, hogy a tarcsa-feladathoz hasonléan a
dinamikusan terhelt lemez optimalis tervezéset is két, az x, tervezési valtozok altal

0sszekapcsolt nemlinearis matematikai programozasi feladat hatarozza meg. A megoldasra

iteracios eljarast dolgoztunk ki, melynek részletei a hivatkozott dolgozatokban megtalalhato.

1.4.2 Tobbcélfuggvényes megfogalmazas

Itt is kovethetjiik a racsos tartok tervezésénél ismertetett eljarast a vektoroptimalasi feladat
felirdsa kapcsan. Ebben a megfogalmazésban a leesé teher esetén megadott egyenleteket

hasznaljuk. A célfiggvény a lemez tOmegét és a statikailag elérhet6 erét tartalmazza. A
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képlékeny hatérallapot statikai tételére alapulé tobbcelfliggvényes tervezési feladat

megfogalmazéasa a kdvetkezoképp adhaté meg:

min(hpozn:Aixi, —TAOJ (1.29.9)
i=1
az alabbi feltételek mellett
GQ-+P(x)-D(x) =0; (1.29.0)
£(Q.x0%)<0; (1=12,.,n); (1.29.c)
X, —% <0; (i=12,..,n); (1.29.d)

TM{UA+JEL(%§T }—%{n i(&)WX&)Ar+MV§(m)}SO; (1.29.e)

l+a Y
Uy —U,, <0; (1.29.)
GR=T; (1.29.9)
f.(R,%0,0)<0; (i=12,...,0). (1.29.h)

Itt a o;‘o(xi) dinamikus hatarfeszultség minden lépésben Ujra szamitandd. Révid ideig tarto,

nagy intenzitasu terhelés esetén a (1.29) feladatban M=0 a (1.29.e) kifejezésben. Ez a tény
felhasznalhaté (1.27) feladatban, ha leesé teherre kivanjuk megoldani. A (1.29) feladat
numerikus megoldasara tobb mddszer létezik. Ezek megtaldlhatok a jelentés kdzleményei

kozott.

1.5 Szeizmikus terhelés

A lokeésszert, illetve a lees6 terheléssel terhelt tartok optimalis tervezésénél alkalmazott
elveket a foldrengés esetére is Kiterjesztetttk az EUROCODE 8 ajanlasainak
figyelembevételével. Az eljards szeizmikus terhelésii keretvazas épiletek optimalis tervezéset
teszi lehetévé. A modszer az elmozdulasokat is korlatozza.

Az eljards alapja az EUROCODE 8-ra épllé ,pushover” modszer. Benne a
tobbszabadsagfoku rendszer dinamikai vizsgalatat egy egyszabadsagfoku rugalmas-képlékeny
tartdszerkezet statikai vizsgalatara redukaljuk. Az eljards numerikus modellje és az optimalis

tervezés részletei a kapcsolddo dolgozatokban megtalélhatok.

2 Rugalmas-képlékeny szerkezetek méretezése idében valtozo statikus
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jellegii terhelés esetén parametrikus matematikai programozéassal [13, 17,
18, 23, 24, 25]

A tartészerkezetek szamitasanal az esetek igen jelentés részében az id6 fliggetlen valtozoként
szerepel. Ez jelentésen megnehezitheti az id6tol fliggé anyagjellemzoket tartalmazé feladatok
megoldasat. Ha az idét az allapothatarozok paramétereként vezetjiuk be, akkor a Hamilton-elv
segitségével konnyebben megoldhatd feladatokra jutunk. Szamitasi eljarasokat dolgoztunk ki
idében valtozo statikus jellegi terhelés esetére, amelyben a szerkezet vélaszat tartalmazé
allapothatarozok idétol flggo flggvényekkel irhatdk le. A peremérték-feladatok megoldasat az
allapothatarozok idében végtelen fliggvénysordval kozelitve matematikai programozéssal
oldottuk meg. A megoldas Iényege, hogy az idétsl fiiggd allapothatarozokat a L* térben hely
szerint véges tartomanyokra bontéssal irjuk fel. A feladatot transzformaljuk a ¢* térbe, ahol a
feladat megoldhaté és a kapott eredmény a L* fliggvénytérbe visszatranszformalhato.
Egyszeriibben kifejezve: az eredeti feltétel nelkili szélséérték-feladatot felbontjuk feltételes
matematikai programozasi feladatra, és kétszeres (oda és vissza) matematikai transzformacio
felhasznalasaval oldjuk meg azt - a megoldas folyamataban mas matematikai térben dolgozunk -
. A duélis probléma fizikai értelmezésével ellenériztik a matematikai programozasi feladat
helyessegét. Megmutatjuk, hogy a kapott modellek milyen feltételekkel hasznalhatok a
klasszikus képlékenységtani optimalis méretezési feladatként. A bemutatasra keril6 eljaras
Osszetett mechanikai folyamatok numerikus megoldasat lehet6vé teszi, de itt az egyszeriiség
kedvéért az eljarast a rugalmas-képlékeny allapotra épllé optimalis tervezesi mddszer
kidolgozasan keresztil mutatjuk be.

A matematikai programozasi feladat megadasi struktdrajanak megfeleléen a célfuggvény az
egyes tipust energiakat (alakvaltozasi, disszipativ) tartalmazza, mig a feltételek az egyensulyt,
képlékenységi feltételeket, stb. fejezik ki. A feladat optimalis megoldasa nem csak az optimalis
keresztmetszeti méreteket, hanem az id6tél fuggé mennyiségek (pl. képlékeny csuklokban a
nyomaték fliggvénye) fliggvényeit is kozvetlenul szolgaltatja. Az alkalmazast szampélda

szemlélteti.

2.1 ldétél fliggo terhelésii tartoszerkezetek tervezése

2.1.1 Alkalmazott matematikai modszer rovid ismertetése

A mechanika szamitasi modszerei kozil az egyik leggyakrabban alkalmazott eljaras a
végeselem-maodszer (VEM). Ismeretes, hogy a VEM, illetve a hasonlé matematikai alapokon
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mikodo (peremelem-maddszer, végessavok modszere, stb...) numerikus modszerek matematikai
alapja a variacioszamitas. A mérnoki feladatok esetén a varidciészamitasban keresiink egy olyan
ismeretlen fuggvényt, ami egy hatarozott integral értéket szélséértékke, leggyakrabban
minimumma teszi. A variacioszamitas flggvénytérben dolgozik. Az ismeretlen fliggvényt a
megengedett fuggvényosztalybdl valaszthatjuk.

A variacioszamitas alapfeladatat a kovetkezé mddon irhatjuk fel:
b
minjf(x,g(x),g'(x))dx, (2.1)

ahol g(x) az ismeretlen fliggvény, f(x,g(x),g’(x)) az alapfiggvény és xe[a,b]. geC’,
g € M, ahol M a megengedett fliggvényosztaly, valasztasa a feladattol fligg.

Az alapfeladatbdl szarmaztathatd paraméteres variaciészamitasi feladat a kovetkez6 maddon

adhat6 meg:
min tj f(x(1),9(x(t)).0'(x(1)).t)dt, (2.2)

ahol t paraméter, X(t)eCO. A (2.2) szélsoérték-feladat alapjan megadhato legegyszeribb

paraméteres variaciészamitasi feladat:
t
min [ f (x(t).t)dt. (2.3)
4

Hestenes (1975) bizonyitotta, hogy a (2.3) feladathoz a kdvetkezé matematikai programozasi

probléma rendelheto:
min f (x(t).t); tet,t,]. (2.4)
Itt az ismeretlen x(t) fliggvényeket egy olyan halmazon értelmezzilk, ahol a [t,,t,] intervallum

minden pontjahoz a val6s sz&mok halmazat rendeljik. Ha ezen halmaz minden pontjahoz létezik
egy végtelendl Kicsi sima gorbe, akkor a (2.3) és (2.4) feladatok ugyanazt az x(t) folytonos

fliggveny hatarozzak meg megoldaskent. Vagyis a Hestenes-tétel a fliggvényterben értelmezett
(2.3) paraméteres variacioszamitasi feladat és a (2.4) kifejezéssel értelmezett végtelen
vektortérben értelmezett matematikai programozési feladat ekvivalencidjat mondja ki.

A nemegyensulyi mechanika (pl. képlékenységtan) tertiletén a mechanikai feladatok korrekt,
illetve pontosabb megoldasat biztosito matematikai eszk6zok helyes valasztasa nehéz feladat.

Ebben az esetben olyan eszkozt valasztottunk, amely alkalmas erre a feladatra, sét 6sszetettebb
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probléméak (tébbfazisu rendszerek vizsgalata) megoldasat is lehetové teszi. Az eljaras részletes
leirdsa megtaldlhaté mas dolgozatban.

Az dllapothatarozok (pl. feszlltségek, alakvaltozasok) egyensulyi allapotban vektor-
vektortérben értelmezettek. Legyen ez a tér a diszkretizalt szerkezet esetében n-dimenzids (ahol
n a csomépontok szama) az X,Y,Z globalis koordinata-rendszerben. Minden csomopontot meg

tudunk adni a csomopontba mutaté helyvektor segitségével. A &,n,C lokalis koordinata-

rendszerben egy allapothatarozé vektort rendeliink minden egyes helyvektorhoz. A szerkezet
allapothatarozd vektoranak szabadsagfoka fligg egyrészt a csomdpontok szabadsagfokéatol,
illetve a csomopontok szamatol. Mivel idotol fuggé a feladatunk, igy az allapothatarozok
vektorainak elemei flggvények. A mechanikai feladatot az egyszeriiseg kedvéért a kis
elmozdulasok elméletének alkalmazasaval oldjuk meg, igy az elézéleg ismertetett helyvektor
id6tol  flggetlen. A Hestenes-tétel  idé szerinti derivalt fuggvények transzformalasara
matematikai programozasi feladatban nem ad lehetéséget, ezért az allapothatarozdkat
altalanositott Fourier-sorral irjuk fel. Bizonyitott, hogy az altalanositott Fourier-sorfejtés a
sz@lsoérték tételeket nem befolyésolja. Ha a feladat minden fliggvényét egyugyanazon bézisban
irnank fel az altalanositott Fourier-sor segitségével oly moddon, hogy a Hestenes-tétel
feladattipusahoz jussunk, akkor a Hestenes-transzformacio elvégezhets. Igy a bazisfiiggvény
fliggvenyértékeit a feladat megoldasakor minden pontban figyelembe kellene venni. Ha a
Fourier-sorbafejtett fuiggvényeket tartalmazé feladatot oly moddon transzformaljuk, hogy a
bazisfliggvények fluiggvényértékeit nem visszik at a transzformalt feladatba, akkor a feladatot a
Banach-térben (itt a Fritz-John-tétel bizonyitott) adjuk meg, és a Fourier-egyiitthatok az
ismeretlenek. A skalar szorzat értelmezésével attériink az euklédeszi térbe. Ez utobbiban a
feladatot veges dimenzidssa csonkitva, az megoldhatova valik.

Tekintslink egy s dimenzids allapothatarozd fuggvényt. Tetelezzik fel, hogy a vektor minden

eleme a L*(Q), Q[0,1] térnek is eleme. Itt értelmeztilk az allapothatarozokat, mint olyan
vektorokat, aminek elemei fliggvények. A L*(Q) tér Hilbert-tér. Lehetséges egy
P(t), (i=1,...,0) ortogonalis polinomialis bazisrendszer felvétele az Q[0,1] intervallumban.

irjuk fel ennek a Hilbert-térnek egy elemét a kdvetkezé madon:
X()=> R (t), R(t)el’(Q), o eR, i=1..0 te[01]. (2.5)
i=1

Itt R jelenti a valdés szamok halmazat. Egy csomdponthoz tartozo allapothatarozo leirdsa a

kovetkezokben definialt F térben torténik: F =R°xLixLox..xLix..xL:. A szerkezet Gsszes

csomopontjahoz (n) rendelt allapothatarozokat az:
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F =(RPXEXL X XL X XL2)" (2.6)
térben irhatjuk fel.

Az F ' tér egy elemét a lokalis koordinatarendszerben adott allapothatarozok j-edik koordinata
tengelyére vetitve a kdvetkezé modon kapjuk:

rJ‘(t)zix?(t)ekzi(iauei(t)jek , @7

k=1\_i=1l
ahol o eR; PI(t) e L5([0,1]); te[01]; j=1,...,5; i=1..,.
Itt e, (k=1..,3) a lokalis rendszerben adott egységvektor-rendszer, x'j‘(t)nggvény a j-edik

szabadsagfokhoz tartozo allapothatarozd vektoranak a lokalis koordinata-rendszer k-adik

tengelyéhez tartozo vetiiletéhez rendelt fiiggvény, P’(t) polinom a kézelité polinom-rendszer i-

edik tagja a lokalis rendszer k-adik tengelyéhez tartozéan, «; egydtthatd a j-edik

szabadsagfokhoz tartoz6 P’(t) polinom i-edik egyutthatoja.

A teljes rendszer Fourier-egyitthatdit a kovetkezé matrixba csoportosithatjuk:

1

1 1 1 1 1
OUgenOlgee OlppenOlpee OlpganiOL

[a]=| | | , (2.8)

n

n n n n n
OlypenOlygee OlppenOlyn.n OlpgeniOL

oS

A mechanikai feladatot az F ‘=(R*xLZxL2x...xL2x...xL2)" térben definialjuk és a megoldast a
2 j S

Fourier-egyutthatok terében keressiik. Bizonyitottdk, hogy linearis, illetve nemlinearis
matematikai programozasi mechanikai feladatok a kdvetkezékben ismertetesre kerllé feltétel-
rendszer esetén megoldhatdk, és a fliggvények stacionaritasa létezik. A feladat ismeretlenjei a
Fourier-egyUtthatok. Az optimélis megoldas stacionarius fliggvény, amely kiszamitasdhoz az
optimalitast definiald elsérendii optimalitasi feltételek (Fritz-John-feltétel megadasa a Stieltjes-
derivaltak — fliggvény szerinti derivaltak - hasznalataval) felirasara van szikseg. A dudlis feladat
a Wolfe-féle duél-képzés (alapjan a Stieltjes-derivaltak felhasznalasaval végezheté el.

A mddszer hatranya, hogy egyenlétlensegi feltétel esetén az egyenldtlenségi feltételeket csak
diszkrét idépontokban tudjuk figyelembe venni. Az elény abban mutatkozik meg, hogy az idétol

fliggo feladat leegyszerusodik, és egy klasszikus matematikai programozasi feladatot kell

megoldani. A L* térbe torténd visszatranformalas utan minden valtozo fliggvényekkel kifejezett

mennyiség, és nincs sziikség tovabbi hosszadalmas szamitasra.
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2.1.2 Jeldlések
A fejezetben a vizsgalt tartok linearisan rugalmas — tokéletesen képlékeny anyaguak, alakjuk és

elrendezésiik (topoldgiajuk) adott. A vazas tartoszerkezetek N (i=1,2,...,N) szamu A
keresztmetszetii és ¢, hosszlsagu gerendat tartalmaznak, a lemezek és tarcsak pedig N
(i=1,2,...,N) szamu h. vastagsagu és A, terileti véges elemre vannak felosztva. A tovabbi

fontosabb jel6lések az alabbiak:

n: acsomoépontok szama,

s: a csomoponti elmozdulasok szabadsagfoka,

Gn:  a Gauss-pontok szama az egyes elemeken,

z: az elemek Gauss-pontjaiban fellép6 belsé erék szabadsagfoka,

p(t): acsomopontokra hato id6tol figgé kilso erék vektora (mérete n.s),
[G]*: aszerkezet egyensulyi matrixa (merete n.s,Gn.z),

[G]: aszerkezet geometriai matrixa (mérete Gn.z, n.s),

r(t): azerd jellegt bels6 valtozd (mérete n.s),

o(t): abelso erék vektora (mérete Gn.z),

[F.]: az i-edik szerkezeti elem hajlékonysagi matrixa (mérete Gn.z,Gn.z),

[A]: az anyag disszipacids tulajdonségait tartalmaz6 matrix (mérete Gn.z,Gn.z),
f. @ az i-edik elem képlekenységi, illetve disszipacios folyasi feltételeit tartalmazo
fliggvények,

E, o, az anyag rugalmassagi modulusa és folyasi hatarfeszlltsege.

2.1.3 Mechanikai modellezés
Az el6z6 alfejezetben bemutatott matematikai modszer keriil ebben a fejezetben felhasznalasra
rugalmas-keplékeny tartoszerkezetek méretezésére a klasszikus képlékenységtan szélséerték-

tétele alapjan. Belso valtozok felhasznalasaval az energiadisszipéciot is figyelembe vesszik.

2.1.4 Rugalmas-képlékeny optimalis tervezés feladatai

Ebben a részben az optimalis tervezés primalis és dualis feladatat mutatjuk be az el6z6
fejezetben ismertetett parametrikus matematikai programozéas felhasznélasaval. A szerkezetet a
vegeselemes diszkretizacionak megfeleléen osszuk fel végeselemekre! Az egyes végeselemes
csomopontokhoz rendelt allapothatarozok vektoranak elemei idotol fliggo flggvények (2.1
abra.). Az optimalis tervezés feladataban az ismeretlenek racsos tartdk és gerenda tartok esetén a
radelemek keresztmetszeti méretei, mig tarcsak és lemezek esetén az egyes elemek vastagsaga.



2006. évi OTKA zéardjelentés: Vezetd kutatd:Kaliszky Sandor
OTKA nyilvantartasi szam T 042993

A szerkezet anyaga rugalmas-képlékeny anyagtorvényt kovet. A képlékeny tulajdonsagok

kifejezése az er6 jellegti belsé valtozok hasznalataval a disszipacio figyelembevételével torténik.

A feladat felirdsdhoz a kdvetkez6 adatok sziikségesek:

a kulso erok fuggvénye (az egyszeriiség kedvéért legyen monoton névekve),

geometriai adatok a peremfeltételekkel (a szerkezet alapméretei, megtamasztasok
adatai),

az anyag folyasi hatarfeszultsége,

az anyag disszipacios ,,hatarfesziiltsege”,

az elemek hajlékonysaganak korlatjai,

disszipacios matrix, ami az anyag disszipacios tulajdonsagait tartalmazza.

A méretezési feladatban kifejezziik, hogy talalhatd egy olyan szerkezet, amelyiknek minden

eleme egyensulyban van, a kilsé terhelés okozta belsé erék (vagy valamely kombinacidjuk)

sehol sem lépik tal a képlékenységi hatart. A disszipacids folyamat az anyag disszipacios

tulajdonsaganak megfeleléen torténik (nem lehet akarmekkora). A szerkezet elemei kelléen

merevek, azaz hajlékonysagaik nem haladnak meg egy elére megadott korlatot. A szerkezetben

felhalmozodo alakvaltozasi, illetve disszipacios energia 6sszege pedig minimalis.

A feladatban a kovetkez6 feltevésekkel szamolunk:

a kis elmozdulasok elmélete érvényes,
stabilitasi probléméakkal nem foglalkozunk,
az ismeretlen mennyiségek meghatarozasakor feltesszik, hogy legalabb egy folytonos

komponens létezik.

A rugalmas-képlékeny optimalis tervezés szélséérték-elvre épiil6 primalis feladata a kovetkezo:

min(%c(t)*[F]o(t)+%r(t)*[A]r(t)j, vt tet,t,] (2.9.3)
az alébbi feltételek esetén
[G] o(t)+[G] r(t)+p(t)=0; (2.9.b)
(6, (1), k=1,..2)<0, i=1,..Gn; (2.9.0
o (r (), k=1,..,2) <0, i=1,...,Gn; (2.9.d)
f (o (t))r, (t)=0, i=1,..Gn, k=1,..,z; (2.9.)

[F]-[F <0, i=12..N. (2.9.0
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It [Iﬂ az i-edik elemnél a hajlékonysagi korlatokat tartalmaz6 matrix. A (2.9.a-f) matematikai

programozasi feladat ismeretlenjei:
e o(t):abelss ersk fiiggvényei,
e r(t) : disszipacios erok fliggvényei,
o [Fi] - az i-edik elemnél a keresztmetszeti adatokbol kifejezett hajlékonysag.

A (2.9.a-f) parametrikus matematikai programozasi feladat egyes egyenletei mechanikailag a
kovetkez6 tartalommal birnak: (2.9.a) célfiggvény a szerkezet Kiegészité potencialis
energiajanak és a kiegészito diszipacios energidjanak 6sszege és az energiaminimum elvét fejezi
Ki. A (2.9.b) az egyensulyi egyenletek kifejezése a peremfeltételek figyelembevételével, a kiilsé
erok, belsé erok, illetve disszipacios erok fliggvényeinek kapcsolata. A (2.9.¢) egyenlétlenség az
elemek keplékenységi feltétele, mig a (2.9.d) egyenlétlenség a disszipacios képességet
szabalyzé ,folyasi, fuggvény az elemek Gauss-pontjain egyeztetve. A (2.9.e) a képlékeny
viselkedésbol sz&rmazd disszipacio létét szabalyzd komplementaritdsi egyenlet. A (2.9.f)
egyenlétlenségi feltétel az ismeretlen keresztmetszeti méreteket szabalyzo hajlékonysagi feltétel.

Az igy bemutatott feladat helyességének igazolasara a dualis megfogalmazas
felhasznalasaval torténik. Ez és a dualis megfogalmazas kdzleményeinkben megtalalhatd.fizikai

tartalommal birjon, mert ezzel mindkét megfogalmazas igazolhato.

2.1.5 Kapcsolat a klasszikus és a disszipacios rugalmas-keplékeny optimalis méretezés

feladatai kozott

A bemutatott tervezesi feladat ellenérzésének egy masik fontos eleme a kapcsolat megtalalasa a
képlékenysegtan klasszikus optimalis tervezési modelljei és az itt bemutatott disszipaciot
tartalmazo primal-duél feladatpar kozott.

Vizsgéljuk meg, hogy a rugalmas-képlékeny allapotban torténé optimalis méretezési feladatok
klasszikus modellje milyen feltételekkel szarmaztathatok a disszipaciot is tartalmazo primal-
dudl feladatparbdl. Tetelezzlk fel, hogy a belsé valtozok értékei elhanyagolhatok. Az eljarasban

a statikai modszerre épulé (2.9.a-f) primal feladatot vizsgaljuk. A feladat (2.9.a) célfliggvényét
és (2.9.b) egyensulyi egyenleteit derivaljuk az id6 szerint t, e[tl,tz] idépontban, mig a feladat

tobbi  feltételét hagyjuk valtozatlan formaban a belsé valtoz6 elhanyagolasanak

figyelembevételével. igy az alabbi feladatot kapjuk:
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min @c(t)*[F]c(t)j' (2.11.a)
t=t
az alabbi feltételek esetén
[G] &(t)|_, +p(1)_, =0; (2.11.b)
fi(o (1), k=1,...2)|, <0, i=1,...Gn; (2.11.c)
[F]-[F]<0 i=12..N. (2.11.d)

Ezekben az egyenletekben az elmozdulasi, illetve az er6 jellegii peremfeltételeket figyelembe

vettiik és nem jel6ljuk ezt kilon. Az alakvéltozasi energiafliggvény 1d6 szerinti

derivaltfiiggvényét fejtsiik Taylor-sorbaa t, [t;.t,] helyen:

(s [Flo®)| = 26(t,) [Flot,) +5(t,) [F]o@,)t-t,)+6(t) [Flolt)t-t,)+... (212)

t=t,

A Klasszikus modellek az idében Iépésrol 1épésre allitjak fel és oldjak meg a (2.9.a-f) feladatot.

Ha a t, idopontban a feszultségeket nullanak tekintjik, és a &(t,)-val, mint novekményekkel
szamolunk, akkor a (2.12)-b8l csak a &(t))"[F]&(t,)(t-t,) tag marad, ahol (t—t,) a lépés
nagysaga. Adott t erték esetén a célfiiggveny minimumpontjat a (t—to)-val valé szorzas nem

befolyasolja.
Helyettesitsik a derivaltakat a differencia-hanyadossal. A fentieket figyelembe véve a (2.11.a-d)
optimalis tervezési feladat az aldbbi forméban adhat6é meg:

min{%Ac(to)[F]Ac(to)} (2.13.4)
az alabbi feltételek esetén
[G] Ao (ty)+Ap(t,)=0; (2.13.b)
(0, (t,) + Ao, (t;)), k=1,..,2) <0, i=1,..,.Gn; (2.13.)
[Fi]—[lﬂso, i=1,2,..,N. (2.13.d)

Itt a peremfeltételeket figyelembe vettik és kilon nem jel6ljik. Amennyiben (2.13.d)
egyenlétlenségben a hajlékonysagot az egyes ismeretlen keresztmetszetek méretével vagy
inercidjaval helyettesitjik, akkor klasszikus rugalmas-képlékeny optimalis tervezés primalis
feladatat lathatjuk. A (2.13.a-d) feladat az alabbi kdzelitéseket tartalmazza:

e adisszipaciot elhanyagolja;
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o afesziltségek idoéfliggvényeit 1épésenként linearisnak tekinti,
e ennélfogva az elmozduldsok idéfliggvényeinek id6é szerinti derivaltjai (a sebességek)
konstansok, azaz vagy nincs mozgas vagy egyenes vonall egyenletes a mozgas,
e adiszkretizalt idépontokban meghatarozott ndvekmények egymastol fliggetlenek,
o a (2.13.a) célfuggvényt a (2.11.a)-bol vezettik le, amely a (2.9.a)-bdl derivalassal
szarmazik. A (2.9.a-f) és a (2.13.a-d) széls6értéke csak abban az esetben egyezik meg, ha
a (2.13.a-d) feladatban szereplé feszultségek idoflggvényei linearisak. Vagyis a
"legkisebb teljesitmény” elve csak ebben a specialis esetben esik egybe a "minimalis
energia” elvvel.
Végezetil megallapithatjuk, hogy a optimalis méretezési feladatpar magaban foglalja specialis
esetként a klasszikus rugalmas-képlékeny optimalis tervezés alapfeladatat, de annal szélesebb
feladatkort fed le. Benne nemcsak az ismeretlen keresztmetszeti meéretek, hanem egyéb
képlékenységtani mennyiségek (pl. a képlékeny csukldban elfordulas) idéfliggvényei kozvetlen
megoldasként kaphatok. A fesziltségkorlattal felirt rugalmas-képlékeny optimélis méretezeési
eljarasban az idétol fliggé allapothatarozokkal megadott feladatok esetén az id6é parameterként
torténé hasznalataval elkeriilhet6 a sebességmezok hasznélata. Képlékeny allapotban a belsé

valtozok hasznélataval a disszipécioé folyamata idoben kovethetéve valik.

3 Lineérisan rugalmas szerkezetek topologiaoptimalasa [1,6,8,11, 12, 14,16]

A kutatas célja 2D szerkezetek topologiaoptimalisa a matematikai programozas elméletének és
az optimalitasi feltétel modszerének felhasznalasaval igen nagy szamu (tobb ezer) tervezési
valtoz6 alkalmazasaval. A szamitasi modellhez standard végeselemes szamitdgépes programot
készitettink négycsomopontu tarcsa-elemek és kétcsomdpontu rudelemek felhasznalasaval
linearisan rugalmas anyag alkalmazasaval. A tervezes soran a kiindulaskor adottnak tekintettiik
a terhelést (egyparaméteres, statikus), a megtdmasztasokat és a tervezési tartomanyt, az un.
"alap"- szerkezetet. A tervezési valtozok minden esetben a tarcsaelemek vastagsagai, illetve a
rudelemek keresztmetszeti teriiletei voltak. Két alapmodellt készitettink el:

— minimaltuk a szerkezet térfogatat a kills6 potencialis energia (compliance) nagysaganak

korlatozasaval,

— minimaltuk a Kkilsé potencidlis energiat — (compliance minimization) - adott
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anyagmennyiség esetén.

Ebben a kutatdsban az els6é feladattipussal foglalkozunk egy alapfeladat és egy bdévitett
(tamaszoptimalasi) probléma kapcsan. A szamitasi modellek mindkét esetben nemlineéaris
matematikai programozasi feladatra vezetnek. Felhaszndlva az optimalitds feltételét, egy
iteracids formulat vezettiink le — SIMP ( Solid Isotropic Material with Penaltization) -, amely
ellentétben a standard matematikai programozasi algoritmusokkal, igen nagy szamu tervezeési
valtozo felhasznaldsat teszi lehetévé. Vizsgaltuk az analitikusan kapott, illetve a numerikusan
kiszamitott un. Michell-tipust optimalis topoldgiadk egyezoségét kilonbdzo térfogati aranyok,
merevségek és terhelési esetek kapcsan.

A tovabbiakban feltessziik, hogy a kis elmozduldsok elmélete érvenyes és a szamitasainkat az

elsérendi elmélet alapjan végezzik. Az alkalmazasokat szampéldak szemléltetik.

3.1 Az alkalmazott végeselem tipusa

A tervezési tartomanyt diszkretizaljuk a szokdsos modon . Ahogy a bevezetében emlitettik a
szokasos alkalmazott elemtipus a négycsomdpontl, csomdpontonként kétszabadsagfokui
tarcsaelem, mert ennek hasznélata a legalkalmasabb a Prager &ltal definidlt ,, racsos tart6”
tipusui optimalis szerkezet kialakulasahoz. Tovabba a szerkezeti megerésitések szamitasakor
(kulso, illetve belsé) 2D radelemet is hasznaltunk. A két tipus csomopontonként azonos
elmozdulasi szabadsagfoku, igy a numerikus szamitasokban jol kombinalhato.

A tovabbiakban a diszkretizalt szerkezet csomopontjait tarcsa- vagy/és rudelemekkel kotjuk

Ossze. A tarcsa alakfuggvényei: Nl(g,n):%(l—g)(l—n); Nz(g,n)Z%(l-i-g)(l—n);

N3(§,n):%(1+§)(1+77); N4(§,n):%(1—§)(1+77). A szerkezet megtamasztasaként fix

tamaszok, linearisan rugalmas rugok, illetve rugalmas radelemek keriiltek alkalmazasra.

3.2 A feladat megfogalmazasa
Ahogy azt az el6zéekben jeleztiik, itt az optimalitasi feltétel (OC) modszerének négy fé Iépését
valositjuk meg. El6szor a topoldgiaoptimélasi feladat matematikai  programozasi
megfogalmazasat adjuk meg radelemek hasznalata nélkil. Majd alkalmazva a Lagrange-fele
dualitasi elvet, felirjuk a Kuhn-Tucker-felteteleket, és ezeket felhasznalva tudjuk megadni az
optimalitasi iteracios képletet. A jobb megértés érdekében, alkalmazva a végeselemes
alapfogalmakat, tekintsiik az alabbi tervezési esetet:

e Legyen a linearisan rugalmas anyagu szerkezet (tarcsa) 2D tervezési tartomanya ismert.
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A szerkezetet a végeselemes diszkretizalas szabalyi szerint osszuk fel G (g=1,2,...,G)

alaptartomanyra. Az egyes tartomanyok t, vastagsaga legyen konstans (egysegnyi).

Minden alaptartomanyt osszunk fel tovabbi E, (e=1,2,...,E,) elemre. (Gyakorlatilag ez
azt jelenti, hogy a halozat generalaskor egy elsédleges haldzatot keszitink, majd ezt
tovabb osztjuk egy masodlagos halézattal.)
e Aterhelés egyparaméteres, statikus.
e A megtamasztasok adatai adottak.
e Adottak az elmozdulési korlatokat definialo feltételek — hely (d=1,2,...,D) és nagyséag -.
Felhasznalva az el6bbi normalt vastagsagu szerkezetet, a linearitds miatt a feladat kénnyen

attranszformalhat6 egy t, =t , vastagsagu szerkezet vizsgalatara. Belathato, hogy a terheket

t, =t tetszoleges értékkel beszorozva a kapott feladatban a feszultségek, alakvaltozasok és

elmozdulasok azonosak lesznek az eredeti normalt feladat eredményeivel.

A szerkezet W sulyat az alabbi modon szamithatjuk:

W=2 7oAl (3.1)

Itt y, a szerkezet anyaganak fajstlya, A, a g-edik alapelem terllete. Az elmozdulasi korlat a
szerkezet adott pontjaban a tényleges elmozdulas ismeretében, amit a tartok statikajaban ismert
modon szamithatunk, felirhato:

0;Ku-A, <0; (d=1..,D), (3.2.3)
ahol G, a d-edik helyen és iranyban hatd, egységnyi nagysagu virtualis erébdl szamitott
virtualis csomoponti elmozdulasok vektora, K a szerkezet merevségi matrixa, u a P teherbdl
szamitott tényleges csomoéponti elmozdulasok vektora, A, a d-edik elmozduléasra eldre
megadott korlat nagysaga.
Abban az esetben, ha egyetlen elmozdulasi korlatot (d=1) veszink fel a szerkezet egy megadott
pontjaban, és a terhelés is csak itt hat, belathato, hogy (3.2.a) feltétel helyettesithet6 a kdvetkez6
kifejezéssel:

u'Ku-C<0; (3.2.b)

ahol C (compliance) a kiilsé potencialis energia. A tovabbiakban ezt az (3.2.b) egyenlétlenséget
hasznéljuk a topoldgiaoptiméalas matematikai programozési feladataban.

Tovabba adjunk meg minden alaptartomany t, vastagsagara egy also, illetve egy felsé korlatot

(praktikusan t,;,, ~0 ést__ =1):
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~t, +t, <0; (9=1...G),
t, -t <O; (gzl,...,G).

9

(3.3)

Ezek a korlatok (0 és 1) gyakorlatilag azt szolgaljak, hogy a tervezés eredményeként azt adott

elem létezik-e vagy nem. Ahhoz, hogy elkerlljuk a kézbensé vastagsagi értékeket a szerkezet

1

.G 1
sulyat egy modositott képlettel szdmoljuk. Az Uj formula W =ZygAgtp, ahol p (p>1) a
g=1

blntet6 paraméter, és szerepe ugyan az, mint a klasszikus OC mddszereknél hasznalt biintetd

parameter. Megjegyezziik, hogy t, =0 és t =1 esetén a modositott keplet is a tényleges sulyt

szolgaltatja.
A topoldgiaoptimalas alapfeladata biinteté paraméterrel kifejezett suly-célfiiggvény és

»~compliance”-feltétel alkalmazasaval a kdvetkezékeppen adhatd meg:

1

- G 1
min W =min >y At’ (3.4.9)
g=1
az alabbi feltételek mellett
u'Ku-C <0;
-t +t, <0, (9=1...G), (3.4.b-d)

ty—tw <0 (9=1..G).

g
Az (4) matematikai programozasi feladatban az u csomoéponti elmozduldsok vektora a Ku =P

linearis egyenletrendszerbdl meghatarozott a hatd P terhelés hatasara.

3.3 Aziterécios formula szamitasa

A numerikus szamitas nehézségeinek csokkentése érdekében alkalmazzuk azt a feltételt, hogy
az ismeretlen alapelem vastagsagok (tmin) also korlatjanal a zérus vastagsagok helyett egy véges,

de igen Kicsi értéket vegyink fel (pl. t_. =10"). Ezzel a Iépéssel a végeselemek szama a teljes

szamitas soran konstans érték lesz és a rosszul kondicionalt merevségi matrixot elkertlhetjik.
Ha az energiakorlat — a compliance-feltétel - aktiv (azaz egyenléségkent teljesul) az (3.4)
matematikai programozési feladatban, akkor az el6z6 feltételek felhasznéldsaval a kdvetkez6
egyenletet kapjuk:
¢ R
cC-> -2=0. (3.5)

g=1 g
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Mivel mind a passziv (g € P ), mind az aktiv elemek g € A vastagsaga ismert, azaz az el6z6

pont alapjan szdmithato volt, igy felirhatjuk a
T e 9
geP Y49 geA Yg geA (UpRg ]M
A7y

egyenletet, amelyb6l a v Lagrange-szorzo értéke szamithato:

p
— 1
L s

P

c-ZTg
g

geP

(ahol A #0). (3.7

Az (4) matematikai programozasi feladat optimalis megoldasat tehat iteracios eljaras
alkalmazasaval megkaphatjuk, ha az optimalitasi feltételi egyenletekbdl, megfelelé sorrendben,

a t, vastagsagokat, illetve a v Lagrange-szorzo értékét kiszamitjuk.

Koénnyen bizonyithatd, hogy ha az (3.4) matematikai programozasi feladatban a célfliggvényt
felcseréljik az energia korlattal, és az un ,,compliance” lesz a célfliggvény, a szerkezeti suly
pedig feltételként szerepel, akkor az eredeti megfogalmazéassal egyenertékii feladatot kapunk.
Ennek optimalis megoldasa, bizonyos feltételek mellett, azonos az (3.4) feladat optimalis
megoldasaval, azaz ugyanazt az optimalis topologiat kapjuk. Ez az elsérendii optimalitasi

feltételek azonossagabdl kovetkezik. Az algoritmus a téméhoz kapcsolt munkéban talalhato.

3.4 A topoldgiaoptimalés bévitett feladata
A mérnoki gyakorlat sokszor kivan megoldani olyan tervezesi feladatot, hogy a megtamasztasok
helyét, illetve a bels6 megerdsitések mennyiségét vagy/és minéségét kell meghataroznunk. Ez a
feladattipus alkalmas a passziv mddon valé tdmaszer6 szabalyzasra, a sulyelhelyezés miatt a
konzolhatas erésitesere, a sajatfrekvencia modositasra. A klasszikus tamasz-optimalasi feladatok
megjelenése a 70-es évek kozepére tehets. A probléma a numerikus nehézségek miatt szinte
feltaratlan maradt, és csak néhany éve kerllt ismét a kutatok vizsgélata targydva. Rozvany,
L6go és Kaliszky (2003) egy ,.koltség”-flggvény alkalmazasaval oldotta meg a feladatot
radtdmaszok eseten. Itt a celfliggvény a kilsé, illetve belsé megtamasztasok egy alkalmas

kombinacidjat fejezi ki az alabbi modon:

min[Zk€i|Fi|+Zb€j|Rj|j; (3.8)
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ahol k és b adott konstansok, ¢; és ¢, az i-edik, illetve j-edik rid hossza, F és R, az i-edik

belso, illetve a j-edik kiils6é tamaszeré nagysaga.

lgy a topologia optimalasi feladatnal a célfiiggvény egy modositott valtozata kerill
felhasznalasra, amelynél feltételeztiik, hogy a koltség aranyos a keletkez6 er6é nagysagaval, azaz
ardnyos azzal a térfogattal, amit a kérdéses raddal megadott tamasz képvisel. Ennélfogva az

erék helyett a linearisan rugalmas anyag felhasznalasa miatt az anyagtorvény szerint a o A,
mennyiség kerllt bevezetésre (o, egy feszultségi hatar merészama, és huzasra, illetve nyomasra

az egyszeriiség kedveért azonos pozitiv értéket tételezzink fel, A, a keresztmetszeti méret). Az

abszolut érték jelek igy elhagyhatok és az 0j tipusu célfliggvény az alabbi modon irhato:

min(ZkfiayiAi +szjoyjAjj. (3.9)

A tovabbiakban minden tamaszt, annak a helyén egy rudcsoporttal helyettesitiink, oly modon,
hogy a rudak minden lehetséges iranyban elhelyezésre kerlilnek. Tovabba a fix tAmaszokat is
helyettesithetjiik a fentiekben megadott modon. (Ez azt jelenti, hogy egy gorgés megtamasztast
egységnyi hosszu, de merev riddal helyettesithetiink.)

Az elézoleg ismertetett elveket kévetve a bévitett topologiaoptimalas feladata ,,compliance”
feltétel esetén formailag az (3.4) matematikai programozasi feladattal azonos. Megoldésa az ott

ismertetett elvek alapjan torténik.

4 Lagyulé anyagu szerkezetek képlékeny hatarallapot vizsgalata és

optimalis tervezése [19]

A kutatasban olyan szerkezetek képlékeny hatarallapot vizsgalataval és optimalis tervezesevel
foglalkoztunk, ahol a szerkezet anyaga hulzéasra nemlinearis lagyulé és egy megadott
hatarfeszultséget vesz figyelembe, mig nyomasra lineéarisan rugalmas tokéletesen képlékeny. Ez
a fajta anyagi viselkedés matematikailag nem-konvex feladatra vezet.

A numerikus megoldas soran a szerkezetet gy modelleztiik, hogy a tervezési tartomanyt
négycsomopontl merev elemekre bontottuk, ahol az elemek normal és nyird igénybevételek
felvételére alkalmas rugokkal kapcsolddnak egyméshoz. Az anyagi viselkedés ezekre a rugokra
korlatozodik. Az anyagi viselkedés komplexitasa azt eredmenyezte, hogy a szerkezet
hajlékonysagi matrixa a hatarallapot vizsgalat sordn nem konstans, igy az egyes lépésekben

frissiteni kell az elemeit.
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A nem-konvex viselkedés miatt egy iteracios algoritmust javasoltunk, ami egymasba agyazott

ciklusokat tartalmaz. Ennek részletei dolgozatunkban megtalalhato.

5 Osszefoglalas

Az ismertetett modellek alapjan algoritmusokat és szamitdgépes programokat készitettiink és a
feladatokat foleg iteracids uton oldottuk meg. Felirva az optimalitasi feltételt, a kapcsolt
feladatok megoldasat megkaptuk egy matematikai programozasi feladat direkt megoldasaval,
illetve atfogalmazva a tobbcélfiiggvenyes matematikai programozads alkalmazésaval.
Algoritmusunk alapja a szekvencialis kvadratikus programozés volt. A tapasztalataink azt
mutatjak, hogy hatékonyan hasznélhato.

Valamennyi vizsgalt feladat esetében szamos peldat megoldottunk és az eredményeket
diagramokkal és tablazatokkal szemléltettiik. Parametrikus vizsgalatokat is vegeztink és
elemeztiik az egyes paramétereknek az eredményekre gyakorolt hatdsét.

A kidolgozott modellek elénye, hogy kiilonleges esetként a rugalmas illetve a teljesen képlékeny
allapotu tartok optimalis tervezését is magukba foglaljak.

ElGirt tervezési tartomany estén a tarcsak optimalis anyageloszlasanak ismeretében a tarcsak
optimélis alakja (hatarvonalak, attorések) is meghatadrozhaté. A modszer tehat topoldgia
optimélasra is alkalmas. Az eredményeket nemzetkdzi folyoiratokban, nemzetkdzi és hazai
konferencian ismertettik, néhany dolgozatunk pedig elektronikus cikk forméjaban jelent meg.
Részt vettiink és eléadast tartottunk az International Society of Structural and Multidisciplinary
Optimization (ISSMO) 2 nemzetkézi kongresszusan. El6adast tartottunk az ICTAM
kongresszusan. Az ISSMO kutatéival és az IPPT (Institute of Fundamental Technological
Research, Poland) szoros egyuttmiikddésben dolgoztunk. A kutatasi idészakban dolgozatainkra

szamos hivatkozas tortént.



