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Probléma megoldasi mdodszerek egy térgeometriai feladat kapcsan
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OsSZEFOGLALO. Egy térgeometriai feladaton keresztiil szeretném bemutatni azokat
a probléma megoldasi modszereket, gondolkodasi moédokat, amelyeket az élet
kiilonboz6 teriiletein dolgoz6, munkajuk soran konstruktiv gondolkozést igényld
feladatokkal talalkozé emberek alkalmaznak, ha egy-egy problémaval talalkoznak.
A példan keresztiill arra is szeretnék ramutatni, hogy egy-egy kézzelfoghatd
feladattal hogyan tehetjiik szinesebbé, érdekesebbé az integrilszamitas oktatasat.

ABSTRACT. We show how people working in different fields use different thinking
methods and problem solving skills for figuring out the same spatial geometrical
exercise. We also point out that a real life problem can give a challenge in teaching
integral calculus.

1. Bevezetés

Ennek a cikknek az otletét egy magam altal megélt torténet adta. Néhany évvel ezelott
kozvetlen kollégdim korében valaki felvetett egy térgeometriai feladatot, amelynek az eredete
szdmomra nem ismert. Egy kockét két lapparjara merdlegesen atfirunk egy-egy hengerrel
ugy, hogy a henger palastja érinti a kocka mésik négy oldalat. Mekkora az igy megmaradd
megmozgatta a feladat, de végiil csak harman foglalkoztunk a probléméval, €s jutottunk el a
megoldasig: a technikus, a faipari mérnokhallgatdé €s a matematika-fizika szakos tanar.
Megoldasunk szinte viccbe ill0, legaldbb is alatamasztja azokat a vicceket, amelyek a
matematikusok koriilményes gondolkodasmoddjat allitjak kozéppontba szemben a mérnok
frappans megoldéasaival. Oldalakat szamoltam teleirva integraljelekkel, tobbszor is mellékutra
tévedve, mig kikristdlyosodott a legrovidebb megoldids. A technikus rovid matematikai
probalkozés utan elkészitette a kérdéses testet, és tomegméréssel jutott helyes eredményre. A
mérnokhallgat6 pedig leiilt a szamitogép elé, és egy tervezdprogram segitségével megrajzolta
az atfurt kockat, majd kiszamoltatta a megmarado rész térfogatat. Itt elsOsorban a sajat,
matematikai megold4saimat szeretném ismertetni a mellékutak nélkiil. Egyik célom az, hogy
ramutassak arra, hogy a tulsdgosan szaraznak t{ind integralszamitisi tananyagot igenis van
lehet6sége az oktatonak élettel feltolteni, érdekesebbé, szinesebbé tenni egy-egy ilyen
feladattal.

2. Afeladat és a megoldasok ismertetése

A feladat

Egy kockét henger alaki lyukkal atfirunk az egyik szemkozti lappérjara merdlegesen
ugy, hogy a lyuk tengelye egybeesik a kocka ezen lapparjara merdleges szimmetriatenge-
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lyével, és érinti a kocka masik négy oldalat. Ezek utan ugyanilyen lyukat firunk egy masik
lapparra merdlegesen is. Hanyad része a kocka igy megmarad6 térfogata az eredeti
térfogatanak?

A ,,matematikus” megoldasai.

El0szor a megoldas menetét talaljuk ki! Ha a kocka térfogatabdl kivonjuk az egyik henger
térfogatat majd a masikét, akkor a két henger ko6zos részének térfogatat kétszer vontuk ki,
tehat azt még hozza kell adni az eredményhez. Egyfajta szita-formulaval:

Vmegmaradé = Vkocka - ZVhenger + th‘)zés-

A kocka és a henger térfogata jol ismert képlettel szdmithatd, tehat a feladat kulcsa a két
henger kozos részének meghatirozéisa. Erre tobb lehetdség is kindlkozik, ezek koziil szeretnék
néhanyat bemutatni. El0szor érdemes a testet elképzelni, vazlatosan megrajzolni. Mar itt
felmeriil az els6 probléma. A hiromdimenzids test két dimenzidban valé szabadkézi
megrajzolidsa kissé nehézkes, jo térlatast igényel, damde a hallgatoknak tobbnyire ez az
egyetlen lehetdség all rendelkezésre, foleg ha akkor halljak eldszor a feladatot, és ott helyben
6ran meg is kell oldani. Ugy vélem, pedagégiailag helyesebb, ha az oktaté is szabadkézzel
rajzolja fel a tadblara. A kész abrdk kivetitése latvanyosabb ugyan, de hitelesebb és
konnyebben kovethetd a valds iddben felrajzolt 4bra. Ennek ellenére jelen cikkben a
szemléltetd abrak szamitégéppel késziiltek.

A feladatot legkézenfekvobb integralszamitassal megoldani. El6szor helyezziik el a két
athat6 hengert a haromdimenzids derékszogli koordinata-rendszerben. Erre két lehetOség
kinalkozik, melyeket az 1. dbra szemléltet.

YA

B

1
a) b)

1. abra. A test elhelyezése a koordinata-rendszerben és vetiilete az xy-sikra

Az origét mindkét esetben a kocka kozéppontjaba helyeztiik. Szimmetria okok miatt a
kozos rész térfogatit elegendd az xy-sik pozitiv siknegyede felett kiszdmolni, igy az egész
rész nyolcadat kapjuk meg. Mivel a kérdés egy viszonyszam, a megoldas fiiggetlen a kiinduld
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kocka méretétdl. Célszerli tehat az oldalélét 2 egységnyinek vélasztani, igy az atfuré henger
sugara 1 egység lesz. Az a) elrendezés esetén egységnyi oldali négyzet-tartomanyon kell
integralni két hengerfeliiletet, mig a b) esetben negyedkor tartomanyon kell integralni egy
hengerfeliiletet. Sziikségiink van az x-, y- és z-tengelyli hengerfeliiletek egyenletére, melyek a
kovetkezdk:

x-tengely(i hengerfeliilet: y? + z% = 1,

y-tengely(i hengerfeliilet: x? + z% = 1,

z-tengelyli hengerfeliilet: x? + y? = 1.
A feladat megoldasat a

Vmegmarad() _ Vkocka - 2Vhenger + Vkﬁzés

Vkocka Vkocka

formula fogja szolgéltatni, amelyben

Viocka = (2r)* =23 =38,
Vhenger = r*m(2r) = 2m.
1. megoldas

Nézziik el0szor az 1. dbra a) elrendezését. Az x- és az y-tengelyli hengerek az y = x és az
y = —x egyenletli sikokban metszik egymast, melyeknek az xy-sikra esd vetiilete ugyancsak
azy = x és az y = —x egyenletll egyenesek. Az 1. siknegyed vonalkazott tartomanya felett az
y-tengelyli henger helyezkedik el lentebb, mig a pOttydzott tartomanyon az x-tengelyd.
Mindkét tartomany felett ugyanakkora térfogat van, ezért elegendd az egyiket szamitani, s az
eredményt 16-tal szorozni. Ez most a vonalkazott tartomany feletti rész lesz. Tehat feladatunk
az, hogy az 1. a) dbran lathaté vonalkazott haromszog tartomanyon integraljuk az y-tengelyl
hengerfeliiletet, vagyis az

z=f(xy) =Vi-x? (1)

kétvaltozos fiiggvényt.

A két valtozo integralasi sorrendjétdl fiiggden kétféleképpen irhatjuk fel az integralt:

1y
szfxll—xzdxdy
00

vagy
V= fol f(f\/1 — x2dydx.

Az elObbi integral esetében az
x =sint

helyettesités alkalmazandd, amellyel kissé hosszabb és koriilményesebb a szdmolds, mig az
utobbi integral egészen egyszertien elvégezhetd.

V= fol fox V1—x2dydx = fol V1 —x?[y]gdx = fol xV1 —x%dx (2)
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Az y valtozo szerinti integralas utan egy klasszikusnak mondhaté integralt kapunk. Egyik

megoldasi lehetdség az

1—-x%2=t
helyettesités. Masik lehet0ség az, hogy a kifejezést megszorozzuk — 2-vel és el is osztunk
vele:
1 " 1
V= fx\/l—xzdx = —Ef—Zx 1 — x2%dx,
0 0
ekkor egy
fn+1(x)
n ! —
jf ) f'(x)dx —— +c
alaku integralt kapunk, ahol
fx) =1-x?,
f'() = —2x,
1
n=s
A megoldas:
371
Y N5l B PO
V= 2[ : ] = 3(0 1)—3.
0
Tehat a két athaté henger kozos részének térfogata
16
Viozos = 16V = 3
A feladat megoldasa pedig:
16
Vmegmaradé _ 8 —4m + ? _ E _ z
Vkocka 8 3 2

2. megoldas

Tekintsiik most az 1. b) abra szerinti elrendezést. A z-tengelyli henger xy-sikba eso

vetiilete nem mas, mint az

x2+y2=1

3)

egyenletll kor. Elegend0 most is az 1. siknegyedbe es6 negyed korlapon integrali (vonalkazott
tartomany). Az integrdland6 fiiggvény most is az y-tengelyli hengerfeliilet, azaz az (1)
fliggvény. Az x és y valtozok szerinti integrilas sorrendje itt is kétféle lehet, de az el6zdekben
elmondottak alapjan célszerli most is el0szOr y azutdn x szerint integrilni. Ez esetben az
integraldsi tartomény hatarvonalat jelentd negyed koriv egyenletét a (3)-bol kifejezett

y=+1—x?

fliggvény adja.
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A kiszdmoland6 kétvaltozods integral a kovetkezo:
V1—x2

1
V= J.[ V1 —x2dydx.
0 0

A szamolas menete:
1V1—x2

ff mdydx—le—xz =22 gy

1

=f\/1—x2\/1—x2dx=f(1—x2)dx=lx—x3—3L:1—%:
0

0

wl N

Ez a nyolcada a két henger koz0s részének, tehat a teljes kozos rész térfogata 16/3.

Megjegyzés: konnyen félrecsiszhat a feladat megoldasa, ha a kortartomany lattan az
integralt sikbeli polarkoordinatakkal akarjuk felirni. A probalkozast az olvasora bizom.

3. megoldas

Egy kovetkezO megoldas tovabbi térlatast igényel. Tekintsilk most csak a két 4thato
hengert, valamint annak kozos részét mint 6nallo testet (2. a) és b) dbra).

a) b)

c) d)

2. abra. A két egymasba tolt henger (a), kozos résziik (b) és a kozos részt felépito elemek (c), (d)

Vegyiik észre, hogy a kozos rész a 2. ¢) abran lathaté mdédon nyolc egybevagd kisebb
testre bonthat6. Egy ilyen épitdelemet a kovetkez6 modon szarmaztathatunk: messiik el az
egységsugard, egységnyi magassagd hengert egy olyan sikkal, amely az alaplapjanak egy
atmérdjét tartalmazza, €s az alaplappal 45 fokos szoget zar be. Az igy kettévagott hengernek
eltavolitjuk a sik folé es6 részét. A megmaradé alsé részt térfogatdnak meghatarozasihoz a 2.
d) abran lathatd6 modon helyezziik koordinita-rendszerbe. Az xy-sikkal 45 fokot bezaro, y-
tengelyt tartalmazé sikot megado kétvaltozos fiiggvény:

fx,y)=x

Ezt a fiiggvényt kell integrdlnunk az xy-sik pozitiv siknegyedébe esd negyed koron, igy a
test térfogatanak felét, a két henger k6z0s részének pedig 1/16-at kapjuk.

1V1-x2 L
V= Jf xdxdy=§
0 0

Az eredmény levezetését az olvasora bizzuk.
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4. megoldas

Felmeriil a kérdés, hogy ha mar tgyis integralnunk kell, miért nem irjuk fel kozvetleniil —
a szita formula kihagyasaval — a kocka megmarad6 térfogatit. Ehhez az 1. a) éabra
elrendezését hasznélhatjuk. Elegendd most is az egyik haromszog tartomany folott szamolni,
ez az eredmény 1/16-4t adja. Mig a két henger kozos részének kiszdmolasakor a két henger
koziil a lentebb elhelyezkeddnek a feliilete alatti térfogatot kell kiszamolnunk, gy most a
fentebbi henger feliilete és a kocka felsd lapja kozotti térfogatot kell meghatdroznunk.
Viélasszuk most a pottyozott haromszoget, mely folott az y-tengelyli hengerfeliilet
helyezkedik el magasabban, melynek egyenletét (1) adja, mig a kocka felsé lapjanak
egyenlete

glx,y) =1

Az integralast célszeriien eldszor az y aztan az x valtozo szerint hajtjuk végre.

= E)fg[(g(x,y) — f(x,y)) dydx = !5[ (1 —M) dydx.

A szamolas menete:

1

V= !l 1—x)dydx—J(1—\/1—7x2)(1—x)dx.

0

A szorzést elvégezve és rendezve az integrandust a kovetkezd harom tagra bonthat6 az
integral:

1 1 1
=f(l—x)dx—fxll—xzdx+fx\/1—xzdx.
0 0 0

Vi vy V3

Az elso tag:
1
v f(1 )d [ xzr 1ot
1: — X X =|XxX—— = —_——_——= -
) 2], 2 2

A masodik tagnal alkalmazhatjuk a kissé hosszadalmas x = sin t helyettesitést, de van
egy mas lehetdség is. Vegyiik észre, hogy az integrandus nem mds, mint egy origd
kozéppontu egységsugaru kor, melyet a [0,1] intervallumon integrdlva éppen a negyed kor
teriiletét kapjuk, értéke tehat /4. A harmadik tag pedig épen (2)-vel egyezik, értéke 1/3. A
kapott eredményekkel a feladat megoldasa:

1 m 1 16
16(7_Z+§) _ 8—47T+?:

Vmegmaradé _ 16V _ _
Vkocka Vkocka 8 8

w| v
|
ST

Ez a hosszadalmas moddszer ugyan nem tartalmazza azt az Otletet, amellyel a szita-
formula segitségével egyszeriibben jutunk el a megoldashoz, mégis ugyanazt a szamitast
végeztiik el, hiszen Vi a kocka, V> a két henger, V3 pedig a két henger kozos részének a
térfogatat szolgaltatja.
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A ,,mérnok” megoldasa.

A feladat els6 megoldasa alkalméval (2010 el6tt) az atfurt kocka a Solid Edge ST2
programmal lett megszerkesztve €s a térfogat kiszamolva. Most a cikk irdsakor az Autodesk
Inventor 2015 és az Autodesk AutoCAD 2016 tervezdprogramok didkverzioit hasznaltuk. A
minél pontosabb eredmény elérése céljabol a kocka élének hosszat 2000 mm-nek
valasztottuk, mig a lyuk atmérdjét 1999,98 mm-nek. Erre azért volt sziikség, mert ha a lyuk
atmérdje egyezik a kocka oldalélének hosszaval, akkor a kocka fizikailag szétesik
résztestekre, és a program nem kezeli egy testként. A szerkesztés gyors és egyszert volt, a

szamolas két gombnyomas. A kocka megmarado6 térfogata:
Vimegmarads = 767054089,9292 mm?.
Vessiik ezt 0ssze a matematikai szamitdssal kapott pontos eredménnyel:
Vinegmaraas = 8 — 4m + ? = (0,766962718 térfogategység.

A mérnok altal kiszamitott eredmény a pontostol minddssze 0,012 %-kal tér el.

3. Osszefoglalé

[rssomban négy gondolatmenet alapjan ismertettem a Kitlizott feladat matematikai
megoldasi lehetdségeit. A kozos bennilkk az, hogy a megmaradd rész térfogatat
integralszamitassal hatarozzuk meg. Az els6 hirom megoldas a két athatd henger kozos
részének térfogatat hatdrozza meg, majd a szita-formulat alkalmazva kapjuk meg a
megmaradé térfogatot. A negyedik megoldas kozvetleniil a megmaradé térfogatot hatarozza
meg, de ugyanugy a szita-formula van benne elrejtve. JOl példazza ez azt, hogy ha nincs egy
jo otletiink, terviink a megoldashoz, sokszor akkor is ugyanazokat a 1épéseket végigjarva
jutunk el a végeredményhez, de kissé hosszadalmasabban, s esetleg rejtve marad eldttiink, mit
is szamolunk éppen. A megoldisokban szerepld integralok technikailag nem nehezek, talan
minden olyan oktatdsi intézményben, ahol integralszamitast oktatnak — beleértve a
kozépiskoldkat is — a tananyag részét képezik, igy elvileg kiszdmolhatok a tanultak alapjan.
Az igazi konstruktiv gondolkodast maganak az integralnak a felirasa jelenti, mely igényli a
test elképzelésének képességét, azt, hogy hogyan célszerl azt a testet elhelyezni a koordinata-
rendszerben, valamint az alapvetd feliiletek egyenleteinek ismeretét. Az elobbi két képesség
fejleszthetd, ha nem pusztan hatirozott integralokat frunk fel megoldasra, hanem alapvetd
teriileteket, egyszeribb testek, csonkolt testek térfogatat szamoltatjuk a hallgatokkal,
szabadkézi vazlatot készittetve velilk. Ugyanakkor remekiil alkalmazhatdék szemléltetésre a
tervezOprogramokkal elkészitett abrak.

A torténetbdl tanulsagként levonhatd, hogy mindenki olyan eszkdzokhoz folyamodik egy-
egy probléma megoldasa sordn, amelynek birtokdban van: a ,matektandr” a papiron valo
szamolashoz, a ,technikus” a furdgéphez és a preciziés mérleghez, a ,, mérnok™ pedig a
tervezOprogramhoz.

Koszonetnyilvanitas.

Ezuton szeretnék koszonetet mondani paromnak, Bakki-Nagy Imrének, aki annak idején
faipari mérnokhallgatoként megrajzolta €s kiszdmolta a megmarad6 kocka térfogatat, és most
a cikk kedvéért ujrarajzolta, szamolta a feladatot az emlitett két djabb programmal. Tovibba
koszonom neki a cikk dbrainak elkészitését.



