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OSSZEFOGLALO. A dolgozatban bemutatunk néhany moédszert arra, ahogyan a négy
alapmitiveletet hasznaltdk kozépkorban, és didhéjban korvonalazzuk a torténelmi
hatteriiket.

ABSTRACT. In the paper, several medieval algorithms for four basic arithmetic
operations are presented together with a short outline of their historical
background.

1. Bevezetés

A kiilonféle nézetek szerint a 14 — 17. szazad kozotti id0szakaszban ért véget a kozépkor.
Tobb nagy jelentdségli esemény is az eurdpai tudomanyok fejlodését segitette, és Eurdpa a
tudomanyos és kulturalis vezetd szerepet atvette Kina €s az arab vilag helyett. A tudomanyos
gondolkozasban uj, fontos szerepet kaptak a kisérletek, és 1j technologiai otletek vezettek a
kaoszbdl az uj rend felé.

A tudoméany és a matematika még a 14. szdzadban is részben a hittudomény szolgalataban
allt. A szamoléast gyakorlati céloktdl vezérelve tanitottdk, példaul egyhdzi iinnepnapok
kiszamitasahoz. Szent Agoston (354-430) hangsiilyozta a szamok ismeretének fontossagat és
szamokrdl A keresztény tanitdsrol cimii miivében frja [2, XXXIX,56]: ... a szdmtant sem az
emberek hoztdk létre, hanem csak rdjottek és kipuhatoltdk szabdlyait ... hogy hdromszor
hdrom ne legyen kilenc, ... hogy a hdrmas szdmhoz viszonyitva ne legyen hdromszoros, a
hatoshoz mérve egyszer és félszer akkora, hogy valamely szdmnak a kétszerese legyen, mivel
a pdratlan szamoknak fele nincsen ... vdltozatlan szabdlyok vannak, melyek semmikép sem
emberi alkotdsok, hanem csupdn a tehetségesek éleselméjiiségének leleményei. A
hagyomanyos vélekedés szerint Agoston a matematikat mindennél jobban gyildlte, és a
matematika nila nem tudomény, mert tobb helyen megtalalhat6 ez a forditas (A Genezisrdl
sz szerinti értelemben, 2, XVII, 37): Jo keresztények ovatosak legyenek a matematikusokkal
és minden mads tanitoval, kik iires dolgokat hirdetnek. A veszély mdr régota valosdgos, hogy a
matematikusok szovetséget kotottek az ordoggel az ember lelke elhomdlyositdsdra, és az
ember pokolhoz ldncoldsdban. Nagyon valészintitlennek tiinik, hogy Sz. Agoston, mint a
kereszténység €s kiillondsen a nyugati gondolkodas egyik kozponti személyisége, €s az elso
kozépkori és utols6 Okori gondolkoddénak tekintendd, ilyen negativ kapcsolatban éllna a
matematikaval. Nagyon val6szinii, hogy a helytelen hivatkozéis rossz forditasbdl ered. Az
agostoni idében a mathematici dllat a numerolégusokat vagy az asztrolégusokat jelentették.

Persze, korabban és késobb is talalhatunk kiemelkedo tuddsokat, akik nem szerették a
matematikat. Al-Gazéli (1058-1111) arab nyelvii perzsiai muszlim teolégus és filozofus, az
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egész iszlam vilag egyik legnagyobb gondolkoddja szerint a szamok manipulalasa az ordog
munkaja.

Aurillaci  Gerberttet (940-1003), a késobbi II. Szilveszter papat (999 - 1003)
boszorkanysaggal gyanusitottak matematikai és rendkiviili szamolasi képessége miatt. Oneki,
aki a Szent Istvan kiralyunknak koronat kiildott, pontosabban a mai korona fels részét és
megalapitotta Magyarorszag elsé (Esztergomi) érsekségét, tulajdonitjuk az arab
szamjegyeknek bevezetése EurOpaban. Azok hasznalatat Spanyolorszdgban, az arab
miveltség eurdpai kozpontjdban Cordobaban tanulta meg. Mint elsd nyugat eurdpai tudds
honositotta meg a nyugat Europaban a moérok altal kozvetitett szanszkrit szamjegyekkel vald
szamolasi eljarasokat, melyeket masfél évszazaddal korabban Al-Khvarizmi fejlesztett ki.
Olyan szdmitasokat tudott fejben elvégezni, amelyek nagyon nehezek voltak azok szamaéra,
akik csak romai szamokat hasznaltak. Ez pedig nincsen az ordoggel valo cimborasdg nélkiil.

ut Lﬁ\-

1. abra. IIL. Szilveszter és az 6rdog Chronicon pontificum et imperatorum (1277) szerint

A kozépkori 1d0 végének egy 1ényeges vonasanak a matematika kiemelkedése bizonyult.
Thomas Bradwardine (1290 — 1349), kozépkori angol matematikus, csillagisz, az Oxfordi
Egyetem magisztere, teoldgiai doktor és rovid ideig canterbury érsek, méar abban az iranyba
érvel, hogy a szdmok az alapja az egész természetfilozéfidnak. A matematika a
kinyilatkoztatoja minden valodi igazsdgnak.

Nem mind arany, ami fénylik. Jacques Le Goff (1924 — 2014) a hires francia torténész, a
kozépkorra orientalt szakértd, egyik konyvében [1] igy jellemezte a kozépkori népi szamitési
képességet: A kozépkor nem szamol a 12. szdzadig, vagy legaldbbis nem szereti a szdmokat.
Amikor a kozépkori emberek szamokat haszndlnak, azok szimbolumok szamukra: 3, 7, 12 és
tobbszoroseik, vagy nagy szdm, ezer vagy millio. ... A kozépkori falusiak nem irnak. A
forrdsokban csak kozvetve jelennek meg, abban amit a papsdg mond roluk. De a kozépkori
Eurépa nyolcvan szdzaléka falusi.

2. Matematika a kozépkori egyetemeken

Az az egyetemi vildg €és egyetemi rendszer, amit ma ismeriink, kdzépkori alapokon nott
fel. Az elsé eurdpai egyetemek katedralisok mellett jottek 1étre. A kozépkori egyetemek
viszont egyediilall6 intézmények voltak, teljesen masképpen szervezddtek, mint a korabbiak.
Bar egyhazi alapitasiak voltak, mégis teljes Ondllosdggal rendelkezd szervezeteknek
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szamitottak, €s a papat kivéve minden egyhazi és vilagi hatalomtdl fiiggetlenek voltak.
II. Szilveszter volt az atyja az ugynevezett quadrivium négy tudomanyaganak bevezetésével,
ami az aritmetikabdl, a geometriabol, a zenébdl és az asztroldgiabol (csillagaszatbol) allt
ossze. O bévitette ki addigi trivium (a grammatika, a dialektika és a retorika) targyakat.
Gerbert ezeket a tudomanyokat még az arabok szomszédsdgidban mikodd ibériai
kolostorokban sajatitotta el. Azt megeldzden Gerbert a trivium alapjan tanitott.

A legalso szintll egyetemi végzettség, a baccalaureus (“babérkoszoris”) cim volt — ezzel a
fokozattal tanithattak az als6bb iskoldkban. Két-hdrom évi tovabbi tanulds utdn a magister
(“mester”) fokozatot lehettet elérni, amely jogot adott elfadasok tartisira a szabad
miivészetek karan.

Az alapitast kovetd években a pragai Karoly Egyetem hallgatoinak a baccalaureus cim
eléréséhez Joannis de Sacro-Bosco Algorismus cimii (mas néven De arti numerandi)
konyvérdl szolo el6adasokat kellett hallgatniuk. Ez a konyv jelentdsen befolyasolta
Eurépaban az arab szamok hasznélatat a 13. szazad végén. A konyv versekbe volt irva az
aritmetikai szabalyok egyszeribb memorizalasa érdekében (természetesen latinul). A 11
fejezetet mindegyike egy-egy aritmetikai miivelettel foglalkozott: numericié (az indiai
szamok olvasésa és irdsa), Osszeadas, kivonas, felezés, kettdzés (duplazas), szorzds, osztas, a
szamtani sorozat 0sszegzési képlete, négyzet- és kobgyokvonas, stb., abban az idében ezek
mindegyike kiilonallé muvelet jelentett.

Eldadasokon a hallgaté megtanulta azt is, hogy kell az abakuszon kavics segitségével
szamolni. Hallgatonak 3 heti el0adasért fél pragai garast kellett fizetni.

Kiilonb6z6 moédszerek maradtak fenn az dkori Egyiptombol, Babilonbol, Gérogorszagbol,
az Indus-volgybdl, és Kinabol. Kétszerezést eloszor az egyiptomiak hasznaltak a szorzashoz.
Az egyiptomi matematika szamirdsa €s a szamolds additiv volt. Szamirasuk 10-es alapd, és a
10 hatvéanyaira kiilonboz0 jeleket hasznaltak. A szorzast kezdetben kettdzésre vezették vissza
(késObb tizszereztek is). Az egyiptomiak igyekeztek mindent Osszeadésra vezetni vissza, és
csak harom aritmetikai miiveleteket ismertek:

e (sszeadas,

e kivonas,

e kettdzés.
A kettdzés nem a kettdvel val6 szorzast jelenti a mai felfogésban, mert a kettdvel valo szorzas
elvégezhet0 az egyszeregy ismerete nélkiil, hiszen elegend6 Osszeadni a szamot dnmagaval.
Az egyiptomi modszer a Jahmesz altal irt Rhind-papirusz szerint sorozatos kettdzésen és
Osszeadason alapul. Példaul a 13 és 21 egyiptomi Osszeszorzasa kettozésekkel (mai
jelolésekkel, bal tabla):

vl 21 v 13 21
2 42 6 42

v 4 84 v 3 84

v 8 168 vl 168
13 273 273

Az egyiptomi szamolomester addig folytatta a kétszerezést, ameddig elérte, hogy az elsd
tényez0O, jelen esetben a 13, Osszetehetdé a bal oldali oszlopban 4ll6 kettes hatvanyokbdl,
ezeket a kétszerezés kozben megjeldlte, és a végén az alkalmas szorzatokat a jobb oldalon
Osszeadta.

Ahogy itt leirtuk, ezt az 6egyiptomi szorzasi mdédot még a kozépkorban is tanitottak
Eurdpa-szerte. Az egyiptomi milveletekhez hozzéatartozik még a felezés. Az egyiptomi
szorzas a kozépkorban a ,kétszerezés és felezés” moddszerévé fejlodott ki. Megjegyezziik,
hogy bar az utobbi két miivelet meglepd szamunkra, a kozépkorban szerepelnek az aritmetikai
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miuveletek listajaban. Példaul, 1400 koriil a cseh matematikus, csillagasz és orvos Prachatici
Christian (Kfist'an z Prachatic) irta az Algorismus prosaycus elnevezésii tankonyvet a pragai
Karoly Egyetem hallgat6i szdmara, amelyben igy irt: megprobdltam roviden osszedllitani a
szamitdsi miivészet alapjait. A munka megkiilonboztet kilenc aritmetikai miveletet a fent
emlitett de Sacro-Bosco konyvben leirtak szerint.

A fenti felezést az un. orosz parasztok szorzds hasznélta, amelynél csak ismételt
kettozésre és felezésre van sziikség (jobb tabla), és ezért eldnyds volt az tanulatlan orosz
muzsikok szdmara. Egymas mellé irjuk a két 0sszeszorzand6 szamot. Az egyiket (leginkabb a
nagyobbikat) dupldazzuk, de a mésikat felezziik. Ha kapunk maradékot, azt elhagyjuk. Ezt
addig végezziik, amig a felezéssel el nem jutunk 1-ig. Az igy duplazéassal kapott olyan
szamokat, amelyikek a felezéses oszlopban paros szamot tartalmaznak, kihagyjuk. A
megmaradt szamokat 0sszeadjuk, és az Osszeadas eredménye a adott két szam szorzata.

3. Ujjak - alegrégebbi digitdlis szamitogép

A kozépkori ember toll és papir nélkiil végzett minden szdmitast (elszigetelt esetekben
részeredményeket jegyzett le), de nem segédeszkozok nélkill. A legfontosabb,
elengedhetetlenek és mindig elérhetdk voltak a sajat kezei €s a sajat ujjai. A kéz ujjai mint egy
tobb golyds szamlalo eszkoz miikodtek (a golyok mint ujjiziiletek szerepeltek, a kéz tenyér, €s
ha sziikség volt 14, erre a célra hasznélta az ujjbegyeket, tenyérrészeket, stb.). A szamold
gyakran mnemotechnikai verseket hasznalt, amelyeket a szamitdsnil hangosan mondott fel
maganak fejbdl, és amelyikek a numerikus értékeket kodoltak.

Err6l a tényrdl, hogy az ujjakkal valo szdmolas valamikor fontos szerepet jatszott az
életben, tandskodik a nyelviink. A szamjegyeket angolul digits és a franciaul doigts szavak
jelolik. Mindkét kifejezés a latin digitus (ujj) sz6bdl szarmazik.

A szamok 4abrazolasa ujjak segitségével (jelenleg is hasznalt rendszer) a benedekrendi
szerzetestol, tiszteletre méltd Szent Bédatdl (Venerabilis) (672/673 — 735) szarmazik. A
rendszert leirta Az id6 szdmitdsdrol (De temporum ratione) cimii munkijaba. Mégpedig annak
az elso6 fejezetében, az Tractatus de computo, vel per loquela gesztusok digitorum-ban. Ez az
elsé irasban fennmaradt abrazolas az ujjakon vald szamolasrdl. A rendszer lehetOvé teszi a két
kézzel vald szamolast 9999-ig, de nehézkes a 100 feletti értékekkel. Béda rendszerét az egész
kozépkorban hasznaltik. Valdszinlileg Béda nélkiil az ujjakon szdmoléds, mint egy eurdpai
kozépkori kulturalis-torténelmi kategoria, feledésbe meriilne, mivel minden késObbi iras
visszatér a Béda fejtegetéséhez. Az ujjakkal valé szamolésra figyelmet szentelt Fibonacci is a
Liber Abbaci miivében. Az elsé fejezetének végén egy részletes leirast ad az ujjakkal torténd
szamolasrol. Az olasz ferences rendi szerzetes, egyetemi tanar, és matematikus Luca Pacioli
(14457 — 1514), Leonardo da Vinci matematikatanara, részben modositott Béda rendszerét a
nagy enciklopédikus konyvében, az egyik leghiresebb muben, €s az egyik els6 nyomtatott
konyvben: Summa de arithmetica, geometrica, propotioni et proporcionalita, (Az aritmetika,
a geometria, az aranyok, és az aranylatok Osszefoglalo targyalasa), amely 1494-ben jelent meg
Velencében, rdadasul nem latin, hanem olasz nyelven. A Béda-féle rendszerben, az ujjak
mozgatisa és pozicionaldsa jelzi a kiilonféle szamokat, kiilonbozoképpen behajlitott ujjak
jelolték az egyeseket, tizeseket, stb.

Eurépaban a kozépkorban gyakorlat volt az ujjakon torténd szamlalds. Ujjaink nem csak
Osszeadni és kivonni segitenek nekiink, hanem szorzashoz is hasznalhattuk. Az egyik ilyen
rendszert, a regula ignavi-t, néha cigany (egy masik moddositisa: pillangd) szorzdsnak is
nevezik. Az eljards a kovetkezd: mindkét keziinkdn annyi ujjat egyenesitiink ki, amennyivel a
tényezd nagyobb, mint 5. Ekkor az egyenes ujjak Osszege adja a tizek szamat és a fel nem
emelt ujjak (a kéz tenyerében rejtett ujjak) szorzata eredményezte az egyeseket. Ennek a

modszernek 1étezik szinte egy ,,negativ” valtozata is: Mindkét keziinken annyi ujjat hajlitsunk
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be, amennyivel a tényez6 nagyobb, mint 5. A behajlitott ujjak Osszege adja a tizesek szamat,
az emelt ujjak szorzata pedig az egyeseket. Ennek az eljardsnak az az eldnye, hogy
lecsokkenti az egyszeregy szorzétdbla ismereteit a negyedrészre, 5 X 5-Osre. Az eljaras
bizonyitasa nagyon egyszeri: (5 + a) (5 + b) = 10(a + b) + (5 — a) (5 — b).

4. Abakusz

Az abakusz az elsd szamoldeszkoz, amelynek Osi formait majdnem minden OKkori
kultaraban, és valoszinlileg egymastol fliggetleniil, hasznaltak. Megnevezésére sokszor helyi
nevét hasznaltik: szdmveto (magyar), szcsoti (orosz), szuan-pan (kinai), szoroban (japan), stb.
Erdekes az orosz szcsoti abakusz verzi6. A kozépkor vége felé a kinai abakusz eljutott
Oroszorszagba és ott az eurdpai hatas alapjan modosulva terjedt el, és mostandig hasznalatban
van.

Roéméban kobdl, bronzbdl vagy agyagbdl készitett abakuszt hasznéltak, amelyeken
kavicsokkal (calculi) szamoltak. A szamolds latin eredetli neve calculare, amely a
szamoldgépek angol eredetli kalkuldtor elnevezésének is az eredete, a kavics azaz calculus
szObol szarmazik (innen szarmazik tehét a latin calculus (szdmolds) sz6). Masik formdja tobb,
vékony rudat vagy palcat tartalmaz, amelyek mindegyikén esetleg kiilonb6zd szind,
meghatarozott szamu és rendii csusztathatd korong vagy goly6 taldlhatd. Gyakran csak egy
hét bardzdaval ellatott agyagtibla volt, mindegyik bardzda a romai szamok egyikét képviselte.
A golyokat ezekben a barazdakban lehettet mozgatni. Ezek segitségével végezte el a kezeld az
Osszeadds és a kivonds milveletét.

2365 + 1473 = 3838
ezresek (o) ® ® ® e e o e o o
®
szazasok (C) e o e e @ o o eeev o000 e o o
] ® ] ®
tizesek (X) ® ® ® & @ @ e 8 @
& [ ] ®
egyesek () e o @ e @ o e o e
dszeadanddok egybevetés tisztazas

2. abra. Osszeadas abakusszal

Szorzas €s osztas elvégzésére csak bonyolult szabalyokkal alkalmazhatd. Példaul, az
elsddleges probléma a szorzisnél, amely a legmagasabb hatvanytol kezdddik, abban all, hogy
azt a legmagasabb 10 hatvanyt meg kell hatdrozni, vagyis az abakusz szempontjabol azt a
barazdat kitlizni, amelybe szorzat els6 golydja keriil. Ehhez egy kényelmes szabaly van, hogy
ez ¢ =a+ b —1 bardzda lesz, ahol a a szorzandé altal elfoglalt bardzdak szédma, b a
szorzoval elfoglalt barazdak szdma, €s ¢ a szorzat bardzdainak szama. Ezt a szabalyt mar
Arkhimédész (kb. i.e. 287 — 1. e. 212) is ismerte, és a kozépkori abakuszistak hasznaltik.

Kozépkori Europaban hasznaltak még egy 30 oszlopba osztott sima falapot, altalaban az
els6 harmat tortszdmokkal valé szdmoldshoz, a megmarad oszlopokat a természetes
szamokkal tortén6 szdmolasara (egységek, tizesek, szazasok, stb). Aurillaci Gerbert bevezetett
egy érdekes abakusz moddositast: ahelyett hogy a kavicsokat rakta a megfeleld helyre vagy
oszlopokba, szamolasi bélyegeket (apex, apices) hasznalt a keleti arab szamjegyekkel
(dgynevezet ghubar (,;homoktabla” vagy ,,portabla”)). Igy val6jaban a tizedes helyiértékes
rendszert (nulla nélkiil) alkalmazta, és késobb csak a kolostori iskoldkban jelent meg.
Egyébként a 15. szdzad végéig az abakuszt a romai szamjegyekkel hasznaltak.
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A 12. szazad végétdl az abakuszt az asztalra rajzolt vonalakbdl 4116 tablazat valtotta fel.
Ennek az eljarasnak az az eldnye, hogy nincs sziikség semmilyen eszkozre. Elég volt tobb
parhuzamos vonalat megrajzolni és minden vonalhoz egy nagysigrendet (egyesek, tizesek,
szazasok, stb.) hozzarendelni. A kavicsokat vagy a vonalakra vagy a koztiik 1évé hézagokban
(ahol a fele értékiik volt) helyezték el. Ezt még a 16. szazadban is sikeresen hasznaltak. A
szamvetd tabldk a kozépkori kereskedOk nélkiillozhetetlen eszkozei voltdk. Késébb a
szamvetOk vagy letorolhetd tabldkon szamokkal, vagy abakuszon szamolé pénzekkel
szamoltak. A szamol6 asztalok vagy tablak mellett hasznaltdk még tn. szamold-teritOket vagy
szamolo-szonyegeket. Ezek tulajdonképpen egy textilidra himzett vagy rajzolt abakuszt
alkotnak, melyet barhol le lehetett kiteriteni és hasznalni. A régi francia bure, burel sz6boél,
amely "durva gyapju"-nak felel meg, szarmazik a bureau, Biiro, stb.

A rémai szamokat a 14. szazadig hasznaltdk, amikor a matematikai és gazdasagi
szamitisokban lassan de visszavonhatatlanul kiszoritottdk Oket az indiai-arab szamok.
Fibonacci (1180? — 1250), aki jelentdsen segitett az arab szamok eurdpai felhasznalasédban, a
Floss cimi{i miivében az x3 + 2x2? + 10x = 20 egyenletet targyalja. Anélkiil, hogy jelezné,
hogyan taldlta meg az egyenlet egy kozelitd megoldasat, vératlanul a hexadecimalis
rendszerben adja meg azt: 1°22'7"42"'33%W4740" . Azt a tényt, hogy az arab szamok
altalanos hasznalata lassan terjedt el, mutatja, hogy pl. Kopernikusz kétféle moédon irta a
szamokat. A hatvanas alapu rendszerben irt és fokokba mért szogeket rémai szdmokkal
jegyezte, ugyanakkor az egész szamokban mért hosszusagokat arab szamokkal.

5. Aritmetikai miiveleteket

A kozépkorban még a négy alapmivelet elvégzése sem volt egyszerii feladat. A 15.
szazad végén a nagyobb irasbeli feladatok még inkéabb el6térbe helyezték a vonalakon torténd
szamolast. A tizedes helyiértékes rendszer elterjedésével az aritmetikai miiveleteket kezdték
irasban végrehajtani és a hasznalt mddszereket fokozatosan tokéletesitettek. Maga szdmitis
balrdl jobbra haladt, ami azt jelentette, hogy a legmagasabb helyiértékti helyen kezdték. Ez
okozta azt, hogy a részleges eredményeket a szamitis sordn gyakran kellett korrigalni, mert az
alsébbrendii jegyek befolyasoltak a mar kiszdmitott fels6bb rendii részeredményeket. Ezek az
eljarasok altalaban Indianbdl terjedtek el, ahol poros- vagy homoktablakon végezték el Oket,
lehetdvé téve a részleges eredmények egyszerti torlését és azonnali modositast. Europaban
ezeket a eljardsokat papiron kezdték végrehajtani, és emiatt a eredmények torlése nem volt
ennyire egyszerli. Ezért az eredmények torlését a sziikségtelen szadmjegyeknek athizas
véltotta fel. A szamitas eredményét azutan a megmaradt szamjegyekbdl allitottak Ossze.

5.1. Osszeadas

A szamolo felirta az 6sszeadandokat egymds ala, az eredményt pedig altalaban foléje irta.
Példaul 3478 + 5673 + 9784 = 1893 . Osszeadni a legmagasabb helyiértékii helyen
kezdtek:

O W W[ oo
<o RO
0 I W
A W ocoln

Ezt az 6sszeadasi mddszert megtalalhatjuk még a 16. szazadi tankonyvekben, és idonként
késobb is.
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5.2. Kivonas

A kivonast a kozépkorban tobbféle moédon végezték el. Az elsé moddszer Indiabol
szarmazik, és hasonlo az el0bb leirt Osszeaddshoz. A kisebbitenddt és a kisebbitot irjuk
egymas ala és balrdl jobbra vonunk ki.

Egy masodik kivonasi mddszer un. tizes kiegészitéssel Europaban fejlédott ki. Az 1, 2, ...,
9 szamjegyeknek a tizes kiegészitése: 9 =10—-1,8=10—2, ..., 1 = 10 — 9. A szdmol6 az
els6 sorba beirta a kisebbitenddt, alatta a méasodik sorba a kivonandot, €s a kiillonbséget
harmadik sorba alattuk. Maga a szamitas itt is jobbrdl balra tortént. Ha a kivonanddban egy
kisebb szamjegy 4llt mint a kisebbitendoben, vagy ez a két szam azonos volt, akkor a két
szdmjegy kivonasat a jelenlegi kivondsi mddon végezték. Ha azonban a kisebbitenddbe
kisebb szamjegy allt, mint az alatta levd kivonandonak a szdmjegye, akkor a kivonandd
szamjegyet a tizes kiegészitésével cserélték fel, €s ezt a 1j értéket a kisebbitendé szamjegyhez
adtdk hozza, és ezt a Osszeget irtak le mind eredményt. Egyuttal a kovetkez6 kivonandd
szamjegyhez egyet hozzaadtak.

Példaul a 67 — 48 kivonasnal a kivonas utols6 helyén 7 — 8 van, amit ,,nem lehetet
megtenni”, azért a 8 helyett vették a tizes kiegészitését, amelyiket hozzaadtak a 7-hez, és igy
kaptak meg a kiilonbség utolsé szamjegyét: 9. Az eredménynek az elsé szdmjegye
6—-(4+1) =1

Ez a médszer nyilvanvaldan azért igaz merta — b = a + (10 — b) — 10.

5.3. Szorzas

A szorzasi algoritmusok fejlodése egy kicsit valtozatosabb. A hasznalt algoritmusok
tobbsége Indiabdl szarmazik. Minden szorzasi algoritmus feltételezi az egyszeregy ismeretét,
azaz a1 X 1-t6l 9 X 9-ig a szorzatok tudasat. Mégis ennek a kis egyszeregynek az ismerete
tilsdgosan nagy igényt jelentett a kozépkori szamolOk szdméra, ezért olyan moddszereket
fejlesztettek ki, amelyben a szorzdtablanak csak egy kisebb részét kellett fejben tartaniuk.
Egyik ilyen moddszert, ahol csak 5 X 5-ig kellett az egyszeregyet megtanulni, az Ujjak — a
legrégebbi digitdlis szamologép fejezetben mér lattunk.

Az egyik kozépkori eljards, amelyet a tobbszamjegyli szamok szorzasra hasznaltdk, és
amelyet galea, vagyis hajoé néven neveztek, szintén indiai eredetli. Megint a legmagasabb
szamjegytol kezdték, és fokozatosan, sziikség szerint hasznéltdk a részeredmények torlését.
Amikor az eurdpaiak ezeket az eljardsokat papiron kezdték végrehajtani, a torlést a részleges
eredmények athuzasaval és folé irassal helyettesitették. Az igy létrejovd szamitasnak a
lejegyzése egy vazlatos hajora emlékeztetett vitorlarudakkal és vitorlakkal, ahonnan az eljaras
a nevét kapta. Példaul a 246 x 387 = 95202 szorzés a végén igy nézet ki (bal oldalon a lenti
abran):

2 3
5 4+ + 5
4 8 2 4 3
9 2 4 0 + 9 5 4
& 9 9 6 s + + 8 5
+ 3 & 8 2 2 3 9 5 6 %2 | 6 2 3
6 2 3 8 7 3 & 4 4 4
2 4 6 6 6 32 & 3
2 4 4 3
2 3
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5.4. Osztas

A legelterjedtebb kozépkori mddszer a tobb szamjegyli szdmok osztisara egy olyan
eljaras volt, amely ugyanolyan nevet kapott, mint egy szorzas: galea vagy battello. Ez az
algoritmus is Indiabdl szarmazik, melyet poros tdblakon végeztek el. A 239567:384 = 623
maradékkal 335 maradékos osztas az el6z06 abra jobb oldalan lathato.

3. abra. Egy 16. szazadi osztasnak a sziluettje

6. Osszefoglal6

A kozépkor egy fordul6 korszakot jelentett a ma hasznalt négy alapmivelet elvégzésének
kialakitasaban. A hatékonysiag novekedésében alapvetd tényezd volt az Indidban kidolgozott
tizes helyiértékes rendszer atvétele, tovabba az arab tuddsok 4ltal alkalmazott szamolasi
eljarasok hozziillesztése az eurdpai koriilményekhez. A dolgozatban néhany ilyen alapvetd
szamolasi modszert mutattunk, kitérve a szoban forgd korszak rovid torténelmi hatterére.

Koszonetnyilvanitas.

A szerz6 szeretné kifejezni koszonetét a meghivasért Szalay Laszl6 tanar urnak, hogy
részt tudott venni és hozzajarulni Sopronban a Matematika Oktatdsa és KUtatdsa
Szemindrium (MOKUS) 2018-as munkajahoz. Szeretné még kifejezni mély koszonetet a
Dimenzidk szerkesztdségnek jelen szoveg a grammatikai korrekciojaért. Végiil, de nem utolséd
sorban, a szerz0t az RVO 67985807 stratégiai fejlesztési finanszirozas tamogatta.
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