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1. fejezet

Bevezetés

1.1. Altaldnos rész

A dolgozat témaja és szerkesztésének elve A dolgozatban azokat az eredmé-
nyeket ismertetem, amelyeket peremérték-feladatok numerikus megoldasara vonatkozo
Galjorkin-moédszerekkel kapcsolatban - dltalaban tarsszerzokkel egyiitt - értem el. Ehhez
kapcsoloddéan harom kiilonbozo részteriiletet érintek. Az ismertetett allitasok bizonyita-
sat minden esetben mell6zziik, azonban igyeksziink ezek jelentésére és gyakorlati hasz-
nara ramutatni. A munkaban bizonyos egyensilyra toreksziink: a szereplé fogalmakat
meglehetosen specidlis szituaciokban irjuk le, hogy viszonylag kevés jeloléssel lehessen
dolgozni, ugyanakkor elég altalanos legyen a targyalas ahhoz, hogy a felmeriilé6 matema-
tikai problémak lényege érthetd legyen.

A kutatasi teriilet kapcsolata mérndki és természettudomanyi problémakkal
Habar a jelen Osszefoglalas tisztan matematikai eredményeket mutat be, a Galjorkin-
modszerek (vagy végeselem-modszerek) jorészt gyakorlati jelentdségiik miatt valtak nép-
szeriivé és matematikai vizsgalat targyava. Sot, az alkalmazas el6bbre jar, mint a mate-
matikai analizis. Olyan eljarasokat alkalmaznak, amelyek pontos konvergenciasebességét
vagy megfelel6 normaban vett konvergenciajat nem ismerjiik. Els6sorban pontos sza-
molast igénylo Osszetett gyakorlati feladatok megoldasara hasznélnak ilyen modszereket.
Fontosabb példaként emlithetok a kovetkezoket: aramlastani szimulaciok, ezzel 6sszefiig-
g0 tervezési feladatok, statikai problémék, foldtani szerkezetvizsgalatok, elektromégneses
hullamok terjedésének szimulaciéja. S6t, tobb feladat esetén a pontossdg sem elegendo,
a kozelité megoldast ugyanis a rendelkezésre all6 viszonylag rovid id6 alatt kell kisza-
mitani. Fontos példak erre az id&jaras-elérejelzés (beleértve hurrikdnok, tornaddk fejlo-
désének szimuldciéjat), a cunami-elérejelzés és bizonyos eseti szennyezések terjedésének
elorejelzése.

Jorészt ezek a gyakorlati problémak adjak a dolgozatban ismertetett dsszes kutatasi



irannyal kapcsolatos motivaciot.

A dolgozat szerkezete A matematikai bevezetés utan harom részre tagolédik a mun-
ka. El6szor a végeselem-kozelitések hibdjanak pontosabb, illetve részletesebb becslésé-
vel foglalkozom, amely a megfelel6 feladatok adaptiv numerikus megoldasanak egyik 6
komponense. Az eredményeket tartalmazd masodik fejezetben a Galjorkin-modszerek
egy modern fejezetét elemzem: f6 eredményként elliptikus peremérték-feladatok esetére
olyan normaban adok becslést, amelynek gyakorlati jelentése van. Az utolsé fejezet té-
maja a tortrendli Laplace-operatort tartalmazé Poisson-feladat végeselem-megoldasanak
vizsgélata.

A fiiggelékben azokat a jeloléseket sorolom fel, amelyek a dolgozatban tobb helyen is
el6fordulnak.

Numerikus kisérletek, tesztek Majdnem minden kapcsolodd publikacié fontos ré-
szét képezték a numerikus kisérletek, amelyeket hosszabb-révidebb leirasban ismerte-
tek. A Poisson-egyenletekkel kapcsolatos kutatasban ezt Horvath Tamaés, a Maxwell-
egyenletekkel kapcsolatos két részben Davit Harutyunyan végezte. A nemfolytonos
Galjorkin-moédszer Maxwell-egyenletekre torténd alkalmazasaban ez SArméany Domokos,
az egydimenzios atlagolast hasznald fejezetében Csoérgé Gabor munkdja volt. A tort-
rendi feladatokkal kapcsolatos numerikus kisérletekhez Szekeres Béla irta a sziikséges
programokat.

1.2. Galjorkin-mddszerekkel kapcsolatos fogalmak, je-
16lések Osszefoglalasa

A megoldand¢ feladat A Galjorkin-tipust médszerek azon csaladjat vizsgédljuk, ame-
lyek az
Lu=f (1.2.1)

alakban felirt peremérték-feladatok numerikus megoldasara szolgalnak. A kovetkezo je-
161éseket tobbszor hasznaljuk a dolgozatban:

o L :[La(Q)]" — [La2(Q)]" egy linedris e u,u,E : O — R /R" az ismeretlen
differencidloperator fliggvények

o f e Ly(N),f € [Lo(2)]" adott fiige-
e () C R? egy Lipschitz-tartomany vények.

Itt £ a peremfeltétel inhomogenitasat is tartalmazza és az L operator szabatos definici-
6ja magaban foglalja a peremfeltétel tipusat. Minden esetben vastag betiikkel jeloljiik



azokat a fiiggvényeket, ismeretleneket, amelyek értéke nem egydimenziods.

1. Példa Poisson-feladat inhomogén Dirichlet-peremfeltétellel.
Legyen n = 1, és adott fy € La(Q2), g € C(0N) esetén a megoldandé feladat

Au(x) = folx) x €9 122)
() = ) x € 00 -

ahol feltessziik, hogy létezik olyan u, € C%(Q) fiiggvény, amelyre uy)s0 = g.
Ekkor L = —A, ahol D(A) = H*(Q) N Hy(Q), f = fo+ Auyg, tovabbd H = HJ ().

2. Példa Harmonikus Maxwell-eqyenlet homogén peremfeltétellel.
Legyen n = d = 3, és adott f € [Ly(Q)]?, illetve k € RT esetén a megoldandé feladat

{v x V x E(x) - F’E(x) = f(x) x€Q (1.2.3)

vxE(x) =0 xe€d.
Ekkor Lu =V X V x u — k*u, ahol D(L) = HZ(curl,Q), tovdbbd H = Hy(curl, Q).

Minden esetben feltessziik, hogy az (1.2.1) probléméhoz tartozé peremérték-feladat
korrekt kitiizést, és a megoldas egy adott H C [Lo(€2)]" Hilbert-térben van. A fenti két

példdban a H}(Q) tér normdjét || - ||1, a Ho(curl, ) tér norm&jat || - ||cun jeloli. Ha az
adott fiiggvények a K résztartomanyon értelmezettek, akkor a || - ||1x, ill. a || - |lcurl.ic

jeloléseket hasznaljuk.

A Galjorkin-moédszerhez egy integralatalakito formulat kell hasznalnunk, amely ele-
gendéen sima fiiggvényekre - legalabb egy H-ban siir(i altér elemeire - az (Lu, v) = a(u, v)
egyenléséget adja valamilyen a : H x H — R bilinedris forma esetén, ahol (-, -) jeloli az
[Lo(£2)]™ tér skaldrszorzatat.

A feladat variacids (gyenge) alakja Ekkor a kovetkezd feladatot az (1.2.1) problé-
mahoz tartozé varidcids feladatnak nevezziik, a mddszert pedig Galjorkin-moédszernek:
Keresiink olyan v € H fiiggvényt, amelyre minden v € H esetén

(Lu,v) = a(u,v) = (f,v). (1.2.4)

Ezen feladat megoldasat az (1.2.1) feladat varidcios vagy gyenge megolddsanak nevezziik.

1. Példa (folytatds) Keresiink olyan uy € H}(Q) fiiggvényt, amelyre minden v €
H} () esetén
(VU'O? VU) = (f7 U)‘



Ekkor az ug + u, fiiggvény az (1.2.2) feladat gyenge megolddsa.

2. Példa (folytatds) Keresiink olyan E € Hy(curl, Q) fiiggvényt, amelyre minden
v € Hy(curl, Q) esetén

(VXE,Vxv)—Ek(E,v)=(fv).

Végeselem-médszer Az (1.2.4) feladat ,természetes” diszkretizaciéjdhoz legyen V, C
H egy véges dimenzios altér. Most olyan u, € V), fiiggvényt keresiink, amelyre minden
v, € V), esetén
a(up,vp) = (f,vn).

Ezt konform Galjorkin-maddszernek vagy végeselem-maodszernek nevezziik. Itt a véges di-
menziés Vj, altér azonosithaté R¥-nel valamilyen N-re, vagyis az uj,-ra vonatkozdé feladat
egy

Auy, = f (1.2.5)
linedris egyenletrendszerre vezet. Az ebben szerepld A € RV*N matrixot konkrétan is
megadhatjuk: j-edik sordnak k-adik eleme nem mas, mint a(by, b;), ahol {b;},_,, 5 a
fenti véges dimenzids tér egy bazisa. Hasonléan a jobb oldalon az f vektor j-edik eleme

(f? b])

A végeselem-tér Egy végeselem-modszert tehat az definial, hogy megadjuk a V}, vé-
ges dimenzids alteret, pontosabban ezeknek egy csaladjat.

Ehhez rendszerint a tartomény egy felosztdsat definialjak (ha € egy politép, akkor ve-
het6 példaul egy szimplicidlis felosztds). Minden résztartoméanyon valamilyen fokszamu
polinomokat tekintiink gy, hogy az ezekbol kapott, az egész felosztason definialt Vj,
tér elemei folytonosak legyenek. A K résztartomanyon értelmezett p-edfokd polino-
mok vektorterét P,.q(K) jeloli. Tobbszor hasznaljuk a K résztartomany nyoméra a
K = {int Uj4 K; € Tp, : KN K; # 0} jelolést; 1d. az 1.2.1 Abrat.

3. Példa Osszuk fel a fenti tégla alaku () tartomanyt az 1.2.1 Abran lathaté médon
egybevagd haromszogekre! Legyen tovabba a b; fiiggvény olyan, amely a j rdcspontban
1, mindenhol méshol nulla, és minden haromszogon linedris! Ekkor a belso racspontok
halmazdt J-vel jelolve legyen Vi, = span ({b;};c;), amely nyilvan része a H}(f2) térnek.
Az abrén lathato esetben a b; bazisfiiggvény pontosan a j koriili sziirke résztartoméanyon
nem nulla.

Altalaban is érvényes, hogy az Q) tartomény tetsz6leges 7, szimpliciglis felosztésan a

Vi, = {uy, € C(Q) : up|g linedris minden K € 7y, esetén, up,|sq = 0}
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1.2.1. abra. Egy téglalap alaku tartomany uniform haromszog-felosztasa, a j cstcshoz
tartozo elsérendii Lagrange-bazisfiiggvény tartéja, tovabbd a K résztartomany nyoma.

fliggvényhalmaz az H}(Q) tér altere.

Ugrasok és atlagok Tobb alkalommal hasznaljuk a résztartomanyok kozos hataran
definidlt ugras- és atlagfiiggvényeket. Ehhez legyen K; és K} két szomszédos résztarto-
mény a kifelé mutaté v; és v, normalisokkal. Ekkor az f;; kozos hataron vett ugrast
a

[v];,, - int (Q;NQy) — R, [0];,, (x) = vju(x)) + vev(xk)

egyenldséggel definidljuk, ahol a v fiiggvény x pontban vett (2; és 2, oldali hatarértékét
v(x;) és v(xy) jeloli. Ez értelmezhetd akkor is, ha v : @ — R? tipusi; ez esetben a
normalisokkal valé skalarszorzatot kell tekinteniink. Tehat vektor értéki fiiggvény esetén
az ugras skaldr, skaldr értékii fiiggvény esetén pedig Ré-beli vektor.

Sajnos, ez nem a legszerencsésebb jelolés, mert a Heaviside-fiiggvény ugrasa esszerint -1.
Magatol értetédo az atlagfiiggvény definicidja:

L e e 1
foby, it @00 —RL ol () = S(00) + vix))
A résztartomanyok hatarainak halmazat F-fel jeloljilk. Hasznaljuk még a Ky = ¢
jelolést is, mig pozitiv egészekkel a 7j, elemeit indexeljiikk. Az elsé jelolés azért hasznos,
mert az ugrasokat és atlagokat adott peremfeltételek esetén a hatéron is értelmezhet;jiik.



A szamitasi hiba Ha az (1.2.1) feladat megolddsat az (1.2.5) rendszer megoldasaval
kozelitjiik, akkor alapvetoen kétféle forrasbol szarmazhat a szamitasi hiba. Egyrészt
abbdl, hogy a megoldast nem H-ban, hanem Vj-ban keressiik, masrészt abbdl, hogy a
(rendszerint nagy) linedris rendszer megolddsa nem pontos, s6t a rendszer felirdsakor is
kozelitést hasznalunk, mert az (f, b;) integralokat rendszerint kvadratirakkal szamitjuk
ki. Mi csak az els6 tipusu hibaval foglalkozunk.

A szamitasi hiba csokkentése A szamitasi hiba csokkentéséhez a fenti Vj, alterek
valamilyen csaladjat hasznaljuk.

4. Példa Tekintsiik az {2 tartomany olyan szimplicidlis felosztasait, amelyre az
alabbiak teljesiilnek:

e Ha P cstucsa egy K; szimplexnek, akkor P csicsa a K, szimplexnek is, ha annak
hataran van.

e Van olyan C' konstans, hogy tetszoleges felosztdasban szerepld tetszoleges K szimp-
lexre C'p(K) > diam K, ahol p(K) a K-ba irhaté gémb sugara.

A finomitasi eljardsban egy adott kozelitést kiszamitva rendszerint az alabbi lehet6-
ségek koziil valasztunk:

e Egy vagy tobb résztartomanyt finomitunk.
e Egy vagy tobb résztartomanyon a polinomialis bazist noveljiik.
o Az el6z0 két 1épés mindegyikét megtessziik.

Hogyan, mi alapjan hajtsuk ezt végre? Meddig kell ezt tenniink? Nem lehet, hogy
valahol esetleg épp durvabb felosztasra volna sziikség? Hogyan biztositsuk, hogy a kapott
V}, alterek mindig az eredeti H Hilbert-térben legyenek?

A fenti, a hiba minimalizasalara iranyulé adaptiv megoldasi modszer a gyakorlat
szempontjabdl kiilénosen fontos, igazabdl ezen komplex eljardashoz kapcsolédik az elso
két fejezet téméja.

Kevéshé nyilvanvalé a nem konform vagy nemfolytonos Galjorkin-mddszerek haszna,
hiszen itt altalaban V,, ¢ H. Ez a gyakorlatban azt jelenti, hogy a V), tér elemei nem
lesznek folytonosak. Az eljarast bévebben a 3. fejezetben ismertetjiik.



2. fejezet

A poszteriori hibabecslések és
adaptiv moédszerek

Ebben a részben konform modszerekkel foglalkozunk, és feltessziik, hogy a felosztdscsa-
ladban szerepl6 résztartomanyok egymas affin linearis képei.

Barmilyen numerikus moédszerrel kapcsolatban a legfontosabb kérdés az, hogy az ebbol
kapott kozelités hibaja mekkora. Ezt altalaban csak becsiilni tudjuk; pontosabban, el6-
zetesen, a hasznalt modszer konvergenciasebességét szoktak megadni, illetve kiszamitani.
Azonban ha egy adott feladat megoldasanak valamilyen kozelitését kiszamoljuk, akkor
joggal varhatjuk, hogy ez a plusz informécié pontosabb becslés elérését teszi lehetévé. Az
adott kozelités fiiggvényében elballitott hibabecsléseket nevezziik a poszteriori hibabecs-
léseknek. Fontos kivanalom, hogy a becslés ne csupan az egész tartomanyon vett hibéara
vonatkozzon, hanem az egyes résztartoményokon is tudjuk becsiilni a hibat, hiszen ez a
legfontosabb mennyiség, amelyet egy-egy konkrét adaptiv modszer soran hasznalunk.

Az a poszteriori hibabecslések ezen szerepét szemlélteti a kovetkezé abra.

hibabecslés a
résztartomanyokon:

4,

@éxo@ ~ [l — up|1,x o

, g,
e ZX%‘
s Sy

yfinomitott” tartoméany,

adott kozelités: ¢ — — 1j lokélis polinomfokok:
Up R U Galjorkin-kozelités V;, végeselem-tér

2.0.1. abra. Galjorkin-mddszerekhez kapcsolodd adaptiv eljarasok sematikus véazlata.



2.1. Néhany korabbi eredmény

Egy explicit hibabecslés Az elsd, széles korben idézett és hasznalt becslést a [7]
munkédban publikaltak. Eszerint, ha (az 1.2.2) feladat megoldédséra végeselem-mdédszert
alkalmazunk, akkor tetszoleges 7j, felosztasban szereplé minden K C 2 résztartomanyra
az

mic = y/ldiam KP?|[f — Mgl + [diam K] [Van] 3 o

mennyiség jo6 kozelitése a lokalis hibanak abban az értelemben, hogy globalis fels6 becslése
és lokalis alsé becslése:

lu =l < Y o, (2.1.1)
KeTy,
N S HU—Uh”i;g"‘@{“f—ﬂo,thQ, (2.1.2)

ahol az s; < s reldcio azt jelenti, hogy egy felosztastdl fiiggetlen C konstansra s; < C'ss.
Nk gyorsan kiszamithato, ezért egyes adaptiv megolddalgoritmusokban ma is hasznéljak.
Azt reméljiik azonban, hogy pontosabb becslés kaphatoé akkor, ha példaul a vizsgalt
résztartomany alakjat is figyelembe vessziik, nem csak egy azon kiszamolt mennyiséget.

Implicit hibabecslés A hiba részletesebb vizsgalatahoz az (1.2.1) egyenlet u;, kozelito
megoldasanak hibajara irunk fel egy egyenlOséget:

—A(u —up) = f+ Aup,. (2.1.3)
Ez minden résztartomanyon igaz, csakhogy
e nem ismerjiik az u — uy, hibara vonatkozd peremfeltételt,

e nem tudjuk, hogy a hiba becsléséhez a lokdlis egyenletet milyen végeselem-térben
oldjuk meg.

A fenti problémakra adott egy-egy konkrét valasz esetén a hiba becslését résztartoma-
nyonként egy-egy peremérték-feladat végeselem-megoldasabdl kapjuk. Mivel a hiba itt
nem adott explicit médon, a modszert implicit hibabecslésnek nevezik az irodalomban.
Erdemes megjegyezni, hogy a lokalis problémakat jorészt Neumann-problémaknak szok-
tak valasztani.

T6bb erre vonatkozd eredmény ismert; elsGsorban az (1.2.1) egyenlet esetével foglal-
koztak. Valasszuk eloszor a Neumann-peremfeltételt a klasszikus atlagolasi technikéval
, azaz

v-Vu—up) =v-{Vu—-uw)} =-v- -{Vu,},



ahol az utolsé egyenléség csak u € C'(Q)-beli megolddsokra érvényes. Ekkor a hiba
becslésére vonatkozé lokalis probléma a K résztartomanyon a kovetkezo:

{—A(u —un)(x) = [+ Aup(x) x €K (2.1.4)

v-Vu—u,)(x)=—-v -{Vu,} (x) xedKk.

Vélasszuk a W, (K) véges dimenzids teret tigy, hogy abban a (2.1.4) feladatnak 1étezzen
egyértelmii megoldasa, és az Gsszes tobbi K € 7, résztartomanyon is ennek affin képét
vegyiik. Ekkor teljesiil a kovetkezo.

2.1.1 Tétel. A (2.1.4) feladat nE>-vel jelolt végeselem-megolddsa a valédi hiba lokdlis
also becslése a kovetkezo értelemben:

e S e —unlly &

tovdbbd Nt a valddi hiba globdlis felsé becslése a kévetkezd értelemben:

le —unl S ) g1
KeT,

A fenti eredmények élesitheték abban az esetben, ha a Neumann-peremfeltételt egy
Osszetettebb atlagolasi eljarassal vélasztjuk, amelyet a G : K — K fiiggvény definial.
Errél a gradiens-atlagrol a kovetkezoket tessziik fel.

(A1) Minden v € P(K) polinom esetén fennéll, hogy

G (Ipu)(x) = I, Vu(x) x € K.

(A2) Minden G (u) csakis u|; -tdl fiigg.
(A3) Gk : WL(K) — Lo(K) folytonos K-tél fiiggetleniil egyenletesen.

Ennek megfeleloen a vizsgalt lokélis probléma a

{—A(u —up)(x) = f+Aup(x) x€K (2.1.5)

v-Viu—u)(x)=—-v- -Gg(x) x€IK.
5. Példa A Neumann-peremfeltételt egy haromszog-felosztason gy definialjuk, hogy
a gradiens értéke egy csucson a csicsot tartalmazé haromszogek kozéppontjaiban vett

gradiensek atlaga. Ezutan a csiicsok kozt a gradienst linearis interpolaciéval adjuk meg.

Egy extra feltétel, amely szuperkonvergenciat jelent, a kovetkezo:



(SC) Van olyan pozitiv 7, hogy minden h diszkretizaciés paraméterre
IV (up, — ) llo < C(u)hPmintT, (2.1.6)

ahol Pmin = minKETh PK-

Ezen feltétel teljesiilése nem csupan a pontos megoldas regularitasatol, hanem a ko-
zelitésben hasznalt végeselem-tér tulajdonsagaitol is fiigg.

Ezeket a feltevéseket haszndlva igazoltak (lasd [29], [30], [1], 4. fejezet) a hibabecslés
pontossagara vonatkozo kovetkezo allitast.

2.1.2 Tétel. Tegyiik fel, hogy a Gk operdtorra teljesiilnek az (A1)-(A3) feltevések, va-
lamit a pontos megolddsra vonatkozolag az (SC) feltétel. Ekkor fenndll, hogy

IVu = Gu)llo < A7

tovabba )
. ZKe’Th Nk
lim

max{diam K,K€T,—0} Hu - uhHl

A masodik becslést roviden gy mondjak, hogy a hibabecslés aszimptotikusan egzakt.
Azonban ez csak azt allitja, hogy a hibabecslések négyzetosszege pontos becslése az
Osszes hiba négyzetének.

2.2. Sajat eredmények

Az el6z6 részben kapott eredmények élesitését a kovetkezo észrevételek alapjan élesitjiik:

e A fenti atlagolasi eljaras sordn a peremfeltételekben kis fokszamu polinomok je-
lennek meg. Ha példaul minden résztartomanyon p-edfoki polinommal kozelitet-
tiink, akkor a gradiens, és annak atlaga p — 1-edfoku, emiatt az ezekkel felirt lokalis
Neumenn-problémak megoldasa ismét p-edfoki. Ugyanakkor az a szamitasi tapasz-
talat, hogy ha a kozelitést egyszer mar kiszamoltuk a p-edfoki polinomok terében,
akkor a kapott hibat egy magasabb foku polinomidlis térben érdemes keresni.

e Az ismert atlagolasi eljarasok a szomszédos résztartomanyokon vett értékeket egyen-
16 sullyal veszik figyelembe, holott a felosztasban lehetséges, hogy a ketto koziil az
egyik tartomany sokkal nagyobb.

Masrészt érdekes megvizsgalni, hogy tovabbi feladatok esetén is hasonlé médon lehet-e a
poszteriori hibabecsléseket konstrudlni. Konkrétan a harmonikus Maxwell-egyenletek té-
makorével foglalkozunk, amelynek adaptiv numerikus megoldasa gyakorlati szempontbdl
is fontos.
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2.2.1. A Poisson-feladattal kapcsolatos hibabecslések élesitése

Ezeket az eredményeket élesitettiik a [15] munkdban, ahol a

u(x)=0 xe€of (22.7)

{—Au(x) FRu(x) = fo(x) x€Q
feladat végeselem-megoldaséaval foglalkoztunk, és a megfelelé implicit hibabecslésben sze-
repl6 lokélis problémékhoz tartozé Neumann-peremfeltételeket definidltuk. Azért valtoz-
tattuk meg kissé a differencidloperatort, hogy ne kelljen a lokalis problémahoz tartozé
végeselem-térbdl a konstans fliggvényt kizarni.

A fentieken kiviil a kovetkezo feltevéssel éltiink:

(A4) Gk(up) maga is gradiens, vagyis van olyan G,(u,) € WL(Q) fiiggvény, hogy
Gr(un) = VGp(un)|r.

6. Példa: Tekintsiik egy Q C R? tartomény hdromszogekre val6 felbontdsat, majd az
uy, lokdlisan els6foki végeselem-kozelitést egy K haromszog harom csicsaban, és harom
lapszomszédjanak tovabbi harom csticsaban! Illessziink erre a hat adatra egy masodfoku
p polinomot! Legyen a Neumann-peremfeltétel v - Vp a K résztartomany hataran!

7. Példa: Tekintsiik egy Q C R? tartoméany hdromszogekre valé felbontdsat, majd
az uy, lokalisan masodfoku végeselem-kozelitést egy K haromszog harom cstucsaban, lap-
jainak felezGpontjaiban, és harom lapszomszédjanak tovabbi harom csucsaban és hat
oldalfelezd pontjaban! Illessziink erre a 15 adatra egy harmadfoki p polinomot! Legyen
a Neumann-peremfeltétel vy - Vp a K résztartomany hataran!

Az igy kapott gradiens-atlaghdl nyert implicit hibabecslés pontossagardl szol a munka
f6 eredménye:

2.2.3 Tétel. Tegyiik fel, hogy az (Al),(A2),(A3),(A4) és (SC) feltételek mindegyike
teljesiil. Ekkor a (2.1.5) implicit hibabecslés pontossagdra érvényes a kovetkezd becslés:

D llew —eénllf i < P2 uly, o (2.2.8)
KeT,
Figyeljiik meg, hogy a fenti becslés finomabb, mint a [29] [30] munkdban szerepld, mert

nem csak azt allitjuk, hogy a résztartomanyokon vett hibabecslések 0sszege jo becslése a
résztartomanyokon vett 0sszes hibanak, hanem azt is, hogy a becslés résztartomanyon-
ként is pontos. Tovabba, ha 7 = 0, akkor az (SC) feltevés automatikusan teljesiil, és
a 2.2.3 Tétel allitasabol ekkor is konvergencia kovetkezik.
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Numerikus kisérletek Néhany konkrét példan is megvizsgaltuk, hogy az itt ismerte-
tett mdédszer hatékonyabb-e az el6z6 szakaszban targyalt egyszerii atlagolasi modszernél
(FA), illetve a kordbban leirt dsszetettebb atlagolasi médszernél (GA).

Ehhez a (2.2.7) feladatban dgy definidljuk az fy jobb oldalt, hogy a pontos megoldés
az egységnégyzeten u(z,y) = sin 2w sin 27y legyen. Az egységnégyzetet egybevagd ha-
romszogekre osztottuk, azokon lokalisan masodrendii Lagrange-elemekkel oldottuk meg
a feladatot. Néhdany résztartomanyon oOsszehasonlitottuk a valédi hibat azzal, amit a
hibabecslés adott. A kivetkezd jeloléseket hasznaltuk:

1 . i
d(Log) = (||8,,eh — auéh||%2(a}())2 és d(Hj) = (||eh — eh||12ql(K)) ) (2.2.9)

A kiilonb6z6 médszerekkel kapott kibabecslések ¢sszehasonlitasanak eredménye lathato

aa 2.2.1 dbran.

1.61 5
, |=FA

L]

] !

h Lo |==GA »
H n

i|i -==LS n

1.4r

18- 1 i

1.6f
1.4p

12

0.8f !

0.6f 1

04 ¥

2.2.2. abra. Implicit hibabecslések pontossaganak 6sszehasonlitasa a peremfelétel harom-
féle - FA, GA és LS (sajat) - vdlasztdsa esetén. Vizszintes tengelyek: egyes kijelolt
tartomanyok sorszama. Filiggbleges tengely - bal oldal: a hibara vonatkozé pontos pe-
remfelétel és a becsiilt peremfeltétel eltérése, azaz d(Lq ). Fiiggbleges tengely - jobb
oldal: a hiba pontos és becsiilt értékének eltérése, azaz d(HJ).

Megjegyzések: 1. A 6. példaban szereplo illesztési eljarasnal egyszertibben is kisza-
mithaté az ott szereplé gradiens, ha a haromszog-felosztas egyenletes [15].
2. Az (A4) feltevésben szerepld folytonossag két természetes kovetelmény kovetkezmé-
nyeként automatikusan adddik [15]. Az ezekkel val6 szamolast az teszi kissé bonyolulttd,
hogy a K alakd nyomok kozt dltalaban nem létesithetd affin linearis bijekcio.
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3. Mivel a hibabecsléseket hatékony szamitasokban kell felhasznalnunk, 1ényeges, hogy
a modszer ne csak kelléen pontos, hanem gyors is legyen. Gyakorlatilag a mddszer
résztartomanyonként egy-egy linearis rendszer megoldasat igényli. Altalaban a résztar-
tomanyok és az egyes referencia-tartomanyok kozotti transzforméciok adottak, gyakran
egyetlen matrix inverzét elegendd kiszamitani, egyébként csak matrixszorzasokat kell
végezni. S6t, a merevségi matrix Osszedllitdsa sem Osszetett, hiszen a bazisfiiggvények
lokalisak.

2.2.2. A poszteriori hibabecslések harmonikus Maxwell-egyenletekre
I.

Adott f € [Ly(2)]? esetén az

V xVxExX) —-kEKX) =f(x) xe
vrxEx)=0 xe€od.

feladat Ej; végeselem-megoldésanak e, := E — E; hibajat keressiik.
A feladat a poszteriori hibaanalizisének alapja a kovetkezo allitds: Minden v €
Hy(curl, K) esetén

(V xen,Vxv)—k(env)=(rg,v)+ (R, V)ox,

ahol g = f — V x V x Ej, + F*uy|g és R = v x [V x E;]. Itt haszndltuk a VX
operatorra vonatkozo Green-formulat.

Ugyancsak ennek segitségével nyerjiik, hogy tetszéleges K € 7, esetén az E — Ey
hibara fennall kovetkezo egyenloség:
Minden v € Hy(curl, K) esetén

(V X eh,V X V)K — /{:Z(eh,v)K =

2.2.10
:(f,v)—(uK><VxE,V)aK—(Vth,V><V)K—|—k:2(Eh,V)K. ( )

Itt a jobb oldalon a v x V x E mennyiség ismeretlen, amit a szomszédos lapokon vett
értékek atlagaval kozelitettiink, majd a kapott problémat végeselem-modszerrel egy lo-
kalis Vi végeselem-térben oldottuk meg. Az igy kapott implicit hibabecslésrol igazoltuk,
hogy hibara vonatkozé lokalis alsé korlatként hasznalhato:

2.2.4 Tétel. Tetszdleges Vi esetén a (2.2.10) feladat €k végeselem-megoldasdra teljesiil,
hogy valamilyen, a felosztdsparamétertol fiiggetlen C' konstansra

el < (1 +E)llenll?,, x + (diam K)?|rx — Myrkllf + diam K| Rx — IRk |5

curl, K ~5 curl,f(
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Numerikus kisérletek Az implicit hibabecslés konkrét megvaldsitasdhoz meg kell ad-
nunk a végeselem-teret, amelyben az eredeti E; kozelitést, illetve a hibara vonatkozd
lokalis problémét megoldjuk. A [16] munkdban az eredeti V}, tér a Nédélec-elemek kocka-
felbontdsra értelmezett els6 csalddja volt, amely egy-egy kockén 12 dimenzids (ugyanis
az éleknek feleltet meg bazisfiiggvényeket). A lokalis megoldashoz hasznélt végeselem-tér
kilenc béziselemét pedig a kovetkez6 hozzarendeléssel adtuk meg - az (z,y, z) térvalto-
zokat, valamint a h(w) = w(1l — w) hozzdrendeléssel definidlt fliggvényt hasznalva):

(1 =2)h(y)h(2),0,0)  (zh(y)h(2),0,0) (h(z)h(y)h(z),0,0)
(0, (1 = y)h(x)h(2),0)  (0,yh(x)h(2),0) (0, h(x)h(y)h(z),0)
((1 = 2)h(x)h(y),0,0) (zh(x)h(y),0,0) (h(x)h(y)h(2),0,0)

o Els6 tesztfeladat: Ebben az esetben = (—1,1)3, tovabba a pontos megoldas E =
Vf, ahol f(z,y,2) = max{|z],|y|,|2|}. Beldthaté, hogy E € Hz ¢(Q) pontosan
akkor teljesiil, ha € > 0. Ennek megfeleléen nagyjabdl 1/2-edrendi konvergenciat
tapasztaltunk a || - ||cu-norméaban, tovabba a lokélis hibak becslése éppen ott adott
nagy értéket, ahol valoban nagyok voltak a lokalis hibak.

e Misodik tesztfeladat: A kisérletet ebben az esetben az Q = (—1,1)%\ [0, 1]® tarto-
ményon (Fichera-kocka) végeztiik olyan esetben, amikor a peremfeltételeket tigy va-
lasztottuk, hogy a pontos megoldés polarkoordinatakkal E(x,y, z) = V(T% sin(%qﬁ))
legyen. Itt is nagyon jol kimutatta az implicit hibabecslés azokat a helyeket, ahol a
relativ hiba nagy volt. h = % finomsagu felosztasnal a valodi hiba minden esetben
mintegy 1,7-szerese volt a becsiiltnek. Ezt az eredményt szemlélteti a 2.2.3 abra.

Az ezekhez tartozé numerikus szimulacidkat egy hibrid program segitségével hajtottuk
végre, amelyben a linearis rendszerben szereplé matrixot egy C++ nyelven irt eljaras
segitségével allitottuk Ossze, mig a rendszer megoldasat egy Matlab-szubrutin végezte.

Mindkét esetben jol hasznalhaté tehat a hibabecslés adaptiv eljarashoz, mert ép-
pen azokban a résztartomanyokban jelez relative nagy szamitéasi hibat, ahol az a tobbi
résztartomanyon levé hibahoz képest nagy.

2.2.3. A poszteriori hibabecslések harmonikus Maxwell-egyenletekre
I1.

A [11] munkaban az analizist kissé kellett megvaltoztatni, hogy az a tetraéder-felosztas
esetére is alkalmazhato legyen. A dolgozat legfontosabb elméleti eredményében kimu-
tattuk, hogy a hibabecslésben szerepl6 lokalis probléméakhoz tartozo linearis feladatok
egyenletesen jol kondiciondltak. Itt az eredeti kozelitéshez mindig elsérendti klasszi-
kus Nédélec-elemeket, a hibabecsléshez egy komponensenként harmadfoki polinomidlis
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2.2.3. dbra. Szamitasi hibak nagysdga (ex = ||e||kcu1) az egyes résztartoméanyokban

(bal oldal) és a szémitdsi hibdk becslése (dx) a leirt implicit médszerrel (jobb oldal) a
Fichera-kocka egy h = 1—16 oldalhosszu egyenletes kocka-felosztasan. Vizszintes tengely: a
tesztfeladat soran kivalasztott résztartomanyok sorszama.

bazist hasznaltunk. Az implicit hibabecslés alapjan adativ megoldasi eljarast is javasol-
tunk, illetve futtattunk. Az eljaras lényege az volt, hogy a tetraéderek azon tiz szazalékat
jeloltiik meg finomitasra, ahol a hibabecslés a legnagyobb értéket adta.

Numerikus kisérletek El6szor itt is tesztfeladaton vizsgaltuk a hibaindikator pontos-
sagat. Ehhez a résztartomanyonkénti pontos hiba és becsiilt hiba korreldciéjat szamoltuk
ki, amely nagyon kozel volt 1-hez. A kisérleti analizisben ezt a modszert még nem lattuk,
pedig talan a legjobb méroszam annak eldontésére, hogy egy hibaindikator hasznalhato-e
adaptiv finomitashoz. Az Gsszes résztartomanyon a tényleges és a becsiilt hibat mutatja
a 2.2.3 dbra. Az adaptiv eljaras implementacidja meglehetésen Gsszetett volt. Egy kiils6
szoftver osztotta a tartomanyt tetraéderekre, és végezte a finomitast az altalunk megje-
161t tetraéderek koriil. Ugyanis nem lehetséges csak egyes tetraédereket finomitani (1d.
a kovetkez6 fejezetet). Kozben arra is tigyelni kell, hogy a felosztdscsaldadban ne alakul-
janak ki olyan tetraéderek, amelyek atmérdje tul nagy a beirhaté gomb sugardhoz képest.

A hatékony hibabecslésnek koszonhetéen ez az Osszetett algoritmus is kb. tizszer
gyorsabbnak bizonyult, mint a tartomany egyenletes finomitasaval kapott hibacsokkentd
modszer, azaz adott (kis) hiba eléréséhez mintegy 10-szer kevesebbet kellett szamolni.

Tovabbi feladatok, kérdések

A teriilet legfontosabb kérdése az, hogyan lehet egységes analizist adni a hp-mddszerekre,
amelyeket a 2.0.1 abran szemléltettiink. Azaz hogyan lehet a konkrét hibabecslést is
felhasznalva az adaptiv eljarast lépésenként gy végrehajtani, hogy a szamitasi hiba

//////
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2.2.4. abra. Implicit hibabecslés eredményének (fent) és a tényleges hibdnak (lent) Gssze-
hasonlitdsa elemenként a || - ||cur, k-normaban. Vizszintes tengely: az egyes K résztarto-
manyok sorszama.

évben sikeriilt valaszt kapni néhany egyszerii esetben, a megfelel6 elmélet azonban nagyon
bonyolult [21]. Ugyanakkor ilyen mddszereket keresiink a gyakorlatban, ezért kisérletileg
részletesen vizsgaltak ezeket [21].
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3. fejezet

Nemfolytonos Galjorkin-maodszerek

A nemfolytonos Galjorkin-mddszerek matematikai vizsgdlata a numerikus analizis egy
modern fejezete; a témakort részletes elméleti hattérrel targyald els6 monografia nemrég
jelent meg [11].

[lyen modszereket jellemzoen az alkalmazasokban felmeriil, nehéz szamitasi felada-
tokban hasznalnak komplex aramlasi problémak, 1égkori, foldtani szimulaciok végrehaj-
tasdhoz. Azért valasztjdk a gyakorlatban ezt az eljarast, mert a szamitasban hasznalt
tartomany adaptiv finomitésa és a lokélis polinomidlis kozelités rendjének valtoztatasa
ezzel a modszerrel dolgozva gyakorlatilag korlatozas nélkiil végrehajthato. Ugyanez a
hagyomanyos végeselem-modszerekkel dolgozva rendkiviil nehézkes.

Két olyan esetet szemléltetiink, ahol a kivént finomitas (egy p, illetve egy h tipusi)
a folytonos Galjorkin-mddszer keretében nem hajthaté végre.

A médszer matematikai szempontbdl azért jelent kihivast, mert a hagyoményos (foly-
tonos vagy helyesebben konform) Galjorkin-médszerektél eltéréen a kozelité megoldast
olyan alterekben keressiik, amelyek nem részei annak a (jellemzéen Szoboljev-) térnek,
ahol a megoldasnak lennie kell. Mindez akkor jelentkezik, ha méasodrendt differencial-
operatorokrol van sz, ahol a megoldasrol valamilyen regularitast tudunk, illetve feltéte-
leziink.

Lehetséges az is, hogy az (1.2.1) feladat megoldasa eleve nemfolytonos vagy a megol-
das regularitasi tulajdonsagat nem ismerjiik. S6t, alkalmazasokban olyan rendszerek is
el6fordulnak, ahol az ismeretlen egyik komponense folytonos, a masik pedig esetleg nem.
Egy ilyen példa numerikus megolddsdnak hibaanalizisét készitettiik el a [27] munkéban.

3.1. Egy konkrét modszer és az ezzel kapcsolatos ko-
rabbi eredmények

A moédszert és a kapcsolodd f6bb eredményeket a mésodrendii linearis elliptikus peremérték-
feladatok példajan mutatom be.
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3.0.1. abra. Adaptiv finomitési eljardsok, amelyeket csak nemfolytonos fiiggvényeket tar-
talmazo végeselem-terekben végezhetiink. A szamok a lokélis polinom-fokszamokat jel-
zik. Bal oldal: p-finomitas egy uniform haromszogracson, jobb oldal: h-finomitds egy
uniform négyzetracson.

A végeselem-tér Legyen most a (2.2.7) feladat numerikus megoldédséhoz
Vi =Pux = {u € Ly(Q) : ul, € P, (K;) VK; € Tn},

ahol P, (K;) jeloli a K; résztartomanyon legfeljebb kj-edfokii polinomok vektorterét. Itt
k = (ky, ko, ... ), valamint h = (hy, ho,...), ahol h; = diam K, és legyen h = min; h;. A
V}, tér elemei nem feltétleniil folytonosak, vagyis Vi, ¢ H} (), azaz a megfelel Galjorkin-
modszer nem lesz konform. Ez lehet6vé teszi azokat a finomitasi eljarasokat, amelyeket
a 3.0.1 abran vazoltunk.

A bilinedris forma A biintet6tagot tartalmazé (IP) Galjorkin-médszert a kovetkezd
bilinedris formaval definialjuk:

arp (1, 0) = (Vau, Vi) = ({ Vil [oD)z— ({ Vil [ul)r+ops > ([ul [o])y. (3.1.1)

feFr

A modszert az definidlja pontosan, ha megadjuk a oy mennyiséget, ami a standard
modszernél diai 7 alaki, ahol gyakran a C' = 10 vélasztassal élnek. A fentiekben s € R
egy alkalmas paraméter.

Hasonlé médszerek egész csalddjat definidlték és elemezték a [1] munkaban, amelyet
a témakorben alapcikknek tekintenek. Az itt szereplo analizisben feltették, hogy a pon-
tos megoldéasra u € H?() teljesiil, ami furcsa, hiszen nemfolytonos fiiggvényekkel vald

kozelitéstol azt varnank, hogy egy nem sima megoldast is pontosan kozelit.
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A biintetétag A C paraméter megfelel6 valsztasanak célja ap s ellipticitasanak és igy
a kapott végesdimenzids feladat egyértelmii megoldhatésdganak biztositdsa. A [2] mun-
kaban elemezték, hogy C rogzitett értéke esetén milyen résztartomanyok hasznalhatok.
Mindez elkeriilhets, ha a of, = W vélasztassal éliink, ahol s > 3; 1d. [7]. Azon-
ban a tilzottan nagy biintetétag miatt a kapott linearis rendszer rosszul kondicionélt
lesz. Fzért a gyakorlatban fontos kérdés optimadlis nagysagu C' paramétert talalni. Egy
konkrét esetben Maxwell-egyenletekre ezt a kérdést is vizsgaltuk a [23] munkaban.

Konvergenciaelmélet A moddszer kvazioptimalis konvergencidjat a kovetkezd norma-
ban igazoltdk:

|ullac = ¢/ arp,s(u, u).

Ez a norma azonban egy matematikai mitermék, amelynek mar csak azért sem lehet
gyakorlati jelentése, mert a kozelitésben hasznalt paramétertol fiigg. Az Lo-norméban
vett hibabecslés viszont a fentiek kovetkezménye. Két egymadstdl fiiggetlen munka [3],
[10] eredményeként a hibat a teljes véltozds normaban is tudjuk becsiilni.

Annak ellenére, hogy a nemfolytonos Galjorkin-médszereket szinte minden tipusu
problémara &altalanositotték, az elmélet kerete tovabbra is az [11], amit itt vézoltunk.

3.2. Sajat eredmények

Az altalunk folytatott vizsgalat [9], [17] célja a mddszer analizisének élesitése a kovetkezd
kérdésckre adott valaszokkal.

e Hogyan kaphatunk egy (3.1.1) alaku bilinearis formét a lehetd legkevesebb heurisz-
tikus gondolattal?

e Hogyan vélasszuk meg a C paramétert, illetve az utolsé tagot ahhoz, hogy az
arps : Vi X Vi — R bilinedris forma elliptikus legyen?

e Nem lehet-e a pontos megoldasra vonatkozé feltételt elhagyni?

e Nem lehetséges-e a hatékony szdmitast és a H'(€)-beli hibabecslést 6tvozni, azaz
nemfolytonos kozelitésekbdl valamilyen médon lehet-e H'(2)-beli konvergenciat
kapni?

Taldn az utolsé kérdés a legfontosabb, ugyanis az alkalmazisokban a H'-félnorma vagy
norma gyakran az energianak felel meg.

8. Példa Osszenyomhatatlan folyadékok drvény- és forrdasmentes dramlasat a Au = 0
Laplace-egyenlettel irhatjuk le, ahol u a sebesség potencidlja, igy Vu a sebesség, vagyis

Llul?,, a mozgasi energia, ahol p a folyadék stirfisége.
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Az analizis alapotlete Az analizis alapdtlete az utolsé kérdésbol szarmazik. Ugyanis
egy nemfolytonos ugg kozelitésbol igy kaphatunk folytonosat, ha ehelyett a 7, * uqa-
vel jelolt simitott kozelitést tekintjiik, ahol az 7, fliggvényt a késébbiekben adjuk meg.
Léteznek is erre vonatkozé eredmények az irodalomban, amelyek azonban csak az ||u —
Nn * ugc||o norma vagy ennél is gyengébb norma becslésére vonatkoznak [19], [20].

A simitott fiiggvények véges dimenzids terére hasznéljuk a V;, = {n, xv : v € V;}
jelolést. Lényeges észrevétel, hogy V,n C Hi (), ahol ), = {x € R?: d(x,9) < €}.

Prébaljuk meg a diszkretizalt feladatban eleve az 7y, * uqg fliggvényt keresni, azaz
tekintsiik a kovetkezo két feladatot!

e Keresiink olyan uqg € V}, fiiggvényt, amellyel minden vyg € V), esetén
ay(uac, vac) = (V{0 * uac), V(nh * vag)) = (f, 7 * vac)-

o Keresiink olyan 7, * uqc € V5 fiiggvényt, amellyel minden 7, * vqc € V5 esetén
(V(nh * uac), V(nn * vac)) = (f, n * vac)- (32.2)

A két feladatbdl nyert megoldas ugyanaz, de jél mutatja az analizis f6 gondolatét:
mig az els6 nem konform modszer, és igy uqq kiszamitasat egyszerti adaptiv algoritmu-
sokkal végezhetjiik, addig a méasodik konform kozelitést jelent, vagyis az erre vonatkozo
konvergencia vizsgalatahoz a klasszikus végeselem-analizis teljes eszkoztara bevetheto.

A kovetkezdkben az
1 S
7M@:{mMIMSh

0 [x]|>h°,

definiciéval adott simitéfiiggvényt hasznaljuk, ahol Bjs 4 a d dimenzids h® sugart gémb
térfogatét jeloli. Fontos, hogy [p.mn, = 1, valamint 7y, - : V;, — C(R?) lokalis dtlagoldst
jelent.

Az analizis els6 fontos tétele a kovetkezd [17]:

3.2.5 Tétel. Ha 3s > d+2, akkor van olyan hg € R*, hogy minden olyan Ty -ra, amelyre
min{diam K : K € T,} = h < hy és minden u,v € V}, esetén teljesiil, hogy

jarp (1, v) = ay(u, )| S R+ B2V s+ w) ||V (i 0)]]-

Ezt hasznélva valaszt kaphatunk azonnal arra is, hogyan vezethetjiik le az ap s bilinedris
format:

e Hasznaljuk a konform a(ny, * u,n), * v) bilinedris format, amely azonos a,(u, v)-vel.

e Mivel a lokalis atlagok kiszamitasa miatt ez bonyolult alaki, hasznaljuk helyette
egy jo kozelitését, ami a fenti tétel szerint éppen arp ;.
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A médszerben itt az a heurisztikus elem, hogy a simitdshoz a lehetd legegyszeriibb atla-
golasoperatort valasztottuk.

A tétel valaszt ad arra a kérdésre is, hogy arp s mikor elliptikus, hiszen a, definicié
szerint az, és legkisebb sajatértékei becsiilhetok. A 3s > d + 2 feltétel alapjan be tudjuk
tehat az s paraméter értékét allitani ugy, hogy arp s elliptikus legyen. fgy az ismert s = 3
korlat helyett jéval enyhébbet kapunk.

Az analizis egy eszkéze Az analizis legfontosabb eszkoze a disztribicidelmélet. Az
a, bilinearis forma vizsgdlatdhoz az abban szereplé V (7, * u) mennyiséget a kévetkezo
moédon alakithatjuk at:

V(nxu)=mn,* (Vu) =y * (Viu+ [ul]). = nn * Vau +np, * u] .

Itt Vu a disztribiicids, amelynek (mint Radon-mértéknek) Lebesgue-felbontasat vettiik,
ahol V, jeloli a résztartomanyonkénti gradiens operatort, [Ju] pedig a fenti mérték szin-
gularis részét.

Erdekes eredmény, hogy d > 2 esetén m, * [u] nemcsak reguléris, hanem még foly-

tonos is. S6t részletes szamolassal a C' konstans értékét is megkaphatjuk; d = 2 esetén
C = %h_s, d = 2 esetén pedig C' = %h_s.

A d = 1 eset vizsgdlatdhoz [9] feltessziik, hogy az ugrds a nulla helyen van, azaz
u e C(Q\ {0}) Ekkor Vu szinguldris része [u] (0) - §, ahol ¢ a nulla pontra koncentralt
Dirac-disztribucié. Ekkor

i * [ull = =nw * ([u] (0)0) = = [u] (0)7,

vagyis
1
(e # [ull s o+ [ol) = Tu] o] 0)(nmy n) = 5 Tu] [0] (0),
amibdl maris latszik az arp s bilinedris forma utolsé tagjdnak alakja.
Az elmélet f6 eredménye a kovetkezd [17]:

3.2.6 Tétel. A 5.2.5 tétel feltételeivel az arp s bilinedris formdbol kapott urp s kézelités
lokdlis atlaga kvdzioptimdlis a Hq(S2)-félnormdban, azaz

_1
[V(u—=mn*wps)l S inf lu—m,* vl + OB 2)+m?Xh§izj||77h*g—go||-
k

i
v EPR
A tétel alapjan az utolsé kérdésre is valaszt adhatunk:

o Tekintsiink az arp s bilinedris format a fenti C' egyiitthatokkal, és szamitsuk ki a
nemfolytonos uqq kozelitést.
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e Vegyiik ennek lokélis atlagat, azaz szamitsuk ki a 7, * ugg mennyiséget. Ez a
H*'-félnormaban a megoldas kvazioptimalis kozelitése lesz.

Megjegyzések: Tovabbi vizsgalatok sziikségesek ahhoz, hogy az inf,, cp, , [|u—nn* a1

tagra a h és k paraméterek fiiggvényében becslést adjunk. Hasznos lenne ugyanis a 3.2.6
tételben szerepld hibakorlatot explicitebb médon megadni.
Hasznos volna a modszerhez tartozd a poszteriori hibabecslést is adni. Ebbdl ugyanis a
ma hsznélt hp-mddszerek alternativajat lehetne kidolgozni; egy olyan algoritmust, ahol a
finomitasi eljaras korlatozas nélkiil vgrehajthato, ugyanakkor a természetes energianor-
maban konvergens megoldéast kapunk.

Numerikus kisérletek A fenti eljarashoz csak egy dimenzids esetben végeztiink nu-
merikus kisérleteket. Ekkor ugyanis explicit médon megadhaté az a, bilinedris forma,
ami igy Osszehasonlithaté a hagyomanyos arp s bilinedris formédval. Ez lehetévé teszi,
hogy a 3.2.5 tételben szereplo kozelitést kozvetleniil is teszteljiik. Emellett vizsgaltuk
a 3.2.5 tételben allitott konvergenciarendet is. A szimulaciok mindkét esetben megerdsi-
tették az elméleti eredményeket.
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4. fejezet

Galjorkin-maoédszerek tortrendii
Poisson-feladatokra

A tortrendii diffizids feladatok vizsgalatdanak kérdéskore gyakorlati megfigyelésekbdl in-
dult. Kideriilt ugyanis, hogy olyan folyamatok, amelyek dinamikajat korabban diffi-
zivnak gondoltak, egyaltalan nem igy viselkednek. Ilyen kisérleti eredményeket irtak le
példaul kiilonbozoé plazma allapoti anyagok mozgasat, szennyezodések terjedését, zsak-
manyt keresé allatok mozgasanak dinamikajat megfigyelve. Fzek alapjan kritikusan kell
tekinteniink sok hagyomanyos reakcio-diffizio modellre.

A szimulédcidk és kiilonboz6 fizikai meggondoldsok alapjan altalanosan elfogadott,
hogy a diffiizids egyenletben szereplé Laplace-operator helyett ezekben az esetekben an-
nak valamilyen hatvanyat kell alkalmazni. Ez persze igy nem pontos, ugyanis a Laplace-
operator definiciojahoz meg kell adni annak értelmezési tartomanyat, amit a legtobb
gyakorlati esetben az el6irt peremfeltétel tipusa hataroz meg, 1d. 1. Példa. Sot, még a

{(—A)&u(x) = fo(x) x€Q (40.1

u(x) =0 x €N
feladat sem korrekt kitlizésti. Ugyanis (—A)® ,nem lokdlis” operdtor, azaz valamilyen
(—A)*u(x) kiszamitasdhoz sziikség van u értékére x egy kornyezetében. Hogy lehet va-
lamilyen valds jelenség modelljeként korrekt moédon kitlizni, és hatékonyan megoldani
ilyen feladatokat? Ez volt a f6 kérdés szamunkra ezen a kutatasi teriileten. Megjegyez-
ziik, hogy ez a témakdr az utobbi években nagyon divatossa valt, szamtalan publikacio
latott napvilagot, a tortrendi differencialoperatorokat hullamegyenletekben, illetve kii-
16nb6z6 nemlinearis feladatokban is alkalmazzak. Gyakran az id6 szerinti derivaltrél
teszik fel, hogy tortrendii operator. Mi ezzel az esettel nem foglalkoztunk, ugyanis nem
latszik, hogy teljesiilnek-e erre is a kiilonbozé megmaradasi torvények. Megjegyezziik,
hogy a tortrendt diffuzids egyenletek témakore szorosan kapcsolddik az analizis egy régi
fejezetéhez, a tortrendl analizishez. Itt azonban korantsem egyértelmi a tortrendd deri-
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valt fogalma, masrészt mar a véges differencidkkal adott numerikus kozelitése is nagyon
Osszetett.

4.1. Néhany korabbi eredmény

A feladatok kitiizése Sajnos, a numerikus megoldast vizsgald szerzék gyakran fi-
gyelmen kiviil hagyjak azt az alapvetd kovetelményt, hogy pontosan meg kell adni a
megoldandé feladatot, és ha lehet, igazolni kell, hogy az korrekt kittizésti. Neves folyo-
iratokban is tobb olyan cikk jelent meg, ahol a (4.0.1) probléma numerikus megoldését
vizsgaljak anélkiil, hogy a peremfeltételekkel foglalkoznanak. A peremfeltételek értelme-
zésének nehézsége az elméletbol is latszik. Ha csupan alacsony rendben derivalhaté a
keresett megoldas, akkor a vizsgalt tartomany peremén nem is biztos, hogy értelme van a
megoldas pontbeli értékeinek. A leginkabb atlathato és valds modellre épiilé megkozelités
a [12] munkaban taldhaté nemlokalis analizis.

Véges differencia médszer Bar a dolgozat témakorétol kissé eltér, a Galjorkin-
moédszer motivaciéja mindenképp a véges differencidkkal kapott kozelités soran adodd
tobbféle probléma. A jelentés attorés ezen a teriileten a [18] munka volt, ahol stabil és
konvergens véges differencia kozelitést irtak le. A nemlokalis tulajdonsag abban tiik-
roz6dik, hogy a véges differencidkban az Osszes osztépontot figyelembe kell venni, és a
megfelel6 linearis rendszerben kapott métrix is telt lesz.

A leggyakrabban homogén Dirichlet-peremfeltételt tekintenek, amelyet a numerikus
szimulaciok soran ugy vesznek figyelembe, hogy a tartomany hataran és azon kiviil is
minden értéket nullanak vesznek. Ebben a keretben a Neumann-peremfeltétel esetét
nem is tudtak kezelni.

Galjorkin-moédszer Természetesen meriil fel az 6tlet, hogy Galjorkin-tipusi diszk-
retizacioval is prébalkozzunk a numerikus megoldas soran. A végeselem-kozelités tobb
okbdl is hasznosabb a tortrendii egyenletek esetére. Egyrészt azért, mert komplexebb tar-
tomanyon is végezhetok kozelitések, és a fentiekben is ismertetett adaptiv eljarasokkal
gyors konvergencia remélhetd a klasszikus diffizids operator esetéhez hasonléan. Méas-
részt a peremfeltétel beépitése a bilinearis formaba teljesen természetes modon teheto
meg, tovabbd ezzel a folytonos probléma is kénnyen lathaté médon korrekt kittizésti.
Ennek ellenére a tortrendi diffuziés egyenletek megoldasanak végeselem-kozelitése
kevéssé kidolgozott teriilet. Ennek {6 oka valdszintileg egy elméleti nehézség, mégpe-
dig az, hogy az (1.2.4) integraldtalakité formula csak specidlis esetben all rendelkezés-
re. Egyszertibben Kkifejezve: sziikség volna egy tortrendii Laplace-operatorra vonatkozo
Green-formuldra. Ehhez kapcsolddik a kétféle eddig leirt mddszer egyike is: a [13] mun-
kaban egy dimenziés szituacidban dolgoztak ki a megfelel6 elméletet és a hozza tartozd
numerikus médszert is. A mdésik megkozelités [22] tetszéleges dimenziéban miikodik,
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ugyanakkor nagyon osszetett. A lényege, hogy a vizsgdlt tartomanyra egy hengert emel-
ve annak felszinén vett Dirichlet—Neumann-operatorral azonosithaté a tortrendi deri-
valds operatora. A megfelel6 nyom-tételek miatt itt tortrendi Szoboljev terekben kell
az analizist és a hibabecslést elvégezni. S6t, a hibabecslést (a dimenzionélisan bévitett)
henger-tartomanyon kapjuk, ahol a kiterjesztett feladat ki volt tiizve.

Egy altalanos 6tlet: matrixtranszfomracié Mind a véges differencia-mddszerek,
mind Galjorkin-mddszerek esetén a kovetkezo, egyszerili eljarast javasoltdk: Ha a hagyo-
manyos, Dirichlet-peremfeltétellel ellatott Laplace operdtor végeselem-diszkretizacigjahoz
az Ap matrixot hasznaljuk, akkor ennek tortrendii verziéjahoz az A, matrix megfeleld
hatvanyat kell majd haszndlni. Ennek kapcsan hatékony eljarasokat irtak le matrixhat-
vényok kiszamitdasdhoz [28].

4.2. Sajat eredmények

4.2.1. Véges differencia-modszerek, korrekt kittizésu feladatok

Az egy dimezids esetben a [25] munkédban a tortrendii diffiziés problémat a Dirichlet-,
illetve a Neumann-peremfeltétel esetének megfeleléen kiterjesztettiik R-re és ott igazol-
tuk, hogy a kiterjesztett probléma korrekt kitlizésli, valamint megoldasanak az eredeti
tartomanyra valo lesziikitése olyan, hogy teljesiti a kivant peremfeltételeket. Ehhez kap-
csoléddan egy véges differencia modszert is megadtunk, igazoltuk annak konvergencidjat
a || - ||oo norméban. Ezt részleteiben nem ismertetjiik, mert nem kapcsolddik szorosan a
dolgozat {6 témakoréhez.

4.2.2. Galjorkin-moédszer, matrixtranszformacio

A [26] munkéban az volt a célunk, hogy a métrixtranszformacié médszerének helyességét
igazoljuk, és annak konvergenciarendjét megadjuk. A bevezetOben emlitett 6tlet alapjan
a (4.0.1) feladat megoldasanak kozelitését tehit az

Uh,a = A}:aHO,hf

formulaval definidljuk, ahol Il : La(§2) — Vj, meréleges vetités.
A médszer lényegét a kovetkezo diagramon foglaljuk Ossze:

_A’D -1 —AD -«
Lo(Q) — 2220 gi(q) La(€) — 222" (@) (4.2.2)
Hh,ol lnh,l Hh,ol l
Vi = Vi Vi = Vi
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Itt H*(Q2) jeloli a (4.0.1) feladat (—Ap)~ : La(2) — Lo(€2) megoldéoperatoranak ér-
tékkészleteként kapott Szoboljev-teret [22]. Mivel eleve csak az Lo-norméaban vett kon-
vergenciat igazoljuk, ezt minél pontosabban szeretnénk. A Laplace-operdtorra vonat-
koz6 Galjorkin-modszerre fennall ugyanis, hogy ha a megoldas elég sima, akkor az Lo-
normaban vett kozelités magasabb rendii, mint a természetes H'-normaban vett. Ezt
altalanositja ezen fejezet {6 eredménye:

4.2.7 Tétel. Tegyiik fel, hogy a pontos u = (—Ap)~*f megolddsra u € H**()). Ekkor
a fenti up o = A, “1Ilon f numerikus megoldds kvdzi-optimdlis az Lo-normdban, vagyis

lu = unallo < CRHD| flo.
A bizonyitas alapotlete a kovetkezd eredmény [3], [0] felhasznalasa:

4.2.8 Tétel. Ha A,E pozitiv, kompakt, onadungdlt operdtorok valamilyen H Hilbert-
téren és a € [0, 1], akkor

[(A+ &) =A% < €]

A konkrét szamitasok végrehajtasaval kapcsolatban nehézség, hogy az analizis ar-
ra az esetre vonatkozik, amikor a végeselem-tér béazisa ortogonalis. Ezért a szamitasi
algoritmus kissé 0sszetettebb a szokasosnal:

e Kiszamitjuk valamilyen standard {bs} végeselem-bazisban az (1.2.5) lineéris fel-
adatban szereplé f jobb oldalt, a By tomegmatrixot (amelynek [k, j] indexti eleme
(bg’j, b23k>> és az A maétrixot.

e Cholesky-felbontést hasznalva kiszamitjuk azt az S~ métrixot, amelyre SB,ST =
I, azaz By = S™1(ST)~1

e Transzormaljuk a jobb oldalt: f; := S™If és a linedris feladatban szereplé matrixot:

Ay = STLA(ST) L,

o Megoldjuk az A{x; = f; egyenletet, amely az ortogonalizalt bazisban adja meg a
kozelitést.

o xo = (S7)7!x; lesz a keresett kizelités a ,természetes” {by} bdzisban.
Numerikus kisérletek A tesztfeladat az 2 = (—1,1) x (—1,1) \ [0, 1] x [0, —1] tarto-
manyon definialt

{“APM@_A@ﬂM x € (4.2.3)

u(x) =0 xe€odf
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probléma volt, ahol Ay jeloli a —Ap operator legkisebb sajatértékét, ®; pedig az ehhez
tartozo sajatfiiggvényt. Ekkor

(_AD)Q()‘%iacbl) = Aiia(—AD)a‘bl = )\%7&()\?)&@1 = ‘1)17

vagyis az u = (\;)'7®, fiiggvény a (4.2.3) feladat egyértelmii megolddsa.

A teszt végrehajtasdhoz a A\ sajatértéket kiilon, finom felosztason kozelitettiik in-
verz iterdciéval. Egy egyenletes négyzet-felosztason a standard bilinedris Lagrange-
bazisfiiggvényeket hasznaltuk, a Cholesky-felbontast pedig a Matlab beépitett szubru-
tinja szamolta.

Az A§ matrixhatvanyt a sajatérték-felbontas alapjan szamitottuk ki szintén a Matlab-
fiiggvény hasznélataval.

Mivel ®; € H3(Q) (ez a maximalis Szoboljev-index), ezért a tétel alapjan a = 0,7
esetén % ~ 1,17 a vart konvergenciarend az Lo-normaban. Ehhez képest kisebbet
kaptunk, a rend a numerikus kisérletek soran 1,03 - 1,07 volt.

Azt is ellenoriztiik, hogy a Cholesky-felbontas kiszamitasa a szamitasi id6 csak nagyon
kis részét teszi ki.

Megjegyzések: 1. Létezik a matrixhatvanyt kozvetleniil kiszamitd szubrutin is, ez
azonban nagyon pontatlannak bizonyult.

2. A kisérletben kapott alacsonyabb konvergenciarend lehet annak kovetkezménye is,
hogy az analitikus megoldast sem adtuk meg pontosan.

3. A matrixhatvanyozésra szolgal6 hatékony algoritmusok kidolgozasa a numerikus line-
aris algebra ma is sokat vizsgalt témakore.
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Jelolések

Q) C R% a tartomany, ahol a megoldandé PDE adott

T, az  tartomany egy felosztasa

K, K;: a 7T, felosztasban szerepl6 egy-egy résztartomany, Ky, = Q2
fir = KN Kj: a K; és Ky résztartomdnyok kozos lapja

v;: a K; résztartomdnybdl kifelé mutaté normalis

K = {intU; K, : KN K; #0}: a K résztartomany nyoma

[0];,, (x) = vju(x)) + vev(xk): az fj, lapon értelmezett ugrés

F = U fjr: résztartomanyok kozos lapjainak osszessége
0<j#k

Vi végeselem-tér
T, : Ly(Q2) — Vj,: végeselem interpoldcié a V), térre.
(+,-): az [La(2)]" térbeli skaldrszorzat

[l = llellzs iy, Mulls = [l s

H(curl, @) = {u € [Ly(Q)]° : V x w € [Ly(Q)P}, [[ullewn = V/I[ull§ + [V x ulf3

s1 < s9: van olyan C' > 0 felosztasparamétertdl fiiggetlen konstans, hogy s; < C'ss.
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Ko6szonetnyilvanitas

Itt azoknak fejezem ki kdszonetemet, akiknek javaslatat kovetve a fenti érdekes témakkal
megismerkedtem, és akikkel egyiitt dolgoztam.

Elséként Lagzi Istvan Lészlénak (BME, Fizikai Kémia Tanszék) tartozom ezzel, akivel
a kutatasi idészak elején sokat vizsgaltuk és modelleztiik a Liesegang-tipust mintazatok
képzodésének jelenségét. A hatalyos szabdlyzat miatt az ebbol késziilt munkak jelentos
részét a habilitacids eljaras soran nem lehetett figyelembe venni. Tole kaptam a javaslatot
¢és ehhez kapcsolédo naprakész irodalomjegyzéket a tortrendl egyenletek problémakdré-
nek gyakorlati kérdéseivel kapcsolatban, amelybdl a jelenlegi kutatas indult.

Mésodszor Jaap van der Vegt (University of Twente) segitségét koszonom meg, aki a
Maxwell-egyenletek numerikus megoldésanak témakorére, az a poszteriori hibabecslések
lényeges szerepére hivta fel a figyelmemet, tovabba sokat tanultam tole a nemfolytonos
Galjorkin-mdédszerekkel kapcsolatban. Az altala létrehozott csoport munkajaba bekap-
csolédva volt lehetséges az Osszetett numerikus szimulaciokat tartalmazé munkakat el-
késziteni. Szamos gyakorlati tandccsal is segitette a munkamat mind progamozasbeli
részletek, mind tudomanyos munkék, palyazatok elkészitésével kapcsolatban.

Végiil Szekeres Béla doktoranduszomnak mondok koszonetet, akinek a tortrendi diffizios
feladattal kapcsolatos Gtletei és a matrixtranszformécios médszer alkalmazhatosaganak
felismerése 6sztokélt arra, hogy tobbet foglalkozzam ezzel a teriilettel.
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