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Matematikai kozgazdasagtani modellek kozépiskolas fokon

Simonovits Andras

Osszefoglald

A 150 oldalas jegyzet 18 fejezetében tObbtucat matematikai-kozgazdasagtani modellt
mutatok be. A modellek egy része jol ismert, de masik része a szerz6 (féleg nyugdij-
gazdasagtani) kutatdsidbol szarmazik. Olyan olvasOkra szamitok, akik kozépiskolas fokon
allnak matematikdbo6l vagy kozépiskoldsokat oktatna — azaz nem hasznélok kalkulust,
matrixszamitast; és a konyv végén targyalt valoszinliségszamitast és matematikai statisztikat
elmagyarazom. Feltételezem viszont, hogy képesek 0nalld6 gondolkodasra, és

szamitogépiikkel olykor hosszabb szamitasokat is elvégeznek.

Targyszavak: matematikai-kozgazdas4gi modellek, tanitas kozépiskolasoknak
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Mathematical-economic models at high-school level

Andras Simonovits

Abstract

This 150-page long book consists of 18 chapters and presents several dozens mathematical-
economic models. One part consists of well-known models but the other models come from
the author’s research, mainly on pension economics. The book is written for readers who
have a high-school education from mathematics; i.e. neither calculus nor matrix theory is
applied. Though some probability and mathematical statistics are used at the end of the
book, they are explained. It is presumed that the readers are ready for autonomous thinking

and are capable to make calculations on their personal computers.
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El6szo

Ebben a jegyzetben a matematikai kézgazdasagtani modellek vilagaba vezetem be az
igényes kozépiskolasokat, tandraikat és egyéb érdeklgdsket. A 19. szézadban a kdzgaz-
dasagtan zome nélkiilozte a matematikai modelleket, azdta viszont egyre novekszik a
szerepiik. Ez a folyamat egyrészt szabatosabba és szamszertisithet6vé teszi a kozgaz-
dasagtant, mésrészt oncéli matematikai ujjgyakorlatta silanyithatja azt. Remélem, az
eléadand6é modellek valoban segitenek a valosidg jobb megértésében és a matematika
viszonylag 1j alkalmazasainak elsajatitasaban.

A témak kivalasztasakor legfontosabb szempontom az volt, hogy lehetéleg kozép-
iskolas szinten érthets, ugyanakkor érdekes és fontos modelleket mutassak be. Kis ré-
sziiket a K6MalLban (Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok) méar publikaltam, s
bonyolultabb valtozatban eléfordultak tarsszerzdékkel irott cikkeimben. Ehelyiitt mon-
dok koszonetet abécé sorrendben Czeglédi Tibornak, Esé Péternek, Garay Barnabésnak,
Kiraly Balazsnak, Kiraly Julidnak, Molnar Gyorgynek, Szabé Endrének, Tir Melinda-
nak és Toth Janosnak. Mérs Laszlo konyvét (Mérs, 1996) szabadon hasznaltam a
jatékelméleti bevezetSben, és Es6 Péter is segitett kigyomlalni néhény banté pongyo-
lasagot. Halaval tartozom Halpern Lészlonak, Kiraly Julianak, Oblath Gabornak és
Razmovits Adamnak egy-egy adatsorért, Ferenczi Miklosnak a valoszintség-szamitési,
Ké6rosi Gabornak a statisztikai rész biralataért. Kiilonleges koszonet illeti Kiraly Juliat,
Réacz Andrast és Szabo Juditot, akik egy korabbi valtozatot részletesen atnéztek. Sokat
tanultam Toth Attilatol, (Fazekas Mihaly Gyakorlo Iskola 11. évfolyamos didkja), aki-
vel hetente 1-1 6rdban atbeszéltiik az anyagot. Halas vagyok Draga Balazs kozépiskolai
tanarnak, aki figyelmeztetett arra, hogy milyen nehézségekkel talalja szembe magat egy
kozgazdasdgban jaratlan 6néllo olvaso: példaul mi egy absztrakt dinamikus rendszer,
mi az arszabalyozas? Sajnos, csak részben sikeriilt eleget tenni kritikai észrevételeinek.
A megmarado6 hibakért kizarolag a szerzét terheli a felelGsség.

Széamos hazai és kiilfoldi egyetemen tanitottam és tanultam a didkjaimtol. Ko-
szonet illeti a jelenlegi Budapesti Corvinus Egyetemet, a Rajk Léaszlo Szakkollégiumot,
a Budapesti Miszaki és Gazdasdgtudomanyi Egyetemet és a Kozép-Europai Egyete-
met a tanitasi és tanulési lehetGségekért. Egyes fejezetek irasanél az K 108668 szamu
palyazatban szereplé kutatasra tdmaszkodtam.

A konyv szamos példat és feladatot tartalmaz, ez utoébbiak megoldasa a konyv
végén taldlhato. Kérem az Olvasot, hogy elGszor probalja meg a feladatokat sajat maga
megoldani, és csak kell6 mennyiségti probalkozas utan forduljon a feladatmegoldasok-
hoz. Néhany feladat megoldésidhoz szamitdégépes programra van sziikség, ezek megira-
sat nyomatékosan javaslom. A 17. fejezet statisztikai feladatainak megoldasahoz ingyen
szoftverek is rendelkezésre allnak.

A nehezebb fogalmakat a jegyzet végén Gsszefoglalom.
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Mivel ismeretterjeszts jegyzetrdl van szo, feleslegesnek tartottam részletes hivatko-
zasjegyzékkel terhelni az Olvasot. Csak néhany esetben tiintettem {6l a forrast, példaul
a tarsszerzGs vagy a KoMalban megjelent cikkeimet. De nem fukarkodtam a nevekkel
és az évszamokkal, ezek alapjan az Olvaso a vilaghalon tovabb érdeklédhet, és lathatja
a fejlédés kanyargos utjat.

Mivel elsGsorban érdeklsdé kozépiskolasoknak (vagy hozzéajuk hasonld tudasszintd
egyéneknek) szanom ezt a jegyzetet, néhany mondatban kitérek sajat idevagod kozépis-
kolai élményeimre. 1962 és 1965 kozott a Radnoti Miklos Gyakorld Iskolaban Kugler
Sandorné tanitott nekiink fizikat. Akkor még a szombat rendes iskolai nap volt, és a
fizikaszakkort du. 1 és 2 6ra kozott tartotta Gyorgyi néni. Ez volt a hét csticspontja.
Minden alkalommal a szakkor tagjai (Patkos Andras, azota akadémikus, Vadasz Istvan
vezet6 mérndk és én) megoldottuk a Gyorgyi néni altal gondosan kivéalasztott fizikafe-
ladatokat, és kdzben megtanultunk logikusan gondolkodni. Gyoérgyi néni tiz év alatt
tovabbi két fizikusakadémikust adott a hazanak, és szamos egyéb kutatot.

Ugyanebben az idében rendszeresen részt vettem a Reiman Istvan altal szerve-
zett Fiatal Matematikusok Ko6rében”, ahol sok elgondolkodtaté feladatot oldottunk
meg egyiitt, és sok érdekes matematikai témabol hallgattam elGadasokat, és koézben
megismertem késébbi egyetemi tarsaimat és egyben barataimat is. Egy kozponti fizi-
kaszakkoron pedig Wiedemann Léaszlo tartott kiilonlegesen érdekes és egyetemi szinti
eladasokat.

Meggy6z6désem, hogy az itt kozreadott jegyzetet — részben vagy egészben — érde-
mes lenne kozépiskolas matematikai szakkorokon feldolgozni. Bar az itt eladott témék
gyakran nélkiilozik a tiszta matematika eleganciajat, elGsegithetik az alkalmazott mate-
matika jabb lehet&ségeinek megismerését. De egyaltalan nem biztos, hogy a kozeljovo-
ben lesznek ilyen szakkorok, ezért nem mondhatunk le a jegyzet 6nallo elsajatitasarol.

Két megjegyzést tennénk a matematika fizikai és kozgazdasagi alkalmazasanak ko-
zépiskolas fokon adddo kiilonbségérsl: 1. mindenki tanul fizikat, nagyon kevesen ta-
nulnak koézgazdaségtant (ez utobbi egyébként kikiiszobolends hiba); 2. bizonyos fizikai
fogalmak (tehetetlenség, munka stb.) ellentmondanak a hétkéznapi tapasztalatoknak,
mig a zsebpénzét beosztod és palyat valaszté kozépiskolasnak nehéz kozgazdasigi felada-
tokat kell megoldania.

A tartalomjegyzékben *-gal jelolt fejezetek vagy alfejezetek viszonylag nehezek, els6
olvasasra kihagyhatok.

Egyes témék vetitéses kidolgozasa megtalalhaté a honlapomon:

https: //kozgazmodellek.wordpress.com/

kedvcsinalo: komall, 3. fejezet: jatekl, 8. fejezet: moral, 9. fejezet: nep-sl, 10.
fejezet: nyug-sl és csebisev, 11. fejezet: onkent, 12. fejezet: valind-szirak, 13. fejezet:
jelzalogl, 14. fejezet: karrow.

Kérem az olvasokat, hogy megjegyzéseiket jutassak el a kovetkezs cimre:

simonov@econ.core.hu

Ko6szonettel

Simonovits Andras
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Gorog betiik

A jegyzetben sokszor hasznalunk gorog bettiket, f6leg egytitthatok jelolésére. Igyeksziink
gy megvalasztani Gket, hogy ,rimeljenek” a megfelel6 latin bettire: példaul = és &.
A kozépiskolasok egy része nem ismeri az Osszes gorog kisbetiit, ezért a gbérog abécé
sorrendjében sorfolytonosan felsoroljuk &ket.

Gorog betik listaja

a = alfa 8 = béta v = gamma 0 = delta € = epszilon
(¢ = dzéta n = éta 0 = teta L = jota k = kappa

A = lambda p = mi v = nd & = kszi Y = omikron
T = pi p =10 o = szigma T = tau p=1f

& = kszi 1) = pszi w = omega
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Fontosabb jelolések jegyzéke

Memorizélast megkonnyitends, alkalmanként az angol nevet is megadjuk

t = id6szak (time) indexe

i = szerepld (tipus) indexe
a,b,c,d = egyiitthatok

© = optimalis/egyenstlyi

T =x — x* = kiilonbség

x = fliggetlen valtozo

x,y = fogyasztéasi par

p,q = arak (price)

u = hasznossagfiiggvény

D = kereslet (demand)

w = szuperbruttd bér (wage)
v = nettd bér

7 = nyugdijjarulék-kulcs

b = nyugdij (benefit)

L = alacsony tipus indexe (low)
E = varhato érték

¢ = relativ hatékonység

3. fejezet
s = stratégia

4. fejezet
D = adossag (debt)
B = koltségvetési egyenleg
R =1+ r = kamategyiitthato
d = adossagrata
G = novekedési (growth) egytitthato
I = beruhézas (investment)
[ = akcelerator

5. fejezet
¢ = jelen fogyasztas
0 = leszamitolasi egyiitthato
W, = vagyon az i-edik idészak végén

6. fejezet
F = termelési fliggvény
K = t6ke (capital)
a, 8 = egyiitthatok
k = K/L = tokeellatottsag
C = koltség (cost)

xy = t-edik allapot

fi = i-edik tipus részaranya
p, ¢ = valoszintiségek

* = normalis

P = periodus

y = fiiggs valtozo

m = jovedelem

a = preferenciasily

P =ar

S = kinalat (supply)

u = brutté bér

v = létszam novekedési eh
6 = adokulces

B = jaradékszorzo

H = magas tipus indexe (high)
D = szoras

f = fiiggvény

S = stratégiahalmaz

r = kamatlab (rate)

FE = els6dleges egyenleg

Y = kibocsatéas

e = egyenlegrata

p = R/G = relativ kamategyiitthato
C = fogyasztas (consumption)

~v = fogyasztai hajlandoséag

d = jovo fogyasztas
s = megtakaritas (save)
¢ = hiperbolikus leszamitolasi eh.

@ = kibocsatas (quantity)
L = munka (labor)

G, = x novekedési eh-ja

I = L/Y = munkaigény

m = profit
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7. fejezet

[, g = fiiggvény
p, 1) = szogsebesség

8. fejezet
1 = tipusok indexe
v = alapjévedelem
1 = adémorél
Wy, — minimalis bér

9. fejezet
N = népességszam
D = halalozéasi szam (death)
b= B/N = sziiletési arany
M = dolgozok szama
k = K/M = fiatalkori th
d= (K + P)/M =teljes th
U = fiatal sziil6k szama

10. fejezet

R nyugdijba vonulési életkor (retirement)

D = halalozasi életkor (death)
a; = 1. tényezo

11. fejezet
a = tdmogatési arany
g1 = belst szoras (internal)

12. fejezet
b; = folyb6aras nyugdij
T = nyugdijban toltott id6
~v = altalanos helyettesitési arany

13. fejezet
R = nominalis kamategyiitthato
T = futamids
P, = halmozott arindex
E = arfolyam (exchange)
r = R/p = redlkamat eh.
b = realtorlesztés
T = forintositott frank...

14. fejezet

L = tagulasi korlat
P — tervezett (planned)

I = tipusok szama
e = jovedelem-eltitkolas

wyn — maximalis bér

B = sziiletésszam (birth)

K; = gyermekszam (kid)

d = D/N = halélozasi arany

P = nagysziilgk szama (pensioner)
p = P/M = id6skori th

V = id6s sziilsk szama
L = munkaba lépési életkor

z = életpalya- egyenleg
b; = 2. tényezd

v = megtakaritasi hajlandosag
ep = kiils6 szoras (external)

v; folybaras netto bér
S = szolgalati id6
t = bérindex stulya

B = nomindlis torlesztérészlet

D, = tartozas (debt)a t-edik id&szak végén

p = inflacios eh

F = realarfolyam

d = realtartozas

e = E/E_; = arfolyam-valtozas

v; = v termék az i-edik szereplénél w; = w termék az i-edik szereplénél

x; = v termék cseréje az i-edik szereplénél y; = w termék cseréje az i-edik szereplénél
c; = tb-koltség az i-edik szereplénél d; = magankoltség az i-edik szereplénél

fi = az © — 1-ediknél rosszabbak magankoltsége
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15. fejezet
y1 = fiatalkori jovedelem
s1 = fiatalkori megtakaritas
p = kamat eh.

16. fejezet
w; = i-edik elemi esemény
A, B = események
g; — masik valdszintiségsor
= varhato érték
P() = valoszintiség (probability)
d = kar (damage)
p = Kkarvaloszintiség
s = oOnrészesedés

17. fejezet
m = tomeg (mass)
[ = regresszios eh.
e = hiba

yo = idGskori jovedelem
so = idGskori megtakaritéas

p; = 1-edik elemi val6észintiség
) = biztos esemény

r;; = egylttes eloszlas

o = SzOTas

7 — haszonkulcs
e = biztositasi dij
p = moralis kar eh.

h = magassag (height)
«a = regresszios allando
r = korrelacios eh.
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1. Kozgazdasagi modellekrél

Bevezets fejezetiink két alfejezetbdl all: az 1.1. alfejezet altalanos bevezetést nyijt a
kozgazdasigi modellekrdl, az 1.2. alfejezet pedig roviden attekinti az egyes fejezetek
tartalmat.

1.1. Altalanos bevezetd

A modern vilagban minden felnéttnek gyakran kell gazdasagi dontéseket hoznia: milyen
foglalkozast valaszt, hol telepedik le, milyen valutaban adésodik el, és sorolhatnank az
el6ttiink allo kérdéseket. Persze, az emberek tobbsége vilagszerte tajékozatlan, még a
részvényt és a kotvényt sem tudja megkiilonboztetni, zavarba jon a kamatos kamattol
stb. Ennek ellenére valamilyen elképzelésiik van a vilagrol, és ez alapjan dontenek a
fenti kérdésekrsl. A népességben torpe kisebbséget alkotnak a kozgazdaszok; 6k azok,
akik azzal dicsekszenek, hogy értenek a kozgazdasagtanhoz. A hozzaértés egyik (de
nem sziikséges és nem is elégséges) jele, hogy elképzeléseiket nyilvanossagra hozzéak, s6t
kovetkeztetéseiket modellek segitségével vonjak le. Mivel a korményok és a kozirok gyak-
ran hivatkoznak olyan tanulmanyokra, amelyek koézgazdasagtani modelleken alapulnak,
minden érett és érdekl6dd allampolgarnak érdekes lehet betekinteniiik a kézgazdasagi
modellezés kérdéseibe. A jové matematikusainak pedig hasznos egy 1j alkalmazasi te-
riilettel megismerkedniiik.

De mi a modell? A valosigos folyamatok és Osszefiiggések leegyszertisitett képe.
Induljunk ki egy egyszerti modellbél, a londoni metrovonalak séméjabol, amely a vi-
lagon els6ként abrazolt metrohalozatot attekinthetSen, de leegyszertisitve és torzitva.
Allitolag két évig vitatkoztak a sorsan, amig 1931-ben be nem vezették. Olyan sike-
res lett, hogy azota a vildg szamos metrotérképét (a mienkét is) hasonloan készitik. A
metrotérkép csak a megéllokra és a csatlakozasokra koncentral, a valodi tavolsagokat
nem mutatja. Ezért marad attekintheté. Amikor azonban elsé londoni utamon e séma
alapjan terveztem meg kiilvarosi latogatasom, félorat késtem — hibaztam.

Ahogyan a térképek a foldrajzi valosag egyszertisitett képei, a fizikai (példaul Ga-
lilei lejtGje, 1638 elstt), kémiai (példaul Dalton atomelmélete, 1802), kozgazdasagtani
(Walras piaci armechanizmusa, 1874-1877) stb. modellek a megfelels targykor egysze-
risitései. A térképhez hasonléan a j6 modell segit, a rossz modell akadalyoz a tajéko-
zodasban. Mar az okorban is voltak elméleti és gyakorlati modellek (a kozmologiaban,
a statikdban), de széles korben csak az utobbi évszazadokban terjedtek el a természet-,
majd a tarsadalomtudoméanyban.

Mindenképpen kiilénbséget kell tenniink a természet- és a tarsadalomtudomanyi
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modellek kozott. Egyrészt a természettudomanyban tipikusan sokkal egyszertibb jelen-
ségeket és folyamatokat modelleznek, mint a tarsadalomtudoményban. (A Naprendszer
bolygoinak mozgésa sokkal egyszertibb, mint egy piac araié!) Masrészt a természet-
ben altaldban sokkal kénnyebb és olcsobb kisérleteket végezni, mint a tarsadalomban.
Harmadrészt, mig a természettudomanyban az elmélet nincs befolyassal a vizsgalat
targyara, addig a tarsadalomtudomanyban erds a befolyas. (Példaul a Fold ugyantgy
keringett a Nap koriil Kopernikusz el6tt, mint utana; de a kell§ feltigyelet nélkiil hagyott
jelzalog-piacok az elméleti tisztazatlansag miatt komoly véalsagot okoztak napjainkban.)

A tarsadalomtudomanyi modelleknél maradva, a 18. szazad francia kozgazdaszai
(a fiziokratak) modellezték elészor a gazdasagi dgazatok (f6leg a mezégazdasag és az
ipar) kozti kolcsonhatasokat, a 19. szazad elején pedig az angol David Ricardo széles
korben alkalmazott matematika nélkiili kézgazdasagi modelleket. Mégis megfelels fel-
tevések mellett logikai érveléssel bizonyithaté allitasokat tett. Talan legismertebb és
legsikeresebb modellje a komparativ elényokrdl szolt. Eszerint Anglidnak akkor is ér-
demes textilgyartasra, és Portugalianak bortermelésre specializalédnia, ha Portugalia
mindkét teriileten termelékenyebb, mint Anglia, de bortermelésben Anglidhoz képest
még termelékenyebb, mint textilgyartasban. (Tehéat ha nem a relativ, hanem az abszo-
lat elényok szamitananak, akkor a kozjot az szolgélné, ha Portugalia latna el mindkét
orszagot textillel is és a borral is!) Nyilvanvalo, hogy Ricardo pontosan tudta, hogy
Portugalianak nincs elénye Anglidval szemben a textiltermelésben. De a poén kedvéért
ezt a szélsGséges példat valasztotta és jol valasztott. Sokan ricardéi btinnek nevezik a
modellszert gondolkodast, amely tulhajtva valoban kartékony.

A kozgazdasigtanban igazabol a 20. szazad mésodik felében valtak dominanssa a
modellek. Korabban a koézgazdasagi irdsok nagyrészt ,szovegesek” voltak, a modellek
megjelenésével parhuzamosan viszont egyre inkabb megjelentek a matematikai képletek
és egyenletek, tételek és bizonyitasok. Ha megnézziik a kozgazdasigi Nobel-dijasok 1969-
ben kezd6d§ listajat, akkor lathatjuk, hogy a dijazottak jelentés részben matematikai
modelljeikért nyerték el e kitiintetést. A jegyzetben koziiliik Nash, Hicks, Modigliani,
Arrow és Samuelson modelljeivel talalkozunk.

A j6 kozgazdasagi modellek is elvonatkoztatnak a vizsgalt jelenségek lényegtelen
részleteitsl. A lényeges Osszetevikre és kapcsolatokra egyszertsitve a problémat, tomor
magyarazatot adnak egy jelenségre. Példaul, ha a klasszikus pénzmodellben adottnak
vessziik a pénz forgasi sebességét és a termelés mennyiségét, akkor a pénz mennyiségével
aranyos az arszinvonal. Ez viszonylag jol megmagyarazza a 16. szazadi arforradalmat:
az Ujvilagbol hirtelen bearamlé nemesfémek mennyisége miatt altalanos arszinvonal
koriilbeliil a négyszeresére nétt.

A rossz kozgazdasagi modell viszont a lényeget hagyja figyelmen kiviil, és leragad a
masodlagos jelenségeknél. Példaul a modern kozgazdasagtan egyik ikonja, Robert Lu-
cas 1987-ben ,kiszamitotta”, hogy a II. vilaghabort utani amerikai recessziok tarsadalmi
koltsége minimalis, azaz ha lenne egy tokéletes jovedelembiztositas (v6. 16.2. alfejezet),
akkor szinte ingyen ki lehetne simitani a gazdasagi hullamokat (v6. 4.3. alfejezet).
Az egyszeriiség kedvéért” (hogy szamolasa elférjen egy boriték hatan) eltekintett attol,
hogy a tarsadalom nem homogén, és egy cs6édbe mend ipardg munkasa egészen méskép-
pen éli at az idGleges visszaesést, mint a Chicagoi Egyetem Nobel-dijas professzora. Ha
ezt a bonyodalmat figyelembe vessziik, akkor a tarsadalmi koltség biztosan szédmottevd
(v6. 16.2. tablazat).



Megismételjiik: minden modellkészitének egyensilyoznia kell az egyszertiség és a
realizmus kozott. Példaul az elméleti nyugdijmodellek zomében az egyszertiség kedvéeért
eltekintiink a férfiak és a nék kozti kiillonbségtsl. S valoban, ha altalaban vizsgaljuk a
népességoregedés hatasat a nyugdijrendszerre, akkor felesleges felbontani a népességet
férfi és n6i nemre. De ha az 6zvegyi nyugdijrendszert vizsgaljuk, akkor nem tekinthetiink
el attol, hogy a nék altalaban kevesebbet keresnek, korabban mennek nyugdijba és
tovabb élnek, mint a férfiak.

Honnan lehet tudni, hogy egy modell jo-e vagy rossz? Sziikséges-e, hogy valdsag-
hiiek legyenek a feltevései, vagy elegendd, ha az elérejelzései jok? A 20. szézad sztérkoz-
gazdasza, Milton Friedman nevezetes 1953-as cikkében amellett érvelt, hogy felesleges a
feltevések realizmuséra torekedni; elegendd, ha a modell jol jelzi el6re a magyarazando
jelenségeket. (Mivel Friedman kivételes kozgazdasz volt, konkrét modelljeiben ritkan
tévedett.) Koopmans (1957) és Kornai (1971) nem fogadték el Friedman allaspontjat,
és hangstlyoztak, hogy a kézgazdasagtan nemcsak el6rejelzésre szolgal, hanem a valosag
megértését is elGsegiti. Marpedig ha a valosiagtol idegenek a feltevések, akkor a modell
akadalyozhatja a megértést, és az esetleges sikeres elérejelzés lehet véletlen is.

Elvben végtelen sok kozgazdasagtani modell készithets, és a modellkészité azzal
biiszkélkedhet, hogy milyen kifinomult leirast képes kitalalni. Nagyon gyakori a koz-
gazdasagtanban, hogy valaki altaldnosit egy korabbi modellt, és megmutatja, hogy a
korédbbi modell mondanival6ja altalanosabb feltételek mellett is igaz vagy hamis. Bizo-
nyos értelemben az elméleti kdzgazdasagtan egyre inkabb hasonlit a matematikara, ahol
a logikus kovetkeztetés az egyetlen kivanalom. Bar nem vagyok hivatasos matematikus,
azt azért megkockéztatom, hogy nem minden matematikai modell kelt egyforma érdek-
l6dést. Természetesen a matematikusok kozott is vannak éles vitak, hogy ez vagy az az
elmélet érdekesebb, de azért el6bb-utébb kialakul egy kézmegegyezés, hogy ez érdekes,
az meg nem. (Példaul a valoban korszakalkoté Bolyai-Lobacsevszkij-féle nemeuklide-
szi geometria 1830 és 1860 kozott észrevétlenmaradt, hogy aztén elinduljon vilaghodito
utjara.)

A kozgazdasagtanban azonban sokkal nehezebb kivalasztani a megfelel6 modellt.
Eleve nagyon nehéz megbizhato adatokat talalni. (Példaul hanyan tudjak, hogyan fligg
a magyar allamadossag nagysaga a forint arfolyamatol, az 1998 és 2010 kozott létezs
kotelez6 magannyugdij-pénztar méretétsl stb.?) Azt sem konnyt eldonteni, hogy egy
nagyon bonyolult kérdés modellezésekor mit lehet elhanyagolni és mit nem (lasd az
emlitett példakat). Végiil, inkdbb mtivészet, mint tudomany annak eldontése, hogy a
gazdasagpolitikai kovetkeztetések mennyire érzékenyek a modellvalasztasra.

Nem szabad hallgatni a kdzgazdasagi eredmények publikicios 6sztonzési rendszeré-
r6l sem. Elvben a tudoményos verseny biztositja, hogy a jobb elmélet legy6zi a rosszab-
bat. A matematikai megkozelités elvben megkonnyiti az 0sszehasonlitast: a jobb modell
kevesebb feltevésbdl ugyanannyit ér el. Pontosabban fogalmazva: ugyanannyi feltevés-
bél tébbet, vagy kevesebb feltevésbdl ugyanannyit ér el (Occam borotvaja, 14. szazad).
A kopernikuszi modell ebbdl a szempontbél is jobb, mint a ptolemaioszi: egyszertibb
és pontosabb. De a kozgazdasagtanban tilzottan nagy szerep jut az izlésnek és az
ideolégianak, amikor a folyodiratok szerkeszt6i publikaciokrol dontenek.

Ennek kapcsan szélnom kell a modern kézgazdasagtan egy kiilonlegességérsl: 1950
és 2000 kozott kozgazdaszok egyre nagyobb része tette fel, hogy a szereplék — kisebb-
nagyobb statisztikai hibaktol eltekintve — jol értik a helyzetiiket és optimalisan déntenek.
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Nemcsak jol, hanem optimalisan! (Azota némileg valtozott a helyzet.) Héseink bonyo-
lult matematikai feladatot oldanak meg, hogy megtalaljak a legjobb gazdasagi dontést.
Példaul ha egy lakotelepi lakas elstt luxusautd, vagy egy luxusvilla el6tt tragacs all,
akkor ezen nem kell meglep&dni, a tulajdonosnak ez a preferenciéja.

De tulbuzgé koézgazdaszok még az alkoholizmust is probaljak optimalizaléssal meg-
magyarazni. (Az alkoholista aranytalanul jobban szereti a bort, mint a siliteményt.)
Es ha egy kozgazdasz nem hajlando kovetni az ,egyediil helyes tudomanyos megkozeli-
tést”, és nem optimalizal, akkor konnyen a szakma peremére szorulhat; még ha jobb is
a modellje, mint azoké, akiknek a szerepléi ,optimalizalnak”. Ezt a kévetkezd hasonlat-
tal lehet érzékeltetni: az elegins étterembe be lehet menni gytirott zakdoban és pecsétes
nyakkendében (mert a gytirottség és a pecsételtség ellendrizhetetlen), de a tiszta ing 6n-
magaban nem elegendd (a zako és a nyakkendd hianya ellendrizhets). Pedig a tisztasag
fontosabb az ,elegancianal”! Es a realis modell fontosabb az optimalizalonal!

Irodalmi vonatkozasai miatt is érdemes szolni a modern kozgazdasagi modellek
tovabbi sajatossagarol, az onbeteljesitd joslatokrol, vagy hivatalosabban, a racionalis
varakozasokrol. A gorog mitologiabol ismert Oidipusz tragédiaja, akinek a sziiletésekor
a vak jos megjovendolte, hogy felnévén megoli apjat, a kiralyt. Hogy elkeriiljék az
apagyilkossagot, Oidipuszt az apja elkiildte a haztol. Aztan Oidipusz felcseperedett,
Osszetaldlkozott az apjaval, ismeretleniil Gsszevesztek, és a végén a fit megdlte az apjat.
Ime, az 6nbeteljesits joslat. Ha nem hittek volna benne, akkor az apa és a fia békében
élhettek volna egyiitt. Ezzel ellentétes jellegti Jézus nevezetes joslata. Elfogatasakor azt
mondta Péternek, hogy miel6tt a kakas megszolal, Péter haromszor megtagadja 6t. Es
valoban, a kakas megszolaldsaig Péter éppen hiaromszor arulta el Jézust. Itt csak Jézus
elérelatasat mutatja a torténet, de nem a joslat okozta az arulast.

A modern kozgazdasagtan (a méar emlitett Lucas-szal az élen) beleszeretett az 6n-
beteljesedd joslatokba. Felkent képviseli gyakran felteszik, hogy amennyiben a mai
cselekedet fligg a jovore iranyuld varakozastol, és mig a jovs fligg a mai cselekedettdl,
akkor a szerepld olyan elGrejelzést valaszt, amely mellett a gerjesztett cselekedet éppen
az elérejelzett allapothoz vezet. Példaul, ha 2008 nyaran elhiszem, hogy egy hordo olaj
ara 130-rol hamarosan 140 dollarra emelkedik, akkor haromhavi készletemet kiegészitem
még egy havival, és ha sokan cselekednek hasonléan, akkor emiatt valoban 140 dollar
lesz az 14j olajar. De aztan hirtelen vége szakad a varazslatnak, és az olajar dsszeomlott.
Ugyanez tortént az amerikai, a brit és a spanyol lakadsarakkal. Persze, a feltevés hivei is
tisztaban vannak ezzel a problémaval, és védekezésként a véletlen hatasok mogé bujnak.
De talan elfogadja az Olvaso, hogy szamos varakozas mégsem racionélis.

Némi leegyszertisitéssel azt mondhatjuk, hogy a 2007-ben Amerikdban kezd&dott
pénziigyi valsag, és a 2008-ban a vilag nagy részére atterjedé gazdasagi valsag részben
a modellekben hivs szakemberek és politikusok felelsége. Ha a politikusok bizalmatla-
nabbak lettek volna a kozgazdaszokkal szemben, és a kozgazdaszok kétkedGbbek sajat
modelljeikkel szemben, akkor talan 6vatosabb gazdasigpolitikat folytattak volna, és nem
kellett volna évekig a valsag kovetkezményeitsl szenvedni.

De ma is nagy vita dul vilagszerte, hogy mennyire kell szigoru gazdasagpolitikat
folytatni, hogy ne szabaduljon el az inflacio, vagy ellenkezGleg, mennyire kell laza gaz-
dasagpolitikat folytatni, hogy elkeriiljék a deflaciot. (A deflacio tobb évtizedig csak a
tankonyvek rémalma volt, de az utobbi két évtizedben Japanban sok kart okozott: nem
volt érdemes beruhézni, mert mire a beruhazéas draga pénzbdl megvalosult, az eladott
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termék tul olesova valt.) Kiilonbozs modellek kiilonb6zs eredményeket adnak, és sokszor
még utodlag sem konnyt kiigazodni azon, hogy melyik kozgazdasznak volt igaza. Példaul
az 1929-ben kezd6dott Nagy Valsag értelmezésérsl még ma is folyik a tudoméanyos vita.

Zarszo helyett: a j6 modell segit a tajékozodasban, a rossz akadalyoz. De sokszor
csak utolag tudjuk meg, hogy mi volt a jo, és mi volt a rossz modell. A kozgazdaség-
tanban kiilon nehézséget jelent a modellezendé kérdések bonyolultsidga és a tanacsadok,
illetve a politikusok maganérdekei. Tiirelmesnek kell lenniink a kézgazdasagi modelle-
z6kkel, de nem szabad benniik vakon biznunk.

1.2. Tartalmi el6zetes

A jegyzet a bevezetésen (és a zarszon) kiviil 16 fejezetbdl all, amelyek egyméastol jelentds
részben fliggetleniil olvashatok. Nem probaltam meg a hagyoméanyos kozgazdasagtani
bevezetéseket kovetni, inkdbb a névekvé matematikai nehézség szerint haladtam. Igye-
keztem minden modellt szamokkal kit6lthetGen megadni, viszont egyetlenegy abrat sem
szerepeltettem. Kényelmi szempontok miatt aranytalanul nagy a sajat forrasok aranya.

Ebben az alfejezetben rovid tartalmi elézetest adok a jegyzetrdl.

A Matematikai segédeszkozok c. fejezetet a legegyszertibb dinamikus rendszerek
ismertetésével kezdjiik: diszkrét idejd linearis differenciaegyenletekrsl lesz szo, amelyek
specidlis eseteivel mar a kozépiskolaban is taldlkoztunk: szdmtani és mértani sorozat,
Fibonacci- szamok. Ezeknek a rendszereknek egy viszonylag egyszerti megoldési mod-
szerét mutatjuk be. A folytatasban a masodfokd gorbe maximum- és minimumbhelyét
hatarozzuk meg.

Jatékelméleti bevezetdnkben a tobbszereplGs stratégiai dontések elméletét vazoljuk:
legalabb két jatékos verseng vagy miikodik egyiitt, néha tobblépéses dontéseket alkal-
mazva. A racionélis jatékokban (fogolydilemma, nemek harca stb.) a jatékosok vilagos
és ésszeri célokat kovetnek, de rendellenességek is felléphetnek.

A Hdrom linedris dinamikus kozgazdasdagi modell c. fejezet a piaci arigazodéssal
kezd&dik, ahol kiilonféle feltevések mellett az ar tart az egyensilyhoz, illetve ingadozik
az egyensily koril. Az allamadossag dinamikaja a kamatlab, a novekedési litem és a
koltségvetési hiany fliggvényében alakul. A beruhéazasi ciklus Hicks brit kézgazdéaszrol
elnevezett modellje a fogyasztas és a beruhézas kolcsonhatasabol vezeti le a piacgaz-
dasdgokban rendszeresen megismétlédé folyamatokat, amelyeket a fizikdbol a tompitas
nélkiili rezgésekként ismeriink.

A fogyasztoi dontéseket a modern kozgazdasigtan a kdvetkezGképp szarmaztatja: a
piaci arak és a jovedelem fliggvényében a fogyaszto kiilonféle arukombinacidkat valaszt-
hat. Az elmélet szerint végiil is azt valasztja, amely maximalizalja az un. hasznossdg-
fiigguényét. Erdekes specialis eset, amikor a két aru a fiatal- és az idGskori fogyasztas,
és a megtakaritas simitja ki a fogyasztasi palyat. Mas esetben tiicsok modjara csak
elhalasztja a megtakaritast.

A gazdasigban nemcsak cserélnek, hanem termelnek is. Modellvilagunkba belép a
kibocsdtds, a kéltség és a profit. A termelésben a téke és a munka egymassal részben he-
lyettesithets, az optimalis kombinacié az araktol (kamatlab és munkabér) fligg. Egyes
vallalatfajtakban a nagyobb kibocsatas el6nyos, masutt elénytelen. Kiilon hangsulyt
kap, hogy a monopolistanak kevesebbet érdemes termelnie mint két fiiggetlen termels-
nek.

A korabban targyalt linearis dinamikai rendszerek csak kozelitései a valosagban
érvényesiilé nemlinedris dinamikai rendszereknek. Ez utdbbiakban a stabil egyenstly
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mellett gyakrabban alakulnak ki stabil ciklusok, s&t, elérejelezhetetlen kaotikus palyék.

Az Adomordl és adozds c. fejezet azt targyalja, hogy az allam a személyi jove-
delemadobol fedezett tamogatasokkal az allampolgarok kozti jovedelmi kiilonbségeket
hogyan tompitsa. Olyan allampolgarokat tételeziink fel, akik adémoraljuk fiiggvényé-
ben az allam altal kirott személyi jovedelemadonak (szja-nak) csak egy bizonyos részét
fizetik be. Emiatt az allamnak kisebb adokulcsot érdemes kirénia, mint amilyent egy
teljesen erkolesos tarsadalomban tehetne.

A Hdrom népességdinamikai modell c. fejezet elsé alfejezete a sziiletési és a halalo-
zési szama kiilonbségével magyarazza a népességszam alakulédsat. A maéasodik alfejezet
a népesség koreloszlasat is vizsgalja, mig a harmadik alfejezet megkiilonbozteti a fi-
atalabb és az idGsebb anyakat. A matematikai segédeszkozoknél szereplé mésodrendi
differenciaegyenlet segitségével elemezhetd a korosztalyok létszaménak stabilitésa, azaz,
hogy alland6 termékenység és halandosig mellett hosszi tdvon a létszamaranyok stabi-
lizdlodnak.

Az FElemi nyugdijmodellek c. fejezet elGszor nagyon egyszerid makromodell segitsé-
gével vizsgélja a korosztalyi aranyok (idés vagy dolgozokori), a helyettesités (nyugdij
vagy kereset) és a jarulékkulcs kapcsolatat. A mikrookondmiarol szolo alfejezet megmu-
tatja, hogyan hat a nyugdijba vonulési kor az éves nyugdijra, végiil kitér a keresetek és
a varhato élettartamok kozti kapcsolat bonyolit6 hatésara.

Az Onkéntes nyugdijrendszer c. fejezetben azt tanulmanyozzuk, amikor a kote-
lez6en befizetendd nyugdijjarulékon til a dolgoz6 6nként is megtakarithat idéskoréra.
Ezt az allam tamogatassal egésziti ki, amelyet kiilonadoval fedez. Mivel a ,tiicsok” csak
részben él e lehetGséggel, a ,hangya” zsebre vagja a tilicsok altal befizetett kiilonado egy
részét is.

A Nyugdijindexdlds c. fejezetben a korabbi kortalan dolgozot és nyugdijast kicse-
réljiik 40 évjaratnyi dolgozora, illetve 20 évjarat nyugdijasra. Mivel az inflaci6 kisztirése
utan marado realbérek is idében erésen ingadoznak, nem egyszeri az Gjonnan nyugdijba
vonulok és a mar nyugdijban 1évék nyugdijanak kiszamitasa. Bemutatjuk, hogy ilyen-
kor milyen indokolatlan egyenlStlenségeket okoz az egymés utani korosztalyok kozott a
Magyarorszagon jelenleg érvényes értéktartd nyugdij.

A Jelzdloghitel elemi modelljei c. fejezet szintén nagyon fontos kérdésekkel foglalko-
zik: hogyan miikodik a jelzéloghitel inflaciés kornyezetben, ahol nagyok a kamatlabak?
A nominalisan allando torlesztérészletek kezdetben tul nagy terhet ronak a hitelfelve-
vére, érdemesebb a torlesztérészlet realértékét allandonak venni. Kiilon bonyodalmat
okoz a devizaalapu-hitel, amely a kiszamithatatlanul valtozo devizaarfolyam segitségével
forintositja a devizahitelt.

Az Altaldnos egyensilyelmélet legegyszeribb modellje a korabbi egyszereplGs piaci
modellt megkettdzi: két szerepls all egymassal szemben. Tovabbra is két aru szerepel a
piacon, és a két szerepld kolesonos igazodasabol alakul ki a piaci egyensilyi ar. Bizonyos
feltevések mellett belathato, hogy a létezd vildgok koziil ez a lehetd legjobb, nélkiiliik
viszont nem.

Az Eqyiitt €l6 nemzedékekrdl szolo fejezet végletesen leegyszertisiti azt a helyzetet,
amikor a korosztdlyok cserélédnek: negyed évszédzadonként minden tavozd nemzedék he-
lyére egy tjabb nemzedék lép. Ez a csere meghatarozza a kamategyiitthatd allandosult
allapotat, és felboritja az altalanos egyensily optimalitasat. Specialis hasznossagfiigg-
vény esetén meghatarozhaté a kamatlab dinamikéija; novekvd népesség és racionalis
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varakozas esetén lokélisan aszimptotikusan stabil. A stacioner népesség hataresetében
viszont 2-ciklus adodik.

A Valdsziniség-szamitds €s biztositds c. fejezet elsé alfejezete tulajdonképpen a
2.5. alfejezet lehetett volna tiszta matematikai természete miatt, de nehézsége miatt a
jegyzet végére tettem). Az itt nyert ismeretek alapjan targyalhatjuk a biztositas harom
alapmodelljét: a) klasszikus modellt, b) moralis kockazatot (a biztosités léte noveli a kar
valoszintiségét) és c) a kontraszelekciot, amikor a kockézatos tipus léte miatt a kisebbik
kockazati tipus csak onrészesedés vallalasaval tudja magat megkiilonboztetni.

A jegyzet utolso el6tti fejezete Regresszio és korreldcio cimet viseli. A matematikai
statisztika legegyszeribb eszkozeit mutatjuk be az Olvasonak: hogyan lehet példaul az
emberi test tomegét a magassig linearis fiiggvényével elérejelezni. Koézben megismer-
kediink két valoszintiségi valtozo kozti korrelacios egyiitthatoval, s ennek segitségével
elemezziik a Berkson-pradoxont, ahol egy rossz mechanizmus negativ korrelaciét hoz
létre fiiggetlen valtozok kozott (példaul N6k40 és merev nyugdijkorhatar).

A Zdrszo helyett c. fejezetben réviden leirom azt a személyes hatteret, amely né-
hény itt el6adott modellhez ftiz. Példaul a Csebisev-féle GszegegyenlGtlenséget még
kozépiskolas koromban alkalmaztam egy kozgazdasagi tétel (tjra)bizonyitasara, mig a
nyugdijdinamika fejezet igazat csak a jové donti el.

A jegyzet végén szerepld fogalomtdr a legfontosabb fogalmakat abécé sorrendben,
nem teljesen szabatosan kérvonalazza.

A kovetkezd harom legfontosabb dimenzié szerint sorolhatjuk be modelljeink:
1) optimalizal6 vagy nem, 2) statikus vagy dinamikus, 3) homogén vagy heterogén
szereplSk. A jegyzet modelljeit az 1.1. tablazatban e harom dimenzié mentén soroljuk
be.

1.1. tablazat. Fontosabb modellek és f6bb tulajdonsagaik

Modell Optimalizal Dinamikus Heterogén

Jatékelmélet + - +
Sertésciklus -
Allamadossag -
Beruhézasi ciklusok
Fogyasztas
Termelés
Adoémoral
Népességdinamika —
Elemi nyugdijmodellek -
Onkéntes nyugdij + -
Nyugdijdinamika -
Jelzaloghitel -
Altalanos egyenstly +
Egyiitt ¢él6 nemzedékek +
Biztositas + -
Jr
Jr

H o+
R
L L

+

Regresszioszamitas
Berkson paradoxona

+ 4+ +




2. Matematikai segédeszkozok

A jegyzetben felhasznélt legfontosabb matematikai segédeszkozok targyalasat elére hoz-
tuk. Az eszkozoket harom alfejezetben targyaljuk: 1) A kozépiskolabol ismert szam-
tani és mértani sorozat kozos altalanositdsa az allando egyiitthatos els6rendi linearis
differenciaegyenlet, ahol az 1j allapot az eléz6 allapot inhomogén lineéris fliggvénye.
Ennek is van zart alaka megoldasa. 2) Az elsérendt differenciaegyenletet kéveti masod-
rendi differencia-egyenlet, ahol nem egy, hanem két korabbi allapot szerepel. 3) Végiil
az elemi optimalizalasban a lefelé/felfelé nyitott parabola legnagyobb/legkisebb értékét
hatarozzuk meg.

2.1. Els6rendii linearis differenciaegyenletek

Tobb fejezetben sziikségiink lesz néhany dinamikai fogalomra és tételre, amelyet még
tobbszor alkalmazunk. Bér a hétkoznapi id6fogalom folytonos, a koézgazdasagtanban
inkabb a diszkrét (szakaszos) megkozelités gyiimolesozs: havonta fizetik a bért, évente
takaritjak be a termést, fogadjak el a koltségvetést. Technikailag is egyszeriibb a diszkrét
id6 alkalmazasa.

Dinamikus rendszerrdl beszéliink, ha a rendszer kordabbi iddszakbeli allapotai be-
folyasoljak a kovetkez§ idGszak dllapotdt. Példaul mechanikai dinamikus rendszer a ke-
rékpar, amelyet a kerékparos a pedal taposasaval, a korméany forgatasaval és fékezéssel
iranyit, egyik helyrdl (allapotbol) a masikba (allapotba) juttat. Gazdasagi dinamikus
rendszer allapota az egyén bankszamlaja, amelynek mindenkori értéke az egy honappal
korébbi szamlaegyenleg, és a havi befizetések és a kifizetések eredgje.

A dinamikus rendszer egyensilyi helyzetben van, ha onnan nem mozdul ki. A fiig-
g6hinta a mélypontjan (nulla sebességnél) egyensilyban van, de magasabb ponton vagy
nem nulla sebességnél tovabb halad. 2019. januarjaban a 320-as forint—euré-arfolyam
pillanatnyilag egyensulyinak nevezhetd, mert ezen az aron az eladok kinalata és a vevék
kereslete egyenld.

Stabil az egyensiilyi helyzet, ha kisebb kilengés utan a rendszer allapota visszatér
az egyensily kozelébe. Példaul a sturlodas és a kozegellenallas miatt a hinta mélypontja
stabil. A 2004-2008. évek 240 forint koriili eurdarfolyam instabilnak bizonyult, mert
2008 szeptembere 6ta kimozdul onnan, és azota sem tért vissza a kozelébe.

Lineérisnak neveziink egy f skalar-skalar fliggvényt, amelyre igaz a kdvetkezs azo-
NoSsag:

flax + By) = af(z) + Bf(y),
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minden x, y-ra és «, §-ra. Mértanilag: barmely két fliggvénypont kozott hiizott egyenes
maga a fiiggvény.

Ilyen fiiggvényekkel nagyon egyszert szamolni, de vannak nemlinearis fliggvények
is. Példaul a szabad esés ut—id§ képlete négyzetes, ezért nem igaz, hogy 2 méasodperc
alatt kétszer annyi utat tesz meg a szabadon esé test, mint 1 masodperc alatt. Ehhez
hasonléan, nem lineéris a kiadds— mennyiség fiiggvény arukapcsolasnél, mert egyet
fizet, kettSt kap.

Ratériink a formalis kifejtésre. Legyent =0, 1,2, ..., a megfelels idGszak (nap, hét,
honap, év) indexe. A legegyszertibb diszkrét (nem folytonos) ideji dinamikus rendszer
alakja

Ti41 :A$t+B, t:0,1,2, ey (21)

ahol xg kezdeti allapot és A, B egyiitthatd adott. Ez specialis esetként egyarant tartal-
mazza a szamtani sorozatot (A = 1) és a mértani sorozatot (B = 0).

2.1. példa. A szamtani sorozat rekurziojat dj jelolésben irjuk fol: x;y1 = x4 + B,
ennek explicit alakja: x; = g + tB.

A mértani sorozat rekurzidjat is aj jelolésben irjuk fol: x4, = Az, ennek explicit
alakja: x; = Alxy.

A tovabbiakban A # 1. A rendszer egyensulyi helyzete vagy dllandosult dllapota
vagy fix pontja x°, amelybdl inditva a rendszert, az allapot helyben marad:

2° = Az° + B. (2.1°)

Informalisan azt mondjuk, hogy az egyensilyi allapot stabil, ha a koézelébsl induld
palyak kozel maradnak hozzé; aszimptotikusan stabil, ha a stabilitdson tul a allapot
hosszt tavon az egyensilyhoz tart.

2.2. példa. Probalgatassal keressiik az altalanos (2.1) rendszer explicit megolda-
sat:

Ty = Axy + B = A%zy+ (A+1)B, x3 = Axg+ B = A3xg + (A2 + A+ 1)B.
Ez alapjan megfogalmazhatjuk az indukcios feltevést (a mértani sor Gsszegképletével)

At —1
A-1

xy = Alzg + (A7 4+ 4+ A2+ A+ 1)B = Al + B. (2.2)

Behelyettesitve (2.1)-be és rendezve igazolodik az indukcios feltevés:

T = A{A'zo+[A T 4+ A2+ A1 BB = A g H (AP AT AP AR B.

Erdemes egy altalanosabban alkalmazhaté megoldést is bemutatni.
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2.1. tétel. A (2.1) linearis rendszer egyensulyi helyzete (dllandésult allapota)
0= — (2.3)

és (2.1) explicit megoldésa
x; = 2° + Al (zg — 2°). (2.4)

Az egyensiily akkor és csak akkor stabil, illetve aszimptotikusan stabil, ha —1 < A < 1,
illetve —1 < A < 1.

Megjegyzés. Lineéris rendszer esetén csak hajszalnyi kiilonbség van a stabil és az
aszimptotikusan stabil rendszer kozott: a kordbban kizart A = 1-hez tartozo rendszeren
tal a ciklust ado A = —1 paramétert rendszer stabil, de nem aszimptotikusan stabil.

Bizonyitas. (2.3) adodik (2.1°)-bdl.
Kivonva a (2.1) rendszeregyenletbdl a (2.1°) egyensulyi egyenletet, kiesik az allando
tag, és egy mértani sorozathoz jutunk:

Ti41 — x° = A(ZCt — .CCO).

Matematikailag ez egy alapvets fogas: 1j valtozo bevezetésével az inhomogén egyenletet
visszavezettiik az egyszertibb homogén egyenletre: B = 0. Innen méar adodik a (2.4)
explicit képlet és a kétféle stabilitasi feltétel. ]

2.1. feladat. (2.2) és (2.4) 6sszehasonlitasabol adodik a a mértani sor dsszegképlete
1s:
At —1

— 1+ A+ AT -
Sy + A+ + A1

A#1.
2.2. Masodrendi linearis differenciaegyenletek

A beruhéazasi ciklussal (4.), a népességdinamikaval (9.) stb. foglalkoz6 fejezetben sziik-
ségiink lesz az els6rendi (allando egyiitthatos) linearis differenciaegyenlet tovabbfejlesz-
tésére, amelyet masodrendiinek neveziink (As # 0):

$t+1 :A1$t+A2$t_]_ +B, t:O,l,Q, ey (25)

ahol zg és x_1 kezdeti allapotpar, valamint Aq, Ao, B adott.
Az egyensilyi allapot ismét kénnyen meghatarozhato:

x° = A12° + Asz® + B, (2.5°)
azaz B
O — 2.

[¢]

feltéve, hogy A1+ Ag # 1. (A kizart esetben nincs egyensuly.) Bevezetve az & = x4 —x
eltérésvaltozokat, ezek méar egy homogén linearis egyenletet elégitenek ki:

j7H>1 = Ali’t + Athflu = 07 ]-7 27 SRR (27)
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Az elsérendi egyenlethez hasonléan most is mértani sorozat alakjaban keressiik a
megoldast: &; = EX, ahol € # 0 és \ valos szamok. Behelyettesitjiik a feltételezett
megoldast a (2.7) rekurzioba:

M= AN 4 AN
Egyszertsités utan a
MN=AN+Ay, azaz N —-AN-A=0 (2.8)

méasodfoka, an. karakterisztikus egyenlethez jutunk. A tovabbiakban harom részre ta-
goljuk a targyalast, a D? = A? + 44, el6jele szerint.

a) Pozitiv diszkriminans

Feltessziik, hogy A? > —4A, diszkriminansfeltétel teljesiil, ekkor a (2.8) egyenletnek
két kiilonbozd valos gyoke van, és ezek hatvanyainak linearis kombinaci6jaként adodik
a megoldas. Pontosabban a kovetkez§ igaz.

2.2. tétel. a) Pozitiv diszkrimindns mellett a masodrendi linearis differenciae-
gyenlet altaldnos (kezdeti értéktdl fiiggetlen) megoldasa

e =GN + &) (2.9)

alakt, ahol A1 o a (2.8) masodfokii egyenlet két kiilénbdzd valos megoldésa, valamint &;
és & tetszbleges valos szam.

b) Adott kezdeti feltételek mellett a (£1,&2) egylitthatopar egyértelmiien meghata-
rozhato a kovetkezd linearis egyenletrendszerbdl:

Bo=&+& 6 T =6A T+ &N (2.10)

Bizonyitds. a) Ha a \| és a A} megoldas kielégiti a (2.7) rekurziot, ekkor tetszéle-
ges linearis kombinaciojuk is kielégiti. b) Konstrukcioja miatt a valasztott egyiitthatoju
kombinacio kielégiti a két kezdeti feltételt. A probléma természetébsl adodik, hogy més
megoldés nincs. [

2.3. példa. Ilyen feladatot elGszor Fibonacci pisai matematikus vizsgalt 1202-ben:
F,=Fi 1+ Fi o, F1 =1 = F,, de 6 nem még tudta a megoldast zart alakban elGal-
litani. Szerencsére 1740 koriil Leonhard Euler talalt egy viszonylag egyszerti modszert
az an. magasabb rendid homogén linedris rekurzio megoldasara, ezt ismertettiik masod-
rendi esetben. (Egyébként Euler volt a valaha élt egyik legnagyobb és legtermékenyebb
matematikus.) Ez a mésodrendi linearis rekurzié a természetben és miivészetben is
fontos szerepet jatszik.

Karakterisztikus egyenlet:
A =X\+1,

gyokei:

A2 =
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Altalanos megoldas:
Fy = mAL +m2)g,

ahol a kezdeti feltételek:
Fo=mn+n és Fy =mA +m2)e.

Innen 7 o meghatarozhaté: no =1—n1, 1 =mA1+(1—n1)A2: m1 = (1= A2)/ (A1 — A2).
Mi van, ha nem teljesiil a diszkriminansfeltétel?
b) Negativ diszkriminans

Negativ diszkriminans (A2 < —4A,) esetén trigonometrikus alakban adédik a megoldés.
De mindenekel6tt célszeri lesz bevezetni a kdvetkezs definiciot.

Legyen P > 1 egy természetes szam. Egy (x1,z29, ...) sorozatot P-ciklusnak neve-
ziink, ha P idGszakonként ismétlgdik, de rovidebb szakaszra nem ismétlédik:

Tkptr = Tp, r=20,1,...,P—1, k=1,2....

Azaz P a legkisebb ilyen szam — a periddus.

Bemelegitésiil bemutatjuk a két legegyszertibb ilyen esetet.

2.4. példa. 4-fazist inga: xp41 = —x4-1, x9 = 1, x_1 = 0. Helyettesitéssel
belathato, hogy az allapotsorozat 1,0, — 1,0, ..., tehat 4-ciklus.

2.2. feladat. Bizonyitsuk be, hogy az =441 = = — x4—1 masodrendd differencia-
egyenlet barmely megoldasa 6- ciklus.

Kimondjuk az altalanos tételt, amely a fizikdbol ismert rezgést irja le.

2.3. tétel. a) Ha A3 < —4A, (tehat Ay < 0), akkor (2.5) palyaja
#; = ra’ cos(ipt +6), t=0,1,2, ... (2.11)

alaku, és

a=+/—As, & cos p = 2\;% € (-1,1). (2.12)

b) A tovabbi paraméterek a kezdeti feltételekbél adédnak:

A

ZTo =1rcosd és &_1 =ra""cos(d — ). (2.13)
c¢) Csillapitas nélkiili rezgés feltétele és a hozza tartozoé periédusidd:

—A 2
! és T = —W.
®

a=1=—Ay, cosp = (2.14)

Megjegyzések. a) A fizikusok a-t csillapitasi egyiitthatonak, p-t szogsebességnek,
r-t kezd6 amplitidonak és o-t fazisszognek nevezik.

b) Bar az id6 diszkrét, a képletek konnyen értelmezhetsk tetszéleges pozitiv valos
t-re, kézenfekvivé téve a grafikus abrazolast.
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¢) A periodus hossza altalaban nem természetes szam, ezért még allandé ampli-
tudoju (a = 1) rezgés esetén sem beszélhetiink szigoru ciklusrol. Ha P > 1 racionalis
szam, példaul egyszertsitett alakban p/q, akkor ¢ koérforgas utdn z, = z¢, és onnan
ismétlodik a palya. Emiatt van sziikség a szokGévek bonyolult rendszerére. (Példaul
Julius Caesar i.e. 45-ben minden negyedik évet szokGévnek nyilvanitott, és ezekben az
években a 365 naphoz hozzatett egy 366.-at.) Ha azonban P irraciondlis szam, akkor
szigortian véve sohasem tér vissza a rendszer az eredeti allapotaba. (Valami ilyesmi
okozta, hogy 1582-ben Gergely papanak modositani kellett ezt a rendszert is.)

d) Kiilon meggondolast igényel, hogy a nemlinearis (2.13) egyenletnek mindig van
(r,0) megoldasa.

e) Aki ismeri a komplex szamokat, az felismerheti, hogy a (2.11) megoldas a 2.2.
tétel kiterjesztése komplex szamokra. S6t, igy lehet rajonni a képletre.

Bizonyitas. Bevezetjiikk a i, = ¢t + djelolést és behelyettesitjiik a feltételezett
(2.11) megoldast a (2.7) masodrendii homogén linearis differenciaegyenletbe:

ra'™ cos(Yy + ) = Aira’ cos iy + Agra’! cos(yy — ).

Elosztjuk az egyenlet mindkét oldalat ra'~!-nel, és alkalmazzuk a koszinuszfiiggvény
addicios képletét:

a*[cos 1); cos ¢ — sin 1y sin ] = Aja cos ¥y + Az[cos s cos @ + sin 1y sin ).

Két részre bontjuk az egyenletet, és mindkét részre megkdveteljiik az egyenlGséget.
(Belathato, hogy ez nem csak elégséges, de sziikséges is.) A sin); egyiitthatoja két
oldalon: —a?sinp = Assin o, amely teljesiil (2.12a) miatt. A cos; egyiitthatoja a két
oldalon: a?cosp = Aja + As cos ¢, amely teljesiil (2.12b) miatt. ]

Végére marad az elfajult c) eset.
c) Nulla diszkriminans
Ezt az esetet pédaként taglaljuk.

2.5. példa. A7 = —4Ay # 0 esetén A = A\ 2 = A1 /2 és (2.9) helyett keresiink a
mértani sorozattol fiiggetlen masik megoldast (amely nem skalarszorosa A'-nek), t\-t:

B = AT St (2.9%)

kombinécioval kisérleteziink (minden ¢-re). Ellendrzésként behelyettesitiink (2.7)-be és
egyszeriisitve A\!~2- nal adodik az 4j karakterisztikus egyenlet:

[+ &+ DN = A& + Eot] + Ao[& + &t — 1))

Az Ay, Ay egylitthatok miatt mind az &1, mind az & tagokra all az egyenlGség, tehat jo
volt a (2.9%) otlet. A kezdeti értékfeltételbsl egyszeriien

o =& & 21 = (& — &)/
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2.3. Maximalizalas elemi modszerrel

A modern kozgazdasagtanban alapvetd szerepet jatszik, hogy a szereplék korlatok (fel-
tételek) mellett maximalizaljak a célfiiggvénytiiket: példaul a fogyasztok a hasznossag-
fiiggvényiiket (5. fejezet), a véllalatok pedig a profitfiiggvényiiket (6. fejezet). Ko-
zépiskolabol ismert legegyszeriibb feltételes maximumfeladat: adott keriiletii téglalapok
koziil melyik teriilete a maximalis? A valasz kozismert: a négyzeté.

A kozépiskolasokra vald tekintettel altalaban elkeriiljiik azilyenkor alkalmazott
fiiggvényderivalast, és helyette csak a konkav kvadratikus vagy ahhoz hasonlé fliggvény
maximalizaldsra szoritkozunk. — Egy fliggvényt akkor neveziink szigorian konkduvnak,
ha barmely két pontjat Osszekotd egyenes, a hur a fiiggvény alatt halad. Ko6zonséges
konkavitas esetén a hir részben egybeeshet a fliggvénnyel. - - (Ha mégis derivalunk,
akkor ilyenkor *-gal jelezziik a hatarsértést.) Kezdjiik a konkav kvadratikus fliggvénnyel:

y=Bx— Az?, A ,B>0. (2.15)

2.4. tétel. Az y = Bz — Ax? fiiggvény maximumbhelye z° = B/(2A) és a
maximum értéke y° = B?/(4A).

Fontossaga és érdekessége miatt két bizonyitast adunk a tételre. Ha beszorozzuk
a maximalizdlando fiiggvényt —1-gyel, akkor az y = —Bx + Ax? konkav fiiggvény mini-
mumat kapjuk.

1. bizonyitas. A masodfoki egyenlet megold6 képletének levezetésekor teljes
négyzetté alakitottuk (2.15)-6t (illetve ellentettjét), most is ezt tessziik:

B\> B2
2 _

A jobb oldal mésodik tagja allando, els6 tagja akkor minimaélis, ha 0, azaz a 2.4. tétel
all. |

A 2., altalanosithato bizonyitas el6tt egy specialis esetet vizsgalunk, ahol A = B =

2.6. példa. Elegends az z € [0,1]-ra szoritkozni. A y = v — 2? = z(1 — x)

fliggvény maximumaét a négyzetre emelt mértani és a szamtani kozép kozti egyenlétlenség
szolgéltatja:
(x+1-2)> 1
l—z)< ———— = -
sy < T o
s a maximumot ado egyenléséget © = 1 — z, azaz x° = 1/2 adja.
Megemlitjiik, hogy ha kicsit eltériink az optimumhelytsl, akkor az optimum értéke
alig valtozik: példaul x = 0,4 20%-kal tér el az optimumhelytdl, de a hozzatartozo
fiiggvényeérték (y = 0,24) csak 2,5%-kal kisebb, mint az optimum értéke.

2. bizonyitas. Az otletet a 2.6. példa adja. Az altalanos esetben y = z(B — Ax),
de erre még nem lehet alkalmazni a mértani és a szamtani kézép kozti egyenlGtlenséget.
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Ha x < 0 vagy B — Ax < 0, akkor y < 0, ezért feltehetjiik, hogy z, B — Ax > 0. Ha még
beszorozzuk A-val, akkor mar rendben vagyunk:

)

BQ
Ay = Az(B — Ax) < Ve

és a bal, illetve a jobb oldal egyenlGsége csak a két tényez6 egyenlGsége esetén teljesiil:
Axr = B — Az, azaz x = x°. ]

Hasonléan jarhatunk el a kovetkezd altalanosabb szorzatfiiggvény feltételes maxi-
malizalasanal.

2.5. tétel. Legyen a < 1, p, q, x, y és m pozitiv valés szam! Tekintsiik a
kovetkezd feltételes maximumfeladatot:

2z =2%'7% - max, (2.16)
feltéve, hogy
pxr + qy = m. (2.17)
A feltételes maximumbhely
1 —
=2 és y° = m. (2.18)
p q

Bizonyitas. ElGszor tegyiik fol, hogy a racionalis szam, példaul o = r/s, r és
s > r természetes szam; azaz 1 —a = (s—r)/s. Ekkor z° = 2"y* ™" feltételes maximumét
keressiik. Az s darab pozitiv szidm mértani és szamtani kozepe kozti egyenlGtlenség

miatti

. s
yor < =

egyenlGtlenség csak akkor segitene, ha rx + (s —r)y allando lenne, de altalaban nem az.
E helyett r, illetve s — r darab
pr ay

es
r S—rT

értéki szamot vesziink, amelyek szorzata konstansszorosa az eredetinek, 0sszege viszont
m allando. EgyenlGség, azaz maximum akkor és csak akkor valésul meg, ha

pT _ qy

)
T S—7T

azaz (2.17) folytan a (2.18)-beli értékek.

Megjegyzés. * A matematikai analizis eszkozeivel belathato, hogy ha « irracio-
nalis valos szam, akkor 7, /s, racionalis szimok sorozatéval kozelitve a-t, a megfelels
(Zn,yn) szamok tartanak az eredeti maximumhelyhez. ]

Az alkalmazasokban sziikségiink lesz a 2.5. tétel harom koévetkezményére. A 1é-
nyeg, hogy a célfiiggvény monoton novekvs transzformécioja valtozatlanul hagyja a
maximumhelyeket.
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1. kévetkezmény. Legyen v,(3 > 0. Ha (2.16) helyett a némileg altaldnosabb
z =y’ (2.19)
célfiiggvénynek a (2.17) feltétel melletti maximumét keressiik, akkor az az

a=—— (2.20)

helyettesitéssel visszavezethets (2.18)-ra.

2. kovetkezmény. Ha (2.16)-ot logaritmizéljuk, akkor a log-ban additiv
alogz + (1 — a)logy (2.21)

célfiiggvényt maximalizaljuk, a feltételes maximumbhely véiltozatlanul (2.18).

3. kovetkezmény. Ha (2.19)-et logaritmizéaljuk, akkor a log-ban additiv

vlogz + Blogy (2.21)

célfiiggvényt maximalizdljuk, akkor a (2.20) helyettesitéssel a feltételes maximumbhely
valtozatlanul (2.18).

A fejezet végén kimondjuk egy konkav skalar—skalar fliggvény maximumanak a kal-
kulusbol ismert elégséges feltételét. Az intuitiv megértéshez nem kell tudni derivélni.
Elegendd, ha az Olvaso elfogadja, hogy az f'(x) szam az f fliggvény érint&jének a me-
redeksége az x pontban. Belathato, hogy a konkav fliggvény érint6jének a meredeksége
monoton csokken. Igaz tovibba a

2.6.* tétel. [Egy sima konkav f fiiggvény a korlétos [a, b] szakaszon felvett ma-
ximumara harom lehetdség létezik:

vagy a < z° <b, ha f'(z°) = 0; (2.23 —1)
vagy z°=a, ha f'(a) <O0; (2.23 — 2)
vagy =°=b, ha f'(b) > 0. (2.23 — 3)
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3. Jatékelméleti bevezetd

Ebben a fejezetben néhany bevezet§ példat mutatunk be, amelyen szemléltethetsk a
nemkooperativ jatékelmélet alapvetd kérdései (Mérs, 1996). Az alaphelyzet: van két
jatékos, barmelyikiik koordinalatlan dontése érinti a masik jatékos jolétét. Létezik egy
egyensulyi fogalom, amelyet mindkét jatékosnak célszert kovetnie. Az itt adott meg-
hatarozasok sziikségképpen vézlatosak. A 3.1. alfejezetben a hagyomanyos racionalis
jatékokkal foglalkozunk, a 3.2 alfejezetben teret adunk a rendellenességeknek is.

3.1. Racionalis jatékok

Legyen S7 és Sy a két jatékos stratégidinak véges halmaza; altalanos elemiik s; és so:
a két jatékos stratégiai. (Dontés helyett stratégiat frunk, mert altalaban tobblépéses
dontéseket is megengediink.) A két jatékos egymaéastol fiiggetleniil dont (nem koope-
ral), s hasznuk (hasznossaguk, profitjuk, nyereségiik, nyereményiik, kifizetésiik) rendre
u1(81,82) és ua(sy,s2) valos szam. Mindkét jatékos sajat hasznossagfiiggvényét akarja
maximalizalni, de a fiiggvényérték, s igy a maximum fiigg a mésik jatékos stratégiajatol
is. Foltessziik, hogy mindkét jatékos mindent tud a masik lehet8ségeirdl (S;) és érde-
Morgenstern (1944) foglalkozott elGszor rendszeresen ilyen jatékelméleti feladatokkal,
bar Neumann elsd jatékelméleti cikke 1928-bol szarmazik.

3.1. példa. A fogolydilemma (Raiffa, 1951). Az amerikai rendérség letartoztat
két gyanusitottat, akik feltehetSleg egyiitt kovettek el egy biint, de nincs ra elegendd
bizonyiték. A két foglyot elkiilonitik egyméstol, és elkezdik Gket vallatni. Amerikai
szokas szerint, ha valamelyik gyantusitott vall (és a masik nem), akkor az ,énekls” eny-
hébb biintetést kap, esetleg szabadlabra keriil, s6t jutalmat is kap. A nyereménypar
az 1. fogoly egyediili kozremiikodése esetén (3, — 3), a 2. fogolyé esetén (—3,3). Ha
mindketts tagad (kooperal a méasikkal), akkor szabadlabra keriilnek, jutalom nélkiil, a
nyereménypéar: (2,2). Ha mindkettd ,kop”, akkor mindketten borténbe keriilnek, de a
csokkentett biintetést (—2, — 2) jeloli.

Erdemes a fenti adatokat az tn. kifizetési tabldzatba rendezni:
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3.1. tablazat. Fogolydilemma

2. btinéz6 Kop Tagad
1. blin6z6
Kop (=2, -2) (3, -3)
Tagad (—3,3) (2,2)

Mi lesz a jaték egyensiilya, ahonnan egyik félnek sem érdeke masképp dontenie?
Erre altaldban nehéz vélaszolni, de ebben a specialis esetben nincs probléma. Valoban,
akarmit 1ép a masik jatékos, az egyik jatékos mindig jobban jar, ha kop, mint ha tagad:
a kopés domindlja a tagadast: pl. az 1. jatékos szempontjabol, ha 2. kop, az 1. tagadésa
rosszabb a kopésénél (—3 < —2); ha 2. tagad, az 1. tagadésa ismét rosszabb a kopésénél
(2 < 3). Az mar mas kérdeés, hogy a (kop, kop) egyensily kettsjiiknek egyiittesen nem
optimalis, hiszen mindkét jatékos veszit ahhoz képest, mint ha mindkett§ tagadna.

Példank végére érve, megjegyezziik, hogy a jatékelmélet miivelsi altaldban szeretik
ilyen jatékos példakon megfogalmazni a probléméakat, de ez nem zarja ki azt, hogy a
modellek fontos kérdések megvalaszolasara is alkalmasak.

A fogolydilemma esetében gondoljunk az OPEC-re, s az egyszertiség kedvéért legyen
az egyik jatékos Szaudi-Aréabia, a masik pedig a tobbi tagorszag. Két stratégiapar van:
egylittmiikodnek a termelés visszafogasaban (s akkor magas olajarat érhetnek el) vagy
sem. Az igazi OPEC-optimum az lenne, ha mindkét fél visszafogna a termelését. Mivel
nem biznak meg egymasban, mindkét fél abban reménykedik, hogy a mésik visszafogja a
termelését és 6 pedig kihasznalja az igy addédo nagyobb keresletet. A valodi helyzet joval
bonyolultabb, de az elmélet mégis ad valamilyen magyarazatot a tényleges folyamatokra
(lasd még 6.4. tétel).

Kovetkezd példankban egyik jatékosnak sincs dominans stratégiaja, ezért most ne-
hezebb egyensilyt taldlni. Példank a mobiltelefon korszak elétt sziiletett, és egyesek
érzékenységét sérheti a nemi megkiilonboztetés.

3.2. példa. A nemek harca. A Fiu és a Lany szeret egyiitt lenni, de a Fia inkabb
meccsre menne, a Lany inkdbb moziba. Elére nem egyeztették a programot. A kifizetési
tablazat most legyen a kovetkezs:

3.2. tablazat. Nemek harca

Lany meccs mozi
Fia
meccs (3,2) (1,1)
mozi (1,1) (2,3)

Valoban, a Fia szamara ,a meccs” stratégia jobb, mint a ,;mozi”, ha a lany is meccsre
megy (3 > 1), de rosszabb, ha a lany moziba megy (1 < 2). A Lany szamara éppen
forditva. Vegyiik észre azonban, hogy a (meccs, meccs) stratégiaparnak a kovetkezd
vonzo tulajdonsaga van: mindkét jatékos szdméara optimaélis az un. egyensuly: stratégia,
ha a maésik jatékos is a parban szerepld stratégiat valasztja. (Ezt a stratégiapart fogjuk
felfedezgjérsl (1951) Nash-egyensilynak nevezni.) Valoban, ha a lany meccsre megy,
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akkor a fiti szamara is a meccs optimaélis (3 > 1); és ha a fitt meccsre megy, akkor a lany
szamara is a meccs az optimalis valasztas (2 > 1).

Hasonlo érveléssel belathato, hogy a (meccs, meccs) par mellett a (mozi, mozi) par
is Nash-egyensuly. Felvet&dik a kérdés: a résztvevSk melyiket valasszék a két egyensuly
koziil? Hogyan koordinélja a szerelmespar a valasztast? (Hogy ne a lany menjen a
meccsre és a fit a mozibal)

Még nehezebb a helyzet a kovetkez6 példdban, ahol még Nash- egyensuly sem
létezik, legalabbis kozonséges értelemben nem.

3.3. példa. Erempdrositdis. Két jatékos egyidejiileg elhelyez 5-5 Ft-ot Fejre vagy
+rasra. Ha azonos allasut valasztanak, akkor az 1. jatékos elnyeri a 2. pénzét is; ha
kiilonb6z6t, akkor a 2. jatékos nyeri el az 1.-jét. Feltessziik, hogy a jatékosok haszna
azonos a pénzbeli haszonnal.

3.3. tablazat. Erempdrositds

2. (,oszlop”) jatékos Fej +T4s
1. (,s0r”) jatékos
+rés (—5,5) (5, —5)

3.1. feladat. Fogalmazza at a feladatot a tizenegyesrigasra, ahol F' a balra ragas-
nak, illetve vetddésnek, I a jobbra rugéasnak, illetve a vetédésnek felel meg!

1700 koriil keletkezett elképzeléseket ujra felfedezve, 1920 utan Emile Borel francia
matematikustol és Neumann Janostol szarmazik az otlet, hogy az eddigi tiszta stratégidk
mellé kevert stratégidkat kell bevezetni, ahol a tiszta stratégia kivalasztasa a véletlenen
alapszik. Ekkor egyik jatékos sem tudja kiismerni a masik dontését.

3.3. példa. Az érempdrositds folytatdasa a véletlen bevezetésével. Konnyen belét-
hato, hogy a Forintpéarositasban egyensulyi megoldés, ha mindkét jatékos egymastol
fiiggetleniil 1/2-1/2 valoszintiséggel valasztja a Fejet vagy az +réast. Valoban, legyen
rendre & és n a két jatékos F valasztasanak a valoszintisége, azaz 1 — & és 1 — n a két
jatékos I valasztasanak a valoszintisége. Ekkor az 1. jatékos vdrhato nyeresége a négy
elemi esemény nyereségének a varhato értéke, azaz

ur(§,n) =&n—E1—n) -1 =n+ (1 -1 —n) =2(2n—-1)§ - 2n+ 1.

Adott 7 esetén & optimumara harom eset van: a) 2n > 1, amikor &, = 0, b) 2n < 1,
amikor §, = 1 és ¢) 2n = 1, amikor &, hatarozatlan. A tiszta stratégidkat kizartuk,
marad tehat c): n* = 1/2. Szimmetria miatt £ = 1/2.

Azaz mindkét jatékos foldobja a sajat pénzét, és ahogy esik, ugy puffan. Ekkor
mindkét jatékos varhatd nyeresége 0. Ha azonban az 1. jatékos eltér e szabalytol, pl.
€ > 1/2, akkor a 2. jatékos ezt hosszu tavon kihasznéalhatja, s mindig I-t tesz: n = 0,
tehat az érmék kiilonbozoségének valoszintisége 1/2 folé keriil, s a 2. jatékos nyer.

A kevert stratégidk bevezetésével nulla 6sszegii jatékokra és tetszéleges szamu tiszta
stratégidra Neumann latta be az egyensuly létezését 1928-ban.
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Miel6tt tovabb mennénk, harom feladatot tiiziink ki.

3.2. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a 3.2. példadban, a nemek harciban a Fia
(2/3,1/3) és a Lany (1/3,2/3) kevert stratégiaja az egyetlen teljesen (0 < &, < 1)
kevert Nash-egyenstly.

3.3. feladat. Gydva nyul. Két autos a kovetkezo életveszélyes jatékkal szorakozik.
Egy keskeny hid két végérsl indulnak egymaéssal szembe — és sokan nézik Gket. Két
dontés lehetséges: Kitérni vagy Hajtani. Ha mindketts Hajt, akkor egymaéasnak titkoznek
a hidon, a ,nyereségpar” (—3, — 3). Ha mindketts Kitér, akkor leégnek a nézdk elstt:
a ,nyereségpar”’ (1,1). Ha az els6 Kitér, s a masodik Hajt, akkor az 1. pofara esik, a
masodik sikert arat: a ,nyereségpar” (0,2), és hasonloan a szimmetrikus esetben (2,0).

a) Van-e a jatéknak tiszta Nash-egyenstlya?

b) Hatérozzuk meg a jaték kevert Nash-egyensulyat!

c) Mi a valosziniisége, hogy a kevert Nash- egyensiulyban a versenyzsk életben
maradnak?

d) Melyik egyensily adja a legnagyobb hasznot az 1. jatékosnak?

Egy jatékot szimmetrikusnak neveziink, ha azonos a stratégidk halmaza, és a két
jatékos kifizetési tablazata az ENY-DK atlora vett tiikorképe. A felsorolt jatékok koziil
szimmetrikus a fogolydilemma (3.1. példa), a gydva nyil (3.2. feladat). Azt varnank,
hogy minden egyensilyi stratégiapar elemei is azonosak, ez azonban altalanosan nem
igaz (lasd 3.2. feladat): a két tiszta stratégiapar antiszimmetrikus, csak a kevert par
szimmetrikus.

3.4. feladat. Koordindcios jdték. Szimmetrikus jatékban elegendd az 1. jatékos
nyereségtablazatat feltiintetni.
2 0
U= (0 1) .

Lassuk be, hogy két szigori tiszta Nash-egyensuly és egy kevert szimmetrikus Nash-
egyensuly létezik!

Eddig olyan jatékokat mutattunk be, ahol a jatékosok egyszer és egy idében 1épnek.
Most olyan jatékra hozunk példat, ahol a két jatékos egymast kovetve 1ép.

3.4. példa. Ragadozo jdaték. Egy piacot egy bent 1évs (I = incumbent) vallalat
monopolizal, de egy masik vallalat (E = entrant) probal belépni. Ha E belép, akkor I
kétféleképpen valaszolhat: vagy alkalmazkodhat a belépshoz, visszafogva kibocsatasét,
hogy megérizhesse a piaci arat; vagy felveheti a harcot a belépével: ragadozo magatartdst
tanisit, leengedi az arat, hogy kiszoritsa a belépst. A jaték kifizetési tablazata (més
néven, stratégiai alakja, amelyet eddig elemeztiink) a kovetkezo:

3.4. tablazat. Ragadozo jaték

Bent levg vallalat (I) harcol alkalmazkodik
Belépd vallalat (E)
kint marad (0,2) (0,2)
belép (=3, — 1) (2,1)




A stratégiai alak elemzése két Nash-egyensilyt ad: (E kint marad; I harcol, ha E
belép) és (E belép; I alkalmazkodik, ha E belép). Logikailag szinte ranézésre lathato,
hogy az els6 egyensuly elfogadhatatlan (E kint marad, de I mégis arra késziil, hogy E
belép) és nem is hiteles I fenyegetése, hogy harcol (nyeresége —1), mig alkalmazkodéasnal
a nyereség 1. Itt a (belép, harcol) stratégiapar id6ben kovetkezetlen. Dinamikus jatékot
nem mindig lehet a kifizetési matrixszal leirni.

3.2. Jatékelméleti rendellenességek

Jdtékelméleti rendellenességekkel folytatjuk attekintésiinket. Ezek olyan esetek, amelyek
nem jol illeszkednek a klasszikus jatékelméletbe.

3.5. példa. Dolldrdrverés. Az asztalra ki van téve egy 1 dollaros érme. Két jatékos
200 darab egycentessel kezdi a jatékot. Felvaltva licitdlhatnak a dollarra, 1épésenként
legalabb 1 érmével emelve a tétet. Az nyeri el az 1 dollarost, aki utoljara tudja vagy
hajland6 emelni a tétet, de mindkét végleges licitet a jatékvezetd nyeri el, aki nem
részese a jatéknak.

Nem szabvanyos jaték, de jol jellemzi a konfliktusok fokozatos kiterjedését (esz-
akarjak legy6zni, ezért 1épésenként csak 1 c-tel emelik a méasik tétjét. Tegyiik f6l, hogy
a kezdd jatékos kovetkezik, és eddig x — 1 darab érmét tett az asztalra, s ellenfele x
darabot. Az (z — 1,z) ajanlatpart most az (z + 1, z) par koveti. Ugyanis igy koltsége
csak 2 c-tel, viszont remélt nyereménye 0-rol 1 $-ra névekszik. Ugyanakkor a két jatékos
osszkoltsége (2x + 1) ¢, azaz (51 ¢, 50 ¢)-t6l kezdve az egytittes koltség tobb, mint 1 §,
tehat tarsasagi szinten irracionalissi valik a részvétel. Ennek ellenére lehetséges, hogy
a jaték csak (199 ¢, 200 c)-n all meg, amikor az egyiittes koltség mar majdnem 4 §$.

Korabeli torténeti példa a vietnami habora, amelyben a két fél: az USA és Eszak-
Vietnam fokozatosan emelte a tétet. Mindketten hatalmas veszteségeket szenvedtek,
végiil az USA lépett Kki.

3.6. példa. Tisztességes osztozkodas. 100 Ft-ot kell elosztani két fél kozott. Az 1.
jatékos Ft-ban egész értéki (z) ajanlatot tesz a 2. jatékosnak, és megtartana magénak
a 100 — z-et. A 2. jatékos vagy elfogadja ezt az ajanlatot és akkor hozzajut x forinthoz,
vagy elutasitja, és akkor egyik jatékos sem kap semmit sem. A (99, 1) par az egyediili
logikus Nash-egyensily: a 2. jatékos 1 Ft-tal is beéri (az is tobb, mint 0), de a jaték-
elméleti kisérletekben 30-40 Ft-nél kevesebbel nem szoktédk beérni. Ebben a jatékban
a jatékosok nem kovetik a dinamizalt (szakszoval: végjaték tokéletes) Nash-egyenstlyt.
Ha a jatékot sokszor megismételnék, akkor lenne remény a kiegyezésre, de ennek elem-
zése meghaladna a fejezet kereteit. A fejezet végén az egyszeriibb fogolydilemmat azért
dinamizéljuk!

3.7. példa. Hogyan befolyasolja a megfogalmazas (a ,csomagolas”) a jatékot?
Induljunk ki a fogolydilemma kévetkezs valtozatabol:

21



3.5. tablazat. Fogolydilemma

2. jatékos Egyiittmiikodik Verseng
1. jatékos
Egytittmikodik (3,3) (1,4)
Verseng (4,1) (2,2)

Ismert, hogy az egyensulyi megoldas a (Versengés, Versengés).
Fogalmazzuk 4t a feladatot a kovetkezSképpen:

3.6. tablazat. Atfogalmazott fogolydilemma

Magadnak Miésiknak
Egytittmiikodik 1 2
Verseng 2 0

Ha az egyiittmikodés gombot nyomod meg, akkor magadnak 1-et adsz, a méasiknak
2-t; ha a wverseng gombot nyomod meg, akkor magadnak 2-t adsz, a mésiknak 0-at.
Belathato, hogy az ered6 az el6z6 tablazatban leirt nyereménypérok tablazata. Ennek
ellenére ezt a jatékot a kisérletekben sokkal kooperativabban jatsszak, mint az eredetit,
mert nyilvinvalé benne, hogy csak a masiktol johet az igazi nyereség.

A kovetkezs példa az igazmondasra 6sztonzésrdl szol (vo. 16.2. alfejezet érdekelt-
ségi feltételeivel).

3.8. példa. Salamoni itélet (Biblia). Két asszony egyszerre sziilt egy helyen. Az
egyiknek azonnal meghalt a gyereke, és magiénak kovetelte a mésikét. Kiilsé szemléls
utélag mar nem tudta megéllapitani, hogy val6jaban kié a gyerek. Salamon izraeli
kiraly (i.e. 1000. koriil) a kovetkezd boles itéletet hozta:  kettévagom a gyereket, és
mindketten megkapjak a gyerek felét”. Az igazi anya rogton lemondott a gyerekrdl
(neki a gyerek élete a legfontosabb), s ebbdl Salamon megtudta, hogy ki az igazi anya,
és annak itélte a gyermeket.

A kovetkezs példa a fliggetleniil hozott dontések Gsszehangolasarol szol.

3.9. példa. Férjek és feleségek (v6. Shakespeare: A makrancos holgy). A brit tv-
ben nagy sikerrel jatszottak a kovetkezé jatékot. Tobb hazaspart behivnak, elkiilonitik a
férjeket és a feleségeket. Egy sor kérdést tesznek fol nekik: el akar-e menni rockkoncertre
vagy sem; részt vesz-e egy tiintetésen vagy sem stb. Minél tobb valasz egyezik egy
hézaspéarnal, annal nagyobb a nyereményiik. Hogy ne allapodhassanak meg a péarok
elére az i-edik kérdésre adando6 valaszrol, a kérdéseket a két félnek egymastol fliggetlen
sorrendben adjak fol. Mi az optimaélis stratégia? El6ére megallapodnak abban, hogy a
férj mindig azt valaszolja, amit gondol, és a feleség latatlanban igazodik a férje ismert
izléséhez — vagy mindig forditva. A lényeg: az iigyes koordinécié.

A kovetkezd példa egy szokatlan, de elgondolkodtatd jatékot ismertet.
3.10. példa. Az egyszam-jaték. A jatéknak sok részvevGjevan. Mindenkinek

gondolnia kell egy természetes szamot, amelyet bekiild a jatékvezetGhoz. Az nyer, aki a
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legkisebb olyan szamot gondolta, amelyet mas nem gondolt. (Ha nincs ilyen szam, akkor
nincs nyertes!) Ha 2n + 1 részvevd van, akik koziil legrosszabb esetben éppen ketten
valasztjak az 1l-et, a 2-t, ..., n-et, akkor n 4 1 lesz a legkisebb lehetséges nyer6szam.
Minden mas esetben kisebb a nyerGszam. A Mérs-féle Fiiles-palyazaton tobb mint 8 000
részvevs indult, tobb mint 2 000 kiilénb6z6 szamot kiildtek be, és a legkisebb ,egyedi”
szam a 120 volt.

A kovetkezd példa egy izgalmas kisérletrsl szamol be, amely azt vizsgalta:
kialakulhat-e kooperacié egy olyan vilagban, ahol mindenki 6nzg?

3.11. példa. Stratégiak kisérleti versenye a fogolydilemma ismételt lejatszasanal.
Axelrod 1979-ben versenyre hivott fel sok ismert tudost. Minden részvevének be kellett
kiildenie egy szamitogépes programmal leirt stratégiat, amelytsl a maximalis nyere-
ményt remélheti egy korversenyben, ahol a fogolydilemmat sok menetben lejatsszak, de
a részvevik elére nem ismerik a jaték hosszat. A beérkezé 14 program koziil Rapoport
Mindossze két sorbol allt a program: 1. Az elsé lépésben kooperal. 2. Ezutan azt 1épi,
amit a partnere az el6z6 lépésben lépett. Axelrod két kozos vonast fedezett fel a sikeres
programokban: baratsagossagot és megbocsatast (részleteket Mérs 1996 tartalmazza).

Miutén széles korben kozolte a verseny eredményeit, Axelrod 1982-ben egy masodik
versenyt is kiirt. Ezuttal sokkal tobb részvevd indult, de ismét csak Rapoport nyert,
ugyanazzal a programmal. Most Axelrod harom tujabb jegyet is folfedezett a sikeres
programok kozott: provokalhatosagot, reakcioképességet és kiismerhetdséget. Erdekes,
hogy Rapoport programja mind az 6t tulajdonsagot maximalisan tartalmazta, és utolag
megallapithatd, hogy ez volt ismételt sikerének a kulcsa.
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4. Harom linearis dinamikus kozgazdasagi modell

Bar vannak statikus gazdasagi jelenségek (példaul a napi piaci aregyensuly a Lehel-
téren), a legtobb gazdasagi jelenség dinamikus: példaul névekedés, inflacio, eladosodas.
Ebben a fejezetben harom linearis dinamikus kézgazdasagi modellt mutatunk be.

1) A piaci arigazodasét, ahol minden lépésben az ar aranyosan novekszik a tul-
kereslettel (vagy csokken a tulkinalattal). Talan a legfontosabb termékpar a kdolaj és
a foldgaz. A nemzetkozi piacon harc folyik a kiilonb6z6 olaj- és gaztermelS orszagok
kozott (lasd 3. fejezet), és ennek hatésa alatt bonyolult médon reagal a piac a keres-
let és a kinalat kiilonbségére. A magyar fogyaszté minden nap lathatja a benzinarak
valtozasat, de az arat modositja az egyes benzinkutak foldrajzi helyzete és a korméany
adopolitikaja.

A 2. és a 3. modell elemzése el6tt réviden el kell magyardaznunk a GDP (gross
domestic product, brutt6 hazai termék) fogalmat. Els§ kozelitésben egy orszag éves
terméktomegét méri, levonva belSle a termelSfelhasznalast. Példaul az autdgyéarbol
kigordiil6 auto értékébdl le kell vonnunk a beszallitok altal gyartott alkatrészek értékét,
mert azt mar a beszallitok kibocsatasanal figyelembe vettiik, ... és igy tovabb. Netto
fogalomrol van szo, leszamitva azt, hogy a téke értékcsokkenését nem vonjuk le beléle,
erre utal a gross jelz6. A hazai jelz§ arra utal, hogy nem fontos, hogy a kibocsatod
egység melyik nemzet tulajdondban van; az a lényeg, hogy itthon gyartjak. (Példaul
+rorszagban a kibocsatas jelentGs részét kiilfoldi tulajdonu véllalatok allitjak els, és
jovedelemkivonés miatt az tin. brutté nemzeti termék joval kisebb. Ratériink a 2.
modellre.

2) A modern allamokban az ado- és jarulékbevételek altalaban (de nem mindig)
elmaradnak a kiadasoktol (amelynek jelentGs része lehet az adossag utén fizetendd ka-
mat). Az igy keletkez§ koltségvetési hidny évrdl évre emeli az allamadossagot, de a
GDP-hez viszonyitott értéke akkor is csékkenhet, ha hiany van.

3) Egy orszag termelése alapvetSen két részbgl all: fogyasztasbol és beruhézasbol.
Az el6bbi sokkal nagyobb mint az utobbi, de az utobbi sokkal ingadozébb, mint az
el6bbi.

Ratériink az egyes modellek kifejtésére. (A 7. és a 15. fejezetben nemlinearis
dinamikat is tanulméanyozunk.)

4.1. A piaci arigazodas modelljei

Ebben az alfejezetben a piaci arigazodas kiilonféle modelljeit mutatjuk be. Az egyter-
mékes piacon feltessziik, hogy a kinalat és a kereslet az ar novekvd, illetve csdkkend
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fliggvénye, egyelSre id6tlentil:
S(P)=a+0bP és D(p) = c—dP, a,b,c,d > 0.

(Az 5. fejezetben részletesebben foglalkozunk a keresleti és kinélati fiiggvényekkel.)
Egyensily esetén a kereslet és a kindlat megegyezik: D(P) = S(P), azaz az egyensilyi
ar

P°:Z;Z>O, ha c > a.

Két valtozatban dinamizaljuk a statikus modellt.

Piaci arigazodas alapmodellje

Lemondunk a kereslet és a kinalat azonnali egyenstlyarol, helyette a kindlat és a kereslet
az id6ben valtozo P; ar fliggvényében valtozik:

S(P;) =a+bP, és D(p:) = ¢ — dP;, Py adott.

Egyenstlyi ar valtozatlanul P°, de ennek fokozatos elérését a piacra bizzuk. Esszerd a
kovetkezd arszabalyozéasi mechanizmus. Az ar idGszakrol idGszakra névekszik /csokken,
ha tulkereslet /tulkinalat van, és az arvaltozas aranyos (k > 0) a tulkereslettel:

Pt+1:Pt+l€<Dt—St), tZO,l,...,

Py kezdeti ar adott.

4.1. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a piaci arigazoldas (P;) arsorozata pontosan
akkor tart az egyensiilyi drhoz, ha

9
0< < —.
S td

A tulzott reakcid destabilizalja a rendszert.

Sertésciklus modellje

A sertésciklus modellje a sertésarak ciklikus ingadozésat magyarazza. Nagyon elemi és
divatjamult, mert nem a raciondlis, hanem a naiv varakozéasokra épiil (v6. Bevezetés).
Ennek ellenére gyakran realis. Az S; sertéskinalat egyidészakos késéssel pozitivan (b >
0) reagal a P;_; sertésarra: S; = a + bP;_1, mig a D; sertéskereslet késés nélkiil,
negativan reagal (d > 0): D; = ¢ — dP;. A kereslet minden idészakban (gyakorlatban
egy évben) egyenl a kinalattal: ¢ — dP; = a + bP;_;. Rendezve: az idei ar a tavalyi ar
csokkend lineéris fiiggvénye:

c—a—bP_4

Pt: d ’

t=0,1,.... (4.1)
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4.1. tétel. a) Megfelels feltétel mellett a sertésciklus modelljében létezik pozitiv
egyensiilyi ar, a fenti P°.

b) Az egyensiilyi ar aszimptotikusan stabil, ha a kinéalati egyenes lassabban emel-
kedik, mint ahogy a keresleti egyenes lejt:

0<b<d. (4.2)

Megjegyzések. 1. Aszimptotikusan stabil esetben, ha a (P, Py1)-fazissikban
felrajzoljuk a dinamikat, pokhéloszeri képet kapunk (pokhdlomodell).

2. Instabil esetben (b > d > 0) a rendszer folrobban, a linearis kozelités alkalmat-
lanné valik, ezért nemlinearis altalanositasra lenne sziikség.

4.1. példa. Koénnyt belatni, hogy a b = d esetben a sertésciklus 2-ciklus (vo. a
2.1. tétel, 1. megjegyzés), de ennek el6fordulasa nagyon valoszinttlen.

4.2. Az allamadoéssag dinamikaja

Ebben az alfejezetben az allamadodssiggal kapcsolatos azonossigokat vezetiink le. Bar
tautologiak, mégis hasznosak.

A legtobb orszagban az allami bevételek és kiadasok éves szinten nincsenek egyen-
stlyban, altaldban (de nem mindig) az allam tébbet kolt, mint amennyit adobol beszed.
Ezért kialakul az dllamadodssag, amely az allam &ltal felhalmozott és még nem torlesz-
tett tartozasat mutatja. Legyen a t-edik év végén az dllamaddssdg értéke D, és legyen
a koltséguetési egyenleg, azaz az allami bevételek és kiadasok kiilonbsége, B;. Definicio
szerint az adossagvaltozas az egyenleg ellentettje:

Dt == Dt—l - Bt- (43)

A t-edik év kamatlabat r;-vel jelolve, az egyenleg felbonthato az F; elsddleges egyenleg
és az allamadossag utani jaro r;Dy_1 kamat kiilonbségére:

Bt = Et — TtDt—L (44)
Behelyettesitve (4.4)-et (4.3)-ba, adodik
Dt = (1 + Tt)Dt—l - Et. (45)

Abszolut szamok helyett sokkal értelmesebb relativ szamokkal dolgozni, példaul a ma-
gyar koltségvetési hiany ezer millidrd forint folotti értéke helyett azt mondani, hogy a
hiany a GDP 2,5%-a. Ezért célszerdi bevezetni az R; = 1 + r; kamategyiitthatot és
az Y; = G:Y;—1 GDP- novekedési egyenletet, ahol G a névekedési egyiitthato (= 1 +
novekedési titem). Ekkor (4.5) helyett a GDP-aranyos adossagdinamikat irhatjuk fol:

D, RDy_, E

i G Y
Bevezetjiik a GDP-aranyos allamadossagot (d;), a relativ kamategytitthatot (p;) és a
GDP-aranyos egyenleget (e;):

(4.6)

D, R By
d —_ - — 2 = —. 47
t Y, Pt G, €s €t Y, (4.7)
Ekkor (4.7) segitségével (4.6) témorebben felirhato:
dt = Ptdt—l — €¢. (48)

Szoban: az idei allamadossag-rata = relativ kamategyiitthatd x tavalyi dllamadossag-
rata minusz a GDP-aranyos egyenleg. Igaz a
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4.2. tétel. Allandé p; = p és e; = e paraméterértékek esetén a d, allamadéssag-
rata egyensulyi értéke

e
d° = 4.9
. (49)

amely a kovetkezd két tartomanyban pozitiv:
p<l1 és e <0, vagy p>1 és e > 0. (4.10)

A normalis eset (4.10) elsé alesete, amikor (4.8) stabil. Torténelmi példa: a II.
vilaghabori utan a angolszasz orszigok tartésan gyors névekedése és alacsony kamat-
laba jelentGsen csokkentette a hdborus allamadossag-ratakat. Ellentétes tartalmu példa
a 2007-ben induld nemzetkdzi pénziigyi és gazdasigi valsdg, amikor a dél-eurdpai or-
szagokban a termelés hanyatlasa miatt az allamadossag- rata elszabadult. Az EU-ra
érvényes maastrichti kritériumok (ismérvek) szerint az allamadossag GDP-hanyada nem
lehet 60% f6lott, mig a koltségvetési hiany GDP-hanyada nem lehet 3% f6lott.

A teljesség kedvéért kozoljik a modellbdl kihagyott fizetési mérleg egyenlegét és
kiils6 adossagot. Szokas szerint csillaggal kiillonboztetjiilk meg Gket hazai tarsaiktol.
Legyen a GDP kiils6 arfolyamon mért értéke Y,*, t-edik év végén az orszdg kiilsé ados-
sdganak értéke Dj és legyen a fizetési mérleg egyenlege, azaz az export és az import
kiilénbsége, Bf. Definici6 szerint fennall a kdvetkezd azonossag:

D = D;_, - B;. (4.3")
Jelolje R} a t-edik év kiils6 adossag kamategyiitthatojat, £} az els6dleges fizetési mérle-

get, stb. Bevezetjiik a GDP-aranyos kiils6 adossagot (d}), a relativ kiils¢ kamategytitt-
hatot (p;) és a GDP-aranyos kiils§ egyenleget (e} ):

* Dy * R . * Ef *
dy = Y_;“ p; = Gf’f és e = 7z (4.7*)

Ekkor (4.7) segitségével (4.6) tomorebben felirhato:
df = pidi_, —e}. (458°)

Széban: az idei évvégi kiils6 adossagrata = relativ kiils6 kamategyiitthatdo x tavaly
évvégi kiils6 adossagrata - GDP-aranyos kiils6 egyenleg.

Az alfejezet végén két tablazatot kozliink.

Tobb helyen is sziikségiink lesz a magyar koltségvetés szerkezetére, amelyet a 4.1.
tablazat mutat be. 2017-ben a GDP értéke 38355 mrd Ft volt. (A tovabbiak miatt
érdekes lehet e mutatoé euréban kétféleképp kifejezett értéke: 124 mrd EUR piaci arfo-
lyamon, és 199 mrd EUR vasarloértékkel korrigalva.) Sajnéalatos modon az énkorméany-
zati kiadasok egyes tételei tobbszor vannak figyelembe véve. Erdekes még az elsédleges
egyenleg: —332 mrd Ft, és a nettd6 kamatkiadésok: 983 mrd Ft, algebrai kiilonbségiik a
koltségvetési egyenleg: —1 314 mrd Ft, magyarul hidny.
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4.1. tablazat. 2017. évi magyar kéltséguetés teljesitése

Bevétel Kiadas Bevétel Kiadas
Tétel mrd Ft mrd Ft GDP%-a GDP%-a
Ko6zponti koltségvetés 13 178 14 941 19,8 224
Egészségbiztositasi Alap 2125 2 263 5,5 5,9
Nyugdijbiztositasi Alap 3 200 3 205 8,3 8,3
Helyi 6nkorméanyzatok 3013 2 494 7,9 6,5
Elkiilonitett alapok 7 20 647 1,9 1,7
Allamhéztartas 22 236 23 551 58,0 61,4

Ezt egésziti ki a 4.2. tablazat, amely az IMF (2018) augusztusi jelentése szerint
valogatott magyar makroadatokat kozol a 2018 el6ttrol (tény) és 2018-t61 (eldrejelzés),
a modellben szerepld valtozokrol. Néhany mondatban az adatokrol. A GDP novekedési
iitemének idGsora azt mutatja, hogy még kedvezé nemzetkozi kornyezetben is 2 és 4
szézalék kozott ingadozik a novekedés. A beruhézas hanyad is ingadozik, és a 2016-
os mélypont egybe esett a GDP ndvekedés lassulasaval. A koltségvetési egyenleg két
idésora mutatja a koztiik levd kiillonbség, a kamatkiadas jelentGségét. Az allamados-
sdg ugyan csokken, de jo években jobban kellene cstkkennie, és fel kellene késziilni a
népességoregedés koltségvetést fenyegets idbzitett bombajara. A fizetési mérleg pozi-
tiv értéke (2016-ban 6%-os cstcsot ért el) miatt csokken latvanyosan a brutto kiilss
adossag (a 2013-as 118%-r6l 2019-re 71%-ra). De nem szabad megfeledkezni az EU-
tamogatasoknak a fizetési mérleghez mérhets ardnyarol és a kiilfoldi téke kivonasarol.

4.2. tablazat. Vidlogatott magyar makroadatok, a GDP szdzalékdban

Evek 2013 2014 2015 2016 2017 2018*  2019*
Mutatok
GDP noévekedési iitem 2,1 4,2 3,4 2,2 4,0 4,0 3,3
Beruhézas 20,9 22,2 21,9 19,2 21,5 23,1 23,3
Koltségvetési egyenleg -2,6 -2,6 -1,9 -1,7 -2,0 24 -2.0
Els6dleges egyenleg 1,6 1,2 1,5 1,5 0,8 0,1 0,2
Allamadossag 77,1 76,6 76,7 76,0 73,6 71,3 69,1
Fizetési mérleg 3,8 1,5 3,5 6,0 3,1 2,3 2,1

Brutto kiils6 adossag 1178  114,7 107,7 97,2 84,6 76,2 70,7

Megjegyzés: * elérejelzés

4.3. Beruhazasi ciklusok

A Nobel-dijas brit koézgazdasz, Hicks (1950) beruhézasi ciklusmodellje az egyik legér-
dekesebb és leghasznosabb kozgazdasiagi modell. Modszertani szempontbol az adja az
érdekességét, hogy mindossze két fiiggetlen valtozoval képes a gazdasig ciklusait mo-
dellezni. A linearis mag csak el6készités, az igazi modellt a nemlinearis burok adja
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(7.2. alfejezet). Makrookonomiadban megszokott modon valtozatlan aras értékekkel dol-
gozunk, és itt eltekintiink a hosszu tava novekedéstsl. Hasznos megkiilonboztetni a
beruhézasokat a fogyasztastol: az el6bbi csak kozvetve segiti az utobbit. Legyen Y; a
termelés (GDP), I; a beruhdzdas és Cy a fogyasztds volumene a t- edik idGszakban. Zart
gazdasagot feltételeziink, ahol nincs se export, se import.

Zart gazdasagban a harom valtozo kozott egy azonossag all fenn;
GDP azonossdg: termelés = beruhazas+fogyasztas, azaz teljesiil

Clark 1917-ben vezette be a beruhdzdsi akceleratort, amely szerint minden id&szak-
ban az indukalt beruhazas aranyos a kévetkezé idGszak termelésvaltozasaval. El6retekin-
tés helyett visszatekintve, az indukalt beruhazas az el6z6 iddszak termelésvaltozasaval
aranyos. A szoban forgo egyenletet Hicks kiegészitette az autondm beruhdzdssal, amely
fliggetlen a gazdasag helyzetétsl: ™. Példaul a gazdasag idSleges névekedése beruha-
zast igényel, de az esedékes utfelijitasokat a valsagban is végre kell hajtani.

Linedris beruhdzdsi fligguény

I =TI 4+ B3(Y,_1 — Yi_o). (4.12)

Keynes (1936) 6ta a fogyasztast gyakran az el6z6 idszaki jovedelem (azaz termelés)
linearis fiiggvényeként irjak le, amelyet még egy C* autoném taggal modositanak.
Linedris fogyasztdasi fligguény

Cy = C* +9Y;_1, (4.13)

ahol v a fogyasztdsi hatarhajlandosdg mutatja, hogy a fogyasztds milyen mértékben
koveti az el6z6 idGszaki jovedelmet, 0 < v < 1; és u = 1/(1 — ) a hires multiplikdtor.
(Keynes volt az, aki a Nagy Valsag idején batran érvelt amellett, hogy minden allami
kiadés megtobbszorozi, pu-szorosére noveli a kibocsatast — a koltségvetési hidny majd
megszinik.)

Adott I*, CA, B és « egyiitthato, valamint adott Y_1, Y, kezdeti érték mellett az
(1), (Cy) és (Yy) palyat (4.11)— (4.13) egyértelmiien meghatarozza.

Harom egyenletiink van, harom valtozoéval. Erdemes azonban megszabadulni a nél-
kiilozhets valtozoktol és egyenletektsl. Két lehetdséglink van, hogy a szokatlan alaki
egyenletrendszert szokasos alakra hozzuk: visszavezetni a) két els6rendi tobbvaltozos
differencia egyenletre, vagy b) egy masodrendi egyvaltozosdifferenciaegyenletre. A mé-
sodikat valasztva, helyettesitsiik be (4.12)-t és (4.13)-t (4.11)-be, s rendezéssel eljutunk
egy masodrendi, egyvaltozos
alapegyenlet-rendszerhez:

YV, =1+ C*+ (B+ 7)Y — Y2,  t=1,2,..., (4.14)

ahol Y_5 és Y—1 adott kezdeti értékek. Az Y; alapvdltozo dinamikajanak ismereté-
ben a tébbi valtozo (I; és Cy) dinamikaja egyszertien kiszamithato a (4.12) és a (4.13)
egyenletbdl (2.2. alfejezet).

Oszcilldciordl (rezgeésrol) beszéliink, ha a modell valtozoinak eltérése az egyensilyi
értéktol szabalyos idékoziikben elGjelet valt, de a kilengés nagysaga (amplitudoja) val-
tozhat. A 2.2. és 2.3. tétel specialis esete a kovetkezs két tétel: egyik az egyensiilyra,
a méasik a stabilitasra és oszcillaciora vonatkozik.
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4.3. tétel. A hicksi rendszer Y° egyensiilya létezik és egyértelmi:

IA A
yo:1+_c, P=1* & C°=CM4Y°,  ahol  0<~y <l (4.15)
-7

4.4. tétel. a) A hicksi rendszer akkor és csak akkor oszcillal, ha

v < 2v/B - 6. (4.16)
b) A rendszer akkor és csak akkor aszimptotikusan stabil, ha
B < 1. (4.17)

c) A (4.16)-os oszcillacié amplitudéja akkor és csak akkor dllando, azaz a rendszer
ciklikus, ha
B=1. (4.18)

Megjegyzés. (4.18) esetén (4.16) eleve teljesiil.

Egy szampéldan mutatunk be egy viszonylag rovid, 8- periodusu palyat. A 2.3.
tételben szerepls (2.14) alapjan =1, v = vV2—1 ~ 0,4142, I* = (1—7)/3, CA = 2I*:
T = 8. Ekkor az egyenstlyi palya Y° = 1. Kezdeti feltétel Y_; =1 és Yy = 1,02. Ekkor
a 4.3. tablazat tartalmazza az els§ 10 id6szaki eredményt.

4.3. tablazat. A hicksi 8-ciklus

IdGszak Kibocsatas Fogyasztas Beruhézas

t Y; Cy Iy

-1 1,000
0 1,020
1 1,028 0,813 0,215
2 1,020 0,816 0,204
3 1,000 0,813 0,187
4 0,980 0,805 0,175
5 0,972 0,796 0,175
6 0,980 0,793 0,187
7 1,000 0,796 0,204
8 1,020 0,805 0,215
9 1,028 0,813 0,215

Ha reélisabb paraméterértékeket valasztunk, akkor +- nak sokkal kozelebb kell len-
nie 1-hez, de ekkor hosszabb lenne a periédus, s ezzel nem foglalkozunk.

A linearis ciklusmodellek stlyos hibaja, hogy nagyon érzékenyek mnéhany
alapparaméterértékre, és a kilengés értéke a kezdGértéktsl fiigg. Példaul 8 = 1-re ciklus
adodik, de B = 0,999-re mar stabil oszcillacio, mig § = 1,001-re pedig robbanas — igaz,
az els6 iddszakokban alig térve el a ciklustol.

A 7.2. alfejezet végén bemutatjuk a beruhézési ciklus nemlinearis altalanositasat.
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5. Fogyasztoi dontések és hasznossagmaximum

A modern kozgazdasagtan talan legalapvetébb kérdése: hogyan dontenek a fogyasztok?
Mar a 4.1. alfejezetben feltételeztiik, hogy minél dragabb egy termék, annal keveseb-
bet vasarolnak belle a vevGk. Az 5.1. alfejezetben heurisztikusan vezetiink le egy
egytermékes keresleti fiiggvényt. Az 5.2. alfejezetben kiterjesztjiik a valasztast két ter-
mékre, és kétféle magyardzatot is adunk a fogyasztoi magatartasra: egy okségit és egy
optimalizalot. Az 5.3 és 5.4. alfejezetben az idGbeni vélasztast targyaljuk, 2, iletve 3
idGszakra.

5.1. Egy egyszeri keresleti fliggvény

Adott aru iranti keresleti fiigguvénynek nevezziik azt a fliggvényt, amely minden ar esetén
megadja, hogy a fogyasztok hany egységnyi terméket vasarolnak egyadott idGgszakban a
szoban forgd termékbdl. Ebben az alfejezetben egyetlen, nagy értéki tartos fogyasztasi
cikk, példaul a villanyhtitGszekrény, és azt vizsgaljuk, hogyan dontott az 1960-as évek
magyar fogyasztoja: vésarol-e vagy nem hiitGszekrényt. Az 1960-as évek emlitésével
kizartuk, hogy a lehetséges vasarloknak korabban méar volt hiitészekrénye, amelyet csere
helyett esetleg meg is javittathat. Lényeges, hogy a termék ara (p pozitiv valés szam)
akkoriban toébbhavi dtlagjévedelem volt.

Tegyiik fol, hogy a tobb millié magyar haztartast éves jovedelmiik (w) szerint a
[0, 1] intervallum pontjai képviselik. Legyen a folytonos és monoton névekvs F(w) a
jovedelem-eloszlasfiiggvény, amely megmondja, hogy a héztartasok hanyad részének a
jovedelme kisebb mint w. Természetesen F(0) = 0 és F'(1) = 1. A legegyszeriibb eset
az egyenletes eloszlas: F(w) = w, de az eloszlas lehet sokkal bonyolultabb is.

Eléggé realis feltevés szerint minden haztartasnak van egy P(w) rezervdcios (kii-
szOb) ara: ha az ar kisebb, mint a rezervacios ar, akkor megveszi élete els6 hiitGszekré-
nyét; ha viszont nagyobb vagy egyenls, akkor nem. Feltehetjiik, hogy minél nagyobb a
haztartas jovedelme, annal nagyobb a rezervacios ar: P(w) monoton névekvd fiiggvény.
Jelolje e fiiggvény inverzét w = P~1(p). Azok veszik meg a hiitét, akiknek a jovedelmére
teljesiil w > P~!(p). Tehat a termék keresleti fiiggvénye (egységnyi népességre vetitve)

D(p) =1— F(P~}(p)). (5.1)
5.1. feladat. Szamolja ki a keresleti fiiggvényt, ha a jovedelemeloszlas a [wy,, 1]

szakaszon egyenletes (0 < wy, < 1) és a rezervaciosar—jovedelem fliggvény lineéris:
P(w)=a+bw, (a>0,b>0).
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5.2. Két termék kozti valasztas

Most az egyén két, egymast helyettesithets terméket fogyaszt: X és Y, amelyek barmi-
lyen kicsi vagy nagy mennyiségben vasarolhatok. Legegyszertibb példa az étel és az ital.
Egységaruk rendre p és ¢, és a vasarolt mennyiség = és y. Az egyén (havi) jovedelme
m, mind nemnegativ valos szamok. Az egyén az élelemre szant pénzét ételre és italra
kolti, ezért érvényes az Un. koltséguetési feltétel:

T+ qy = m. (5.2)

Lathato, hogy minél tobbet vesz az egyén z-bdl, annal kevesebbet vehet y-bol:

y:m—pm, ahol nggm (5.3)
q b

— ez a koltségvetési egyenes. (A magyar nyelvben a koltségvetés elsGsorban allami vagy
onkormanyzati koltségvetést jelent, mig itt egyéni vagy csaladi koltségvetésrsl van szo.)

Az egyén gyakran dont a kovetkezs egyszerd, un. hivelykugjj-szabdly szerint: példaul
jovedelme adott hanyadat X-re, a maradékot pedig Y-ra kolti; a részardany « és 1 —
0 < a < 1. Képletben:

am . 1—a)m
m(p7Q7m) = 7 €s y(p7Q7m) = %

(5.4)

A modern elmélet feltételezi, hogy az egyén az (5.2) koltségvetési feltétel mellett
egy alkalmas U(z,y) konkav hasznossagfiiggvényt maximalizal. (A kétvaltozos fligg-
vényt akkor nevezziik konkadvnak, ha barmelyik valtozo tetszéleges rogzitése esetén a
kapott egyvaltozos fiiggvény konkav. A konkavitasbol kovetkezik, hogy ha van lokalis
maximum, akkor az globalis is.) Grafikusan belathato, hogy a maximalis hasznossagot
ado (z*,y*) par a sik olyan pontja, amelyben alkalmas ¢ valos szamra az U(x,y) = ¢
szintvonalat — kozombosségi gorbét — éppen érinti az (5.3) koltségvetési egyenes. (A
domborzati térképrdl ismert magassagi szintvonalak olyan pontok mértani helye, ahol a
tengerszint feletti magassag adott.)

Mi egy olyan specialis hasznossagfiiggvényt vizsgalunk, amelyet maximalizalva, a
fogyaszto optimalis véalasztasa ugyanaz, mint ha az (5.4) hiivelykujjszabalyt kévetné.
Azt is mondhatjuk, hogy a hasznossagfiiggvény racionalizdlja, értelmessé teszi az (5.4)
hiivelykujjszabalyt:

Uz,y) = 2%, 0<a<l. (5.5)

Ez a hasznossagfiiggvény onmagaban is jol értelmezhets: a két fogyasztott mennyiség
stulyozott mértani kozepét maximalizaljuk.
A 2.5. tételt alkalmazva adodik az

5.1. tétel. Az (5.5) hasznossagi fiiggvény az (5.2) egyéni koltségvetési feltétel
melletti maximumét az (5.4) pontban veszi fel.

Végiil kovetkezik az

5.2. feladat. n > 1 természetes szam szamtani és a mértani kdzepe kozti egyenlét-
lenségét ligyesen alkalmazva bizonyitsuk be, hogy ha a fogyaszté hasznossagfiiggvénye

_ . 1/n 1/n
Uz, ... ,xn) = ---a:n/,
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jovedelme 1, és az i-edik aru egységara p; > 0, akkor optimélis fogyasztasa

Az (5.4) szabaly nagyon egyszerti, ezért szivesen alkalmazzuk. De vannak esetek,
amikor nem alkalmazhato. Példaul amikor az X aru kereslete Y aru aratol is fiigg:
ha a narancslé ara dragul, akkor né a narancs iranti kereslet. Masik példa — rogzitett
arak mellett a jovedelem emelkedésével csokken bizonyos termékek iranti kereslet: a
jovedelem novekedésével a burgonyat részben a sokkal dragabb, de izletesebb htissal
helyettesitjiik.

5.1. példa. Végletessége ellenére érdekes a helyettesitést kizaroé hasznosségfiigg-
vény (amely a késébbi 6.2. példaban szerepld specifikiciobol kapta a Leontief nevet):

U(x,y) = min(az, by), a,b>0. (5.6)
Ilyenkor az optimum ax = by, azaz az (5.2) koltségvetési feltétel miatt

ax o mb ) o ma
— =m, azaz x = .
b pb+ qa

p 4 pb + qa

Megjegyezziik, hogy a helyettesités nélkiili hasznossagfliiggvény végletesen leegysze-
risiti a valosagos helyettesités korlatait, hiszen még a folyadék és az étel is valamennyire
helyettesiti egymast: a narancslé csokkenti az éhséget is, a narancs pedig oltja a szom-
jat is. De ez a szélsGséges feltevés szamunkra tobb modellben is értékes, mert nagyon
megkonnyiti a szamolast.

Legszemléletesebb példa az (5.6) hasznossagfiiggvényre a = b = 1 esetén: z, illetve
y rendre az egyforma bal és jobb kesztyik szdma. Gyakorlatilag csak a paroknak van
haszna, és ezek szamat éppen (5.6) adja.

5.3. Jelen és jovo ideji fogyasztas: két iddszak

Az elvont elmélet egyik el6nye, hogy ugyanazt a modellt tobbféle kbzgazdasagi probléma
megértésére is alkalmazhatjuk. Az 5.2. alfejezet modelljét most a jelen és a jovs kozti
valasztasra alkalmazzuk.

Két idészakot mérlegeliink: a jelent (amikor dolgozunk), és a jovot (amikor méar
nem dolgozunk). Keresetiink w, amelybdl s mennyiséget takaritunk meg, s ez R > 1
kamategyiitthato szerint gyarapodva jarul hozzéa idéskori fogyasztésunkhoz, a valtozok
pozitiv valos szamok.

A két id6szak fogyasztasa rendre

c=w-—3§ és d = Rs. (5.7)

Kérdés: mekkora megtakaritas maximalizalja a hasznossagfiiggvényt?
A hasznossagfiiggvényt most additiv alakban irjuk f6l[(2.21)]:

U(c,d) =loge+ dlogd, (5.8)
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ahol ¢ egy 0 és 1 kozotti valos szam, az an. leszdmitoldsi egyiitthato. (Az elnevezés hibas,
mert ekkor minél nagyobb a leszamitolasi egytitthato értéke, annal kisebb a leszamitolas;
de t6bb kart okozna, ha & helyett 1/6-t irnank, ezért nem tessziik.) Altalanos érvényti
megfigyelés, hogy a jovébeli fogyasztast kevesebbre értékeljiik, mint a jelen idejtit: ,,jobb
ma egy veréb, mint holnap egy tuzok.” Aki az optimélisnal kevesebbet takarit meg
(gyakori eset), az idGskorara nélkiilozni fog. Aki az optimalisnal tobbet takarit meg
(ritka eset), az felesleges aldozatot hoz a jovobeli fogyasztasért.

K6z6mbos, hogy milyen alapi logaritmussal szamolunk, mert az attérés az egyik
alaprol a masikra csak egy konstans szorzoval modositja a hasznossagfiiggvényt. A
logaritmusfiiggvénynek tébbek kozott az az elénye, hogy konkav, és a fogyasztas nove-
kedésével csokken a tobblethasznossag.

5.2. tétel. Az (5.8) hasznossagfiiggvény esetén az optimalis megtakaritas

ow
O= ——. 5.9
s 1535 (5.9a)
Az optimalis fogyasztasi par pedig
w Row
0= —— ¢ = —. 5.9b
¢ 140 s 146 (5.9)

Két bizonyitast is adunk a tételre, de a kiindulépont kozos.
1. bizonyitas. Behelyettesitve (5.7)-et (5.8)-ba, adodik a szdrmaztatott hasznos-
sagfiiggvény:
Uls| = log(w — s) 4 ¢ log(Rs). (5.10)

Az elemi megoldashoz transzformalni kell a hasznossagfiiggvényt. Mivel a logaritmus-
fiiggvény monoton névekvs, Uls| helyett a transzformalt és ekvivalens

Vis] = (w — s)s°

hasznossagfiggvényt maximalizaljuk. A 2.5. tétel 1. valtozatabol némi szamolassal
kapjuk (5.9)-et. ]

2. bizonyitas.* Aki tanult kalkulust, az transzformacioé nélkiil, egyszert deriva-
lassal meghatarozhatja az optimélis megtakaritast. Természetes alapu logaritmusfiigg-
vénnyel szamolva, az optimumban (5.10) derivaltja nullava valik:

1 4]

w—S S

0=U'[s] = -

Rendezve adodik az (5.9) optimum. ]

5.2. példa. Leszamitolas nélkiil (§ = 1) az optimélis megtakaritas, és a két fo-
gyasztas a munkajovedelem fele: s© = ¢® = d° = w/2.

Miel6tt szamszertisitenénk a képletet, megjegyezziik, hogy legfontosabb alkalmaza-
sat a Modigliani-féle (1954) un. életciklusmodell adja. Csak fiatalkorban van els6dleges
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jovedelmiink: w > 0, ezért akkor takarékoskodunk, idés korban feléljiik a megtakari-
tast. Emiatt mindkét id6szak hossza T' = 25 év, tehat mind az éves kamategytitthatot
R[1], mind az éves leszamitolasi egyiitthatot 6[1] T-edik hatvanyra kell emelni, hogy
megkapjuk a hosszt id6szakra vonatkozé egyiitthatokat:

R=R[]" & s=061]".

Csak az éves szinten megadott értékeknek van kozgazdasagi jelentése. Az 5.1. tab-
lazatban a sorokban az R[1] = 1; 1,02 és 1,04 kamategyiitthatok szerepelnek, és a 2.
oszlopban a leszamitolastol fliggetlen fiatalkori fogyasztas: ¢, amely a leszamitolés erd-
sodésével 0,5-r6l 0,735-re emelkedik. A 3-5. oszlopban pedig a 6[1] = 1, 0,98 és 0,96-0s
leszamitolasi egyiitthatokhoz tartozo idgskori fogyasztasok: d(j). A kamategyiitthato
emelkedésével novekszik az érték (maximum 1,333, a leszamitolas erésddésével gyengiil
(minimum 0,265).

5.1. tablazat. Kamategyiitthato, leszamitolds, fogyasztdsi pdr

Kamategyiitthato R[1] 1 1,02 1,04
Leszamitolasi eh. §[1] c d(1) d(2) d(3)
1,00 0,500 0,500 0,820 1,333
0,98 0,624 0,376 0,617 1,003
0,96 0,735 0,265 0,435 0,706

5.3. feladat. a) Igazoljuk, hogy (5.8) esetén az idéskori fogyasztas pontosan akkor
egyenld a fiatalkorival, ha a leszamitolasi egylitthaté a kamategyiitthato reciproka: § =
1/R! b) Igazoljuk, hogy az idGskori fogyasztas pontosan akkor kisebb, mint a fiatalkori,
ha a leszamitolasi egyiitthato kisebb, mint a kamategyiitthato reciproka: § < 1/R!

Mennyiben hasznalhat6é ez a modell? Arra jo, hogy a fogyasztoi tiirelmetlenséget
egy szammal, a leszamitolasi egyiitthatoval jellemezze: minél kisebb a ¢, a fogyasztod
annal kevesebbet tesz félre idGskori fogyasztasra. Az is kideriil, hogy minél hatékonyabb
a megtakaritas (minél nagyobb az R kamategyiitthato), annal nagyobb lesz az idGskori
fogyasztas. Furcsa viszont, hogy az optimalis megtakaritasi hanyad, s°/w fiiggetlen a
w keresettsl: a valosagban ez novekvé fiiggvény. Stlyosabb problémék jelentkeznek a
tobbiddszakos altalanositasnal (5.4. alfejezet).

Eddig nagyon egyszerti, paraméteres hasznossagfiiggvényt alkalmaztunk. Mennyi-
ben maradnak érvényesek eredményeink, ha tetszdéleges hasznossagfiiggvénnyel dolgo-
zunk? Legegyszeriibb ilyen altalanositas a kovetkezs:

Ul(e,d) = u(c) + du(d), (5.11)
ahol u(x) szigortian novekvs és szigortan konkav skalar— skalar fiiggvény, amelynek
érintGje x = 0-ban nagyon meredek, akar fiigg6leges.

Az 5.3. feladat eredménye példaul érvényes marad.
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5.3.% tétel. Az (5.11) altalanos hasznosséagtiiggvény esetén az iddskori fogyasztés
pontosan akkor kisebb, mint a fiatalkori, ha a leszamitolasi egyiitthato és a kamategyfitt-
haté szorzata kisebb, mint 1:

d° < c°, ha 0R < 1.

Bizonyitas. A kalkulus segitségével konnyen adodik az allitas, de ekkor fel kell
tenni, hogy u differencialhato fiiggvény a [0, w] szakaszon. Tekintsiik a szarmaztatott

Uls] = u(w — s) + ou(Rs)
fiiggvényt. Derivaljuk U|[s]-t, és a derivalt gyokeként hatarozzuk meg a belsé optimumot

(2.6.* tétel):
U'ls] = —u'(w—s) + dRu'(Rs) = 0.

Visszahelyettesitve az implicit optimumfeltételbe (¢°, d°)-t:
u'(c®) = 6Ru/(d°).
Mivel u/ csokkend, ezért ha ¢® > d°, akkor
u'(d°) > v/ (¢°) = §Ru/(d°),

s egyszertsitve u'(d°)-vel, R < 1 és viszont. ]

Megjegyezziik, hogy ez az elegans eredmény a valésdgban gyakran nem érvé-
nyes. Elegends, ha arra gondolunk, hogy milyen sokan vasarolnak nagyon magas
(real)kamatlab mellett, példaul a mostani 0 koriili inflacié mellett évi 10-20%-o0s hi-
telre. Nehéz elhinni, hogy egy ilyen fogyasztd ilyen mértékben leszamitolna a jové
hasznossagat, inkdbb egyszertien arrél van sz6, hogy a fogyaszté nagyon tiirelmetlen.

5.4. Harom id&szak, halasztas™®

Mi torténik, ha 2- helyett 3-id&szakos palyat tanulmanyozunk? A leszamitolés eredeti
modelljében az egymast kovets iddszakok hasznossigaranya valtozatlan: exponencia-
lis leszamitolas [(5.13)]. A valosdgban azonban ez a feltevés gyakran sériil, s emiatt
a dontéshozo az 1. iddszak végén ujraszamolja az optimalis palyat: csak a 2. id6-
szakban akarja elkezdeni az igazi takarékossagot, a fogyokurat, stb. (Strotz, 1955 és
Phelps—Pollak, 1968). Ezt az Gjratervezést az un. hiperbolikus leszdmitoldssal [(5.13H)|
modellezziik (Laibson, 1997).

A képleteket egyszertisitendé a kamatmentes esetet vizsgaljuk (R = 1): kereset
helyett pozitiv kezd&vagyont vezetiink be Wy, a zar6 vagyon W3 = 0. Akarmilyen
(c1,c2,c3) fogyasztasi palyara teljesiil

W1:W0—01, W2:W1—02 és 0:W3:W2—03.

Osszeadva az egyenleteket, kiesnek az atmeneti vagyonok, az életpalya koltségvetési
feltétel egyszeriien
WO =1 +cCo+ C3. (512)

Kiindulasként az exponencialis leszamitolas esetét vizsgaljuk:
Ul(cy,ca,c3) = loge, + dlogcy + 6% log cs, ahol o< 1. (5.13)

Viszonylag egyszertien belathato az
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5.4. tétel. a) Exponencialis leszamitolds és nulla kamatlab (R = 1) esetén az
optimalis fogyasztasi palya

T 146462

(¢]

o1 cg = 0cy és g = 6%c5. (5.14)

b) Ha az egyén az 1. iddszak végén tijraszamolnd a palyat a Wy = Wy — ¢} vagyonra
és az
Ui(cg,c3) =loges + dlog s (5.15)

maradék hasznossagfiiggvényre, akkor a maradék optimum véltozatlan maradna: (5.14).

Bizonyitas. a) Az 5.2. tétel szerint ha rogzitjiik a ¢; kezdd fogyasztast, akkor a
maradék optimaélis palyéara igaz, hogy cs(c1) = dca(c1). Hasonloan, ha rogzitjiik a ¢z zard
fogyasztast, akkor a kezds optimélis palyara igaz, hogy ca(c3) = ¢y (c3). Osszeftizve a
két egyenlséget:

co = 0cy és c3 = ey = 6%¢y. (5.16)

Az (5.12) életpalya-koltségvetési feltételbe behelyettesitve (5.16)-ot, adodik (5.14).
b) Magatol értet6dd, de azért kiszamoljuk.

S(1+6)Wo

Wlo:Wo—C(l): 1—1—(5—1—(5.

(5.14) szerint a ,kezdd” optimaélis fogyasztas most

we W
Co =

T 146 140402

stb. [

Laibson (1997) vezette be a hiperbolikus leszamitolast, ahol a szokasos exponenci-
alis leszamitolast a jov6ben még egy ¢ < 1 masodik leszamitolasi egyiitthatd fokozza.
Tekintsiik a t = 1-edik id6szakban kezd6dé optimalizalési feladatot:

Up(c1,ca,c3) =log e, + p[dlog co + 62 log cs), ahol 0,0 < 1. (5.13H)

Elszor a kezdeti terv optimumét szamitjuk ki.

5.5. tétel. Hipebolikus leszamitolasnal a kezdeti terv optimalis fogyasztasi
palyaja
Wo

= Trosr o G=ed & G=eid (5.17)

*
€1

Bizonyitds. (5.15) értelmében id6legesen rogzitve ci-t, a ¢§ = dcb. Visszahelyet-
tesitve (5.13H)-ba és elhagyva az érdektelen allando tagot a masodik tagbol:

V(er) = Ur(cs, c5) =loges + d(loges +logd) ~ (1 4 6)log .
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Visszatériink (5.13H)-hoz:
U (c1,c5,c5) =loger + ¢(1 + 0)log ¢; — max,
feltéve, hogy
caa+(1+6)c; =Wy

A 2.5. tétel 3. kovetkezményét v =1, 8= p(14+6), a=1/(1+¢(1+9)), p =1,
g =1+ 6 és m = Wy szereposztasban alkalmazva, adodik (5.17). ]

Ratériink az djraszamolésra, s latni fogjuk, valtozik a tervezett optimum. Valoban,
a t = 1-ben kezd6dé célfiiggvény mar nem Uy 2. és 3. tagjanak Osszege, hanem

Us(ca,c3) = logca + @b log cs,

s a koltségvetési feltételbdl c3-t ,eltiintettiik’™

5.6. tétel. Az tdjraszamolt maradék optimalis palya

Wogo(d + (52)
k% — 2 k& — 5 **. 5.18
2 T e+t BT (5.18)

Bizonyitas.
Wy
— ko 6 **.
Wo 1+g05+g052+02 + oy

Rendezve c¢3*-ra, adodik (5.18). ]

Az 5.5. és az 5.6. tétel 6sszehasonlitasabol kimondhato az
5.7. tétel. Ha p < 1, akkor az tjratervezésnél a maradék két fogyasztas csékken
az 5.5. tételbeli értékekhez képest:

kok * 2 kok *
Cy < Gy €s 3 < C3.

Szampélda. § = 0,5, Wy = 1. Az 5.2. tablazat 1. sora tartalmazza az exponencialis
leszamitolasnéal (¢ = 1) a tervezett és a tényleges palyat, amelyek egybeesnek. A 2.
sorban a hiperbolikus leszamitolas (¢ = 0,8) miatt a két pélya elvalik. A két sor
Osszehasonlitasabol lathato, hogy az 5.5. tétel érvényes.

5.2. tablazat. Fogyasztasi palydk exponencidlis és hiperbolikus leszamitoldsndl

Kezdg Tervezett Tényleges
Leszamitolas fogyasztasok

i c5 c3 c5* c3*
Exponencialis 0,571 0,286 0,143 0,286 0,143
Hiperbolikus 0,625 0,250 0,125 0,268 0,100
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6. Termelés, koltség és profit

A kozgazdasagtan kozponti fogalmai a termelés, a koltség és a profit. 1. A termelésnek
két alaptényezGje van: a téke és a munka. 2. Adott mennyiségi kibocsatast altalaban
nagyon sok t6ke-munka-kombinaciéval elgallithatunk, de minimélis koltségre torekedve
altalaban egyértelmi az optimum. 3. A vallalkoz6 célja a bevétel és a kiadas kozti
kiilonbség, a profit maximalizaldsa. Ha a piacon csak egy termel§ tevékenykedik, akkor
monopoliumrol beszéliink, s ekkor a vevék ki vannak szolgaltatva a monopolistanak. Ha
nagyon sok kis termel§ versenyez egymassal, akkor a tokéletes verseny miatt eltiinnek
a profitok. Néhany termeld versengése esetén oligopolium alakul ki, s ekkor a 3. fejezet
Nash-egyenstlya adja a kimenetelt.

6.1. Termelés

A kozgazdasagtan hagyomanyos moédon megkiilénboztet két termelési tényezét: a tékét
és a munkat, jelik K és L. A termelési fliggvény a kibocséatast a két termelési tényezd
fiiggvényében adja meg:

Q=F(K,L), (6.1)
ahol az F' fiiggvény pozitiv, és mindkét valtozdjaban novekvs. A mai megfigyelének
talan a legszemléletesebb példa, ha Gsszehasonlitja egy kis bolt napi forgalmat egy szu-
permarketéval: a joval nagyobb t&keellatottsag miatt a szupermarketben 10 alkalmazott
100-szor nagyobb forgalmat bonyolit le, mint a kis boltban 3 alkalmazott. Ugyanakkor
két egyforma berendezésti szupermarket forgalma is kiilonbozhet attol fiiggGen, hogy
hany hasonl6 bolt van a kornyéken: a rossz ellatottsagt korzetben zstufolasig telt a bolt,
a jo ellatottsagu korzetben viszont alig lézengenek a vasarlok.

Skalahozadék szempontjabol haromféle termelési fiiggvényt kiillonboztetiink meg,
aszerint, hogy miképp valtozik a kibocsatas, ha mindkét tényezét egyforma mértékben
(> 1) bovitjiik.

Allando skdlahozadékrdl beszéliink, ha a kibocsatas minden (K, L, 1) harmasra ara-
nyosan bdéviil:

F(uK,puL) = pF (K, L). (6.2a)

Csikkend skdlahozadékrol beszéliink, ha a kibocsatas minden (K, L, ;1) harmasra az
aranyosnal kevésbé boviil:

F(puK,puL) < pF (K, L). (6.20)

Névekvd skdalahozadékrol beszéliink, ha a kibocsatas minden (K, L, 1) harmasra az

aranyosnal jobban boviil:
F(uK,uL) > pF (K, L). (6.2¢)
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A legtobb termelési fliggvény skalahozadék-tipusa pontrol pontra véltozhat. De
vannak robusztus helyzetek. Példaul a kézmiives termékek esetén a terjeszkedésnél
kénnyen néhetnek aranytalanul a koltségek, ezért nem érdemes névelni a vallalat mére-
tét. Az autogyartasban viszont névekvs skalahozadék érvényes: a ma is talpon marado,
tomegautokat cégek egyenként évente tobb milli6 autét termelnek — hatékonyan.

A termelési fliggvény egyik altaldnos jellegzetessége, hogy adott tartomanyban van
helyettesités a t6ke és a munka kozott: lehet sok munkaval és kevés tékével; illetve
kevés munkéaval és sok tékével ugyanannyi terméket elGallitani: e szintvonal latin neve
izokvant. Most bemutatunk egy fontos specialis termelési fiiggvényt.

6.1. példa. Cobb—Douglas-termelési fiiggvény esetén K és L valtozoval
Q=AK*LP, (6.3)
ahol A, a, 5 > 0.

6.1. feladat. Igazoljuk, hogy a Cobb—Douglas-termelési fiiggvény alland6 skala-
hozadékt, ha a + # = 1, cs6kkend; illetve novekvs skdlahozadéka, ha o + § < 1 vagy
a+ 3> 1.

A 6.1. példa és a 6.1. feladat alapjan roviden vézolhatjuk a névekedéselmélet kere-
tét (1957), amelyet megalkotojarol, Solow Nobel-dijas amerikai kézgazdaszrol neveztek
el. @ helyett Y-t irva, dinamizaljuk a (6.3) egyenletet:

Y, = AKPLY, 6=0,1,2, ... (6.3')

Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fol, hogy mindharom tényezd egyenletes titemben no-
vekszik:
At - Gi‘, Kt == KOG&(, Lt - LOGtL, (64)

ahol G4 > 1, Gg > 1és G > 1 rendre a miiszaki haladas, a téke és a munka névekedési
egyiitthatoja.

6.1. tétel. A Solow-keretben a kibocsatas névekedési egyiitthatéja a harom
egylitthato silyozott szorzata:

Gy = GaGRG*, Y, =Y,GY. (6.5)
Bizonyitds. Helyettesitsiik be (6.3")-ba (6.4)-et:
Yy = Gy (KoG%)*(LoGE)' ™. (6.6)

Bevezetve az Yy = K§ L5~ jellést, (6.6)-bol adodik (6.5). 1

Gyorsan valtozo 1étszamu népesség esetén vizgalni kell az egy fére jutd termelés
alakulasat is. Ehhez a kovetkez6 jeloléseket vezetjiik be:

Yi , I Ky
= — es = —.
Yt I, t L,

Ekkor (6.5) segitségével igazolhato a 6.1. tétel kovetkezménye.
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Kovetkezmény. A Solow-modellben az eqy fore juto téke novekedési egyiittha-
toja a téke és a munka novekedési egyiitthatojinak a hdnyadosa; az eqy fore juto termelés
novekedési egyiitthatoja a miszaki haladds és az eqy fore juto toke a-adik hatvdnydnak
a szorzata:

Gk

Gk:G_L?

G, = GAGY, Y = yOth.

A modell elég jol leirja a fejlett orszédgok hosszabb tavi fejlédését. Jo kozelitéssel a
teljes gazdagsagra Osszesitve a =~ 1/3 és 3 ~ 2/3. Az USA-ban 1909 és 1949 kozott az
egy fére jutoé kibocsatas koriilbeliil megkétszerez6dott, azaz Gy = 21/40 = 1,017, azaz a
munkatermelékenység novekedési titeme 1,7% volt. Ugyanakkor Gy ~ G 4 /7 volt, azaz
a miszaki haladas hétszer annyit hozott a konyhara mint a gépesités (feltéve, hogy el
lehet a két dolgot valasztani egymastol).

A kozgazdasagtanban, kiilonosen éves adatoknal, a novekedési egyiitthatok helyett
gyakrabban szamolnak novekedési titemekkel: g = G — 1, vagy esetlinkben

gy = Gy — 1, gk =Gk — 1, gr. = G — 1, ga=Ga—1
és
gy:Gy—la gk:sz_l, gl:Gl—l.

Szerény éves novekedés esetén a egyiitthatokra érvényes (6.5) szorzategyenlGség helyett
a novekedési litemekre kozelité OsszegegyenlGségeket kapunk. Ennek heurisztikus leve-
zetéséhez azonban egy segédtételre és annak kévetkezményére van sziikség.

6.1. segédtétel. Kicsiny novekedési iitemek esetén a szorzat novekedési titeme
kozelitoleg a novekedési titemek 6sszege:

9gAB = ga + 9B, ha 9ga, 9B = 0.

Bizonyitas. A szorzat névekedési iiteme

A By 1= ABy — A 1By
A 1By A 1By .

Kivonva a szamlalobol és hozzaadva a szamlalohoz A; 1 Bi-et, majd rendezve:

ABy — Ay 1By + Ay 1By — A1 By _ By Ay — A4 +Bt — B4 By
Ai_1Biq Bi1 A By B

Ha B; ~ B;_1, akkor érvényes a kozelits egyenlGség. ]

Szampélda: G4 = 1,02 és G = 1,01 esetén Gap = 1,0302 ~ 1 + 0,02 + 0,01.
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Ko6vetkezmény.  Kicsiny novekedési titemek esetén eqy (egész vagy tortkitevds)
hatvdny novekedési titeme kozelitdleg a kitevd szorozva az alap névekedési iiteme: gas ~

aga.

Bizonyitas. A 6.1. segédtétel teljes indukcioval tetszéleges szamu tényezdre iga-
zolhato:
9gAB--z R ga+gp+ - +9z.

Legyen elGszor a raciondlis szam: « = p/q, ahol p és ¢ természetes szamok. Ekkor
B = A4 jelléssel A = BY, azaz A® = BP, a segédtétel szerint

. p
9gA =~ 4 9B, es JA> = PpYgp ~ agA-

Ha « irracionalis, akkor racionalis szamok sorozatéval kozelitve az allitas érvényben
marad. [

Az el6z6 két allitasbol kovetkeznek az alabbi Solow-féle kozelitések: gy ~ ga +

agi + (1= a)gr, gk = gx — gr €8 gy ~ ga + agr.
Egy masik fontos példa kovetkezik.

6.2. példa. A Leontief-féle termelési fiiggvény:
@ = min(aK,bL),

ahol a,b > 0. Ranézésre megallapithatjuk, hogy a Leontief-féle termelési fliggvény
allando skalahozadéku és az optimumban (a/K = bL) nincs helyettesités a téke és munka
kozott. Példaul elsé kozelitésben 100 egyforma buszhoz egy miiszakban 100 soférre van
sziikség.

6.2. Koltségfiiggvény

Tekintsiink egy vallalatot, amely egy oérara egységnyi t6két r» kamatlabért és egységnyi

munkat w orabérért tud bérelni. Ekkor a () mennyiség elallitasi koltsége (6.1) mellett
C(K,L)=rK +wL. (6.7)

A vallalkozo6 olyan (K, L) kombinéciot keres, amelyre a koltség minimaélis:

C(Q) =min[rK +wL| Q = F(K, L)]. (6.8)

A C(Q) fuggvényt kéltségfiigguénynek nevezziik.
Erdemes megemliteni, hogy a sikban abrazolva az adott kibocsatast nyujto (K, L)
parokat, az tn. isocost gorbét kapjuk, a koltségegyenes a minimum pontban érinti a

gorbét.

6.2. feladat. Hatarozzuk meg a Leontief-féle termelési fiiggvényre a koltségfiigg-
vényt!

Bonyolultabb a (6.3) Cobb—Douglas termelési fiiggvény koltségfiiggvénye. ElGszor
két elemileg konnyen kezelhet$ esetet mutatunk be.
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6.3. példa. a = 1/2 ¢és 8 =1/2, A= 1. EkkorK = Q?/L, azaz c(L) = rQ*/L +
wl. A szdmtani és a mértani kozép kozti egyenlGtlenséget alkalmazzuk:

2
TT 4+ wL > 2Q+/rw,

(a jobb oldal fix), és két oldal egyenlsége éppen a két tag egyenlGsége esetén valosul
meg:

2
ﬂ:wL,

L
r@=\te & K@=/

Miésodik példankat, amely empirikusan relevans, feladatként fogalmazzuk meg:

6.3. feladat. o = 1/3 és 8 = 2/3, A = 1. Igazoljuk, hogy az optimélis munka—
toke-par

azaz

3 w?
472

Q=20 &  KQ Q.

Most a kalkulus alkalmazasaval kimondjuk az altalanos tételt.

6.2.*% tétel. Alland6 hozadékii Cobb-Douglas termelési fiiggvény esetén (a+ 3 =
1), az optimalis t6ke— munka kombinéacié

@ -«
I° = (%) QO & @ K°= ((li—“;m) Q. (6.9)
Bizonyitds. Fejezziik ki (6.3)-bol az adott Q-hoz és L- hez tartozo K-t:
K(Q,L)=QY~L A/« (6.10)
Behelyettesitve a kapott képletet (6.8)-ba:
c(Q) = mLin c(L) ahol o(L) =rQY*L=P/* 4 wL.
A lokalis minimumot a szarmaztatott koltségfiiggvény derivaltjanak a gyocke adja:
0=c (L) =—r(8/a)QY*L~P/*=1 f .

Rendezve L(Q)-ra,

Ll/a — ﬂ 1/a
LR
ahonnan (6.10) segitségével (6.9) két képlete adodik. ]

Megjegyzés.  Figyeljiik meg, hogy optimalis esetben adott r kamatlab esetén
minél nagyobb a w oOrabér, annal kevesebb munkat alkalmaznak, és adott w orabér
esetén minél nagyobb az r kamatlab, annal kevesebb tékét alkalmaznak. A fejlédés
a kevesebb munka és a tobb téke felé mutat. Gyakorlati fontossidga miatt kitériink a
kovetkezd kvadratikus koltségfiiggvényre:

C(Q) = a+bQ + Q. (6.11)
ahol a > 0 a fixkoltség, b > 0 az arényos koltségegyilitthatdo és ¢ > 0 az emelkeds
koltségek egyiitthatoja.
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6.3. tétel. A (6.11) kvadratikus koltségfiiggvény mellett a C(Q)/Q atlagkoltség
a minimumat a

o __ a
Q=" (6.12)

pontban veszi fol.

Megjegyzés. Minél nagyobb az a fix koltség, illetve minél kisebb a ¢ emelkedd
koltség-egyiitthatd, annal nagyobb az optimélis kibocsatas.

Bizonyitis. (6.11) esetén

@) _a
—— = —+b+cQ.
Q Q
A szémtani és a mértani k6zép egyenlGtlensége miatt
a
— +cQ > 2+/ac,
Q
és az egyenlGség csak a két tag egyenlGsége esetén valdsul meg:
a
- = CQ7
Q
azaz (6.12) teljestl. [

6.3. Profit

A t6kés profitja a bevétel és a koltség kiilonbsége:
(K, L,Q)=pQ —rK —wL, (6.13)

ahol p a termék egységéara. Els6 latasra paradox modon a 6.2.* tétel optimumat behe-
lyettesitve hatarozatlan az optimum.

Masfelé vizsgalodunk. Homogén linearis koltségfliggvényt tételeziink f6l: C'(Q) =
c@. Adott a P(Q) = a — bQ inverz keresleti gorbe (5. fejezet), és ¢ < a, a a 0 keres-
lethez tartozé maximalis arat mutatja, mig b az inverz keresleti egyenes meredeksége,
az a szam, amennyivel az ar csokken, ha a fogyasztas egy termékegységgel névekszik.
Mekkora kibocsatast valaszt egy monopolista?

6.4. tétel. Linearis inverz-keresleti fiiggvény esetén a monopolista szaméara az
optimalis kibocsatas
a—c

2b

Megjegyzés. Minél nagyobb a maximalis ar és az egységkoltség a — ¢ kiilonbsége,
illetve minél kisebb a b meredekség, annal nagyobb az optimalis monopoltermelés, tehat
annal kevésbé artalmas a monopolium.

Qm = (6.14)
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Bizonyitas. A profitfliggvény a bevétel és a koltség kiilonbsége:

m(Q) = [P(Q) — dQ = (a — c — bQ)Q. (6.15)
A 2.4. tétel szerint a maximumot (6.14) adja. ]

Visszakanyarodunk a 3. fejezetbeli jatékelmélethez. Feltessziik, hogy adott piacon
két vallalat verseng egymassal, és egyfajta duopolista egyensulyt keressiik (Cournot,
1838). Felirjuk az inverz-keresleti fiiggvényt: P(Q1,Q2) = a — b(Q1 + Q2) és behelyet-
tesitjiik mindkét vallalat profitfiiggvényébe:

T (Q1,Q2) = [a — c = b(Q1 + Q2)]Q1 és T2 (Q1,Q2) = [a — c — b(Q1 + Q2)]Q2.

Mivel nincs Osszejatszas, duopolista egyensilynak (n = 2) nevezzik a (Q7, Q%) kibocsé-
taspart, ha tetszéleges (@1, Q2) kibocsataspar esetén teljesiil

m1(Q7,Q2)" > m(Q1,Q3) & m(Q7,Q3) > m(Q7, Q2).

Lineéris inverz keresleti és azonos koltségfiiggvények (szimmetrikus duopolium) esetén
az egyensuly explicite meghatarozhato.

6.5. tétel. A Cournot-féle szimmetrikus duopéliumban a két villalat egyensilyi

kibocséatasa
a—-c

Qi=qs="" (6.16)

Megjegyzés. Vannak masféle duopoliumok is, példaul a Stackelberg-duopélium,
de azzal majd a 8. fejezetben foglalkozunk.

Bizonyitas. Az 1. vallalat Qo-t adottnak véve maximalizalja profitjat, és a 2.
vallalat Q1-t adottnak véve maximalizalja profitjat. Ismét a 2.4. tétel szerint

a—c—b a—c—0>
QiQa) = =0 gy(qu) = Y (6.17)
2b 2b
A szimmetria miatt Q1 = Q2, azaz (6.17)-bsl rendezéssel (6.16). ]

Kovetkezmény.  Mivel a duopolistdk egyiittes termelése nagyobb, mint a mono-
polistaé: Qp = Q7 + Q5 > Qur, ezért a piaci dr alacsonyabb: P(Qp) < P(Qar); tehdt
a duopolium jobb a tdrsadalomnak, mint a monopdlium.

Erdekes, hogy nagyon egyszerti modelliinkben egy duopolista vallalat termelése
2/3-a a monopolistaénak, de kettdjiik Ossztermelése 4/3-szorosa.
Ujabb két feladat kovetkezik.

6.4. feladat. Hatarozzuk meg az aszimmetrikus duopolista egyensilyt, azaz, ami-
kor a koltségegyiitthatok kiilonbozok: c¢1 > cs.

6.5. feladat. * Képzeljink el (6.17) alapjan egy idSben zajlo alkalmazkodasi
folyamatot. Az egyik vallalat ¢ + 1- edik id&szakos kibocsatasa a masik vallalat t-edik
idGszakos kibocsatasara adott legjobb vdlasz:

a—c—bQay

) a—c—0bQ1y
Q141 = 9y €s Qo411 = —7—+=

t=1,2, ... A7
2b ) ) < (6 7)
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A kétidoszakos késleltetést Q41 = fi(Qm_l) rekurzio segitségével igazoljuk, hogy a
folyamat tart (6.16)-beli Nash-egyensulyhoz!

Zarasul két vallalatrol n vallalatra, oligopoliumra altalanositjuk a 6.5. tételt
(ugyanaz a gorog szogyok, az oligod, amely az ,oligarchakban” szerepel). Mindenek-
el6tt meg kell fogalmaznunk az oligopdl egyensulyt, a felfedez§jérsl Nash-egyensilynak
nevezett fogalmat. Ehhez célszert bevezetni az i-edik vallalat ellenfeleinek Gssztermelé-
sét:

Qi=Q1+ +Qi1+Qip1+ -+ Q.

Szerencsére lényegtelen az n vallalat kibocsatasi vektora: (@1, ...,Qi, ..., Qn), az
i-edik vallalat profitja egyszerten m;(Q;, Q—;). Az oligopolista egyensily definici6ja:
(QF,Q*,), ha tetszdleges (Q;, Q—;) kibocsataspar esetén teljesiil

WZ(Q;;Q*—J 271(Q27Qiz)7 2217277n

Linearis inverz-keresleti és koltségfiiggvény esetén az egyensily explicite meghataroz-
hato.

6.6. tétel. A szimmetrikus n-szereplés oligopolista egyensiilyban mindegyik
vallalat egyenstilyi kibocsatasa azonos:

a—C

Qi (n) = CESI

i=1,2,....,n (6.18)

Bizonyitas. Felirjuk az inverz-keresleti fliggvényt: P(Q;,Q—;) = a —b(Q; + Q—;)
és behelyettesitjiik az i-edik vallalat profitfiiggvényébe:

Ti(Qi, Qi) = [a —c = b(Q1 + Q—;)]Qs-

Az i-edik vallalat Q) _;-t adottnak véve maximalizalja profitjat. Ismét a 2.4. tétel szerint

a—c—bQ_;
i )= . 1
QiQ ) = (619)
A szimmetria miatt Q_; = (n — 1)Q;, azaz (6.19)-bdl rendezéssel adodik (6.18). ]

Megjegyezziik, hogy (6.18) értelmében az Gsszkibocsatas

(a—c)n

a vallalatok szamaval monoton novekvGen tart a

a—cC

Qc: b

versenyegyensiilyhoz, ahol a megfelel§ ar maga az egységkoltség, és a profitok elttinnek:
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Ez a kozgazdasagtan egyik legfontosabb eredménye: linearis koltségfiiggvények esetén
minél tobb szimmetrikus vallalat verseng egymassal, 6sszességében annal tobbet termel-
nek, és annal inkdbb megkozelitik a tokéletes versenyegyensiilyt.

6.6. feladat. * a) Képzeljiink el (6.19) alapjan egy idében zajlo alkalmazkodéasi
folyamatot:
a—C— bQ—z‘,t

% i=1,...,n, t=12 ... (6.19")

Qit41 =

A Qt+1 = fz-(@tfl) aggregalt rekurzio segitségével igazoljuk, hogy a folyamat mar n = 3
esetén sem tart (6.18)-beli Nash-egyensulyhoz, kivéve azt az irredlis esetet, amikor a
kezdeti eltérések osszege 0!

b) Ha a vallalatok korrekcios tényez6t épitenek be a reakcidikban, példaul az elté-
résvaltozokban 1/2-es szorzo helyett 2/n-est alkalmaz:

Qiri1 = toi=1,...n, t=12, ... (6.19")
n

akkor a rendszer aggregaltan (de vallalatonként is) tart az egyenstlyhoz.
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7. Stabilitas, ciklus és kaosz*

Dinamikus rendszerrél beszéliink, ha az idében valtozo allapot a korabbi allapotoktol
fiigg. A linearis dinamikus rendszerek elmélete viszonylag egyszert, kiilondsen a skalar
(azaz egyvaltozos) esetben (vo. 2.1— 2.2. alfejezet és 4. fejezet). A linearitas azonban
legtobbszor csak kozelités. Nemlinearis rendszerekben altaldban nem tudjuk megadni
explicite a palyat, s a stabilitas mellett természetesen jelenik meg a ciklus, s6t a kiosz:
ez utobbi esetben egymashoz kozelrsl indulé korlatos palydk eltdvolodnak egyméstol.
Kozgazdasagi alkalmazasként a linearis ciklusmodellt altalanositjuk nemlinearisra.

7.1. Nemlinearis dinamikus rendszerek

Egyszertiségiik miatt a lineéris rendszerek modelljei sokszor nagyon hasznosak, de més-
kor tul kell lépniink rajtuk. Példaul amikor olyan korlatos rendszert vizsgalunk, amely
nem stabil. Ehhez sziikségiink van egy f fliggvényre, amely a [0, 1] szakaszt 6nmagaba
képezi le. A dinamikus rendszer mozgasat, az allapotvaltozéast az allapotegyenlet irja
le:

i1 = f(2), t=0,1,2, ..., 0 adott. (7.1)

7.1. példa. Az egyik legegyszertibb nemlinearis fiiggvény az tn. logisztikus fligg-
vény (a logisztikus gorbével valo kapcsolatat mellézziik), és az altala létrehozott dina-
mikus rendszer:

i1 = axe(l — ), t=0,1,2, ..., Zo adott. (7.2)

Konnyi belatni, hogy 0 < a < 4 esetén a logisztikus leképezés a [0, 1] szakaszt a [0, 1]
szakaszba képezi le.

Feltehetjiik, hogy az f fiiggvény folytonos, szemléletesen szolva a gorbét le tudjuk
rajzolni a ceruza felemelése nélkiil. Ezért kozeli kezdsallapotokbol induld pélyak az
1. id&szakban is kozel maradnak egymashoz. A folytonossignak egy specialis alesetét
valasztva, feltessziik, hogy van olyan L > 0 allando, amelyre a képpontok tavolsdga
legfeljebb L-szerese a targypontokénak:

[f(x) = f(y)l < Llzr —y| ~ minden  (z,y)  parra. (7.3)
A (2.1) f(x) = Az + B linearis leképezésnél (7.3)-ban L = |A| elegendd.

A kovetkezd példa mutatja, hogy ez a feltevés nem minden folytonos fiiggvényre
teljestil.
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7.2. példa. A [0,1] szakaszon definialt f(z) = \/z négyzetgyok-fiiggvényre x = 0-
ra (7.3) nem teljestl.

(7.1)-ben egymas utan elvégezve a behelyettesitéseket, a t-edik idGszak allapota
elvileg egyszert fiiggvénye marad a kezdGallapotnak, de a linearis esettel ellentétben,
altalaban nincs explicit megoldas, képlettel megadhato palya. Teljes indukcioval (7.3)-
bol konnyen levezethets, hogy a szomszédos palydkra teljesiil

|yt—xt]§Lt|yO—x0|, t=1,2,...,T. (7.4)

Ha csak adott T-ig vagyunk kivancsiak az eltérésre, akkor akarmilyen nagy L, (7.4)
jobb oldala is korlatos marad, ha yg elég kozel van xp-hoz. Példaul L = 2 és T = 10
esetén a (7.4)-es szorzo6 mar 1024, de ez még ellensulyozhat6! Ahhoz viszont, hogy akér-
mekkora T-re korlatos maradjon az eltérés, (7.4) értelmében az L < 1 egyenlGtlenséget
kellene feltenniink. Megelégsziink egy lazabb definicioval.

Elorejelezhetdségrol beszéliink vagy azt mondjuk, hogy a rendszer érzéketlen az xq
kezd&értékre, ha egyméshoz megfelelGen kozeli kezdGallapotbol indulé palyak mindvégig
megfelel6en kozel maradnak. Példaul még ha 1 perc hibéval mérjiik a delet, akkor
sem veszitjiik szem el6l a Nap palyajat az égbolton vagy a Fold palyajat a Nap koriil.
Ugyanilyen jol elérejelezhetjiik az agyubol kilétt golyo palyajat.

Egyensily és stabilitas

A linearis rendszerekben bevezetett egyensulyi helyzet altalanosithaté a nemlinearis
rendszerekre. Képletben: x° egyensulyi helyzet, ha x° = f(x°): azaz x° az f(-)-nak fix
pontja. Szemléletesen belatjuk, hogyha egy folytonos leképezés példaul a [0, 1] szakaszt
onmagaba képzi le, akkor létezik legalabb egy fix pontja. Hamarosan latni fogjuk, hogy
adott rendszernek létezhet tobb egyenstlyi helyzete is (7.2.* tétel).

Mar a linearis rendszer (2.1-2.2. alfejezetbeli) targyalasakor lattuk, hogy egy egyen-
sulyi helyzet vagy (aszimptotikusan) stabil vagy instabil. Nemlinearis rendszerben az
aszimptotikus stbilitason beliil meg kell kiilonboztetniink a lokalis és a globalis stabili-
tast. Matematikai szabatossagrol lemondva, azt mondjuk, hogy az z° egyensiilyi helyzet
lokdlisan stabil, ha minden, hozzé elég kozeli kezdGallapotbol indulé palya kozel marad
az egyensilyhoz. Lokdlis aszimptotikus stabilitds rendszerben a kozeli kezd&allapotbol
indulé palyak nemcsak kozel maradnak, hanem aszimptotikusan tartanak az egyensulyi
helyzethez. Globdlisan aszimptotikusan stabilnak nevezziik a rendszert, ha az aszimp-
totikus kozelités tetszdleges kezdeti allapotra igaz. (Példaul a pincér talcajan billegd
pohéar helyzete csak lokalisan stabil, de globalisan nem.)

Konnyt belatni, hogy a linearis rendszerekhez hasonléan a nemlinearis rendszerek-
ben is igaz a kovetkez§ allités:

7.1. tétel. Ha egy egyensulyi allapot stabil, akkor a (7.1) rendszer péalyai
érzéketlenek az egyensiilyhoz kozeli kezdeti allapotra.

Bizonyitas. Valoban, a két palya, (x;) és (y:) tavolsaga
Y —xe = yr — 2% +2° — 1

alapjan becsiilhet:
e — 2| < |ye — 2°] + [2° — 24 (7.5)

49



A stabilitas miatt (7.5) jobb oldalan mindkét tag kicsi, tehéat osszegiik is az. ]

A kovetkezdkben e logisztikus leképezés paraméter- intervalluméat leszikitjik: 1 <
a < 4, s az itt definidlt dinamika egyensulyi helyzetét és stabilitasat, illetve annak
hidnyat elemezziik. (0 < a < 1 érdektelen, mert minden pélya a 0-hoz tart.) Helykimélés
céljabol kozos tablazatban mutatjuk be a négy kiilonb6z6 paraméterértékre, de azonos
kezdgéértékre vonatkozo dinamikat. Az z.(a) jeldlésben a a paraméter értéke. A palyak
elnevezése csak késGbb valik vilagosabba.

7.1. tablazat. Kiilonbozo paraméteri logisztikus palyadk

Aszimptotikusan

1ds stabil 2-ciklikus 3-ciklikus Kaotikus
t .fEt(Q) .fEt(S,z) xt(3,839) .fEt(4)
0 0,140 0,140 0,140 0,140
1 0,241 0,385 0,462 0,482
2 0,366 0,758 0,954 0,999
3 0,464 0,587 0,168 0,005
4 0,497 0,776 0,535 0,022
5 0,500 0,557 0,955 0,084
6 0,500 0,790 0,165 0,309
7 0,500 0,531 0,529 0,853
8 0,500 0,797 0,956 0,500
9 0,500 0,518 0,160 1,000
10 0,500 0,799 0,516 0,000
11 0,500 0,514 0,959 0,000
12 0,500 0,799 0,152 0,000
13 0,500 0,513 0,494 0,000
14 0,500 0,799 0,960 0,001
15 0,500 0,513 0,149 0,003

ElGszor egy elemi tételt mondunk ki, amelynek szabatos bizonyitasahoz azonban
magasabb matematikara lenne sziikség.

7.2. tétel. a) Ha egy f fiiggvény folytonos, és a [0, 1] szakaszt énmagaba képzi
le, akkor létezik legalabb egy fix pontja: z° = f(z°) € [0,1].

b) Ha egy f fiiggvény emellett még szigorian névekvd és szigorian konkév, akkor
pontosan egy fix pont létezik, és a (7.1) iteracio tart ehhez a fix ponthoz.

Bizonyitas. a) Ha f(0) = 0 vagy f(1) = 1, akkor z° = 0 vagy 1 fix pont.
A tovabbiakban kizarjuk &ket. Ekkor szemléletesen magétol értet6dd az allitas: az
y = f(x) gorbe az y = z atlo f616tt indul: f(0) > 0, alatta végzdédik: f(1) < 1, kézben
legalabb egy helyen metszi az atlot: f(x°) = z°.

b) Ha a leképezésnek legalabb két kiilonbozé fix pontja lenne, akkor két szomszédos
fix pont kozti szakaszon a szigorii konkavitas nem allhatna fenn.
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A szigoru konkavitas miatt igaz a kovetkezs egyenlGtlenség-rendszer:

ha = <2a° akkor r < f(x) <x% (7.6a)

ha x> x°, akkor x> f(x) > z°. (7.60)

Feltevés szerint igaz, hogy

ha Ty < x°, akkor Ty < Tpqpq < x5 (7.7a)

ha x> x°, akkor 20 < X1 < X4 (7.7b)

Az a) esetben egy feliilrgl korlatos monoton névekvs sorozatunk van, a b) esetben pe-
dig egy alulrol korlatos monoton csokkend sorozatunk van — mindkett$ konvergens. A
folytonossag miatt a hatarérték a fix pont. ]

Egy példat mutatunk a 7.2. tétel alkalmazasra.

7.2. példa. (folytatas) Az f(x) = \/z egyenlet fixpontja z° = 1, és ez globalisan
aszimptotikusan stabil.

A kovetkezd példa csak szellemében kapcsolodik a 7.2. tételhez.
7.3. példa. Mar az okori babiloniaiak is egy (7.1) alaku iteracios eljarassal koze-
litették meg a v/2-t a kovetkezs eljarassal — tetszéleges zo > v/2 kezdsértékkel:

1 2
$t+1:§<$t+—), t:(),l, (78)

Tt
7.1. feladat. Alkalmazzuk a 7.2. tétel gondolatmenetét a (7.8) iteracioral

Mit mondhatunk, ha f nem mindeniitt névekszik?

Kovetkezmény. Tegyiik fol, hogy a 7.2.a tételbeli figguény csak a fixpontot
tartalmazo [0, x*] szakaszon (0 < x° < x*) novekszik, utina csékken. Az x° pont ekkor
1s globdlisan aszimptotikusan stabil.

Bizonyitas. Elegendd az z* < xy < 1 kezd@allapotokra szoritkozni. Mivel f
itt csokken, 1 = f(xg) < f(z*) < z*, azaz x; < z*, a folyamat visszatér a névekvg
tartomanyba. [

Alkalmazzuk a 7.2. tétel kovetkezményét a logisztikus fiiggvényre, ahol z* = 1/2.
(A 7.1. tablazat 1. palyaja aszimptotikusan stabil, mar a ¢ = 5 idGszakban eléri az
egyensilyi helyzetet — legalabbis az els6 3 tizedes jegyben).
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7.3. tétel. a) 1l < a <4 esetén a (7.2) logisztikus rendszer egyenstilyi helyzete

a—1
0= € (0,1).
=" € (0,1)

20 2

b) 1 < a < 2 esetén az x° < 1/2 egyensulyi helyzet — kivételes kezddallapotoktol
(xo = 0 és 1) eltekintve — globalisan aszimptotikusan stabil.

Valojaban a logisztikus leképezésnek még egy egyensulyi helyzete van, a trivialis 0
pont, ettsl azonban eltekintiink. Nemcsak az onnan, de az 1-bdl (illetve 0,5-bdl stb.)
indul6 palya is a 0-ba ugrik, és ott is marad.

Nehezebb a stabilitasi elemzés, ha f a fix pont mindkét oldalan csdkkend (példaul
a logisztikus fiiggvénynél 2 < a < 3). Ekkor tjabb fogalmat vezetiink be. Ha (7.3)-ban
L < 1 all, akkor a leképezést kontrakcionak (zsugoritasnak) nevezik, ez szavatolja az
egyensilyi helyzet egyértelmtiségét és globalis aszimptotikus stabilitdsat. Pontosabban,
csak heurisztikus bizonyitast adunk a 2.1. tétel nemlineéris altalanositasara:

7.4.% tétel. Ha a [0, 1] szakaszt az f leképezés 6nmagéba képzi le, és zsugorit,
azaz alkalmas 0 < q < 1-re

|f(z) = f(y)| <qlzr —y|  minden  (z,y)  parra, (7.3q)

akkor az egyensiilyi helyzet létezik, egyértelmi és globalis aszimptotikus stabil.

Megjegyzés. A 7.4.% tétel feltételei bizonyos mértékben sziikségesek is. Pél-
daul az f(x) = 0,5(z + 3) leképezés a [0, 1] szakaszt az [1,5; 2] szakaszba képezi le, és
természetesen nincs fix pontja. A zsugoritds mar a lineéris leképezésnél is sziikséges a
stabilitashoz. Az a meglepd, hogy ezek a feltételek elégségesek.

Bizonyitas. Az egyenstly létezését mar a 7.2. tételben belattuk. Az egyértelmi-
séget ismét indirekt igazoljuk: legyen z° # y° két fix pont: z° = f(x°) és y° = f(y°).
Felirva rajuk a zsugoritasi feltételt:

ly® — 2 = |f(y°) = f(2°)] < qly® — 2°|.

Egyszertsitve |y° — z°|-vel: 1 < ¢ < 1 — ellentmondaés.
A globalis stabilitast heurisztikusan igazoljuk:

w1 — 2% = [f (@) — f(2°)] < qlay — 2°].
Teljes indukcioval: |z; — x2°| < ¢'|zg — 2°| aszimptotikusan tart 0-hoz. ]

A 7.4.%* tétel alkalmazéasaként adodik a

7.5. tétel. a) 2 < a < 3 esetén az x° egyensiilyi helyzet — kivételes kezddallapo-
toktol eltekintve — globélisan aszimptotikusan stabil, b) 3 < a < 4 esetén instabil.
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Bizonyitas. a) Vonjuk ki egymasbol az

2

Ti41 = ATy — QT és z° = az® — a(x°)?

egyenletet, és vezessiik be az T; = xry — x° eltérésvaltozot. Ekkor
jx‘t+1 = afvt - (l([l?t + ZL‘O)IIA?t = (1 — Cl[l?t)ft.

Ha —1 < 1 — ax; < 1 teljesiil, akkor a 7.4.* tétel értelmében igazoltuk a stabilitast.
Ehhez csak azt kell feltenniink, hogy z¢ < 2/a, mert ebbdl mar kovetkezik z;41 < 2/a.
A befejezést az Olvasora hagyjuk.

b) Ha 3 < a < 4, akkor a fix pont koriil indul6é palyék széttartanak, hiszen z;
egylitthatoja kisebb mint —1. [

Ciklusok

A természetben szamos dinamikus rendszer palyaja ismétlédik, azaz ciklikus (4. fejezet).
Példaul a Nap koriil keringd Fold (kerekitve) 365 naponként visszatér eredeti helyzetébe.
A szivverés és a légzés is periodikus. Diszkrét ideji rendszerben egy P > 1 természetes
szdm esetén P-ciklusrol beszéliink, ha az f leképezés hatasara keletkezd (xy) péalya P
idgszakonként ismétiddik, de korabban nem. Formalisan: az (x1,xs, ...,xp) vektort
P-ciklusnak nevezziik, ha teljesiil a kévetkez§ egyenl&ségsorozat:

ro = f(x1), P rp = f(zp_1) és r1 = f(xp).

Ebbdl kovetkezik, hogy tetszéleges természetes k-ra xpgir = ., v = 1,2, ..., P. Elfa-
jult eseteket kizarandoé feltessziik, hogy a nevezett vektor minden eleme kiilonb6zs.

A linearis esetben a 2.2.-2.3. és a 4.1. alfejezetben mar talalkoztunk a fiirészfog-
ciklussal, amely azonban szinte trividlis: a kezdGallapot ismétlédik. Annéal érdekesebb
viszont a 7.1. tablazat 2. palyaja, mert az fiiggetlen a kezdGallapottol, egyébként
a t = 12. id&szakban kozelitSleg visszatér a 2 idGszakkal kordbbi helyzetébe, és ez
rendiiletleniil ismétlédik. Ezt fejezi ki altalanosabban is a

7.6. tétel. A (7.2) logisztikus leképezésnek pontosan egy 2-ciklusa van, ha
3<a<d4.

Bizonyitds. Egyeldre tegyiik f6l, hogy valoban van 2- ciklus, jele (z1,z3). Ekkor
igaz, hogy
x9 = axy(l —xq) és x1 = axe(l — x3).

Behelyettesitve a méasodik egyenletet az elsébe (vagyforditva):

z, = alax, (1 — x,)][1 — az,(1 — z,)], r=1,2.
x,-ben negyedfoku egyenletet kaptunk, amelynek egyik gyoke x3 = 0, a masik gyoke a
7.4a. tételbeli fix pont: x4 = (a—1)/a. Elhagyva az indexet, végrehajtjuk a szorzasokat,
majd elosztjuk az egyenletet x-szel:

a*z® —2a®r* +a*(1+a)z+1—a® =0.
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A kapott harmadfoku egyenletet (z —x4)-gyel osztva, egy masodfoku egyenletet kapunk:

a’r? —ala+ 1)z +a+1=0.

Az ismert megoldoképletet alkalmazva megkapjuk a feltételezett 2-ciklust:

(a+1)£+/(a+1)(a—3)
2a ’

T1,2 = (79)
A megadott paraméterszakaszon 0 < 12 < 1.

Figyeljiik meg, hogy ha az a paraméterrel feliilrél kozelitjiik a = 3-at, akkor a 2-
ciklus mindkét eleme az eltting diszkriminans miatt az éppen instabilla valo egyensilyi
helyzethez tart. Forditva haladva, azt mondjuk, hogy az egyenstlyi helyzet a valtoza-
sakor kettéagazik. [

Megjegyzések. 1. Magasabb matematikai eszk6zokkel belathato, hogy 3 < a <
14 V6 = 3,44... esetén a kivételektdl eltekintve, akarmilyen kezdallapotbol inditjuk e
rendszert, a palya aszimptotikusan tart a (7.9)-ben megadott 2-ciklushoz. Az egyensilyi
allapot azonban instabil, és a palyak nagyon érzékenyen fliggnek az xq kezdGértéktdl.

2. Persze, figyelembe kell venni, hogy (z2, 1) is geometriailag ugyanezt a 2-ciklust
adja meg, mint (z1,x3).

7.4. példa. Ha az a paraméterérték névelése miatt a (7.9)-beli 2-ciklus instabilla
valik, akkor (7.2)-nek még létezik mas ciklusa is, csak nincs ra explicit képletiink. A 7.1.
tablazat 3. palyaja egy 3-ciklushoz tart, amelynek pontjai 6 tizedes jegyre kerekitve:

x1 = 0,149888; x9 = 0,489172 és x3 = 0,959299.

(A 7.1. tablazatban a 3-ciklus az els6 15 idGszakban még nem jott létre.) Sét, ez a
ciklus globalisan aszimptotikusan stabil: kivételes kezdGértékektsl eltekintve, az Gsszes
palya ratekeredik e ciklusra.

Egy meglepd tétel (Sarkovszkij, 1963) szerint a 3-ciklus létezésébdl kovetkezik, hogy
akarmilyen P > 1 egészre P-ciklus is létezik. Persze, a 7.2. példaban ezek a ciklusok a
3-ciklus kivételével instabilak.

Csak megemlitjiik, a kaotikus dinamikaban fellépd bonyolult,latvanyos halmazokat
nevezte el 1975 koriil Mandelbrot fraktdlnak (magyarul tortnek, ti. a dimenzioja(!) tort
szam), de mar 1830 koril megjelentek a matematikiaban, csak sokéaig buvopatakként
csordogéaltak.

7.2. Kaotikus viselkedés matematikaja

Van olyan szerz6, aki mar a 7.3. példat is kaotikusnak nevezi (erre utal a ,3-ciklus
kaoszt implikal” elnevezést Li—Yorke-tétel (1973)). Mi azonban szigorubbak vagyunk,
ebben az esetben csak dtmeneti kioszrol beszéliink, hiszen véges idén beliil a stabil ciklus
kornyékére érve a tovabbi Gt mar elérejelezhetd.

A kovetkezSkben méar valoban megérkeziink a cimben szereplé kaotikus viselke-
dés vilagaba. Nemcsak azt latjuk be, hogy a = 4-re a logisztikus rendszer majdnem
mindeniitt érzékeny a kezddéfeltételre, azaz elérejelezhetetlen, hanem tovabb is 1épiink:
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akdrmennyi id6 eltelte utan megmarad a hatarozatlansag, azaz a tovabbi pélya érzéke-
nyen fiigg az x; allapottol. A 7.1. tablazat 4. palyaja valoban szeszélyesen viselkedik: 3
tizedes jegyre kerekitve (de tobb tizedes jeggyel szdmolva), a péalya a t = 9 idgszakban 1,
utana 4 idGszakon keresztiil a trivialis egyensulyi helyzetben (legalabbis annak nagyon
kozeli kornyezetében) rejtézik, majd a 14. és a 15. idészakban djra néni kezd. Ez is a
kezdeti értéktsl valo érzékeny fliggGséget mutatjal

7.7. tétel. Azuxyy = 4dx(1—xy) leképezés esetén a dinamika majdnem mindentitt
érzékeny a kezddfeltételre.

Bizonyitas. A dinamikat az z; = sin® ¢, transzformacio segitségével vizsgal-
juk meg. Felhasznalva a sin2p = 2sinpcosy képletet, egyszert szamolassal adodik
sin® ;41 = sin® 2, azaz elhagyva a 2rk eltéréseket (k=1,2,...),

Spt—i—l = 2@15
Legyen a szomszédos palya yy11 = 4y (1 — ;). Az y, = sin? 1), jeloléssel,

¢t—|—1 = 277Z)t.
A két szogdinamika eltérése 0 < 1oy — ¢ < 7 esetén Yy11 — pi11 = 2(Yr — 1) stb. az
L = 2 korlat élessége miatt a dinamika kaotikus. ]

Azt, hogy &ltalaban milyen bonyolult kérdésrél van sz6, jol mutatja, hogy nem
tudjuk megmondani, hogy a = 4-en kiviil mikor kapunk még kaotikus viselkedést. Csak
az ismert, hogy a kaotikus palyat ad6 a paraméterek ,sokan” vannak, és a [3,57..,4]
szakaszon helyezkednek el.

Természetesen sok mas kaotikus rendszer létezik, példaul az tn. sdtorleképezés,
ahol /
2z, ha 0 <z <1/2;
f(x)_{z—zx, ha 1/2 <z < 1.

7.2. feladat. Hatarozzuk meg a satorleképezés 2-ciklusat!

7.3. Hatarciklus és kaotikus beruhazasi ingadozasok

Csak vézoljuk a 4.3. beruhézasi modell nemlinearis altalanositasat, amely hatéarciklust
és kaotikus palyakat is ad.

Az az alapétlet, hogy a (4.12) és (4.13) egyenlet csak terv, (p fels6 index utal ra —
a latin beti utal arra, hogy nem kitevérsl van szo):

IP=1%+B(Y,-1 — Yioo) (7.10)
és
CP = C* +4Y; 1. (7.11)

Feltessziik, hogy ez a lineéris rendszer robban, s csak a beruhézési terv alsé (I%), és a
fogyasztas felss (Y'F) korlatja tartja korddban a valésdgos rendszert, amelyet a teljes
foglalkoztatas Y felsé korlatja minusz a tényleges I; beruhazas ad. Képletben:

I = IP, halI} >TIY
70, halP<It
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és
0, = CY, ha CF < Y¥ — I7P;
YF—If, haC’fZYF—If;

7.5. példa. Hatarciklus. A 4.3. alfejezet linearis ciklusmodelljében a kilengés
nagysagat a kezdeti feltétel donti el. Most egy olyan beruhézasi ciklust mutatunk be,
amelyben a kilengés fiiggetlen a kezdeti feltételtél — hatarciklus.

A 4.3. tablazat adataiban 8-t 1-rél 1,5-re noveljiik, I = 0 als6 korlatot és YF = 1,1
fels6 korlatot alkalmazzuk, Yy = 1 és Y7 = 1,06 kezdeti feltételekkel. Azonnal a felsé
korlatba iitkézve a kibocsatas csak 2 id@szakot tolt ott, majd egészen 7. idGszakig
folyamatosan csokken, stb.

7.2. tablazat. Beruhdzds: hatdrciklus

Ev GDP Fogyasztas Beruhézas
t Y; Cy Iy
0 1,00
1 1,06
2 1,100 0,815 0,285
3 1,100 0,845 0,255
4 1,041 0,846 0,195
bt 0,929 0,822 0,107
6 0,803 0,775 0,027
7 0,728 0,723 0,005
8 0,776 0,692 0,084
9 0,978 0,712 0,267
10 1,100 0,600 0,500
11 1,100 0,722 0,378
12 1,041 0,846 0,195

7.6. példa. Kaosz. Ahhoz, hogy kéoszt kapjunk, a (7.11) fogyasztasi egyenletbe
még két késleltetést beletesziink:

CP =C*4+mYi_1 4+ 7Y o+ 13Yis. (7.12)

Az YT =15 1% =02, C* =0;7m =01 72 =03; 93 =04, 7 =71 + 72+ 73 = 0,8;
A =1 —~; I = —0,1; 8 = 2,25 rendszer, 1-es induléallapot: Y_1(1) = YF, Y _5(1) =
YF 6s Y o(1) = Y, és csak Y_1(2) = Y¥ — 0,001 kiilonbozik, minimalisan. A két
szomszédos palya nagyon gyorsan tavolodik egymaéstol, de korldtosak maradnak, néha
majdnem talalkoznak — kaotikusan viselkedik a rendszer.
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7.3. tablazat. Kaotikus beruhdzdst ciklus

Ev GDP(1) GDP(2) Ev GDP(1) GDP(2)
t Yi(1) Yi(2) t Yi(1) Yi(2)
0 1,300 1,298 10 0,898 0,905
1 1,280 1,279 11 0,888 0,894
2 1,273 1,276 12 0,906 0,910
3 1,216 1,223 13 0,958 0,957
4 1,115 1,117 14 1,039 1,033
5 1,085 1,089 15 1,136 1,125
6 1,062 1,070 16 1,227 1,213
7 1,025 1,038 17 1,283 1,269
8 0,972 0,988 18 1,278 1,267
9 0,929 0,938 19 1,192 1,188
20 1,116 1,106

Ebben a fejezetben a diszkrét ideji skalar dinamikus rendszert tanulmanyoztuk.
Megvizsgaltuk az egyenstlyi helyzet 1étezését és stabilitdsat. Példat kozoltiink 2- és 3-
ciklusokra. Végiil bemutattunk egy olyan rendszert, amely el6rejelezhetetleniil mikodik:
kaotikusan viselkedik. A lehetd legegyszertibb rendszerekre szoritkoztunk, s eltekintet-
tiink a tobbvaltozos, tobb iddszaki késleltetést rendszerek elemzésétsl. A folytonos idejii
rendszerek vizsgalata is fontos lenne, de meghaladna kereteinket.
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8. Adbémoral és adoztatas: harom modell

A modern gazdasagban az allam jelentGs adokat ré ki a vallalatokra és az egyénekre,
de a befizetés (az adocsalas) foka fligg az adomoraltol. Az itt bemutatandé modellek-
ben kulcsszerepet jatszik az adomordl — itt egy valés szdm, amely az adokulcs mellett
meghatarozza, mennyi jovedelmet vall be az allampolgar. Az adémoral kozvetleniil nem
mérhetd, de létezésére és értékére kovetkeztethetiink. Minél jobb egy tarsadalom adémo-
ralja, (adott adérendszer mellett) annal kevesebb jovedelmet titkolnak el az adofizetsk.

Ebben a fejezetben harom erdsen stilizalt kozgazdasagi modellrdl lesz szo. 1) Egy
azonossagot elemziink, amely leirja az adobevétel fliggését az adokulcstol és a csalastol.
2) A maéasodik modell egy optimalizalas mentes, a 3) a harmadik modell egy optimaliza-
lason alapulé modellt elemez.

8.1. Egy azonossag

Azt remélem, hogy adézéasi modelljeim — minden hibajuk ellenére — segitenek az adoz-
tatas alapkérdéseinek megértésében. Kiilon hangsilyozom, hogy nem foglalkozom az
adomoral eredetével, adottnak veszem. Egyik modellben sincs adohivatal, amely eseti
ellendrzéseivel feltarja az addcsalast, és biintetéssel sijtja az addcsalot. Ugyancsak fi-
gyelmen kiviil hagyom, hogy az addkulcs emelése — a nettd jovedelem csokkentése miatt
— valamennyire csokkenti azt az idémennyiséget, amelyet adott évben az allampolgar
hajlandé munkaval tolteni. Végiil elsiklom af6lott, hogy kiilénb6z6 foglalkozasi agakban
kiilonbo6z6 az adocsalas lehetGsége. A 8.1. tablazatban stilizalt adatok alapjan feltiinte-
tek 3—-3 orszagot, ahol kozepes, illetve erés az adémoral, viszont kicsi, kdzepes és nagy
az allami Gjraelosztas. Az egyenlStlenségek a vélelmezett joléti sorrendet mutatjak: a
kozepes adomoral mellett a cseh, az erés mellett a svéd rendszer tiinik optimalisnak.

8.1. tablazat. Adomordl, jovedelem- jraelosztds és jolét

Ujraelosztés Kicsi Kozepes Nagy

foka (kb. 30%) (kb. 40%) (kb. 50%)
Adoémoral
Kozepes Szlovakia < Csehorszag > Magyaro.
Erés Japan < Németo. < Svédorszag

A modern gazdasiagokban az adok latvanyos szerepet jatszanak: a nemzeti jovede-
lem 30-60%-4t is elérik. (Ebbe a szamba beleértend6k a nemzeti jévedelem 5-15%-at
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kitevs allami nyugdijakat fedezd jarulékok is, de az egyszertiség kedvéért itt nem foglal-
kozom veliik kiilon.) Egyrészt az allam kozjavakat (utakat, iskolakat, korhazakat stb.)
épittet és miikodtet az adokbol, masrészt a gazdagabbak befizetéseibsl tamogatja a sze-
gényebbeket. Kiilonboz6 orszagokban az adémoraltol is fiiggden kiilonb6z6 mértékben
titkoljak el az allampolgarok adokoteles jovedelmiiket. Izgalmas és fontos kérdés: az
adomoralt figyelembe véve mekkora adokat rojon ki az allam? A vélasz ellentmond a
naiv elképzelésnek: minél gyengébb az adémoral, annal kisebb adoékulcsokat érdemes
kiréni.

Tovéabbi egyszertisités: személyi jovedelemadora (réviden: szja) szoritkozunk (reali-
sabb modellben tovabbi adokat, példaul az altalanos forgalmi adot is bevonnam). Fajo
szivvel figyelmen kiviil hagyjuk az adokedvezményeket és a magasabb adékulcsokat, s
csupan egykulcsos szjat modelleziink (Magyarorszagon 2012 6ta egyébként egykulcsos
az szja). Feltessziik, hogy a befolyt adot az allampolgarok kozott egyenlGen szétosztjak,
s a nettojovedelem- kiilonbségek mérséklése mellett ez a pénz teljesen fedezi a fizetGssé
tett kozjavak fogyasztasat.

Egy egyszerii azonossaggal kezdiink, amely kés6bb hasznunkra lesz. A tarsadalmat
kiilénb6z6 jovedelmt allampolgarok alkotjak, a tipusok szama I > 1 természetes szam,
és az i = 1,2, ...,1 tipusu egyén jovedelme w;, népességbeli sulya (részaranya) f;.
Ekkor az atlagos jovedelem Ew = Zfil fiw;. Az allam egykulcsos szjat alkalmaz, ahol
az adokulcs t valos szam, 0 <t < 1. Néha elhagyjuk a megkiilonboztets ¢ als6é indexet,
azaz a w jovedelmd allampolgarnak tw adot kellene befizetnie, de tokéletlen adémoralja
miatt jovedelme egy részét (e-t) eltitkolja. Mar emlitettem, hogy a valdsidgot nagyon
leegyszertisité modelliinkben az adoéztatas egyetlen célja: az adézas utdn maradoé nettod
jovedelme mellett mindenkinek azonos v alapjévedelmet biztositson. Folteszem, hogy az
(adozas el6tt) atlagjovedelem éppen egységnyi, jele: Ew = 1, tehat az eltitkolt jovedelem
(értsd: a teljes és a bevallott jovedelem kiilonbsége) varhato értéke Ee < 1. Mivel az
allam a teljes adobevételét alapjovedelemként szétosztja, az alapjovedelem egyenls az
adokulcs és az atlagos bevallott jovedelem szorzataval:

v =tE(w—e) =t(1 - Ee). (8.1)

8.1. példa. A nagysagrendek tisztazasa érdekében célszerii az (8.1) azonossagot
kozelits, kicsit manipulalt magyar adatokkal kitolteni: v = 3/8; Ee = 1/4, tehat a
képzeletbeli Gsszesitett adokules t = 1/2.

8.2. Adobcsalas optimalizalas nélkiil

Eddig nem probaltuk megmagyarazni az eltitkolt jovedelem nagysigat. Az optimaélis
adocsalasi modell eredményét megelSlegezve, most hiivelykujj-szabélyként feltessziik,
hogy az eltitkolt jovedelem (jele: e) és a teljes jovedelem hanyadosa az adokulcs és az
adomoral (u) hanyadosa:

t
=—, azaz e=pu ttw. (8.2)

Vigyazat, az adocsalas nagysaga ennél aranyosan kisebb: te = p~1t2w!
Szémpélda: w=1,t=0,3 és u = 1,5 esetén e = 0,2.
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Ahhoz, hogy a modell értelmes legyen, az eltitkolt jovedelemnek kisebbnek kell
lennie a jovedelemnél, azaz t < pu. Ahhoz, hogy ez még a maximalis t = 1 adokulcsnél
is fennalljon, f6ltessziik, hogy u > 1.

(8.1) és (8.2) értelmében az adobevétel-adokulcs-fliggvény

y(t) =t(1 —p~ ) =t — p 2 (8.3)

Jelolje rendre wy, és wy; a legkisebb és a legnagyobb jovedelmet. Mivel az atlag-
jovedelem 1, ezért — az egyforma jovedelmek trividlis esetétsl eltekintve — feltehetjiik,
hogy 0 < wy, < 1 < wy. Az allamnak itt nagyon egyszeri célja van: maximalizalni
akarja az adobevételeket. Az elemzés folytatdsdhoz a 2.4. tételre van sziikségiink. A
kovetkezs tétel megadja a maximalis adobevételt jelenté adokulcsot.

8.1. tétel. a) Feltéve, hogy az adémoralra teljesiil 1 < p < 2, a (8.3)-beli dtlagos
adobevétel akkor maximaélis, ha az adolulcs az adéerkélcs fele:

== 8.4
g (8.4)
b) Ekkor minden allampolgar jovedelme felét titkolja el: e* = w/2, és az igy ad6do
alapjovedelem azt adderkolcs negyede:

Y(1/2) = p/4. (8.5)

Bizonyitds. a) A 2.4. tétel jelolései szerint (8.3)- ban A = ! és B = 1.
Innen adodik (8.4). Mivel az adokulcs értelemszertien legfeljebb 1, sziikség van a p < 2

feltevésre.
b) (8.4)-et behelyettesitve (8.2)-be, majd (8.3)-ba, adodik (8.5). 1

Megjegyzések. 1. Ez a modell nagyon merev, hiszen az eltitkolt és az eredeti
jovedelmek arénya az adomoral értékétol fliggetlentil 1/2. Mégis, 1 = 1 esetén a magyar
adatok kozelitéleg reprodukalhatok: a t = 0,5 adokulcs Ee = 0,25 adocsalast ad.

2. Egy jobb modell esetén nem kellene feltenniink, hogy pu < 2. Ez a korlatozas
karos, mert feleslegesen kizarja azokat a gazdasagokat, ahol o > 2, tobbek kozt a fehér
gazdasigot, ahol u = oo, azaz e* = 0.

8.3. Optimalis ado6csalas

Ratériink a bonyolultabb modellre. Most minden allampolgar optimalizaladssal dont az
adoeltitkolasarol, és az adobevételek helyett az allam egy bonyolultabb célfiiggvényt ma-
ximalizal, amely az alapjovedelem mellett valamennyire figyelembe veszi az adofizetSk
kiilénb6z6 csoportjainak célfiiggvényét is. (A modern kozgazdasidgtanban a célfiiggvény
alapfogalom, s minden szereplS sajat célfliggvényét maximalizalja lehetGségein beliil:
a fogyaszté a hasznossagot, a vallalat a profitot, és az allam j6 esetben a tarsadalmi
jolétet.) Megemlitjiik, hogy itt egy olyan tobbszereplSs dinamikus (Stackelberg-) jaték-
rol van szo, ahol a szerepl6k nem egyszerre lépnek: az allam lép elGszor az addkules
meghirdetésével, és erre reagalnak az allampolgarok az adocsalassal.

A bevezetében mar szoltam a nagyobb fogyasztas okozta 6rom és nagyobb csalés
miatt érzett szégyen viaskodésérol. Ennek leirdsahoz sziikségiink van a fogyasztas és
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az adocsalas viszonyara is. Ha az allampolgar nem titkolné el jovedelme egy részét,
akkor fogyasztasa a nettd jovedelem: (1 — t)w és az alapjovedelem: (t) Gsszege lenne.
De letagadja jovedelme egy részét: e, azaz adot ,takarit meg” te, s ezzel noveli a
fogyasztasat:

c=(1—-thw+te+(t). (8.6)

A legegyszeriibb U(c, e) hasznossagfiiggvényt akkor kapjuk, ha feltételezziik, hogy a
kétvaltozos fliggvény két egyvaltozos fliggvény kiilonbsége, és a kisebbitendd a fogyasztas
homogén linearis, a kivonandé pedig az eltitkolt jovedelem kvadratikus fiiggvénye. Az
adomoral most azt mutatja, hogy mennyire hat kedvezétleniil az adocsalas az addzo
kozérzetére. Képletben:

Ule,e) = 2¢ — pw™te?. (8.7)

A p szorzdé mellé bevettiik még a w~! szorzot is, mert ha a 2. allampolgar jovedelme

A(> 1)-szor nagyobb, mint az 1.-¢, akkor a A-szoros jovedelem- eltitkolas nem A2-szeres,
hanem csak A- szoros szégyent okoz.
Behelyettesitve (8.6)-ot (8.7)-be, adodik az 1j, szarmaztatott hasznossag:

Ulw, €] = 2(1 — t)w + 2te + 2y(t) — pw e (8.8)
Adottnak véve ~-t, most optimumként adodik az egyszeriibb modellben 6nkényesen

feltételezett (8.2)-beli jovedelem-eltitkolas.

8.2. tétel. Ha a w jovedelmi allampolgéar adécsalasaval a (8.8) célfiiggvényt
maximalizalja, akkor az optimalis jovedelem-eltitkolast (8.2) adja.

Bizonyitds. (8.8)-ban csak 2te — pw~1e? fiigg kozvetleniil e-t6l. Most B = 2t és
A = pw~? szerepel az 2.4. tételben, és (8.4)-bél adodik (8.2). 1

Mivel az allampolgaroknak van hasznossagfiiggvénye, most mar megadhatunk egy
un. tdrsadalmi joléti fiiggvényt, a Rawls-félét, amelyet John Rawls filozofusrol neveztek
el. E szerint a tarsadalom jolétét a legrosszabb helyzeti tagjanak (realisabban: tagjai-
nak) a maximalis hasznossaga adja. Esetiinkben ez a legkisebb jévedelmi allampolgar
hasznossagfiiggvényének maximuma — itt a ¢t addkulcs fliggvényében:

V(t) = Ulwm, €*(t)]. (8.9)

Most meghatarozhatjuk a tarsadalmilag optimalis adokulcsot.

8.3. tétel. a) A Rawls-féle optimalis adokulcs

1 —wpy
2 — Wy

t* = p > 0; (8.10)

feltéve, hogy az adémoralra teljesiil, hogy

(8.11)



b) A (8.10)-beli t* () adékulcs—adémorél- fiiggvény lineéris és névekvd, valamint
az optimalis jovedelem-eltitkolas mértéke fiiggetlen az adémoraltol:

e* 1—wpy 1
— = —. 8.12
w 2 — Wy < 2 ( )
c¢) Az optimélis alapjovedelem értéke
1—w
= Ty 8.13
7= G w (8.13)
Bizonyitas. a) (8.9), (8.8), (8.3) és (8.2) értelmében
V(t) = 2(1 — t)wm + 2tp~ Hwy + 2t(1 — p ') — pwgt (™ Hwy)?.
Rendezve,
V(t) = 2wy + (2 — wm )t — (2u~ " — p w2
Innen mér az 2.4. tétel valoban megadja a tarsadalmilag optimalis adokulcsot.
b) és ¢) Egyszert behelyettesitéssel. ]

Megjegyezziik, hogy a bonyolult modell optimuma nulla minimaélis jévedelem mel-
lett az egyszert, bevételmaximalizald modell optimumat adja.

8.1. feladat. a) Igazoljuk, hogy a Rawls-féle optimalis adokules kisebb, mint az
adomaximalizalo kules! b) Igazoljuk, hogy minél nagyobb a minimaélis jovedelem, annal
kisebb a tarsadalmilag optimélis Rawls- féle adokulcs!

Ezen a ponton szampéldan szemléltetjiik a bonyolultabb modellt.

8.2. példa. A (8.10) értelmében wy,, = 0,5 mellett az p = 1,5-es adoémoral ad
t* = 0,5 adokulesot. (8.12) és (8.13) képlet alapjan ekkor rendre e* = 0,5/1,5 = 1/3,
v =0,5-(2/1,5%) 1,52 = 1/3.

Végiil még egy feladatot tiizok ki.

8.3. feladat. MindenekelStt bemutatom a legegyszertibb, kéttipusos népességet,
ahol a wy, < 1 jovedelmiiek mellett vannak wy; > 1 jovedelmiiek is. A két tipusbol &llo
népességbeli stlya rendre f,, > 0 és fyy > 0,

a) Ha a tarsadalmi joléti fliggvényt nem Rawls, hanema kozonséges silyozott szam-
tani atlag szerint szamoljuk:

W(t) = fmUlwm, " (t)] + fmUlwwm, e*(t)], (8.14)
akkor a tarsadalmilag optimalis adokulecs 0, s nincs jovedelem-eltitkolas: e* = 0.

b) Hogyan kellene modositani a hasznossagfiiggvényt, hogy ebben az esetben is pozitiv
legyen a tarsadalmilag optimalis adokulcs?
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9. Harom népességdinamikai modell

Az egyes orszagok népességének (létszamanak és kordsszetételének) alakulasa gazda-
sagilag és politikailag egyarant érdekes. 1) Legegyszertibb modelliinkben a sziiletések
és a halédlozasok kiilonbségével magyarazzuk a népsségszam valtozasat. 2) Bonyolul-
tabb a helyzet, ha a sziiletéseket a jelenleg dolgozok, a halalozésokat az el6z6 idGszak
dolgozéi létszamaval magyarazzuk. 3) Erdekes eredményeket kapunk, ha a sziilsképes
nékén beliil megkiilonboztetjiik a fiatalabb és az id&sebb néket. Végiil levonok néhany
kovetkeztetést.

9.1. Sziiletés és halalozas

Mikdzben a harmadik vilag jelentés részében még tart a népességrobbanas, a fejlett vi-
lag egyes orszagaiban dramai iitemt népességfogyas és oregedés tapasztalhato, ez utdobbi
alol mas orszagok (pl. Kina) sem kivételek. Példaul Magyarorszagon az 1980-as 10,7
milliés népességmaximum elérése 6ta ma mar 10 milli¢ ala csckkent a létszam. De ennél
sokkal sulyosabb a nemzedéki (korosztélyi) aranyok eltolodésa: jelenleg az idGsek (60
éven felettiek) aranya 20%, de 2050-re 40% varhato. Nem nehéz belatni, hogy ezek a
fejlemények fesziiltségekhez vezetnek a nyugdij- és az egészségiigy teriiletén, bar az op-
timistak szerint az idGsek egészségi allapotéanak folyamatos javuldsa nyomén jelentGsen
emelkedik majd az id6sek munkakinalata, s ez enyhiti e fesziiltségeket. Fontos kérdés a
vandorlés, de ezzel a jegyzetben nem foglalkozunk.

Az eddigiekbdl is lathatd, hogy a demografia fontos. Itt azt szeretném igazolni,
hogy elméletileg is érdekes, és gazdag modellezési lehet&ségei vannak. Harom modellt
mutatok be. Az 1. modell annyira egyszert, hogy alig érdemli meg a modell nevet:
az év eleji népességszam egyenld az el6z6 év eleji népességszammal + sziiletésszam —
halalozasi szam. Ha feltessziik, hogy mind a sziiletésszam, mind a halalozasszam aréanyos
a népességgel, akkor egyszeriien alakul a népességszam stb.

Kulcsszerepet jatszanak az dtmenet-valoszintiségek, amelyek azt mutatjak, hogy
egy adott gyermeknemzedék hanyad része lesz sziilg, illetve nagysziils. A teljes termé-
kenységi ardany pedig azt mutatja, hogy egy né atlagosan hany gyermeket sziil 6sszesen.
Az elemzésben elGszor felirjuk az alapOsszefliggéseket.

Bar elvileg minden pillanatban sziilethet egy csecsemé és meghalhat valaki, a gya-
korlatban célszertitlen évesnél finomabb bontasi népességmodellekkel dolgoznunk. (El-
méleti elemzésben azonban jogosult lehet folytonos koreloszlas alkalmazasa is, de az
nagyon elbonyolitja a matematikai elemzést.) A legegyszertibb demografiai modellben
nincsenek korosztalyok. Eves felosztassal dolgozva, jeldlje a naptari éveket t = 0,1, ..., a
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sziiletések szamat By, a halalozasokét D,, végiil a népesség év végi értékét N;. Konnyen
belathaté a mar emlitett azonossag:

Nt:Nt—1+Bt_Dt7 tZO,]_, (91)

Ha ismerjiik a (B;) és (D;) sorozatot, és N_; kezd&értéket, akkor ismert a népesség
barmilyen évi értéke.

Kicsit tovabb jutunk, ha az adott évi sziiletések és a halalozasok szamat aranyosnak
vessziik az az év eleji népességszammal, ahol b; és d; rendre a sziiletési és halalozasi
aranyszam:

Bt = tht—l és Dt = dtNt—l- (92)

Behelyettesitve a (9.2) egyenletpart a (9.1) egyenletbe:
Nt - Nt_l + tht—l - dtNt—l = (1 + bt - dt)Nt—la t= 0, 1, e (93)

Ezzel eljutottunk a legegyszeriibb tételhez.

9.1. tétel. a) Ha a sziiletési aranyszam adott évben nagyobb mint a halalozasi,
akkor a népességszam névekszik. b) Ha a sziiletési aranyszam adott évben kisebb mint
a halalozasi, akkor a népességszam csokken. c¢) Ha a sziiletési aranyszam adott évben
azonos a haldlozasival, akkor a népességszam allando.

Figyeljiik meg, hogy a tételben nem tessziik fel, hogy a sziiletési és halalozési aré-
nyok id6ben valtozatlanok, csak a kiilonbségiik elGjelérdl beszéliink. A val6sagban nem
is volna helyes feltenni, hogy ezek az ardnyok idében valtozatlanok, hiszen példaul ha
egy orszag népességébdl elttinnének a sziil6képes ndk, akkor a népesség hosszabb tavon
kihalasra van itélve. Ideje attérni egy redlisabb modellre. De el6tte beillesztjiik a 9.1.
tablazatot, amely valogatott évekre tartalmazza a hazai népesség sziilési, halalozési és
létszam adatait. (Ha a 9.1. tablazattal akarnénk ellendrizni az alapegyenlet érvényessé-
gét, akkor vagy minden évet fel kellett volna tiintetniink, vagy Osszesiteni kellett volna
az évtizedes sziiletéseket és haldlozasokat!) Példaul 2010-ben 90,3 ezer {§ sziiletett,
130,4 ezer {6 halt meg, és év végén a népesség létszdma 10 millié 14 ezer f6 volt, tehét
visszafelé szamolva egy évvel korabban a népességszam 10 054 ezer {6 volt.
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9.1. tablazat. Sziletések, haldlozdsok, év végi népesség, Magyarorszdg, ezer f&

év Sziiletési szam Hal4lozasi szam Népesség
t By Dy N

1950 190,4 110,0 9293
1960 146,5 101,5 9961
1970 151,8 120,2 10322
1980 146,7 1454 10709
1990 125,7 1457 10375
2000 97,6 135,6 10222
2010 90,3 130,4 10014

9.2. Gyermekek, sziil6k, nagysziil6k

A kozépiskolai keretekre valo tekintettel az éves bontasnal joval durvabb tagolassal
éliink: csak 3 nemzedéket kiilonboztetliink meg: gyermekeket, sziilket és nagysziiléket.
Esetenként az elemzési idGszak hossza 25 év, régen ezt emberdltének nevezték. A naptari
idgszakok indexe t = 0,1, .... (Természetesen a gyakorlatban éves adatokkal dolgoznak
a statisztikusok és a modellezdk.)

Legyen a t-edik id6szakban a gyermekek szdma K, a sziil6ké M, és a nagysziilcké
P;. A népesség teljes létszama

Nt:Kt+Mt+Pt.

A demografusok megkiilonboztetik a kvetkezs harom fiiggdségi hanyadost, ahol a sziil6k
létszamahoz viszonyitjdk a gyermekek, illetve a nagysziil6k 1étszamat, és az eltartottak
egylittes létszamaét.

Fiatalkori fiigg6ségi hanyados

ki = —. 9.4
=1 (94)
Idéskori fliggGségi hanyados
S (9.5)
bt = M, .
Teljes fliggdségi hanyados
K;+ P,
dt = L = kft +pt (96)

M

Ezek a hanyadosok mutatjak, hogy milyen teher harul a sziil6kre a gyermekek és a
nagysziilék eltartasaban. (Az eltartas szo6 nem jelenti azt, hogy a gyermekek és az id6-
sek henyélsk!) Példaul a gazdasagi fejlédés korai szakaszaiban a fiatalkori fiiggdségi
hényados nagyon nagy: 1-hez kozeli, nehézzé téve a magas szinvonali kotelezs iskolai
képzés finanszirozasat. A fejlédés késéi szakaszaban viszont az idéskori fliggéségi hanya-
dos nagy: szintén 1-hez kozeli érték, megdragitva a nyugdij- és egészségligyi rendszer
finanszirozasat. A teljes fiiggGségi hanyados viszonylag stabil. A 9.2. tablazat a ma-
gyar népességre mutatja be e mutatok alakulasat. Példaul 2000-ben a 19 gyermek és 20
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id6s jutott 100 dolgozokori lakosra. Erdekes, hogy 1970- ben tobb, mint kétszer annyi
gyermek volt mint id&s, mig 2050-re majdnem megfordul az arany.

9.2. tablazat. Korosztdlyi és fliggoségi hanyadok alakulisa Magyarorszagon

Gyermekek IdGsek IdéGskori Teljes
Ev aranya fligg&ségi hanyados
t K /Ny Py /Ny Dt dy
1970 0,283 0,131 0,224 0,706
2000 0,236 0,146 0,236 0,618
2050 0,189 0,262 0,477 0,821

Megjegyzés: gyermekek: 0-19 év, idGsek: 65—. 2050: el6rejelzés.

Ratériink az azonos szamu évjaratokat tartalmazoé modellhez. Az adott korosztaly
létszamesokkenését a 0 és 1 kozti, id6ben valtozo ay és w; pozitiv szamok, az an. tulélés:
valosziniségek hatarozzak meg, amelyek feltevésiink szerint adottak:

Mt = Oéth_l és Pt = tht—l- (97)

Az id6ben valtozd ¢; termékenységi egyiitthato pedig kapcsolatot teremt a sziil6k és a
gyermekek szama kozott:
Kt = QOtMt, Dt > 0. (98)

Megjegyezziik, hogy korabban nagy volt a gyermekhalandosag, s ezen beliil a csecse-
méhalandosag. Példaul 100 évvel ezel6tt hazankban minden 6t6dik jsziilott meghalt
1 éves kora el6tt, és még 50 évvel ezel6tt is minden huszadik csecsemé meghalt. Ma
mar a csecsemdbhalandosag gyakorlatilag megsziint. De nagy csecseméhalandosag esetén
félrevezets a (9.8) termékenységi egyenletiink. Hasonlo a helyzet a sziil6i és a nagysziili
halandésaggal.

A teljes termékenységi egyiitthato altalaban tort szam, s ez csak ugy értelmezhetd,
hogy vannak csaladok, ahol 0,1, 2, stb. szamu csecsemd sziiletik, és ezek gyakorisdga
id6ben valtozik, jelik fo ¢, fi¢, fo,¢, f3,¢,. ... Képletben:

or=fre 1+ for -2+ far-3+---.

A tovabbiakban ezzel a bonyodalommal nem foglalkozunk.

Szokas korfarol beszélni, amikor a vizszintes tengelyre mérjiik {6l a korosztalyok
létszaméat, és a fiiggblegesre a korosztaly életkorat, balra a ndékét, jobbra a férfiakét.
Mi az egyszeriiség kedvéért egynemd népességet modelleziink, elhanyagolva a férfi és
néi szaporodéasi szerepek kozti alapvetd kiilonbségeket. Barmilyen visszasnak latszik e
feltevés, a demografiAban nagyon elfogadott és hasznos. Az interneten szamos valosagos
és képzelt korfat talalhatunk.

A rendszer dinamikijanak meghatarozasahoz meg kell adnunk két kezdGértéket:
M_q-et és My-t. Ekkor (9.7)— (9.8) segitségével meghatarozhaté Py = woM_1 és Ko =
oMy stb. Valojaban M_;-re nincs sziikségiink. Ha ismert My, akkor ismert K| is, és
abbo6l méar ¢ > 1-re minden ismert.

66



A 9.3. tablazat szemlélteti a stilizalt (leegyszertsitett) kinai népességdinamikat,
halandésag nélkiil: oy = 1 és w; = 1. Szamolési kdnnyebbség kedvéért a kezdd idGszak
sziill6inek létszamat vessziik 1 egységnek. Abszolut szamokra gondolva 1950-ben Kina-
nak koriilbeliil 0,5 milliard lakoja volt, jelenleg pedig koriilbeliil 1,4 milliard lakdja van.
Ismert, hogy 1925 és 1975 kozott a sokgyermekes csalad volt tipikus Kinaban. Csala-
donként 4 gyermeket feltételezve: g = 2 volt (egy csalad 2 felnsttbdl allt, a férjre és a
feleségre 2-2 gyermek jutott). Aztan a Mao-ce tung halala utan a kirakatpereket tuléls
kinai politikusok végre valahara felfedezték, hogy egy ilyen gyorsan szaporodd népesség
nem fér el Kindban, és hajtiikanyart téve, bevezették az egygyermekes csaladmodellt,
1 = 0,5-del. De a késleltetés miatt a népességszam egyelére nem csokken. Nagyon el-
nagyolt modelliink 2025-ig var, hogy Kina visszatérjen a kétgyermekes csaladmodellhez,
de akkorra mar felére csokkenne a népesség. Vidéken (kiilonosen, ha az els6 gyermek
lany volt), soha sem tartottak be annyira szigortian az egygyerekes térvényt, mint a
varosokban, és par éve méar a varosokban is felhagytak vele.

9.3. tablazat. Stilizdlt kinai népességdinamika

Teljes
Negyed- Termé- Gyermek  Sziilsk Nagysziilok Osszesen —fiigg6ségi
szazad kenység létszama hényad
- Pt Ky M, Py Ni dy
1925- 2 2 1 0,5 3,5 2,5
1950- 2 4 2 1 7 2,5
1975- 0,5 2 4 2 8 1
2000- 0,5 1 2 4 7 2,5
2025- 1 1 1 2 4 3

A 9.3. tablazat utols6 oszlopa élesen megvilagitja a kinai gazdasagi csoda egyik
forrasat: az elmilt évtizedekben a teljes fliggfségi hanyados 2,5-r6l ideiglenesen 1-re
csokkent, de majd vissza fog térni a magas értékre.

A népességtudomanyban kiemelkedd szerepet jatszik az an. stabil népesség fo-
galma. Egy népességet stabilnak neveziink, ha a korosztalyok létszamaranyai allandok.
Képletben [(9.4)—(9.5)]:

ke = ko és bt = Do, t=0,1,...,

Fontos specidlis eset a staciondrius népesség, azaz amikor nemcsak az aranyok, de maguk
a korosztalyi létszamok is allandok. Képletben:

Kt:KO és Pt:P07 tZO,l,...,

Legegyszertibben alland6 termékenységi és tulélési paraméterértékekkel lehet stabil
népességeket elGallitani. Tegyiik fol, hogy

Pt = @, ap = o és wp = W.
Ekkor belathatod a kovetkezs tétel.
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2712 .+ 2

stabil, és a novekedési egylitthatoja v = ap. Ha v = 1, akkor a népesség stacionarius.

Bizonyitas. Behelyettesitve M; = aK;_1-t K = pM;-be: K; = paK;_1, azaz
a gyermekszam mértani sorozatot alkot, v hanyadossal. A K; = @M, termékenységi
egyenlet alapjan ugyanaz igaz a sziil6k létszamara is. Végiil P, = wM,; 1 szerint az
iddsek létszama is ugyanazzal a novekedési tlitemmel névekszik. [

Erdekes a fiiggéségi hanyadosok alakulasa.

9.3. tétel. Stabil népesség esetén a fiatalkori fiiggéségi hanyados k; = p, az
iddskori fiiggdségi hanyados py = w/(ap), mig a teljes fiiggdségi hanyados d; = k¢ + p;.

Bizonyitas. A fiatalkori fiiggGségi hanyados

o, — PMe
t M, Pp-
Az id6skori fliggdségi hanyados
Pt Mt—l . w

b= M;_1 My o

9.3. Fiatal és idds sziilok

Tobb szempontbdl is érdemes modositani az el6bbi modellt, és az aktiv sziil6k koérén
beliil megkiilonboztetni a fiatal és az idGs sziil6ket. Ez annak felel meg, hogy a nemze-
déki idészak hosszat 30 évre emeljiik, s fél nemzedékekkel szamolunk. Az egyszertiség
kedvéért eltekintiink a termékenység és a halandosag valtozésatol: a stabil népességre
szoritkozunk. S6t, eltekintiink a halandésagtol, és feltessziik, hogy senki sem hal meg
id6 elstt. Mint matematikailag felesleges toldaléktol, szintén eltekintiink az idGsektdl,
pontosabban a terméketlen idGsektsl. A fiatal sziil6k szamat Uy, az idds sziil6két pedig
V; jeloli. A 2.2. szakaszt alkalmazva, érdekes tételeket mondok ki és bizonyitok be.
Ujra felirjuk az alapegyenleteket, de most megbontva a két sziiléi kategoriat.

Tualélési egyenletek

U =K és Vi=Ui—1 = Ki_o. (9.9)

Termékenységi egyenlet
K; = xUy + ¢V, x>0, ¥>0. (9.10)
Az elemzés el6tt a 9.4. tablazattal szemléltetjiik modelliinket. Legyen y = = 0,5

és K_1 = 60000 és Ky = 40000. Latni fogjuk, hogy ¢ = 1 miatt a népességszerkezet
egy stacionérius népességhez tart.
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9.4. tablazat. Szdmitott népességdinamika

Id&szak Gyermekek Fiatal sziil6k Idé&s sziilsk
13 K Ui Vi

0 40 000 60 000 -

1 50 000 40 000 60 000
2 45 000 50 000 40 000
3 47 500 45 000 50 000
4 46 250 47 500 45 000
5 46 875 46 250 47 500
6 46 563 46 875 46 250
7 46 719 46 563 46 875
8 46 641 46 719 46 563
9 46 680 46 641 46 719

Akinek j6 szeme van, az lathatja, hogy a folyamat egyre kisebb kilengésekkel tart
egy végallapothoz, ahol K* = U* = V* = 46 667. (A hatarérték valojaban egy végtelen
tizedes tort: 46 666,666 ..., de ennek nincs gyakorlati jelentGsége.)

Visszatériink az elméleti elemzéshez. Behelyettesitve a (9.9) tulélési egyenleteket
a (9.10) termékenységi egyenletbe, egy érdekes rekurziot kapunk az egymast kovetd
gyermekszamok kozott (vo. 2.2. alfejezet):

Kt = XKt—l —+ 'Q[)Kt_g, t= 0, 1, ce K_l, K_o adott. (911)

Most is mértani sorozat alakjaban keressiik a megoldast: K; = xA!, ahol x és \

valos szamok. Behelyettesitjiik a feltételezett megoldast a rekurzidba:
)\t — X)\t—l 4 d])\t_Q-
Egyszertisités utan a
A=y + o

masodfoku egyenlethez jutunk. Ennek az egyenletnek két kiilonbo6zé valos gyoke van,
és ezek linearis kombinéciojaként adodik a megoldas. Pontosabban a kévetkezs igaz.

9.4. tétel. a) A (9.11) rekurzié altaldnos (kezdeti értéktdl fiiggetlen) megoldésa
Kt = K/l)\i + /QQ/\%
alaku, ahol A1 2 a
My A=y =0
masodfokt egyenlet két kiilonboz6 valés megoldasa, valamint kq és ko tetszdleges valos
Szam.
b) Adott kezdeti feltételek mellett a (K1, ko) egylitthatépar egyértelmiien megha-
tarozhaté a kévetkezd linearis egyenletrendszerbél:

K() = K1 + K2 és K_l :lﬁl/\fl —l—lig)\;l.

Tovabb finomitjuk az elemzést. Kizarjuk az atipikus x = 0 esetet. (A kizart
esetben a K, 1/K; novekedési egyiitthato ciklikusan véltozik!) Altalaban nem igaz,
hogy a népesség stabil, hiszen két kiillonb6z6 mértani sorozat ,zavarja” egymést. (A
kivételes eset 1 = 0!) Mivel a negativ gyok abszolut értéke kisebb mint a pozitiv gyok,
még inkabb all a hatvanyaikra is, tehéat az aszimptotikus megoldas ki A!, k1 # 0.

[gazoltuk tehéat a kovetkezs tételt.
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9.5. tétel. a) Ha x > 0, akkor a (K;) megoldas aszimptotikusan tart a k1|
palyahoz, k1 > 0.

b) Ha x+1 > 1, akkor a népesség létszama névekvd; ha x+1 < 1, akkor a népesség
létszama csokkend; végiil ha x + 1 = 1, akkor a népesség létszama allando.

Végiil egy feladatot tiiziink ki, amely megvilagitja, hogy milyen fontos hatassal van
a stabil népesség novekedési iitemére az, hogy az adott termékenység hogyan oszlik meg
a fiatal és az idds sziil6k kozott. Az egyszertiség kedvéért tovabbra is eltekintiink az id6
elstti halalozastol.

9.1. feladat. Stabil népességen beliil (ahol a létszamaranyok idében allandoak)
rogzitjik a ¢ = x + ¢ egyiittes termékenységi aranyszamot. a) Csékkens népességben
(¢ < 1), minél kisebb a fiatalkoru sziilések ardnya, annal lassabban csokken a népesség:
v(x) < 1 novekvd fliggvény. b) Novekvs népességben (¢ > 1), minél kisebb a fiatalkora
sziilések aranya, annal lassabban novekszik a népesség: v(x) > 1 csokkend fliggvény. c¢)
Allando 1étszamt népességben (o = 1) a sziiletések eloszlasa kozombos: v(x) = 1.

Mondandonk végére értiink. Bemutattunk harom népességdinamikai modellt: az 1.
modellben az életkor alig jatszott szerepet. A 2. modellben a sziil6koriak nem voltak
megbontva, a 3. modellben ketté voltak bontva. A 2. modell viszonylag egyszerii volt,
és annak elemzésekor még arra is volt modunk, hogy a tlélési valoszintiségeket és az
idéskortiakat is figyelemmel kisérjiik. A 3. modellben a méasodrendd rekurzié kezelése
annyira lefoglalta erdinket, hogy lemondtunk ezekrsl a bonyodalmakrol. Megismerked-
tlink viszont egy 1j technikaval, amely elvileg lehetévé teszi, hogy tetszéleges szamu
korosztalyra bontva elemezziik a népességdinamikai modellt. Ez azonban mar fels6bb
matematikai ismereteket igényelne, és errdl itt lemondtunk.
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10. Elemi nyugdijmodellek

A nagycsaladok felbomlasaval és a fejlett tarsadalmak oregedésével a nyugdijkérdés
egyre fontosabba valik. A 20. szézad elején {Gleg tékésitett nyugdijrendszerek mikod-
tek, ahol a dolgozok ugyantugy elére takarékoskodtak idéskorukra, mint ma egy takarékos
ember a karacsonyi ajandékokra. A 20. szazad kézepén (a Nagy Valsag és a II. vilag-
habora pusztitidsa miatt) cs6dbe mentek a tSkésitett nyugdijrendszerek, és helyiikre
léptek a feloszto-kirovd nyugdijrendszerek. Ezekben a rendszerekben az egyének kotele-
zGen részt vesznek, és nem sajat nyugdijukra takarékoskodnak el6re, hanem az éppen
akkor nyugdijasok jaradékat fizetik ki. Egy tarsadalmi szerz6désrsl van szo, amely a
mindenkori fiatalok kotelességévé teszi a mindenkori oregekrél vald gondoskodast. Itt
az egyén olyan nyugdijra szamithat, amely a koradbbi befizetéseknek, illetve — allando
jarulékkules esetén — a brutto kereseteknek valamilyen névekvs (esetleg nemcsokkend)
fiiggvénye.

Bemelegitésként egy stilizalt példa. Hésnénk 2016-ban toltdtte be a 63. évét,
40 éven keresztiil mindig az akkori atlagbérért dolgozott, ennek netto értéke 2016-ban
majdnem 200 eF't volt. A szabalyok némi egyszertisitésével azt mondhatjuk, hogy kezdd
nyugdija az utolsé évi bére 80%-a, azaz havi 160 eFt. Eletjdradékként ezt (pontosabban
ennek realértékét) kapja egész életén keresztiil — ez a mdr megdllapitott nyugdija.

A 10.1. alfejezetben makroszinten vizsgalodunk, minden egyéni kiilénbségtdl elte-
kintiink, és a jarulékkulcs, a helyettesitési arany (atlagnyugdij/atlagkereset) és a fiig-
g6ségi hanyados (id6sek/dolgozok létszamaranya) kozti kapesolatot vizsgaljuk. A 10.2.
alfejezetben mikroszinten vizsgaldodunk, kiilonos tekintettel arra, hogy a nagyobb kere-
settiek egyben nagyobb nyugdijiak tovabb élnek, s emiatt torz jovedelemeloszlds alakul
ki a kiskeresetii és varhatoan révid életi egyénektdl a nagykeresetii és varhatéan hosszi
élettiek felé.

10.1. Nyugdijrendszer makrookonémiaja

Ebben az alfejezetben a feloszto-kirovo nyugdijrendszer makrockondémiajat elemezziik,
egyeldre egy adott id6pontra szoritkozva. Tiszta feloszto-kirovo rendszer esetén minden
évben a dolgozok nyugdijjarulékainak 6sszege megegyezik a nyugdijak osszegével. Mivel
a dolgozo jaruléka a brutto keresetének és a jarulékkulcsnak a szorzata, definicié szerint
teljesiil a kovetkezd azonossag: nyugdijasok szdma x &atlagnyugdij = jarulékkulcs x
dolgozok szama x atlagkereset. Bevezetve a dolgozok szaméat: M, a nyugdijasok szamat:
P, az atlagnyugdijat: b (és felidézve az u brutto atlagkeresetet), adodik a képlet:

Pb=71Mu. (10.1)
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Rendezziik at a (10.1) azonossagot:

b P

-2 10.2
T= (10.2)

A fejezet bevezetésében mar talalkoztunk (10.2) azonossag mindkét tényezGjével, de
most képlettel definialjuk Sket. Az els6 tényez6t dtlagos helyettesitési ardnynak nevez-
zikk: B, = b/u — ez az atlagnyugdijnak az atlagbérhez viszonyitott értéke. A méasodik
tényezd$ neve (rendszer)fiiggdségi hdanyados — nyugdijasok szama/dolgozok szama (vo.
9. fejezet). Jele: p = P/M. (Kordbban mar taldlkoztunk a demografiai fiiggdségi
hanyadossal.) Tehat belattuk a kovetkezs tételt.

10.1. tétel. Egy tiszta feloszté-kirovo nyugdijrendszerben a jarulékkulcs egyenld
az atlagos helyettesitési arany és a rendszerfiiggdségi hanyados szorzataval:

7 = Bup (10.3)

A stilizalt magyar nyugdijrendszerben példaul 3, = 0,6 és p = 0,5; tehat 7 = 0,3,
az amerikaiban viszont (3, = 0,4 és p = 0,3; tehat 7 = 0,12. (A brutté és a nettd
kereset kozti kapcsolattal a 12. fejezetben foglalkozunk.) Minél nagyobb a nyugdijak
relativ értéke, és minél tobb nyugdijas jut egy dolgozora, annal nagyobb jarulékkulcsra
van sziikség. Ezt az egyszert dolgot nagyon sok ember képtelen megérteni, és egyszerre
nagyobb nyugdijat, kisebb jarulékot és alacsonyabb nyugdijkorhatart kovetel vagy igér.

A tovabbiakban a fenti azonossig jobb oldalanak masodik tényez§jét tovabb vizs-
galjuk. Figyelembe vessziik, hogy a dolgozok és a nyugdijasok szama egyarant fligg a
lakossag demografiai Osszetételétsl, a foglalkoztatési és a nyugdijazéasi helyzettsl. Be-
vezetjiik a részvételi hanyadot, amely a dolgozok (M) és a dolgozokortiak létszamanak
(M*) az ardnya: u = M/M*. Sikeres orszagokban a dolgozokortiak nagy aranyban dol-
goznak, sikertelen orszagokban viszont nem. Bevezetjiik még a jogosultsdgi hanyadot is,
amely a nyugdijasok (P) és a nyugdijaskoruak létszamanak (P*) az aranya: ¢ = P/P*:
vannak olyan idéskortiak, akik nem jogosultak nyugdijra, és vannak olyan dolgozoko-
ruak, akik viszont jogosultak. A 9. fejezetben mar bevezettiik a demogrdfiai (idéskori)
fiiggdségi hanyadost, amely a nyugdijkortiak és a dolgozokortnak létszamanak az aranya:
p* = P*/M*. Ezek segitségével részletesebben is folirhaté a mutatonk:

P P P M
M P*M* M’

(10.4)

azaz felhasznélva jeloléseinket, adodik a

10.2. tétel. Egy tisztan feloszto-kirovo rendszerben a rendszerfiiggdségi hanyados
egyenld a jogosultsdgi hanyad és a demografiai fiiggdségi hanyados szorzatanak és a
részvételi hanyadnak az aranyaval:

p=-p. (10.5)

Szoban: minél tobb nyugdijaskort jut egy dolgozokorira, minél kisebb a dolgozok
aranya a dolgozokoriakhoz képest, és minél nagyobb a nyugdijasok aranya a nyugdijas-
kortiakhoz képest, annal nagyobb a rendszerfiiggéségi hanyados.
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A tovabbi elemzéshez vezessiik be a kovetkezd mutatokat! GDP: Y, egy dolgozora
juté GDP: y = Y /M, nettobér-hatékonysig: n, = y/v — ez az egy fére jut6 GDP és
az atlag nettdé bér ardnyat mutatja. A hagyoményos elemzésben a nyugdijkiadasok
GDP-hanyada kiemelked§ szerepet jatszik. Az el6z6hoéz hasonlé médon kifejezhets a
nyugdijkiadds ardnya a GDP-ben, ha felbontjuk a

Pb

¥ (10.6)

kifejezést:
10.3. tétel. A nyugdijkiadids GDP-hanyada egyenld a rendszerfiiggdségi hanya-

dos és az atlagos netto helyettesitési arany szorzatanak és a nettobér- hatékonysagnak
a hanyadosaval:
B _ pB,

=5 (10.7)

A 10.1. tablazat a magyar gazdasag nettd kereseti adatain szemlélteti a fentieket,
a 20. szazad utols6 harmadénak néhany évére.

10.1. tablazat. Nyugdijak a magyar gazdasdgban 1970-1996, %

Netto

Nyugdij Jogosult-  Filiggs- helyette-  Részvé- Netto

kiadési sagi ségi sitési teli bérhaté-

h a n y a d o} s konysag
Ev 100B/Y 100¢ 100p 10005, 1004 1007y,
1970 3,5 66,7 38,7 37,5 91,2 305,1
1975 5,0 82,1 37,3 45,4 87,8 315,1
1980 6,9 93,0 38,2 54,7 87,3 320,1
1985 7,9 100,0 40,4 61,2 86,9 358,7
1990 8,8 109.,9 41,8 66,2 86,4 398,4
1994 10,0 115,6 41,1 59,5 65,8 430,2
1996 8,9 119,2 40,7 58,9 64,0 504,5

Vegyiik észre, milyen latvanyosan nétt a nettd keresethez viszonyitott nyugdij 1970
és 1990 kozott: 37,5%-r6l 66,2%-ra. Vegyiik figyelembe azonban a tablazat utolsod osz-
lopat, ahonnan leolvashato, milyen mértékben maradt el az atlagkereset az atlagterme-
léstol.

10.2. Nyugdijrendszer mikrookonémiaja

Ebben az alfejezetben a feloszto-kirovd nyugdijrendszer mikrockénomidjat vizsgaljuk.
Legyen L a munkaba lépés kora, R a nyugdijba vonulas kora és D a halédlozés kora:
0 < L < R < D, valés szamok. Ha eltekintiink az inflaciotol (lasd 13.1. tablazat) és a
realkeresetek, illetve a -nyugdijak emelkedésétél, akkor a w brutté kereset és a b nyugdij
kozott a kovetkezd Osszefiiggés all fonn:

(D — R)b(R) = Tu(R — L). (10.8)
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Valoban, a dolgoz6 R — L évig fizet évente Tu jarulékot (életpalya-befizetés), mig a
nyugdijas D — R éven keresztiil kap évi b(R) nyugdijat (életpalya-nyugdij). Kifejezve a
nyugdijat a nyugdijba vonulas koratol:

Tu(R — L)

B ="7"%

(10.9)

Derivalassal elegans képletet adunk a b(R) fliggvény szazalékos emelkedésérsl, de
a beavatatlan Olvasé rogton a 10.2. tablazatra ugorhat. Mindenekel6tt bevezetjiik az
x(t) fliggvény vdltozdsi sebességét:

(10.10)

Igaz a
10.4.* tétel. a) A fiiggvény valtozasi sebességét logaritmikus derivaltja adja:

dr(t)  dlogx(t)
w(t)dt dt

b) Az y(t)/z(t) hanyadosfiiggvény valtozasi sebessége a szamlalo és a nevezé valto-
zasi sebességének a kiilonbsége:

Bizonyitds. a) A természetes alapu logz fiiggvény derivaltja 1/x, az Osszetett
fliggvény derivaltja a lancszabédly szerint éppen a fenti érték.
b) log[y(t)/z(t)] = logy(t) — log z(t), ezért a) szerint

e

Ezt alkalmazva (10.9)-re t = R, y = R— L és © = D — R szereposztasban, adodik a

Ko6vetkezmény. * A nyugdij-nyugdijéletkor-fiigguény wvdltozdsi sebessége a
munkdban és a nyugdijban téltott iddszakok hosszdnak reciprok dsszege:
db(R 1 1
(R) + (10.11)

b(RYdR R—-L D-R

A 10.2. tablazat numerikusan szemlélteti a nyugdij novekedését a nyugdijba vo-
nuldsi kor névekedésekor. L = 20, D = 80, u = 1 és 7 = 1/3. De (10.11)-b6l sza-
mitogép nélkiil is lathato, hogy példaul az altaldnos R = 60 évnél az éves jutalom
0,025+ 0,05 = 0,075 — jol kozeliti a szokasos értékeket. Vegyiik figyelembe, hogy az egy-
ségnyi bruttobér 2/3-a a nettd bér, és szamitasunkban ennyi jar 60 éves kori nyugdijba
vonulaskor. Itt R, = 58 a minimadlis korhatdr, Ry = 62 a mazximadlis korhatdar — 1996
el6tti magyar értékek.
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10.2. tablazat. Nyugdij—nyugdijba vonuldsi kor

Nyugdijazasi kor R 58 59 60 61 62

Nyugdij b(R) 0,576 0,619 0,667 0,719 0,778

A gyakorlatban azonban nem az egyedi, hanem az atlagos varhato élettartam sze-
repel: ED, azaz az eszmei szdmla szerint

Tu(R — L)

bR)=%p—&

ahol R < ED. (10.12)

A gondolatmenetben azonban még igy is marad egy elhanyagolas: a valasztott életkor
nemcsak a munkaszeretettél fligg, hanem az egészségi allapottol is. Ismert, bar nem
eléggé, hogy statisztikusan erds pozitiv korrelacio (vo. 17. fejezet) létezik az R nyugdij-
kor és a E(D|R) élettartam kozott: legegyszeriibb esetben minél kés6bb megy nyugdijba
valaki, annal tovabb él. Ezért (10.12) helyett tompitottabb nyugdijszabalyt kell alkal-
mazni. Az egyenleg pozitivitasa vagy negativitdsa nem tlintethets el, de csokkenthetd.

10.1. feladat. Legyen z(D, R) az D élettartamu dolgozok életpalya-befizetéseinek
és -kifizetéseinek az egyenlege:

2(D,R) = 7(R— L) — b(R)(D — R). (10.13)

a) Igazoljuk, hogy z(D, R) = b(R)(ED — D).
b) Tegyiik {61, hogy két tipus van, a varhatoan roévid, illetve hosszu élettd: D; <
ED < Ds, f; és fo valoszintiséggel és L < R; < R,. Igazoljuk, hogy a varhato életpalya-
egyenleg negativ:
Ez < 0!

Maés dimenzi6 tarul f6l, hogy ha feltessziik, hogy a dolgozok azonos korban mennek
nyugdijba, de az ekkor varhato élettartamuk meredeken névekvé fiiggvénye az életpélya-
keresetnek. Erre vonatkozik a 10.3. tablazat, ahol névekvé nyugdij szerint négy ne-
gyedre osztjuk a 2012-ben elhunyt magyar férfi nyugdijasokat, és 100-nak vessziik utolso6
évi atlagos nyugdijukat. Példaul a legszegényebb férfi nyugdijas negyed (az atlagnyug-
dij 62%-bol) csak 17 évet él, mig a leggazdagabb negyed (az atlagnyugdij 152%-bol) 21
évet.
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10.3. tablazat. Nyugdij és a 60 évesen vdrhato élettartam, magyar férfiak, 2012

Nyugdijosztaly Relativ nyugdij Varhato élettartam (év)
/) b; T;

1 61,9 17,1

9 81,1 18,3

3 105,0 19,5

4 152,0 21,1

Atlag 100 19,0

A tovabbi szamolas leegyszertsitése kedvéért tegyiik fol, hogy a dolgozok életpalya-
keresete kortol fliggetlen, de egymaéstol eltér. Eltekintiink attol, hogy minden tb- nyug-
dijrendszerben jovedelem-ujraelosztas megy végbe a férfiaktol a nékhoéz. A dolgozok
azonos korban mennek nyugdijba, és az ekkor varhato élettartamuk novekvé fiiggvénye
a keresetnek. Legyen egy adott dolgozoi tipus bruttod életpalya-keresete u > 0, kozos
munkaba 1épési koruk L, nyugdijazasi koruk R, és nyugdijba vonulaskor varhato élet-
tartamuk e(u), varhato értéke e. Ha a jarulékkules 7, akkor most is érvényes a 10.1.
feladatban bevezetett, de a bruttokeresettel aranyos életpélya-egyenleg:

z(u, R) = Tu(R — L) — b(u, R)e(u). (10.13")

Két ok miatt modositani kell az N fels§ indexszel jelolt hagyoményos eszmei szamlat,
(i) figyelembe kell veniink a keresetek kiilonbségét:

N (u, R) = M, (10.14)

és (ii) a keletkezo atlaghianyt elkeriilendd, egységesen v > 0 tényezével szorozzuk be és
A fels6 indexszel kiilonboztetjiik meg N-t6l:

b (u, R) = w, (10.154)

10.2. feladat. a) Igazolhato, hogy a korrekcios tényezs egyensulyi értéke

A (&
™ = Elaeta) (10.16A4)

b) Aranyosnak véve a nyugdijakat és a brutto kereseteket, szamitsuk ki a korrekcios
tényezs értékét a 10.3. tablazat adataival!

A 10.5. tétel segitségével igazolni fogjuk, hogy Elue(u)] > 1, azaz v < 1.
Az egyenléStlenség n > 1 tagbol 4ll6 pozitiv elemi és szigortian névekvs sorozatpérra
vonatkozik:

O<a;<as <---<ay és 0<br <by<---<b,. (10.17)
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10.5. tétel. (Csebisev dsszegegyenlbtlensége, 1882). A (10.17) feltevés mellett
igaz, hogy a kéttényezds szorzatok szamtani kézepe nagyobb, mint a szamtani kozepek

szorzata:
= ) aib; — 2 W - i :
N n N

i=1

Megjegyzés. A (10.18) egyenlStlenség dudlisa a kovetkezs: (a;) szigortan no-
vekvé és (b;) szigoruan csokkend sorozat:

0<ar<ay<---<ap és by >by>--->b, >0. (10.19)

Ekkor igaz, hogy a kéttényezls szorzatok szamtani kozepe kisebb, mint a szamtani

kozepek szorzata:
1 & 1 & 1 &
— b < | — i — b; | . 10.20

A bizonyitashoz sziikség lesz egy segédtételre, némileg altalanosabb alakban megfo-
galmazva az egyenlGtlenséget. Legyen j; az (1, ..., n) szamok permutacioja, (1, ...,n)
szdmok sorrendjének valamilyen megvaltoztatésa.

10.1. segédtétel. (10.17) esetén

n n
Z a;b; > Z aib]‘i,
i=1 i=1
ahol a (j;) permutdcicban legaldbb egy szdm helyet vdlt.
Bizonyitas. Tegyiik fol, hogy példaul j; = 2 és jo = 1. Ekkor igaz, hogy
a1bi + azbs > a1bs + (Igbl, mert (a1 — a2)(b1 — bg) > 0.

Megismételve az eljarast, a jobb oldal egészen addig névekszik, amig el nem tiinnek a
cserék. [

A tétel bizonyitasa. Bevezetve a a,4+; = a; és a b,+; = b; jeloléspart és kihasz-
nalva a két sorozat monotonitasat, a segédtétel miatt igaz a kdvetkezd n egyenlGtlenség:

n

i a;b; = Z a;b;,
i=1

=1

n n
E aibi > E ainl,
=1 =1

n n
E a;b; > g a;ibitn—1.
i=1 =1
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Osszeadva az egyenl6tlenségeket és elosztva mindkét oldalt 1/n2-tel, adodik (10.18). g

10.3. feladat. A (10.18) egyenlStlenségnek van egy tréfas valtozata. Képzeljiik el,
hogy 500, 1000, 2000, 5000, 10000 és 20000 forintos bankjegyek vannak kirakva egy
asztalra, 6 homogén oszlopba. Rad van bizva, hogy melyik oszlopbdl veszel ki 1-et, 2-t,
3-at, 4-et, 5-6t és 6-ot. Mikor kapod a legnagyobb &sszeget? (Es a legkisebbet?)

Végiil egy varatlan kdvetkezmény:

Kovetkezmény. n pozitiv szdm szamtani kézepe legfeljebb akkora, mint a négy-
zetes kozepiik:

o+ tan _ Jait--fap

bl

10.21
n - n ( )

és eqyenldség csak akkor dall, ha mind az n szdm egyenld.

Bizonyitas. Rendezziik az a; szdmokat névekvés sorrendbe, és legyen b; = a,;. Ek-
kor (10.18), illetve gyengitése (szigoru egyenlStlenség helyett egyenl6tlenség/egyenléség)
adja (10.21)-et. 1
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11. Onkéntes nyugdijrendszerek

Ebben a jegyzetben fontossaga miatt altalaban a tb-nyugdijrendszert modellezziik, de
érdekességként ebben a fejezetben kitekintiink az 6nkéntes magannyugdij-rendszerekre
is (és kihagyjuk a kotelez6 magannyugdij-rendszert). Nem egyszerti idGskori megtakari-
tasrol van sz6 (5.3. alfejezet), hanem olyanrdl, amelyet a kormény tamogat — az ad6zok
befizetésébdsl.

Fontosabb eredményeink: 1) Atfogalmazzuk az 5.3. alfejezet eldrelaté dolgozokat
feltételezé modelljét kamatmentes, de tamogatott megtakaritasra. Bevezetve a rovidla-
tokat, 2) passzivitdsuk esetén az elérelatok egyszertien kihasznaljak cket. 3) Ha azonban
a rovidlatok aktivizalodnak, akkor a torz jovedelem-tjraelosztéas gyengiil.

Tajékoztatasul a 11.1. tablazatban bemutatunk négy orszagot, ahol a harom pillér
silya jelentGsen kiilonboz6. A szamok csak hozzavetSlegesek, és a magyar 2. pillér
gyakorlatilag mar halott (2010-ben még a dolgozok 75%-a vett részt benne), valamint
az onkéntes pillérben kevés az évente befizetGk aranya.

11.1. tablazat. Pillérek siulya és elterjedtsége négy orszagban, 2012 kériil

kotelezs tb kotelez6 magan onkéntes magan
rész- jarulék-  rész- jarulék-  rész- jarulék-
vétel kulcs vétel kulcs vétel kulcs
Orszag
Egyesiilt Allamok 100 12 50 9 17 3
Németorszag 100 20 0 0 15 4
Csehorszag 100 28 0 0 50 3
Magyarorszag 100 34 3 0 35 4

Ugyancsak megemlitjiik, hogy jelenleg Magyarorszagon harom onkéntes rendszer is
miikédik, de egyiittes egyiittes silyuk is jelentéktelen. El6zetes adatok szerint 2018-ban
710 ezer {6 fizetett be kb. 140 mrd Ft-ot, s ez utan 28 mrd Ft adokedvezményt vettek fel.
Ez egy személyre atlagosan 36 eFt, holott a maximum 280 eFt — az atlagos kihasznalas
csupan 13%. Ha a kés6bbi modellt szamszertisitenénk, és karikaturaszerten feltennénk,
hogy a tényleges részvevék maximalisan igénybe veszik a rendszert, akkor kb. 100 ezer
tag van, és a tamogatast minden magyar allampolgar fizeti.
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11.1. Elérelaté dolgozok tamogatott megtakaritasa

Ebben az alfejezetben a dolgozok elérelatok, de mas szempontbol modositjuk az 5.3.
alfejezet életciklus modelljét: a) eltekintiink a kamattol, és b) feltessziik, hogy a ha-
gyoméanyos megtakaritast a kormanyzat tamogatja. A tamogatast olyan adok fedezik,
amelyeket hozzdadva a tamogatott megtakaritasokhoz, a tdmogatas nélkiili megtakari-
tasokat kapjuk — azaz a tamogatés inkabb a restség lekiizdésére szolgalo eszkoz.

Egyszertisitésként stacionarius népességet feltételeziink. Minden évben R > 0 dol-
goz6 és D — R > 0 nyugdijas évjarat él egyiitt, R és D természetes szam. L = (0 miatt
feln6tt években szamolunk. Minden évjaratnak gyakorlatilag végtelen sok tagja van, s
igy a tagok egyéni dontéseinek nincs hatasa a rendszer egészére. Az év végén minden
évjarat 1 évvel idGsebb lesz, de a legidGsebb kihal, és a legfiatalabb szinre 1ép. Minden
dolgozoénak életkoratol és a naptari évtdl fliggetleniil egységnyi keresete, majd ennek
megfelel6 nyugdija van.

Bevezetjiik a munkaban toltott idészaknak a teljes felnstt (p), illetve a nyugdijas
élettartamhoz mért aranyat (():

R p
=—=x<1 ¢ = —.
F=5 és I} T,

A fogyasztasi egyenletpar felirasahoz be kell vezetni az éves s nagysagu onkéntes
megtakaritast. A dolgozé minden forintnyi 6nkéntes megtakaritasat a kormanyzat a > 0
forintnyi tamogatassal egésziti ki — ez a tdmogatdsi kulcs. Ellentétben az irodalom
zOmével, mi explicite modellezziik e tAmogatéis adovonzatat: 6 > 0 az eszmei kilénado
kulcsa.

Definici6 szerint a fiatal- és iddskori fogyasztési par éves szinten
c=1-0-s, d=p(1+ a)s. (11.3)

Szoban: éves fiatalkori fogyasztas = bruttdé bér — addé — megtakaritas, éves idGskori
fogyasztas = jaradékositéasi szorzo x (megtakaritas+tamogatas).

Feltessziik, hogy minden évben minden dolgozo eldreldto, s ezért annyit takarit meg,
hogy tervezett fogyasztasi palyajat kisimitsa, azaz egyenlévé teszi fiatal- és idéskori éves
fogyasztasat (vo. (5.6)-beli Leontief-féle hasznossagfiiggvény):

1-0—-s=p0(1+a)s, ezért s° = #li-a)' (11.4)

Behelyettesitve (11.4)-et (11.2)-ba egy implicit egyenletet kapunk az egyensulyi ado-
kulcsra:
1-46

QZOéSZOém.

Innen adodik az egyensilyi 6° adokulcs és az onkéntes optimalis s® megtakaritas.
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11.1. tétel. Elorelaté dolgozok tamogatott megtakaritasi modelljében a kor-
manyzat a kovetkez6 addkulcsot valasztja:

0° = IS > 0. (11.5)

Ekkor a dolgozok éves megtakaritasa

1
:(1+ﬁ)(1+a)>0' (11.6)

o

A tovabbiak miatt fontos kovetkezmény, hogy a megtakaritias és az add Osszege
fliggetlen a tamogatasi kulcstol, tehat a tAmogatasra nincs sziikség.

Kovetkezmény. Elorelato dolgozok esetén az ado és a megtakaritds 0sszege
fiiggetlen a tamogatdsi kulcstol:

1

0° +s°= —.
1+ 4

11.1. feladat. Szamoljuk ki kézzel az R = 40 és D = 60, o = 1 esetet!

11.2. Passziv rovidlaté dolgozok

Most az elérelatok mellé bevezetjiik a rovidlaté dolgozokat, akik nem képesek kisimi-
tani a jovedelmiiket, ezért a korményzat kotelezé nyugdijrendszert miikodtet. Minden
dolgozo6 egységnyi keresetébdl 7 > 0 kotelezd nyugdijjarulékot fizet.

Feltéve, hogy a nyugdijba vonulé évjaratok minden tagja minden évben b nagysagu
kotelezs nyugdijat kap, e nyugdij képlete (10.9) miatt

B Rt o pT
" D—R 1-p

b = BT. (11.7)

Onkéntes megtakaritas hianyaban a fogyasztoi palyat akkor lenne sima, ha a netto
kereset és a nyugdij egyenlS lenne, azaz 1 — 7 = b. Némi szamolassal adodik az ezt
megvalosité maximalis jarulékkulcs:

(11.8)

T = m =1-—p,
megegyezik a 11.1. tétel kdvetkezményében szerepls értékkel: 6° + s© = 7.
A dolgozok jelentSs része nem szivesen fizet kotelezd nyugdijjarulékot, ezért a kor-
manyzat e kritikus érték alatt tartja a jarulékot: 7 < 7. Kiindulopontunk: még az
azonos keresetd dolgozok kozott is kiilonb6zé a dolgozok megtakaritasi hajlandosaga.
Feltessziik, hogy csak két tipus létezik: rovidlato (L) és elérelato (H): fr, fm > 0 és
fr + fg = 1. A megtakaritasok csak a tipustol fliggnek: sp és sy. Igaz a kovetkezd
adoegyenlet:
0= Oé(fLSL + fHSH). (11.9)
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Ebben az alfejezetben a rovidlaté dolgozd passziv, semmit sem takarit meg: sp = 0.
Az elrelatod dolgozo viszont a (11.4a)-ban meghatarozott céllal 6nkéntesen megtakarit:
sy > 0. Ekkor a dolgozoi és a nyugdijas fogyasztasi egyenletek definicié szerint rendre

CL:1—T—9, dL:b (11.10—L)

és
cn=1-7—0—sy, dg=0r+(1+a)sul. (11.10 — H)

Szoéban: a korabbi fiatalkori fogyasztésbol levonodik még a nyugdijjarulék, az idéskori-
hoz viszont hozzdadodik a nyugdij.

Modositassal ugyan, de megismételjiik a 11.1. alfejezet gondolatmenetét. Fel-
tessziik, hogy minden évben a H-tipust dolgoz6é annyit takarit meg, hogy tervezett
fogyasztasi palyajat kisimitsa, azaz egyenl6vé teszi fiatal- és iddskori éves fogyasztasat:

1-(1+p8)T—6
1+ 8(1+ )

l—7—60—sg =0T+ 1+ a)sul, ezért s§ = (11.11)

Behelyettesitve (11.11b)-t és sy, = 0-t (11.9)-be egy implicit egyenletet kapunk az egyen-
sulyi adokulcsra:

x—0

—1+ﬁ(1+a)’ ahol x=1—-(14+p)T>0.

0=oafusy =oafu

Itt x mutatja a kotelezd nyugdijrendszer altal hagyott rést (v6. (11.8) és 7 < T feltevés).
Innen adddik az egyensilyi 6° adokulcs és az onkéntes optimélis s, megtakaritas.

11.2. tétel. A passziv rovidlaté dolgozok modelljében a kormanyzat a kovetkezd
adokulcsot valasztja:

ax/u
0° = > 0. 11.12
1+08(1+a)+afy ( )
Ekkor az elérelatok optimalis megtakaritasa
o X
s = > 0, 11.13
"1+ a) + afn (11.12)

és a rovidlatéké nulla.

Megjegyzések. 1. Ebben a modellben az dnkéntes nyugdijrendszer egyszertien
jovedelmet csoportosit at a rovidlatoktol az elérelatoknak. Minél nagyobb az a ta-
mogatasi kulcs, annél nagyobb a perverz tjraelosztés: a tilicsok altal a hangyanak a
kiilonadoba csomagolt kiilon jovedelme.

2. Még ezek a képletek is bonyolultak, s az egyes paraméterek hatasa tavolrol sem
vilagos.

A folytatashoz sziikségiink lesz a rovidlato és az elérelato tipus atlagos életpalya-
fogyasztasara:

er = pcp + (1 —p)dr = p(1 — fub°/fr) &  cuw=dy=p(+ fL0°/fu).

82



Ezen a ponton bevezetiink egy fontos valoszintiség-szamitasi fogalmat, a szdrdst
(v6. késobbi 16.1. alfejezet). Tegyiik 6], hogy az X valoszintiségi valtozo f; > 0
valoszintiséggel veszi {6l az x; értéket. Legyen varhatoértéke p = EX = fix1+- -+ fnxn,
1 <o <xy <--- < Ty A varhato érték koriili ingadozas mértékét, a szorasnégyzetet
célszerd a négyzetes eltérések varhato értékeként definidlni:

D’X =E(X —EX)? = i filzs — ).
=1

Nyilvanvalo, hogy D?X > 0, és D2X = 0 pontosan akkor, ha X allando, azaz n = 1.

A rendszer egyenetlenségét /egyenlGtlenségét két (belss és kiilss) szorassal jellemez-
ziik: a bels§ az egyenetlen L- fogyasztasi palyak szorasa, a kiils§ pedig az életpalyak
atlagos fogyasztasanak szorasa:

e1=frlplce —en)?*+ (1 —p)(dp —e)®’] & eh = frler —p)* + fulca — p)*

A megértést elGsegitendd, a 11.2. tablazatban numerikusan szemléltetjiik eredmé-
nyeinket. Feln6tt években szamolva, R = 40, D = 60, 7 = 0,2. Harom tédmogatasi
kulcsot modelleziink: o = 0; 0,5; 1 és a haromszor tébb révidlaté van, mint el6relato:
fr =3/4és fg = 1/4. Ahogy az a tamogatasi kulcs 0-r6l 1-re névekszik, ugy csokken
L atlagfogyasztasa, c§ = 0,667-r61 0,654-re. A késébbi Osszehasonlitas kedvéért: a kiilsg
szoras 0-rol 0,022-re novekszik; mig a belss alig csokken, és 0,16 korill marad. (Mivel
¢y = dy, ezért elegendd ¢, szerepeltetése.)

11.2. tablazat. Pdlydk kotelezd és onkéntes nyugdij esetén: passziv rovidldatoak esete

Elérelato Rovidlato

Tamogatasi tipus dolgoz6  nyugdijas atlagos  Bels6 Kiilso
kulcs Adokulcs fogyasztéas SzOras

Q 0° % . ds €y, €1 €R
0,00 0,000 0,667 0,800 0,4 0,667 0,163 0,000
0,25 0,007 0,681 0,793 0,4 0,662 0,160 0,008
0,50 0,012 0,691 0,788 0,4 0,659 0,159 0,014
0,75 0,016 0,699 0,784 0,4 0,656 0,157 0,018
1,00 0,019 0,705 0,781 0,4 0,654 0,156 0,022

11.2. feladat. Programozzuk be a 11.2. tablazat szamitasat!

11.3. Aktiv rovidlaté dolgozok

Ellentétben a 11.2. alfejezettel, most feladjuk a révidlatdé dolgozok passzivitasat; mér-
sékelt akaraterst és értelmet tulajdonitunk L-nek.

Minden L-tipust dolgozé naivan felteszi, hogy csak & révidlato, a tobbiek megtaka-
ritasa 5, ezért adéegyenlegiik § = a3, azaz § = 0/a. O lelkileg képtelen ennyit félretenni,
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de adott v relativ megtakaritdsi hajlanddsdg esetén (0 < v < 1) a becsiilt megtakaritas
v-szorosara hajlando:

6
SL=17 (11.14)

Megtartva az elérelatok (11.11) megtakaritasi egyenletét, s;, megjelenése miatt a (11.9)
mérlegegyenlet moédosul:

x— 0

i ) (11.15)

0=~fr0+afy

Rovid kitérét tesziink: ha a heurisztikus (11.14) megtakaritasi egyenlet helyett
leszamitolt hasznossagu fogyasztast feltételeznénk (v6. 5.3. alfejezet), akkor (11.15)
helyett egy szinte kezelhetetlen egyenletet kapnank. Valoban, legyen § € (0,1) a leszé-
mitolési egyiitthato, ekkor az optimalitasi feltétel

1-6

L-6-s5)=06(1+a)s, exbrt s} =qoepr—s.

(114 - L)

Valoban, (11.4-L)-t és (11.4-H)-t behelyettesitve a (11.9) mérlegegyenletbe, ttlzottan
bonyolult egyenletet kapnéank.
Visszatérve (11.15)-hoz, adodik a

11.3. tétel. Aktiv révidlaté dolgozok esetén az allandosult allapot jellemzdi,
adokulcs, H- és L-megtakaritas

6° = O‘J;Z’X, sg, = 1Ll _;fL)X s 89 = —ijx, (11.16)
ahol
Yv=>0—-~f)1+ 61+ a)]+afg >0. (11.17)

Megjegyzés. Az aktiv rovidlatok lakta rendszer (11.16)— (11.17) egyenstlyi
adokulcsabol 1atszik, hogy minél nagyobb a ~ relativ megtakaritasi hajlandoésag, annéal
nagyobb az egyensulyi kulcs, és annal kisebb a perverz tjraelosztas.

11.3. feladat. Igazoljuk, hogy ha v = 1 (maximalis), akkor paradox modon a
rovidlato elérelatova valik: s§ = s%;; és mindkét szoras eltiinik: e; = eg = 0!

A 11.3. tablazat a v relativ megtakaritasi hajlandosag hatasat mutatja rogzitett
a = 1 tamogatasi kulcs esetén (az 1. sor a 11.3. tablazat utols6 sora). Ahogy v 0-
rol fokozatosan 1-re emelkedik, az egyensilyi adokulcs 0,019-r61 0,067-re névekszik, és
mindkét tipus fogyasztasi pélydja kisimul, a kiils6 szoras 0,022-r6l O-ra siillyed, a belsd
pedig 0,156-r61 O-ra.
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11.3. tablazat

. Pdlydk kotelezd és onkéntes nyugdijra: aktiv révidldatoak esete

Relativ  Kiilon Elérelato Rovidlato Bels6 Kiilso
megtak. ado- tipus dolgoz6  nyugdijas atlagos SzOras
hajland. kulcs fogyasztasa

vy 6° Yy s ds €y €1 €E
0,00 0,019 0,705 0,781 0,400 0,654 0,156 0,022
0,25 0,023 0,701 0,771 0,423 0,655 0,142 0,020
0,50 0,030 0,696 0,756 0,459 0,657 0,121 0,017
0,75 0,041 0,687 0,728 0,523 0,660 0,084 0,012
1,00 0,067 0,667 0,667 0,667 0,667 0,000 0,000

11.4. feladat. Programozzuk be a 11.3. tablazat szamitasat!

Osszefoglalva a fejezet mondanivalojat: ha az énkéntes nyugdijrendszer kedvezmé-
nyeit csak az elérelaté dolgozok hasznaljak ki, akkor a rendszer a révidlatok rovasara
A rendszert ugy kell megtervezni, hogy a roévidlatok is minél nagyobb
mértékben hasznéljak ki a tamogatasokat, példaul alacsony tagdijplafonnal és b&séges

segiti Gket.

tamogatassal.
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12. Nyugdijindexalas

Dinamikus nyugdijmodellekben meg kell kiilonboztetni a kezd6 és a méar megéllapitott
nyugdijakat: az els6t az adott évben nyugdijazott allampolgar kapja, a masodikat az
el6z6 években nyugdijazottak. Bar az 4j nyugdijasok 1étszama csak toredéke az Osszes-
nek, de valamikor minden nyugdijas Gj nyugdijas volt, ezért a kezdd nyugdijak fontos
szerepet jatszanak.

A kezdd nyugdij a legtobb orszéagban tobbé-kevésbé fiigg a dolgozo kereseti palyéja-
tol, a mar megéllapitott nyugdij pedig az el6z8 évi nyugdijtol. Mivel a bérek és az arak
évrél évre jelentGsen valtoznak, tobbnyire emelkednek, a nyugdijaknak is valahogyan
kovetnitik kell e folyamatokat.

A 12.1. tablazat a 2004 és 2013 kozotti Magyarorszagon mutatja be e folyamatot.
A 2. és 3. oszlopban a folyddras atlagos nyugdij, az atlagos nettoé keresetek idGsora
all, és s a 4. oszlop adja a fogyasztdi drszintet (ez szerepel majd a 13.1. tablazat 3.
oszlopaban.) Ez az index azt mutatja, hogy a t-edik évben egy atlagos fogyasztoi kosar
megvasarlasa hanyszorosaba keriil a 2003-as évinek. Példaul a 2013-as arszint 60,8%-
kal volt magasabb. Az 5. és a 6. oszlop kozli az dllands dras atlagos nyugdij, az
atlagos netto keresetek idGsorat. A teljesség kedvéeért felirjuk a folyo- (vastag betiis) és
az allandoaras (dolt betiis) nyugdij és nettd bér kapcsolatét:

b, P Vi

= — €S Vg =
P

b = —.
t P,

Példaul a 2013-as atlagos nyugdij folyo aron 102,5 eFt/ho, 2003-as allando aron csak
63,7 eFt/ho! Szinte minden évben valtoztak a szabalyok, de itt ezzel a bonyodalommal
szerencsénkre nem kell foglalkoznunk.
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12.1. tablazat
Nyugdijak és netto keresetek, folyo és dllandd drakon (eFt/hd): 2003-2013

Folyo aras Fogyasztoi Allandoé aras

Evek atlagnyugdij netto kereset arszint atlagnyugdij netto kereset
t Bt Vi Pt Bt UVt

2003 50,4 88,8 1,000 50,4 88,8
2004 56,2 93,7 1,068 52,6 87,7
2005 63,0 103,1 1,106 57,0 93,2
2006 69,1 111,0 1,150 60,1 96,5
2007 76,3 114,3 1,242 61,4 92,0
2008 84,3 122.0 1,317 64,0 92,6
2009 83,4 1241 1,373 60,7 90,4
2010 86,4 132.,6 1,440 60,0 92,1
2011 91,3 141,2 1,496 61,0 94,4
2012 96,6 1441 1,581 61,1 91,1
2013 102,5 151,1 1,608 63,7 94,0

Az egyszertiség kedvéért minden évjaratot egy-egy személy képvisel (makromodell),
és eltekintiink a keresetek életkortol valo fiiggésétol és az atlagtol valo eltéréstél. Tovabbi
egyszerlsités: az évjaratokat megszemélyesits személyek szolgélati és nyugdijban toltott
ideje valtozatlan.

Feltevéseink mellett a kezdd nyugdij az az évi keresettel aranyos. A mar megal-
lapitott nyugdijak vagy a bérek vagy az arak, esetleg kettejiik atlaga szerint nének, s
eszerint beszéliink a nyugdijak bér-, ar- és bér—ar-indexalasarol. Mindkét tiszta indexa-
lasi modszernek vannak elényei és hatranyai. Magyarorszagon 1993 és 1999 kozott bér-,
2000 és 2009 kozott bér—ar-, és azdta arindexalas van érvényben.

Itt egy rovid kitérdt kell tenntink. A legtobb allampolgar nem ért egyet azzal, hogy
a mar megallapitott nyugdijak emelése matematikailag aranyos. Szerintiik egy 30 eFt-os
nyugdij 3%-os emelése aranytalanul kicsi egy 300 eFt-os nyugdij hasonlé mértékii eme-
léséhez képest: 900 Ft vs. 9000 eFt. Miel6tt megmagyardznam, hogy miért tartom ezt
az emelést helyesnek, megjegyzem, hogy ma mér vildgszerte a nyugdijemelések ilyenek.
A magyarazat: ha az emelés el6tt elfogadta a tarsadalom az 1:10-es arényt, akkor az
emelés utan is el kell fogadnia — a 30,9 eFt és a 309 eF't ugyanannyi ér, mint korabban
a 30 eFt és a 300 eFt. Ha a ,kozvélekedést” kovetné az emelési szabaly, és mindenki
azonos Osszeget kapna emelésként, példaul az atlagos nyugdij 3%-at, 4 eFt-ot, akkor
el6bb-utobb a nyugdijaranyok nagyon 6sszehiizodnanak — és sériilne a biztositasi jelleg.
Egyébként lényegében gyenge aranyos és erés egyoOsszegi emelés jellemezte a magyar
nyugdijrendszert 1968 és 1992 kozott — de nem valt be.

Mas a helyzet a bérkévets emelésnél. Itt nemcsak az azonos évben nyugdijba
vonulok kozti nyugdijaranyok 6rzédnek meg, hanem az egymés uténi évjaratok tagjai
kozti aranyok is. Az arindexalasnal viszont még szerény, évi 2%-os realbér-emelkedésnél
is ugyanennyivel tagul az egymaés utani évjaratok nyugdija kozti relativ rés, de a 2015 és
2018 kozotti idgszak 28%-os redlbér-névekedése az arindexalas (és az 1 éves késleltetés)
miatt 28%-os kiilonbséget okoz a 2016-o0s és 2019-os nyugdijasok jaradék kozott.
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A fejezet szerkezete a kovetkezs: a 12.1. alfejezet bemutatja a bérindexalt nyugdi-
jakat. A 12.2. alfejezet modellezi a jelenlegi magyar helyzetet, az arindexélt nyugdijak
atlagos helyettesitési hanyadosanak dinamikéjat.

12.1. Bérindexalt nyugdijak
Eves modellel dolgozunk, ahol ¢ = 0,1, .... Az inflaciés hatéasokat eleve eltavolitjuk,
mert allando aras valtozokkal szamolunk (lasd 12.1. tablazat utolso két oszlopat). S
évig dolgozik a képvisels, és T évig van nyugdijban, ahol S,T természetes szamok,
példéul S = 40 év és T = 20 év.
Mint korabban leirtuk, a kezdd nyugdij az az évi netto keresettel (jele: v;) ardnyos:

bO,t = ﬁ’Ut, t= 1,2, ceey (121)

ahol a [ aranyossagi szorzot jdradékszorzonak nevezziik. Magyarorszagon a 40 éves
szolgalati id6hoz tartozoé érték kb. 80%.

Legyen a t-edik évi redlbér noévekedési egyiitthatdja g¢, azaz vy = givy_1. Bérinde-
xalt nyugdij esetén a k — 1 évvel korabban megéllapitott nyugdij az az évi bérnévekedés
litemével névekszik:

brt = gibr—1,t—1, k=1,2,....,T —1, t=1,2,.... (12.2)
Az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy a kezdeti idGszak nyugdijaira teljesiil

bio=0b20="-=br_1,0= govo, (12.3°)
Szinte nyilvanvalo a
12.1. tétel. A (12.1)—(12.2) bérindexalas és (12.3°) esetén a mindenkori nyugdij
értéke fliggetlen a megallapitas évétdl:

bo,t = b1,t == bT—l,t = [y. (12-3)

Bizonyitas. (12.1) szerint (12.3) els6 egyenlGsége all minden t-re: by, = [vy.

Teljes indukciot alkalmazunk a méar megallapitott nyugdijakra. (12.2) és (12.3°)
szerint ¢t = O-ra (12.3) all.

Az indukcios 1épést t — 1-r6l alkalmazzuk t-re. (12.2) és t — 1-re vett (12.3) szerint

bk,t = gtbk—l,t—l = g1Bvi—1 = Puy.
Azaz (12.3) t-re is teljesiil. ]

Megjegyzés.  Ha nem tennénk {6l (12.3°)-t, akkor csak ¢ > T-re teljesiilne a
homogenizalodas.

Ebben az egyszerd rendszerben minden nyugdijas jaradékédnak az ardnya minden
dolgozo6 nett6 béréhez 3 — ezt helyettesitési hanyadosnak is nevezik. Mitdél fiigg a helyet-
tesitési hanyados? Ehhez be kell vezetni a nyugdijjarulék-kulcsot: 7 és a szuperbruttod
bért (hivatalos nevén: teljes bérkoltséget): wy, valamint a homogén linearis szja kulcsat
(amelybe az egészségligyi jarulékkulcsot is beleértjiik): 6.

ve = (1 —7—0)w;. (12.4)

Koénnyen belathato a
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12.2. tétel. A bérindexalt nyugdijrendszerben az egyensiilyi jaradékszorzo

g™ (12.5)

(1—7-0)T
Bizonyitas. Egy feloszto-kirové nyugdijrendszerben a teljes nyugdijkiadas és a
teljes nyugdijbevétel egyenlsé egymassal:

Tﬁvt = TSUJt,
Figyelembe véve (12.3)—(12.4)-t:
T/B(]_ — T — G)wt = TSU)t,

azaz (12.5) all. 1

12.1. példa. Jelenleg (2018-ban) Magyarorszagon 7 = 0,205 és 6 = 0,235 esetén
6 = 0,732 kisebb, mint 0,8.

12.2*. példa. Az utobbi évek hazai fejleményeinek a leirasdhoz fel kell bontani a
nyugdij és az egészségiigyi jarulékot munkavallaloi (E) és munkaltatoi (F) részre, annal
is inkadbb, mert a hivatalos adatok erre vonatkoznak: egészségiigyi és nyugdijjarulék-
kulcesal (67, 07 és 7F, 717), irhatjuk le: ekkor a t-edik évi brutto kereset

(%7

e = 1—60F —7E°

Sziikségilink lesz még a teljes bérkoltség és a bruttd bér kapcesolatéara is
wy = (1+7F + 05 ).

Szamszertisitve: 0¥ = 0,15 + 0,085; 7% = 0,1; 7 = 0,145; a 2018-as értékek alapjan
6% = 0,05. Megfelels transzforméacioval adodnak a 12.1. példa adatai:

B4 rF
Tt — — = -

1+0F +7fF

A bérindexalt nyugdijak hazai alakulasat (1993-1999) bemutatando, a 12.2. tabla-
zatban felidézziik a magyar termelés (y;), az atlagos netto bér (vy) és az dtlagos nyugdi
(by) realértékének valtozasat, valamint az atlagos helyettesitési hanyados (jele: ;) id6-
sorat. Az alland6 mellékhatasok miatt a szabaly csak gyengén érvényesiil.

A szerepl novekedési egytitthatok definicioja a kovetkezs:
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12.2. tablazat.
Redlkibocsdtds, -bérek, -nyugdijak és ardnyuk 1993-1999: bérindexdldas

Realvaltozas Helyettesitési
Ev GDP Netto bér Nyugdij hényados
t 100(g — 1) 100(gs — 1) 100(g; — 1) Ve = bt /vy
1993 0,8 -3,9 4,6 0,603
1994 3,1 7,2 4,7 0,594
1995 1,5 -12,2 -10,1 0,619
1996 0,0 -5,0 -7,9 0,593
1997 3,3 4,9 0,4 0,563
1998 4,2 3,6 6,2 0,578
1999 3,1 2,5 2,1 0,592

12.2. Arindexalt nyugdijak

Szamos orszagban és szamos idGszakban az elvileg kielégit6 bérindexalés helyett arinde-
xéalas miikodott, és ez miikédik hazankban is 2010 6ta. Miel6tt bemutatnank a modellt,
folytatjuk a 12.2. tablazatban elkezdett idGsort2010 és 2018 kozott: 12.3. tablazat.
2018-ban a GDP 4, a nettoé bérek 8 és a nyugdijak csak 2%-kal nének, s emiatt az
atlagos helyettesitési hanyados 58,3-r6l 55%-ra csokken.

12.3. tablazat.
Redlkibocsdtas, -bérek, -nyugdijak és hanyadosuk 2010-2018, drindexdlds

Realvaltozéas Helyettesitési
Ev GDP Netto bér Nyugdij hényados
t 100(gy — 1) 100(g/ — 1) 100(gf — 1) Ve = bi /vy
2010 0,7 1,8 -0,9 0,651
2011 1,8 2,4 1,2 0,647
2012 -1,7 -3,4 0,1 0,670
2013 1,9 3,1 4,5 0,678
2014 3,7 3,2 3,2 0,675
2015 2,9 4,3 3,5 0,668
2016 2,1 7.4 1,4 0,631
2017 4,1 10,2 3,0 0,583
2018 4,0 8,0 2,0 0,550

Ratériink az arindexélés modellezésére. Itt is hasznélhatnank a mar megallapitott
nyugdijakra a kettSs (kor és id§ szerinti) indexalast, de a félreértések elkeriilése végett
més utat valasztunk. Legyen b; a t- edik év atlagos ijjonnan megallapitott nyugdija. Jo
kozelitéssel az 0j nyugdij az el6z6 évi v,_1 nettd keresettel ardnyos:

by = Bui_1, t=1,2,...., [B>0, (12.6)
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ahol a nagyobb realizmus kedvéért most (§ a késleltetett jaradékszorzé. Elhagyjuk a
nett6 bér névekedési egyiitthatojabol a v fels§ indexet: g, = vy /vi—1-et, az 4j nyugdija-
sok esetében a helyettesitési hanyados by /vy = 3/ gy, alig kisebb [-nal.

Megismételjiik, hogy feltevésiink szerint minden évben ugyanannyi egyén sziiletik,
mindenki megéri a nyugdijkorhatart és T évig él nyugdijban, s ezalatt a nyugdija real-
értékben valtozatlan marad. Ezért a t-edik év atlagnyugdija

b bt b
t = T :

(12.7)

Atlagos helyettesitési hanyadosnak nevezzitk az atlagnyugdij és a netté bér hanyadosat:

by
= —. 12.8
Vi o ( )

Itt is meg kellene adni az altalanos kezdGértékeket:
bo, b_1, e br_1,
de feltessziik, hogy (12.6) a 0-adik id&szak el6tt is érvényesiilt:
by = Bv_1, b_1 = Pu_o, ce br_1 = pv_r. (12.6")
Behelyettesitve (12.6)-ot és (12.7)-et (12.8)-ba:

Vg1 + -+ UV
TUt ’

v =3 t=1,2,.... (12.9)

A tovabbi elemzés elGkészitéseként egyeldre tegyiik f6l, hogy a nettd keresetek al-
lando6 iitemben nének:
vy = vog’, g>1 (12.10)

Behelyettesitve (12.10)-et (12.9)-be, és egyszertisités utan a mértani sorozat Gsszegkép-
letét alkalmazva adodik a

12.3. tétel. (12.10) és (12.6°) esetén az atlagos helyettesitési hanyados allando,
és zart alakban felirhato:
_1+...+g—T —ﬁl_g_T
T(g—1)

(12.11)

Minél gyorsabb a bérnovekedés, annél inkdbb elmarad az atlagos helyettesitési hé-
nyados a [-tol: kis részben a késleltetés, nagy részben a régi nyugdijak fokozatos le-
maradasa miatt. Példaul a 12.4. tablazat szerint T = 20 éves nyugdijtartam és 2%-os
novekedési iitem esetén 0,8 helyett csak v = 0,654 a helyettesitési hanyados.
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12.4. tablazat.
A helyettesitési hanyados fiiggése a bérnévekedés titemétdl: drindexdlds

Realbér-novekedési titem 100(g —1) 0 1 2 3 4 5

Atlagos helyettesitési hanyados 0,800 0,722 0,654 0,595 0,544 0,498

12.1. feladat. Szamoljuk ki sajat programmal (példaul excellel) a 12.4. tablazatot!

Visszatériink az id6ben valtozo iitem esetre. ElGszor egy elemi megoldassal kisérle-
teziink, ahol adott mind az atlagnyugdij, mind a netté bér readlnovekedési egyiitthatoja:

— l_)_ .
by = ¢ bi—1 €s Uy = gzvtﬂ-

Ekkor a helyettesitési hanyados dinamikaja egyszertien adodik. Behelyettesitjiik a (12.8)
definicidba a két novekedési egyenletet:

s tjra felhasznalva (12.8)-at, adodik a

12.4. tétel. Minden év atlagos helyettesitési hanyadosa egyenld az el6zé év
atlagos helyettesitési hanyadosa szorozva a nyugdijak és a netté bér novekedési egytitt-
hatéjanak a hanyadosaval: )

9
Y= V-1 -
9¢

Ez az Osszefliggés egyébként fiiggetlen a nyugdijak indexélasi modjatol. Ha azon-
ban kivancsiak vagyunk arra, hogy miképp fligg a nyugdijak névekedési iiteme a nettd
bérekétdl, akkor mélyebb megfontolasokra van sziikségiink.

Minden évjaratot 1 nyugdijassal képviselve, a t-edik év teljes nyugdijkiadésa [(12.7)]

By =Tby =by+ - +b_py1. (12.12)

Mivel
By =b1+-+ b7,

ezért az allomanycserélédést (12.12) alapjan a kovetkezd rekurzio irja le:

By =b; + By_1 — by, (12.13)

azaz (12.8) alapjan az atlagos helyettesitési hanyadosra térve (azaz Bi-t Tvy = T'givi—1-
gyel osztva)

By By Vi—1 — Vg—T—-1

M= (12.14)

(% B Tgrve—q Ty

Bevezetjiik a t-edik évbeli Gy = v;/vs—7 halmozott bérnovekedési egyiitthatot, amely
egyben a kovetkezd év legtijabb és legrégebbi nyugdijanak hanyadosat adja: G, =
bey1/bi—7y1. Ekkor (12.14)-bél adodik a
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12.5. tétel. (12.6°) esetén az arindexalt nyugdijak helyettesitési hdnyadosanak
dinamikaja
Vt—1 I ﬁl - Gt_—ll‘

o 7 (12.15)

Tt =

12.3. példa. Erdemes megmutatni, hogyan alakul (12.15) szerint az atlagos he-
lyettesitési hanyados allando realbér- novekedési iitemnél [(12.5)]: ¢g; = g, Gy = g*.
Behelyettesitve a (12.15) képletbe:

A ey
Y=+ B8—
g gT
azaz (12.11).

A bonyolult (12.15) képletet érthetébbé tessziik két megjegyzéssel. A jobb oldal
els6 tagja képviseli a rendszer tehetetlenségét: mérsékelt realbér-névekedési iitem esetén
alig valtozik az atlagos helyettesitési hanyados egyik évrsl a masikra. A masodik tag a
legrégebbi és legiijabb nyugdij cserélédési hatasat mutatja, de ennek abszolut értékét a
20-szal valo osztas eleve lecsokkenti 0,05 ala.

Mi torténik azonban, ha a bérnoévekedési iitem 3 éven keresztiil &tmenetileg kiemel-
keds értéket ér el? Legyen az éves novekedési egyiitthatd gy, amely két értéket vehet
fol, 1 < gm < gmM, S a nagyobbat tg — 1,tg,tg + 1- ben:

gm, hat<ty—1vagyt>ty+1;
gt = R
gMm, egyébként.

A numerikus szamitasokban stabil kiindulasi helyzetet mérlegeliink, ezért fel-
tessziik, hogy tg = 1 el6tt 27" éven keresztiil érvényes volt (12.6), s a kezdeti idGszakban
Go = gL és v1 = v(gm). A 12.5. tablazat a helyettesitési hanyados dinamik&jat mu-
tatja. Lathato, hogy a kezdeti 0,654 helyettesitési hanyados 3 év alatt (d6lt szamok)
meredeken zuhan 0,557-ig, majd megfordul, és joval lassabban (a tablazatban nem is
szerepl évben) tér vissza a kezdeti értékhez.

12.5. tablazat. Az dtlagos helyettesitési hanyados dinamikdja redlbér sokkndl

Helyettesitési Helyettesitési
Ev hanyados Ev hanyados
t Ve t Ve
9 0,592
0 0,654 10 0,597
1 0,618 21 0,602
2 0,585 12 0,607
3 0,557 13 0,612
4 0,563 14 0,617
) 0,569 15 0,622
6 0,575 16 0,627
7 0,580 17 0,632
8 0,586 18 0,636
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12.2. feladat. Szamoljuk ki sajat programmal (példaul excellel) a 12.5. tablazatot!

Egyszertd modelliink szamszertileg és kozelitéleg megmutatta, hogyan hat egy hirte-
len taAmadt redlbér-névekedés az atlagos helyettesitési hanyadosra: gyors zuhanas, majd
lassu felépiilés. Ha figyelembe vennénk az itt elhanyagolt bonyodalmakat, akkor sokkal
bonyolultabb képet kapnank, ez azonban nem célunk.

Hogyan alakul a munkaltatéi nyugdij-jarulékkulcs? Egyrészt parhuzamosan csok-
ken, majd né az atlagos helyettesitési arannyal:

(TE + TtF)SUt = Tvyvr = Tryug (1 — 9E _ TE),

Tt — S T .

A valésagban a munkaltatok szaméra csak a teljes bérkoltség szamit. Adott teljes
bérkoltség-palya esetén a nettd redlbér gyorsabban novekszik, ez csokkenti az atlagos
helyettesitési hanyadost és a munkaltatoi nyugdijjarulék- kulcsot. Aztan fordul a kocka.
Zarasként korvonalazzuk a vegyes indexdldst, amely az ar- és a bérindexalas kom-
binacidja. 2000 és 2009 kozott elvben ez a forma miikodott, ¢ = 1/2 értékkel. Itt a
nyugdijat ketts (kor és naptéri év szerinti) indexszel kell ellatni: hany éve ment nyug-
dijba: k = 1, ...,T és hanyadik évben vagyunk: ¢t = 0,1, .... Legyen ¢ 0 és 1 kozti
szam a bérindex sulya.
Kezd§ nyugdij:

bO,t = ﬂvt_l, t= 1, 2, e (1216)

Folytatott nyugdij:
et =bi-14-19; = Bg gV, k=1,2,...,T -1 (12.17)

12.6. tablazat.
Redlkibocsdtas, -bérek, -nyugdijak és hanyadosuk 2000-2009, kombindlt indexdlds

Realvaltozas Helyettesitési
Ev GDP Netto bér Nyugdij hényados
¢ 100(g; — 1) 100(gy — 1) 100(g7 — 1) Ve = by /vy
2000 4,2 1,5 2,6 0,591
2001 3,8 6,4 6,6 0,591
2002 4.5 13,6 9,8 0,573
2003 3,8 9,2 8,5 0,568
2004 4.9 -1,1 3,9 0,600
2005 4.4 6,3 7,9 0,611
2006 3,8 3,6 4.5 0,623
2007 0,4 —4.6 -0,3 0,668
2008 0,8 0,8 3,4 0,691
2009 6,6 -2,3 5,7 0,672
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12.3. feladat. Foltéve, hogy g: = g > 1, a (12.11) képlet altalanositasaként
igazoljuk az atlagos helyettesitési hanyadost vegyes indexalaskor:

1— g(L—l)T

— 7 <
T(1—g1)

v=pg9"

12.4. feladat. Szamolja ki « = 1/2-re az atlagos helyettesitési hanyadost a bérno-
vekedés fliggvényében!

A szamitassorozat végére érve felhivjuk a figyelmet az elhanyagolt tényezGk hata-
sara. Csak a legfontosabb elhanyagoldsokat emlitjiik. A népesség Oregedése miatt a
nyugdijrendszer egyenlege a jelzettnél kedvezstlenebbiil alakul. A kereseti kiilonbségek
feler6sodése és az ezekkel korrelald varhato élettartam polarizdlodasa elkeriilhetetlenné
teszi a nyugdijszabaly tompitasat: a mindenki szdméra lathato nyugdijplafon visszaal-
litasan tul valamilyen alapnyugdij bevezetését vagy degresszio visszahozatalat. Kérdés,
hogy az altalanos korhatar emelése mennyire képes ellensiilyozni a nyugdijrendszer fenn-
tarthatosagat veszélyeztets irdnyzatokat, példaul a nyugdijazaskor varhato élettartam
emelkedését.
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13. A jelzaloghitel elemi modelljei

A hitelek a gazdasagban jelentds szerepet jatszanak, és matematikai modellezésiik sem
csupan konyvelSknek valo feladat. Kiilonosen nehéz probléma a hosszu tava hitelek
(jelzalog-, diakhitelek stb.) tervezése, hiszen az évtizedekre terjedd torlesztési folyamat
soran nagyon megvaltozhat a lakossidg pénziigyi helyzete: realjovedelmek, kamatlabak,
arfolyamok. Jelzaloghitelnek nevezik a lakasvételt fedez6 kolesont; ha az ados tartosan
elmarad a torlesztéssel, akkor a lakas a bank tulajdondba megy at.

A jobb megértés érdekében egy egyszerii szampéldan szemléltetem a jelzaloghitel
jelentGségét. Vegyiink egy fiatal csaladot, amelynek csaladi netté jovedelme havi 300
eFt, és szerény bérlakasukért 150 eFt-nyi lakbért fizetnek. Van mar 10 mFt megta-
karitasuk, és szeretnének felvenni 20 mF't-os jelzaloghitelt, hogy egy 30 mFt-os lakast
vegyenek maguknak. (Példankban a CSOK-kal nem foglalkozunk.) Ha 10 évre kamat-
mentes hitet kapnanak, akkor évi 2 mFt-ot, azaz havi 167 eFt-ot kellene torleszteniiik,
alig tobbet mint a lakbér.) 2004 és 2008 kozott a svajci frank alapu jelzéloghitel kamat-
mentes hitelnek tiint a magas kamatlabu forint hitelekhez képest, kiilonosen akkor, ha
a hitelfelvevé eltekintett a tetemes kezelési koltségtol.

Ebben a fejezetben réoviden bemutatom a jelzaloghitel torlesztési folyamat harom
legegyszeriibb modelljét. 1. A hagyomdnyos jelzdloghitelt, ahol a torlesztési palya ter-
vezésénél nem veszik figyelembe, hogy az inflacié miatt a torlesztési palya realértékben
orrnehéz, mert a nominalis torlesztési részlet idében alland6é. 2. Az dn. kettds in-
dexdldsi jelzdlog (angolul: Dual Indexed Mortgage, roviden: DIM) modelljét, ahol az
inflacio figyelembevétele miatt a torlesztési részlet vasarloértéke idében allando. 3. A
devizaalapu jelzdloghitel modelljét, amelyben a forinthitel és torlesztése egy arnyékként
szamolt devizaalapt hitel és -torlesztés atvaltasabol adodik.

A képletek egyszertsitése miatt kamatlab helyett kamategyiitthatoval (1+kamat-
1ab), inflacios rata helyett inflacios egytitthatoval (1+inflacios rata) szamolunk. Ugyan-
ezért eltekintlink a kamatlab, az inflacios rata és a forintarfolyam idébeli valtozasatol.
(Figyelem: ha az svajci frank forintarfolyama névekszik, akkor a orint gyengiil.)

13.1. Hagyomanyos jelzaloghitel

A hiteltorlesztési folyamatot altaldban folyé dron — az inflacio figyelembevétele nélkiil
— tervezik a bankok. Legyen Dy > 0 a hitel kezdGértéke, T' > 1 a torlesztési (vagy
futam)idé és legyen t = 1,2, ..., T a hiteltorlesztési idGszakok (altalaban honap, de
itt év) indexe. A t-edik idGszak (végi) torlesztése By, az idGszaki kamategyiitthato (=
1+kamatlab) R, és az idGszakvégi adossag D;.
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Definici6 szerint minden évre igaz a kovetkezs azonossag: év eleji adossag = tavalyi
adossag + éves kamat — éves torlesztés. Szimbolumokkal:

Di=RDy_1—B,, t=12...,T—1,T, Dy  adott. (13.1)

Figyelem: a koznyelv gyakran kamatnak nevezi a kamatlabat, holott az elsé (R — 1) Dy,
a masodik R — 1.

Sziikségiink lesz a (B;) torlesztési sorozat jelenértékére, amelyet angol kezdébettii
nyoman (present value) PV-vel roviditiink. Definicié szerint a torlesztési pénzfolyamat
jelenértéke az a szdm, amelynek megfelels t6két elhelyezve a hitel felvételekor a bankban,
és a hitelkamatlabbal kamatoztatva az esedékes torlesztésekig, a hitelfelvevs éppen ki
tudna fizetni a hitel kezdGértékét.

13.1. segédtétel. A (B;) tirlesztési sorozat jelenértéke R — 1 kamatldb esetén

By B Br
PV=—+ 2+ +op (13.2)
Bizonyitas. Gondoljuk azt, hogy a hitel felvételekor a hitelfelvevs T' darab kama-
tozd bankbetétet képez, és a t-edikbe betesz R~!B; forintot, t = 1, ...,T. A kamatos
kamat miatt a t-edik id&szak végére a t-edik betét éppen B;-re duzzad, tehat a hi-
telfelvevé ebbdl tudja fizetni az esedékes torlesztést. Ha Osszeadjuk a ,bankbetétek”
kezddertékét, adodik (13.2). ]

Esszert feltevés, hogy a hitelérték éppen a torlesztési sorozat jelenértéke: Dy =PV.
A valésagban azonban a kamatlabrés (= hitelkamatlab — betéti kamatlab) miatt a hi-
telkamatlab joval nagyobb, mint a betéti kamatlab. A jelzaloghitel esetében azonban a
kamatlabrés nem til jelentds.

A hagyomanyos hitelnél idében valtozatlan a torlesztés: By = B. Igaz a

13.1. tétel. A T futamidd esetén a Dy > 0 nagysagu hitel id6ben &llandé
torlesztorészlete
(R —1)Do

B=-—20
1-R T

R>1. (13.3)

Bizonyitias. B; = B esetén (13.2)-ben alkalmazhato a mértani sorozat Gsszegkép-

lete:
1-RT
1—R1

Rendezéssel adodik (13.3). ]

Dy =PV=R"! B. (13.4)

A valosagban a kamategylitthatd idével valtozik, s e miatt a valtoztathatd ka-
matlabu hitelek esetében a bank akar minden id&szakban ujraszamolhatja az esedékes
torlesztési részletet, mikozben felteszi, hogy a kamategytitthatd a kovetkezékben méar
nem valtozik. Ezzel a fontos bonyodalommal azonban csak a fejezet végén foglalkozunk.

A kovetkez§ feladat egy szakemberek altal is gyakran figyelmen kiviil hagyott je-
lenséget vilagit meg (v6. 13.6. tablazat)
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13.1. feladat. Jelolje B(T) a T futamid6hoz tartozo torlesztést. Igazoljuk koz-
vetleniil (13.3) segitségével, hogy R > 1 esetén a futamidd novelésével novekszik a teljes
torlesztési 6sszeg: TB(T) < (T'+ 1)B(T + 1)!

Egyszertisége miatt érdemes az oroktorlesztést kiilon is bemutatni.

13.1. példa. Ha a torlesztési id6 végtelen: T' = oo, akkor
B(c0) = (R —1)Dy és Dy = Dy. (13.3")

Ebbdl leolvashato, hogy a valtozatlan torlesztérészlet a kamattal egyenls. Az is latszik,
hogy nagyobb, példaul 10%-os éves kamatlab esetén mar az els6 évben képtelenség egy
10 mFt-os hitelt torleszteni, hiszen csak az éves kezdérészlet 1 mFE't lenne.

A jelzéloghitel egyik legnagyobb problémaéaja, hogy modern gazdasagban — a val-
sagoktol eltekintve — az altalanos arszinvonal emelkedése (koznapi nyelven: az inflacio)
nem hanyagolhat6 el. S6t, a kovetkezd, 13.3. alfejezetben targyalt devizaalapa hitelek
miatt arfolyamvéaltozasok is hatnak.

Ahhoz, hogy jobban megértsiik a kérdést, egy révid kitérst tesziink az inflacié és a
késgbb targyalando arfolyam kérdésében. Legyen P, és Py a 2004-t6l kezdve szamitott
hazai és svajci halmozott arindex, méasképp: arszint; p; = P/P;—q1 és p; = P/P}
az éves arindex, valamint F; a CHF-HUF éves nominalis arfolyam, F; = E,P}/P;
pedig az inflaciéval korrigalt realarfolyam. Ekkor a 13.1. tablazat mutatja az éves és
a halmozott forint és frank arindexet, valamint a nominélis és realarfolyamot. Példaul
2013-ban a hazai és a svajci arindex 60,8, illetve 5,8%-kal volt magasabb, mint 2003- ban,
mig a frank arfolyama a 2004-es 159,3-r6l 242 forintra ugrott. A realarfolyam sokkal
kevesebbet nétt: 150,4-r6l csupan 159,3-re, ha 2003-as forintban és svajci frankban
szamolunk.

13.1. Magyar és svdjci iddsorok, 2004-2013

Forint Nomindl Svajci frank

Eves Halmozott HUF/CHF Eves Halmozott Real-
Ev arindex arfolyam aArindex arfolyam
t 100(p: — 1) P, E; 100(p; — 1) 100P; F;
2004 6,8 106,8 159,3 0,8 100,8 150,4
2005 3,6 110,6 162,3 1,2 102,0 149,6
2006 3,9 115,0 157,0 1,1 103,1 140,7
2007 8,0 124,2 152,4 0,7 103,8 1274
2008 6,1 131,7 177.8 2,4 106,3 143,5
2009 4,2 137,3 182,3 -0,5 105,8 140,6
2010 4,9 144.,0 2227 0,7 106,6 164,8
2011 3,9 149.,6 255,9 0,2 106,8 182,7
2012 5,7 158,1 241,0 -0,7 106,1 161,7
2013 1,7 160,8 2421 -0,2 105,8 159,3

Az inflacios hatas vizsgalataban visszatériink a valtozo torlesztérészletd palyahoz:
(B¢). Legyen az id6ben allando inflacios egyiitthato (=1-+inflacios rata): p, és a t-edik
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idészakvégi halmozott arindex (4rszint): P, = p*, Py = 1. Osszuk el a (13.1) egyenlet

mindkét oldalat P;-vel:
D RD,;_ B
S Ak (13.5)
P p P Py
Ezen a ponton bevezetjiik a redlkamat-egytitthatot (r), a realtorlesztést (by) és a real-
adossagallomanyt (dy):

T—E b—%
_p7 t—Pt

=5 (13.6)

és dt
A korabbi véltozokat nomindlis jelzével kiillonboztetjiik meg realtarsaiktol. Figyel-
jiik meg, hogy a nominalis kamategytitthatot az éves inflacids egyiitthatoval osztottuk,
a torlesztorészletet és az addssagot viszont az arszinttel.
(13.6) segitségével (13.5) egyszertisithets:

dt = ’r‘dt,1 — bt, t= 1, 2, NN ,T, do = DO adott. (137)

Szoban: Eves realadossag = tavalyi realadossag + éves realkamat — éves realtorlesztés.
Kitérsként megemlitjiik, hogy rossz hagyoméanyként a kozgazdaszok a realkamat-
labat gyakran azonositjak a nominélis kamatldb és az inflacios rata kiillonbségével. Ez
azonban csak néhéany szazalékos inflacios rata esetén elfogadhato kozelités (6.1. segéd-
tétel), amikor
re1=8 BT R —p-1), ha pelL
p p

A képletek jobb megértését szampéldakkal segitjiik. Alapadatok: a hitel futam-
ideje: T' = 20 év, a hitel 6sszege: Dy = 10 mFt (milli6 forint).

Bar a nominalis kamatlab és az inflacios rata részben fiiggetlen egyméstol, szemlél-
tetésiinkben célszerti a redlkamat-egylitthatot rogziteni: » = 1,06. A 13.2. tablazatban
azt nézzik meg, hogyan hat az inflaciés rata névekedése az éves nominalis torlesztési
részletre. Allando Arszintnél a torlesztés 872 eFt (ezer forint), évi 6%-os inflacional a
nominalis részlet méar 1369 eFt — ez mar kifizethetetlen, figyelembe véve a 2004-es ha-
zai jovedelemviszonyokat. Persze, az évek multaval a torlesztés realértéke egyre inkabb
csokken. Nulla inflacié esetén a zarotorlesztés realértéke is 872 eFt, s 6%-os inflacio
esetén 427 eF't-ra csokkenne, ha folyamatosan kifizethetd lett volna.

13.2. tablazat. Az infldcio hatdsa az éves induld és zdrd torlesztésre, eF't

Inflacios egytitthato Nyito6 torlesztés Zaro real torlesztés
P B br

1,00 872 872

1,03 1110 614

1,06 1369 427

Megjegyzés. Realkamat-egyiitthat6: » = 1,06, nominal kamat- egyiitthato:
R = rp, z4r6 torlesztés redlértéke: by = B/pT.
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13.2. Kettdsen indexalt torlesztés

1975 koriil Franco Modigliani (Nobel-emlékdijas amerikai kozgazdész) valaszt keresett
a gyors inflaci6 okozta kezdeti torlesztési gondokra. Megoldasként az tn. kettdsen
indexdlt hitelt javasolta, ahol nemcsak a redlkamat-egyiitthato, hanem a b; realtorlesztés
is allando: ry = r és by = b. Ekkor (13.7) tovabb egyszertisodik:

dt = T’dt,1 — b, t = 1, 2, RN ,T, do adott. (138)

A 13.1. tétel helyére lép a

13.2. tétel. Ha a realkamat-egyiitthato allandé, és a bank tigy allapitja meg az
esedékes hiteltorlesztést, hogy a realtorlesztés minden idGszakban allandé legyen, akkor
a realtorlesztés
(r—1)Dy

p— )%
1—pr-T7

r>1; (13.9)

mig a realadossag (13.8) szerint alakul.
Visszatériink a 13.1. példankhoz.

13.2. példa. Ha a torlesztési id6 végtelen: T = oo, és kettGsen indexalt torlesztést
alkalmaz a bank, akkor a torlesztérészlet realértéke

b(oco) = (r — 1)dp. (13.3")

Ebbdl leolvashato, hogy ilyenkor a valtozatlan realértéki torlesztérészletnek a hitelhez
viszonyitott aranya a redlkamatlabbal egyenls. Alacsony éves redlkamatlab esetén még
magas nominalkamatlab mellett is torleszthets a kezdérészlet, de a tartozas nominalis
értéke sokaig novekszik, de realértelemben természetesen csokken: Dy = rpDgy — p(r —
1)D0 =pDy < RpDy.

A 13.3. tablazatban azt vizsgaljuk, hogyan hat a readlkamat-egyiitthaté emelkedése
a kettGsen indexalt hitel (DIM) torlesztésére. 0%-os redlkamatlabnal fejbsl tudjuk az
eredményt: 10 mFt/20 = 500 eFt; 3%-os redlkamatlabnal az éves torlesztés nominalis
értéke 672 eFt, de 6% esetén mar 872 eFt! (a 13.2. tablazat 1. sora).

13.3. tablazat. A redlkamatldb hatdsa az éves torlesztésre: DIM

Realkamat-egyiitthato Eves torlesztés (eFt)
r b

1,00 500

1,03 672

1,06 872

A 13.2. feladat az alland6 nominalis vagy realtorlesztési jelzéloghitel érdekes kii-
lonbségét emeli ki.
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13.2. feladat. Mutassuk meg, hogy a hagyoméanyos hitelnél a nominalis ad6ssag
id6ben monoton csokken, mig a kettGs indexalast hitelnél a monotonitas csak akkor
igaz, ha az inflacios egyiitthatd elegend&en kicsi, nevezetesen ha

1—r—T |
<1
Példaul r = 1,03 redlkamat-egytiitthato és T' = 20 évnyi torlesztési idS esetén az inflacios
rata legfeljebb csak 3,9% lehet: p < 1,039, hogy a tartozas monoton csokkend legyen.

Egyébként a magyar diakhitel is a kett&s indexalasu hitelhez hasonlit, csak a fu-
tamid6 valtozo, és a torlesztérészlet a mindenkori egyéni kereset rogzitett szézaléka.
Allando realkereset esetén a torlesztési palya azonossa valik a kettds indexalasa palya-
val.

13.3. Devizaalapu-hitel

Alacsonyabb és stabilabb (alig ingadoz6) kiilfoldi kamatlabak, valamint elhanyagolhato
kiilfoldi inflacio, és kedvezd (tulértékelt) arfolyamok miatt szdmos orszagban a hazai
valuta helyett valamilyen méas orszag devizaja alapjan szamoljak el a jelzalog- (és egyéb)
hiteleket. Tulértékeltnek nevezziik a hazai valutat, ha tartos eladésodést okoz, mert az
import tul olcso, és az export tal draga.

Magyarorszagon 2004 utan terjedt el a devizaalapi hitelezés, és az alacsonyabb
kamatlabak és stabil arfolyam miatt a svajci frank nemcsak a forint-, de az eurdkol-
csonoket is kiszoritotta. 2008-ban azonban beiitott a nemzetkozi pénziigyi és gazdasagi
valsag. Mig az eur6 forint arfolyama 20010-re 250-r6l csak 300-ra (20%-kal) nétt, addig
a svajci franké 150-r6l 250-re (67%-kal) ugrott. Emellett a devizakamatlab is nétt, mig
a redlarfolyam 2007 és 2011 kozott 127 és 183 F't kozott ingadozott.

Uj modelliinkben is alland6é paraméterértékekre szoritkozunk, de a forint adossag
helyére egyel6re a devizaban kifejezett adossag lép (*-gal jeldlve a devizaban adott
kamategytitthatot, adossagot és torlesztdrészletet):

Df=R:D:f ,—Bf, t=12..T 1<R'<R (13.10)

Mivel a devizaalapi hitelnél a devizaban kifejezett adossagot (D}) és a torlesztést
(B}) a bank minden idészakban forintra szamitja at, ezért sziikségiink lesz a kiils6 valuta
arfolyaméara (a hazai valutaban kifejezve): Ej, és id6ben allandonak feltételezett relativ

valtozésara:
€ = Et/Et—l > 1. (1311)

Felirjuk a (13.10) devizaaddssag-dinamika forintban kifejezett alakjat:
E,Df = eR'E,_\D;_, — E,B}, t=1,2 ... T (13.12)

Példaul a svajci frankban kifejezett D} tartozast Ey frank—forint arfolyammal beszorozva
kapjuk meg a E;D; kifejezett adossagot.

Ekkor a devizarol a forintra atszamitott (hullamos feliilvonassal megkiilénboztetett)
torlesztorészlet és addssag rendre

ét = EtB:, és Dt = Eygl);k (1313)

A 13.1. és a 13.2. tétel helyére most 4j tétel 1ép.
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13.3. tétel. Ha a bank minden idészakban allandonak veszi a torlesztés devizaér-
tékét, akkor a t-edik idGszak torlesztorészletének allandoé deviza- és valtozo forintértéke
rendre

F—1)D; -
B* = % és B = BB, (13.14)

mig a devizaadéssag (13.10), s ugyanaz forintra dtszamitva pedig (13.13) szerint alakul.

Bevezetve az R = eR* devizaalapu hitel forint kamategyiitthatojat, (13.13) segit-
ségével (13.12) atirhato:

D,=RD, 1—B,, t=1,2,....,T, Dy=D,. (13.15)

Hasonlitsuk ossze a forintalapu adossag (13.1) egyenletét a devizaalapu adossag fo-
rintban kifejezett (13.15) egyenletével. Lathato, hogy a két kamatlab pontosan akkor
azonos, ha

R = R(= R*e).

Ezt az esetet nevezik fedezetlen kamatparitisnak: a hazai kamategyiitthatdo = kiilsé
kamategyiitthatdo x arfolyam-egyiitthatd. Alacsony kamatlabaknél és leértékelGdésnél
jo kozelitéssel igaz, hogy a hazai kamatlab = kiils6 kamatlab — arfolyamvaltozas. Bar
az eltérd torlesztési folyamat miatt eltérd a két adodssagdinamika, a két hitel jelenértéke
azonos. Ha emellett a forint hazai értékvesztése parhuzamos a leértékelddéssel: p = e,
azaz az Fy = EyP;/P; redlarfolyam P; = 1 esetén allando, akkor kiilonosen egyszerti
az Osszehasonlitas: a devizaalapu hitel azonos a kettés indexalasu forinthitellel. A
forinthitel hazai torlesztérészlete realértékben magasrol indul, de erésen csokken; mig a
devizaalapu hiteltorlesztés alacsonyabb szintrél indul, de realértékben allando.

A jelenérték segitségével Osszehasonlithatjuk a forint- és a devizaalapu hitelt is.
Emlékeztetsil: PV= Dy. Relativ arfolyammal dolgozva (egységnyinek véve a kezdGar-
folyamot), azaz (13.11)—(13.13) segitségével

(& €T

R++ﬁ)7 ahol E():l

PV = B* (
Bevezetve a p = R/e forint-ekvivalens deviza- kamategyiitthatot, (13.14) segitségével a
devizaalapt hitel jelenértéke zart alakban egyszertien felirhato:

~ R*—1 1-p77T
PV =
1—-RT p-1

D07

amely pontosan akkor nagyobb vagy kisebb, mint eredeti forinttarsa: PV=Dy, ha p >
R* vagy p < R*. Visszatérve az eredeti jelolésekre: R > R*e = R vagy R < R*e = R.
Harmadszor is megvizsgaljuk a legegyszertibb esetet.

13.3. példa. Ha a torlesztési id6 végtelen: T' = oo, és devizaalapi hitelt alkalmaz
a bank, akkor a t-edik idGszak torlesztérészletének deviza- és forintértéke rendre

B*(c0) = (R* —1)Dy  és B, = E,(R* —1)D,. (13.3%)

102



Ebbdl leolvashato, hogy ilyenkor a valtozatlan deviza torlesztérészletnek a hitelhez vi-
szonyitott aranya a devizakamatlabbal egyenlé. Alacsony devizakamatlab esetén ko-
molyabb hitelt is lehetséges torleszteni, feltéve, hogy a leértékel6dés az inflacidhoz és a
nominalis jovedelmi péalyahoz képest nem tul gyors.

A 13.4. tablazatban egyszert idGsorral mutatjuk meg a devizaalapi hitel vihar-
szer( elterjedését. Az Osszes és a devizaalapu hiteldllomany 2003 végén a GDP 10,7 és
0,5%-a volt, s ez 2008 végére felugrott 27,4 és 19,2%-ra. A valsag hatasara a folyamat
megfordult, és 2013-t6l a devizaalapu hitelezés lényegében megsziint.

13.4. tablazat. Forint- és frankalapi hitelek dallomdnya/GDP: HU, 20032013

Ev Osszes Devizaalapia Ev Osszes Devizaalapt
hitelek hitelek

2003 10,7 0,5 2009 28,9 20,1

2004 12,6 1,8 2010 30,7 21,5

2005 15,3 5,0 2011 29,2 19.7

2006 18,5 9,0 2012 24,2 14,3

2007 21,8 12,9 2013 22,2 12,6

2008 27,4 19,2

A 13.5. tablazatban a két hitelfajtat osszehasonlitva harom esetet vizsgalunk: 1.
sor — az arfolyam allandé: e = 1, tehat a devizaalapi eszmei kamatlab kisebb, mint
a forintkamatlab: eR* < R; 2. sor — a leértékelddés koveti az inflaciot: e = p, és a
devizaalapt eszmei kamatlab egyenl§ a forintkamatldbbal: eR* = R; 3. sor — a forint
leértékel6dése gyorsabb, mint az inflacio: e > p, és a devizaalapt eszmei kamatlab
nagyobb, mint a forintkamatlab: eR* > R. Az 1. eset a 2004—2008-as helyzet, a 3. eset
a 2009-t61 kialakulo helyzet stilizdlt képe, és a 2. eset a ketts kozott egy simabb &tmenet.
Szamszertien: R* = 1,06; p = 1,06; R = R*p = 1,1236; ¢(1) =1, e(2) = R/R* = 1,06 és
e(3) =1,1.

A forinthitel kezdoérészlete 1 369 eFt, zaro realértéke csupan 427 eFt (13.1. tablazat
utolso sora). A devizaalapu hitel kezddrészlete mindhérom esetben 872 eFt. A kedvezs
esetben a zar6 realérték 272 eFt, a hitel jelenértéke csak 6,368 mFt. A kedvezsGtlen
esetben a zar6 redlérték 1829 eF't, a jelenérték viszont elképeszts: 14,058 mFt. A
semleges esetben a torlesztés realértéke valtozatlan, és a jelenérték megegyezik a hitellel.
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13.5. tablazat. A devizaalapi hitel és a forint leértékelddése

Leértékelsdési Realtorlesztés (eFt) Devizaalapu-hitel
egylitthato kezdd zAro jelenértéke (mF't)
(& 51 BT fﬁJ

1,00 872 272 6,368

1,06 872 872 10,000

1,10 872 1829 14,058

Megjegyzés. R* = 1,06, p = 1,06 és R = 1,1236; forinthitel torlesztérészlete:
B = 1369 eFt, zaro realértéke: by = 427 eF't.

Kozelebb keriilnénk a 2004 és 2012 kozotti magyar helyzethez, ha egy id6ben valtozo
paraméterd devizaalapi hitelt vizsgalnank: egy nagyon kedvezének indulé devizaalapt
hitel (1. sor) egy hirtelen valtozas miatt nagyon kedvezdétlenné valik (3. sor). Ennek
szemléltetésétaz Olvasokra bizzuk.

Racionalis és naiv varakozasok

A fejezet végéhez kozeledve feloldjuk az allandé kamatlab (-egyiitthato) feltevését. Te-
gytk f6l, hogy a forint kamategyiitthaté a kovetkezs palyat irja le: (R;). Ekkor a
(13.2) jelenérték-képletben R helyett R; --- R; keriil. Szamunkra a t-edik idszakban
kezd6d6 szakasz érdekes, amelynek elején a tartozas értéke D; 1 és a nominélisan rog-
zitett torlesztérészlet végig B;-re van tervezve. Ha a bank ismerné a hatralévs idgszak
kamategyiitthato-palyajat (racionalis varakozas!), akkor a jelenérték-egyenlet

D1 = % + By + ... By
- Rt Rth—i—l Rth+1 U RT

(13.16R)

lenne. A bankarok azonban nem estek a fejiikre, és jobb hijan a naiv varakozast alkal-
mazzak: végig a mostani kamategyiitthatot vetitik el6re, tehét

B, B By 1—-RI-T
Dy 1=—"4+—+ =B 13.16N
“'T R R RT-1 ~ 7'R,(1—RY) ( )
azZaz
R —1
Bt = th_l. (13.17)

Természetesen a tényleges tartozast a varakozasok beteljesedésétdl fliggetlentil évrsl évre
modositjak:
Dt - RtDt—l - Bt. (1318)

Ha azonban R; meredeken csokken (mint 1995 és 2003 kozott), akkor a naiv varakozas
jelentGsen elérehozza a torlesztési palyét.
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Kamatlab és futamiddo

A fejezet végéhez érve bemutatjuk, hogyan fligg 2018. &szén a nomindlis kamatlab
(pontosabban: teljes hitelmegtériilési mutato, THM) a futamidétsl. Mivel a bankarok
arra szamitanak, hogy az inflaciés rata emelkedik, ezért a futamidé novekedésekor a
nominalis kamatlab jelentGsen emelkedik. A teljesség kedvéért a havi torlesztési idot
is kozoljik (forras: www. portfolio hu/finanszirozas/hitel/fix-torlesztes) Az adatok 10
mFt-os hitelre, illetve a legjobb és legrosszabb ajanlatra vonatkoznak.

13.6. tablazat. Nomindlis kamatldab és futamidd

Nominalis Havi torleszto-

Futamidé Bank kamatlab % részlet (Ft)
T =10

UniCredit 3,63 99097

Erste 4,95 105285
T=15

UniCredit 4,58 76 342

Erste 6,16 84 332
T =20

K&H 5,11 65 332

OoTP 7,00 76232
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14. Az altalanos egyenstlyelmélet legegyszertibb modellje

A matematikai kézgazdasagtan egyik csicsteljesitménye az dltaldnos piaci egyensuly 1é-
tezésének bizonyitasa. (A 4.1. alfejezetben csak az egytermékes részpiac egyensilyat
vizsgaltuk.) A legegyszertibb esetben a termelést elhanyagoljuk, és egy cseregazdaséagra
szoritkozunk, amelyben a mar meglevs termékeket cserélik el a haztartasok egymassal.
A csere célja: minden héaztartas annyira javitsa a helyzetét, amennyire csak lehetsé-
ges. Részletesebben: minden haztartasnak van egy hasznossdgfiigguénye, amely a csere
utani készletvektor (n darab szam rendezett egyiittese) monoton névekve fiiggvénye.
Minden termék csere utani 6sszkészlete megegyezik a csere el6tti osszkészlettel. Minden
héztartas csak addig nytijtozkodhat, ameddig a takardja ér, azaz egy feltételezett piaci
arrendszerben a kezdGkészletek eladasabol szarmazo jovedelme megegyezik a végss kész-
letek piaci értékével. 1) Belathato, hogy megfelels technikai feltevések mellett 1étezik
legalabb egy ilyen piaci arvektor és a hozzé tartozé optimalis fogyasztasi vektor rend-
szere. 2) Aszimmetrikus informaci6 esetén azonban az egyenstuly gyakran nem létezik.

14.1. Altalanos egyensily

Ebben az alfejezetben definialjuk az altalanos egyensily legegyszertibb modelljét (ami-
kor két termék és két fogyasztd létezik, valamint mindkét hasznossagfiiggvény Cobb—
Douglas-féle), és igazoljuk a piaci egyensulylétezését, s6t kiszamitjuk az értékeét.

A feladat nehézségét a fixpont-tételeknél adodod korkorosség jelenti: egyrészt adott
piaci araktol fligg az egyes partnerek vagyona és kereslete; masrészt a mérlegfeltételek
megszabjak az egyensilyi piaci drakat. Ez a kett&ség megjelenik a bizonyitéasban is.

Két szereplénk indexe 1 és 2. Az egyes szereplSk kiindulo készletparja (vq,wq),
illetve (vg,ws), nemnegativ szamparok, de mindkét parban legalabb az egyik elem po-
zitiv. A jelolések egyszertsitése érdekében olyan mértékegységeket valasztunk, hogy
mindkét termék Osszkészlete egységnyi legyen:

V1 + vy = 1 és w1 + we = 1. (141)

A piaci egyensuly egyidejiileg haromfajta kdvetelményt jelent.
a) A csere révén a javakat Gjra elosztjak: olyan (x1,y1) és (x2,y2) nemnegativ par
— végeredmény fogadhato el, amelyet a csere lehetévé tesz (vo. (14.1)):

r1 + T2 = 1 és Y1 + Y2 = 1. (142)

b) Mivel modelliinkben nincs pénz, ezért arak helyett araranyokrol beszéliink. Ha a
két termék araranya p > 0, akkor 1 egységnyi 2. termékért p egységnyi 1. terméket kell
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adni. Feltételezziik, hogy mindkét szerepls a pozitiv p ararany mellett ki tudja fizetni
a cserét:

DT + Yk = PUk + Wk, k=12 (14.3)

c) A kozgazdasdgtanban szinte altalanosan elfogadott, hogy a déntéshozok maxi-
malizaljak célfiiggvényiiket, amely megmondja, hogy a vélasztott dontés mennyire jo (5.
fejezet). Itt additiv logaritmikus hasznossdagfiiggvényiiket maximalizaljak a cserepartne-

rek:
ug (T, yr) = aglogzk + (1 — ag)logyry — max., k=1,2. (14.4)

ahol ay (0 < ap < 1) mutatja az 1. termék relativ fontossagat a k-adik fogyasztod
szamara.

Ez a célfiiggvény jol bevalt a fizikdban is, amikor példaul a hangerdsségnek logarit-
mikus fliggvényét érezziik. Azt is mondhatjuk, hogy fiiggetleniil a kiindulé helyzettsl,
ha kétszeresre noveljiik a fogyasztast, akkor ugyanannyival névekszik a hasznossag.

Ugyanakkor a 2.5. tétel 2. kévetkezménye szerint a parametrikus optimaélis megol-
das

o (pug + wg)

xi(p) = B és yr(p) = (1 — ag) (pug + wy), k=1,2. (14.5)

A fixponttétel mar emlitett kettGsége megjelenik a bizonyitasban is. Egyszert sza-
molassal belathato, hogy ilyen egyensulyi rendszer létezik.

14.1. tétel. A kéttermékes, kétszereplGs, Cobb-Douglas-féle hasznossagtiiggvé-
nyt cseregazdasagban a piaci egyensiily létezik, és az egyensiilyi drarany
_— W1 + Walg

- )
1 —via; —vo0n

p (14.6)

mig az optimalis fogyasztasi parok (zi(p*), yx(p*)) [(14.5)], ahol k = 1,2.

Bizonyitas. Tetszs6leges p relativ ar mellett mar meghataroztuk a k-adik szerepld
optimalis fogyasztéasi parjat, most ezek segitségével felirjuk a piaci egyensiilyi relativ
arra vonatkozo6 fixpontegyenletet.

Behelyettesitve (14.5a)-t a (14.2a) mérlegfeltételbe:

ay(pvy +w Qz(pv2 +w
1= 1(p) + aalp) = L) alprets)

Rendezve p-re a fixpontegyenletet:
p(1 —viar — vae) = win + waa,

azaz a (14.6) képletben szerepls p* adodik, (14.2b) pedig kévetkezmény. ]

14.1. példa. Még ebben a kétszereplGs—kéttermékes modellben is til sok paramé-
ter van, ezért szemléltetés kedvéért tovabb egyszertsitjiik a modellt. Feltessziik, hogy
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kezdetben az 1. szereplének csak a v-terméke van, a 2.-nek csak w: v1 =1, w; =0 és
vy = 0, wy = 1 (piaci specializacio). Ekkor az egyensilyi relativ ar

a9

p :1—Oél

és a fogyasztasi négyes

* * 2 * *
T =1, Y] = Qg és To=1—-0a1, Yy, =1—ao.

Sziikségiink van még egy fontos fogalomra. Egy elosztast Pareto-optimdlisnak ne-
veziink, ha nincs mas, (14.2)—(14.3)-at kielégité megengedett elosztés, amely minden
részvevének legalabb olyan jo, mint az adott elosztas, és legaldbb egyik részvevének
hatarozottan jobb. Figyelem: ha egy maharadzsatol elvessziik vagyona felét, és 1 milio
¢hez6 kozott szétosztjuk, az nem Pareto-optimaélis, hiszen a maharadzsa joléte csok-
ken. Meégis legtobben tamogatunk egy ilyen djrelosztast. (A 3. fejezetben vizsgalt
Nash-egyensiilyban nincs ,csere”.)

14.2. tétel. (1. joléti tétel.) Pareto-értelemben a piacnél nincs jobb elosztési
mechanizmus.

Bizonyitas. Indirekt bizonyitjuk. Tegyiik f6l, hogy van egy masik megengedett
elosztas, jele (Z,7), amelyik — a részveviket alkalmasan indexelve — az 1. részvevének
jobb, és a 2. részvevének legalabb olyan jo, mint a piaci elosztas. Mivel a részvevik
nem ezeket valasztottak, ezek a piaci arak mellett vagy dragabbak vagy legalabb annyira
dragak, mint a piaciak:

P'Ei+i >pal+yl & pTat+p2pr;+ Y.
Osszeadva a két egyenlGtlenséget:
P (Z1 4+ T2) + 1+ §2 > p* (2] +23) +y1 + 42
Felhasznalva a (14.2) megengedettségi feltételeket: p* + 1 > p* 4+ 1 — ellentmondés. g

Kiemeljiik, hogy a 14.2. tétel kéznapi nyelven azt mondja, hogy ha egy jéindulata
diktator mas arakat vagy mas fogyasztast irna eld, akkor legalabb az egyik fogyaszto
rosszabbul jarna, mint a piaci elosztasnal.

Bizonyitas nélkiil kimondjuk a piaci egyensilyra vonatkozé forditott allitast:

14.3. tétel. (2. joléti tétel.) Megfelel feltételek mellett, ha (z*,y*) Pareto-
optimélis elosztas, akkor létezik olyan (v,w) kiindulé allapot, amelyre (x*,y*) piaci
egyensiily.

A 14.3. tételnek az a jelentésége, hogy ha a korményzat valtoztatni akar az egyen-
silyi elosztéson, akkor az arak helyett a jovedelmeket kell befolyasolnia.

14.1. feladat. Két személynek két termékbdl eredetileg 50-50 egysége van.
(5.6)-féle hasznosséagfiiggvényiik rendre U;(z1,y1) = min[2xy, 1], illetve Us(xo,y2) =
min[za, 2ys].
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a) Hatarozzuk meg a csereegyenstlyt!
b) Melyek a Pareto-optimalis elosztésok?
c) Mi az oka, hogy egyértelmi az egyensuly?

A szédmolas végére érve megemlitjlik, hogy e tételek tetszdSleges szamu szereplére
(kbnnyt) és termékre (nehéz) is érvényesek. Sokkal bonyolultabb a bizonyités, ha a cél-
fiiggvények nem olyan egyszertiek, mint a 14.1. tételben, de kiilondsen, ha a fogyasztas
mellett a termelést is abrazoljak. Az éltalanos tételt Arrow—Debreu 1954-ben igazolta.

Kiilon, itt nem targyalhato kérdés: hogyan lehet a sokszereplds és soktermékes
piacon az egyensilyt kiszamitani? Van-e olyan dinamikus piaci algoritmus, amelynek
végeredménye az egyensulyi arvektor?

14.2. feladat. a) Altalanositsuk a (14.1)-(14.6)képleteket 2-16l n részvevére! b)
Miért nem konnyt az altalanositas m > 2 termékre?

14.2. Kivételek

Ez az optimalitési tétel azonban csak stulyos megszoritasok mellett alkalmazhat6. Ki kell
zarnunk a kovetkezd bonyodalmakat. a) Tokéletlen verseny van: (kevés szerepld verse-
nyez, ezért a piaci egyenstilyi mennyiségnél kevesebbet termelnek bizonyos termékbdl —
6.5. tétel). b) Kilsd (externdlis) hatdsok lépnek fol (példaul a vasgyartot nem kénysze-
riti az allam arra, hogy figyelembe vegye: az altala okozott kérnyezetszennyezés mésok-
nak kart okoz; s ezért tobb vasat gyart, mint ha karpotolnia kellene a karosultakat).
¢) Kozjavak l1éteznek (példaul minden egyes fogyaszto tgy érezheti, hogy semmi baj nem
torténik, ha egyediil 6 nem fizet az orszagos jarvanyelhéaritasért, a tv- misorért stb., s
ezért a termelSk Osszességében az optimalisnal kevesebbet termelnek a kozjavakbol).
d) Aszimmetrikus informdcio jellemzi a biztositast (példaul nem lehet j6 egészségbiz-
tositast venni, mert az egészségesek nem hajlandok az atlagos kockazatot megfizetni).
e) Sokan nem talalnak a piacon tisztességes megélhetést, itt a Pareto-optimalitas nem
segit.

Zarasként Osszehasonlitjuk a kotelezd és az Onkéntes egészségbiztositast, és Ar-
row (1963) nyoman olyan modellt készitiink, ahol az 6nkéntes rendszer létre sem jon.
(Mas eszkozokkel vizsgaljuk e kérdést a 16.2. alfejezetben.) Rendezziik javulo egészségi
allapot szerint sorba a népességet, és osszuk n > 1 egyforma létszamu osztalyba az al-
lampolgarokat; az i-edik osztaly egy tagja éves tb- egészségiigyi biztositasanak koltsége
c;, S ezek a szamok szigortian csokkend sorozatot alkotnak:

c1>Cy > >cCcp_1>cy, > 0.

Ha a biztositdsban mindenki részt vesz, akkor a tb alapelve szerint mind az n szerepld
az dtlagos ellatéasi koltséget fizetné:

i+t
—

fn:

Ha az i-edik osztaly tagjai maganbiztositast valasztanak, akkor a maganbiztositas
dija joval nagyobb: d; > ¢;, de ez is monoton csokken:

d1>d2>"'>dn,1>dn>0.
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Most kisérletképp tegyiik onkéntessé a tb-részvételt, de a dij maradjon egységes.
Elképzelhets, hogy f, > d,, s ezért az nm-edik osztaly tagjai egységesen kilépnek a
rendszerbdl, de a tobbi osztaly tagjai bent maradnak. Ekkor azonban névekszik a
maradék n — 1 osztaly atlagos biztositasi dija, s6t az n — 1-edik tipus maganbiztositasi
dija folé keriil:
1+ +cen

n—1

f n—1 — > dn
igy mar a 2. legegészségesebb, n — 1 indexi osztaly tagjainak sem éri meg a részvétel:
fn_1 > d,_1, azok is kilépnek.

Tegyiik f6l, hogy az i-edik osztaly magéndija éppen az i-edik osztély tb-koltségének
és az elsG 7 osztaly atlagos tb-koltségének a szamtani kozepe:

d; =

Ci-;fi, ahol fi:—cl+.:'+ci,
i

azaz ¢; < d; < fi, 1 = n, ...,2, azaz végil csak a legbetegebbek maradnak bent az

c s

egymas utan tavoznak a szinpadrol).
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15. Egyiitt él6 nemzedékek modellje

A valosagos vildg egyik fontos stilizalt jellemzGje, hogy kb. 30 évente kihal egy nem-
zedék, és helyére lép egy tjabb. (Természetesen egy orszagban minden nap sziiletik és
meghal legalabb egytucat ember. Az éves allomanycserét is modelleztiik a 12. fejezet
nyugdijindexalasi modelljében. Tehat a nemzedék fogalma durva, de hasznos egysze-
riisités.) A nemzedékek végtelen lancaban furcsa helyzetek allnak eld, példaul a piaci
egyensily optimalitasa is felborul. Ahogyan a 20. szazad elejének matematikus oriasa,
David Hilbert fogalmazta meg a halmazelmélet legismertebb paradoxonat a kévetkezs
népszeri alakban: egy végtelen szami egyagyas szobabol 4llo teli szalloda képes még egy
vendéget befogadni; valoban, az n- edik szobaban laké n-edik vendéget tovabb kiildik
az n + 1l-edik szobaba, s ekkor a 1. szoba kitiriil az 4j vendég szamaéara.

Ilyen helyzetet ir le az egyiitt él6 nemzedékek &ltalanos egyensilyi modellje is,
amelyet harom alfejezetben ismertetiink. A 15.1. alfejezetben a kamatlab allando. A
15.2. alfejezetben a kamatlabra iranyulo varakozas racionalis (v6. Bevezetés), a 15.3.
alfejezetben naiv.

15.1. Stacionarius modell

Minden idgszakban (amelynek hossza kb. 30 év) két felnStt nemzedék él egyiitt:
1. (fiatal) és 2. (idGs). Jovedelmiik rendre y; # ya2, fogyasztasuk c, d, megtakaritasuk
s1, S92 — egyelére mindharom par idében alland6. Definicio szerint ¢ = y1 —s1, d = y2—So.
Hagyomanyos statikus piacon nincs csere: ¢® = y; és d° = y» — autarkia.

To6bb feladatot oldunk meg egymas utan: a) adott kamategyiitthatora kiszamit-
juk az optimalis megtakaritast, b) meghatarozzuk az egyensulyi kamategyiitthatot,
c) felirjuk a kamategytitthatok dinamikajat és d) meghatarozzuk az egyensily stabili-
tasi feltételét. Mindenekel6tt egy hasonlattal vilagitjuk meg a hossz- és a keresztmetszeti
feltétel kiilonbségét. Képzeljiink el egy csaladi albumot, ahol lathato egy személy fiatal-
és idoskori fényképe (hosszmetszet), illetve egy apa és fia egyiddeji fényképe (kereszt-
metszet).

a) Hoszmetszeti feltétel

A hosszmetszeti feltétel egy nemzedék két iddszakat fogja at. Legyen a kamate-
gylitthato p, s az egyéni koltségvetési feltétel szerint idéskorban elkolthetjiik a fiatalkori
kamatolt megtakaritast:

S9 = —psy. (15.1)

A konnyid szamolas kedvéért egy szokatlan és szélsGséges életpalya-hasznosség-
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fiiggvénnyel szamolunk [v6. (5.6)]:
U(c,d) = min(c, d). (15.2)

A lényeg, hogy a két idGszak fogyasztasa kozott egyaltalan nincs idbeli helyettesités.
Ekkor az optimalis s(p) megtakaritast az adott p kamategyiitthato fliggvényében
hatarozzuk meg.
Behelyettesitve a (15.1) koltségvetési feltételt a (15.2) hasznossagfiiggvénybe:

Uls1]) = min(y; — s1, y2 + ps1).

A szarmaztatott U[s;] hasznossagfiiggvény maximuma ott valosul meg, ahol a két fo-
gyasztas egyenls:

e o_Y917Y2
Y1 — S1 Yo + psi, azaz S 1—|—p'

(15.3)

b) Keresztmetszeti feltétel

A keresztmetszeti feltétel adott idGszakban egyiitt él6 két nemzedékre vonatko-
zik. Ha v > 0 az idGszakos népességnovekedési egyiitthato (vo. 9. fejezet), akkor a
keresztmetszeti feltétel (9. és 10. fejezet), azaz az adott idGszak dsszmegtakaritda nulla:

vsy + s2 = 0. (15.4)
Ekkor igazolhato a

15.1. tétel. Az egyiitt él6 nemzedékek modelljében a (15.1) hasznosséagfiigg-
vény esetén egyetlen egyensilyi kamategyiitthato létezik, az aranyszabalynak nevezett
értékek: n

. vyr T+ Y2
= =dg = 2=, 15.5
PG 1% es (el G 11 ( )
Megjegyzés. Figyeljiilk meg, hogy az aranyszabaly egyensilyban (a G index a

golden rule-ra utal) a hossz- és a keresztmetszeti feltétel egybeesik.

Bizonyitds. Valoban, behelyettesitve a (15.4) keresztmetszeti feltételbe az egyes
nemzedékre vonatkozo (15.1) hosszmetszeti feltételt:

(v —p)s1 =0.
Mivel y1 # yo, ezért (15.3) miatt s§ # 0, tehat (15.5) igaz. ]

Megjegyezziik, hogy a tarsadalmi szerzédés altal biztositott végtelen lancu csere
minden nemzedéknek nagyobb jolétet nyujt, mint az autarkia.

A dinamikai folytatasnal két esetet kell megkiilonboztetniink: a kamatlabra vonat-
koz6 varakozés raciondlis vagy naiv.

15.2. Dinamika racionalis varakozas esetén

Mostantol feltessziik, hogy a (p;) kamategyiitthato-palya és az (s; ) megtakaritasi pa-
lyapar id6ben valtozo. Ebben az alfejezetben a varakozas racionélis (lasd Bevezetés),
azaz a vart kamatlab megvalosul, a modellel 6sszhangban van. A (15.3) alapjan megha-
tarozott, id6ben valtozo kamategyiitthatoktol fliggd s1(pe+1) és s2(pr) megtakaritaspar
segitségével kiszamitjuk a (15.4) mérlegfeltétel dinamikai valtozatat. Belatjuk a kovet-
kez6 tételt.
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15.2. tétel. Raciondlis virakozas esetén a kamategytitthato- dinamika

pri=v—1+2,  t=0,1,2,.... (15.6)
Pt

Megjegyzés. Figyelemre mélto, hogy a (15.6) jobb oldala csokkend fliggvény, az
allandosult allapot folotti/alatti kamategytitthatot az allandosult érték ala/folé viszi:
oszcillacio.

Bizonyitds. Felirjuk a (15.3) feltételes megtakaritasokat idében valtozo kama-
tegytitthatokra, a mésodik megtakaritast (15.1) alapjan szamolva, de egy idészakkal

eltolva:

Y1 — Y2 , (y2 —y1)pe
31(Pt+1) = Tpt—ﬂ €s 32(pt) = Tpt

Behelyettesitjiik Sket a dinamizalt (15.4) keresztmetszeti feltételbe:

L=y (Y1 — y2)pt

= ) 15.7
1+ prya L+ pt (15.7)
Feltéve, hogy y1 # ys2, egyszertsitiink y; — yo-vel, és reciprokot vesziink:
1 1
RSN S (15.8)
v Pt
azaz (15.6) all. 1

Most pedig kozvetleniil meghatarozzuk az allandosult allapotot, és igazoljuk a sta-
bilitdsat novekvs 1étszami népességre.

15.3. tétel. Racionalis varakozas esetén a (15.6) dinamika dllandésult dllapota
valoban pg = v, s ez aszimptotikusan stabil, ha a népesség névekszik: v > 1.

Megjegyzés. A v > 1 feltevés sziikséges is a stabilitashoz, hiszen v < 1 esetén
g(c0) =v —1 <0 lenne.

Bizonyitas. A bizonyitas alapotlete egyszerti: ahhoz, hogy a 7.2.% tételt alkal-
mazhassuk, az 1-1épéses helyett a 2-1épéses atmenetet kell vizsgalni.
El6szor (15.6)-ot idtlenné tessziik:

ﬂ@zv—1+;, (15.9)

majd bevezetjiik az iteraltjat:

v

_ . 15.1
v—1+4+v/p (15.10)

9(g(p)) =v—1+

Ez a fiiggvény szigortan monoton novekszik a (0,00) szakaszon, egyetlen értelmes fix
pontja szintén v. A 7.2.* tétel szerint mind a paros, mind a paratlan sorozat konvergal
v-hez, tehat egyiitt is konvergéalnak. (]
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15.1. példa. Figyelemre mélto, hogy a (15.6) kamategyiitthato-dinamika a stabi-
litasi tartomény szélén, v = 1 esetén 2-ciklust ad! Valoban, ekkor p;yr1 = 1/pr = pr—1,
azaz

1
par=po 65 pu1=—, =12 ...
Po

15.1. feladat. Programozzuk be a (15.6) dinamikat v = 2-re pg = 1 és pg = 3
kezds allapot esetén!

15.3. Naiv varakozas

Ebben az alfejezetben a modern kozgazdasagban dominans szerepet jatszo racionalis
varakozas helyett legegyszertibb ellenparként a naiv varakozast vizsgaljuk (lasd a 4.1.
alfejezet sertésciklusat). Ekkor a szerepldk az el6z6 idGszak tényleges kamatlabat vetitik
ki a jelenre. A 30 éves idGszak miatt mindkét varakozasi feltétel egyforman irrealis.

A (15.3) alapjan meghatéarozott, id6ben valtozé kamategyiitthatoktol fiiggs s1(p¢)
és sa(pr—1) megtakaritaspar segitségével kiszamitjuk a (15.6) naiv dinamikai valtozatat.
Belatjuk a kévetkezd tételt.

15.4. tétel. Naiv varakozas esetén a kamategyiitthato- dinamika

—14/1+4v(1+ pi_1)
Pt = 9 )

t=1,2,.... (15.11)

Bizonyitas. A (15.3) feltételes megtakaritasok helyett (az sa-beli p; kamategyiitt-
hatot megtartval)

(Y2 — y1)ps
L+piy

Y1 — Y2 ,
S1(Pt) = 1+ pr €s 52(Pt71) =

majd behelyettesitjiik a (15.4) keresztmetszeti feltételbe:

J e W Zvlee (15.12)
1+ py 14+ pe—1

(15.12)-t rendezve a kovetkezs masodfoku egyenletet kapjuk:
pi +pe —v(1+pi1) = 0. (15.13)
A megoldoképletet felirva, és a pozitiv gyokot megtartva adodik (15.11). ]

Ennek a rendszernek ugyanaz a p° = v az allandosult allapota, de globalisan stabil.
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15.5. tétel. A naiv varakozéasos (15.11) dinamika allandésult éllapota valéban
pc =V, s ez aszimptotikusan globalisan stabil.

Megjegyzés.  Figyelemre mélto, hogy a (15.11) dinamika nemcsak, hogy mo-
noton novekszik, de emiatt az allandosult allapot folotti/alatti kamategytitthatot az
allandosult érték folott/alatt hagyja, ezért a 7.2.% tétel kozvetleniil alkalmazhato.

Bizonyitds. a) Belathato, hogy a (15.11)-bsl adodo

flp) = 1;4y(1+p> (15.14)

kamategyiitthato-leképezés egyetlen fix pontja valoban v. De a bonyodalmas szdmolas

helyett elegendd a (15.13) allandosult allapotat, (15.10)-et vizsgalni, de ezt mar korab-

ban megtettiik. Belathato, hogy [0, v) képe [0,v), s [, 00)-¢ [v,00). A gérbe konkav.
b*) 7.2.* tétel kovetkezményének specialis esete. ]

15.2. példa. Figyelemre mélto, hogy a (15.11) kamategyiitthato-dinamika v = 1
esetén sem ad 2-ciklust!

A 15.1. feladatot most a naiv varakozas feltevésére irjuk at!

15.2. feladat. Programozzuk be a (15.11) dinamikat v = 2-rea pg = 1 és a pp = 3
kezdGéllapotra! Nézziik meg, hogy a racionalis vagy a naiv varakozas mellett tart-e
gyorsabban a palya az egyensulyhoz!

15.3. feladat. Programozzuk be a (15.11) dinamikat v = 1/2-re a pg = 1 és a
po = 1/3 kezdgéllapotral

Megjegyzések. 1. Ha a (15.1) hasznossagfiiggvény helyébe realisabb, nagyobb idé-
beli helyettesitést megengeds hasznossagfiiggvényt irunk, akkor valtozik a stabilitasi
feltétel, és nemcsak elfajult esetben jelenik meg a masodik allandosult allapot, amely
maga az autarkia (6nellatas): s; = so = 0.

2. Csupan két egyiitt él6 nemzedék feltételezése nagyon durva kozelités, és csak
kvalitativ megallapitasok szarmaztatésara alkalmas. A sok egyiitt él6 korosztaly altala-
nos modellje azonban nem fér bele a jegyzetbe, de a 12. fejezetben érintettiik az S + T
korosztalyos modellt.

115



16. Valbszintliség-szamitas és biztositas

Ebben a fejezetben elGszor korvonalazom a valészintiség-szamitas elemeit, majd vazolom
a biztositas harom alapmodelljét.

1) A valoszintiség-szamitas mar ismert valoszinidségi események bizonyos kombi-
néicidinak valoszintiségét szamitja ki. Ha bevezetjiik a valoszintiségi valtozo, a varhato
érték és a szoras fogalmat, akkor elvi jelentGségl fels6 becsléseket adhatunk annak a
valoszintiségére, hogy milyen gyorsan tart a fejek (és hasonloan az irasok) relativ gya-
korisaga 1/2-hez.

2) A biztositas lényege: a biztositotarsasiag sok nagyjabol egyforma és egymas-
tol fliggetlen kareseményt biztosit ligyfelei szamara — biztositasi dij ellenében kifizeti
a karosultakat. Mivel az Osszkar relativ szorasa (szoras/kar, ahol a szoras a véletlen
valtozo ingadozasanak (16.4)-ben definidland6 értéke) nagyon kicsiny, ezért az elegendd
tokével és jol miikods halozattal rendelkezé biztositd viszonylag kis felarral fedezi a
kart. Kozgazdasagi szempontbdl kiilonlegesen érdekes eset, ha a kar valdszintiségét
noveli a biztositas megléte: ez a mordlis kockdzat, ekkor célszert onrészesedéssel csok-
kenteni a kar valoszintiségét. Ha a kis- és nagykockazattiak el6re nem kiilonbéztetheték
meg egymastol, akkor csak a nagykockazatiiaknak érné meg a biztositds megkotése, ez
a kontraszelekcio. Viszont megfelel6 onrészesedés bevezetésével a kisebb kockazatiak
megkiilonboztethetik magukat a nagyobb kockazattaaktol.

16.1. A valbszintiség-szamitas elemei

Annak idején (1961 és 1965 kozott) a magyar kozépiskoldban nem tanitottak
valoszintiség-szamitasra, de azota a kozoktatdsban megjelent e téma is. A kozépiskolai
valoszintiség-szamitas zome a kombinatorikara épit, és olyan kérdéseket vizsgal, hogy
példaul az 6t6s lotton mennyi a valoszintsége a telitalalatnak. Az Ujszovetség is be-
szamol arrél, hogy mér a romai katonék is jatszottak kockajatékot, ti. kockét vetettek
a keresztre feszitett Krisztus kopenyére. Még egyszeriibb a pénzfeldobés, amikor irasra
(I) vagy fejre (F) kell fogadni.

Meglep6 moédon azonban 1654-ig senki sem tudott megbizhatéan megoldani
valoszintiség-szamitasi feladatokat. Ekkor két matematikai langész, Pascal és Fermat
egyméstol fliggetleniil megoldottak egy Osszetett valoszintiség-szamitasi feladatot, s ez-
zel megsziiletett a valoszintiség-szamitas.

A nevezett feladat ismertetése helyett egy olyan problémat mutatunk be, amelynek
,megoldéasa” kétségeket ébresztett.
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16.1. példa. Két egyforma éremmel egyszerre dobunk. Mennyi a valoszintisége,
hogy egymastol kiilonb6z6 eredményt kapunk? Ha képzeletben megszamozzuk az érmé-
ket, és 1, 2 sorrendben irjuk fél az eredményeket, akkor négy egyforma valdszintségii
esemény létezik: FF, FI, IF és II, tehat az FI és IF egyiittes valoszintisége 1/2. Erde-
kes, hogy sokiig még a legkivilobb matematikusok sem ismerték fel, hogy az egyébként
megkiilonboztethetetlen FI és IF eseménypéar most két elemi esemény, s ezért azt hitték,
hogy hogy 3 egyenld valosziniiségi eseményiink van: egyenként 1/3 valoszintiséggel.

Kozépiskolas szinten a valoszintiség meghatarozasa el6tt ol kell tenniink, hogy 1é-
tezik egy n-elemi véges alaphalmaz (a biztos esemény): €2, elemei wy, ...,w, (az elemi
események). Feltessziik, hogy minden w;-nek van valoszintisége: p; > 0, melyek Gsszege

1:
Zpi =1
i=1

A 16.1. példa alapjan azonban nem tehetjiik f6l, hogy 2 minden részhalmaza
megfigyelhetd (pl. az IF és az FI részhalmazok kiilon-kiilon nem figyelhetSk meg).
Ezért bevezetjiik a megfigyelhetd halmazok un. algebrdjat: A-t, amelynek barmely A és
B elemére (ezek ) részhalmazai), ezek Osszege (A U B) és metszete, azaz kozos része
(AN B) is benne van az algebraban.

Képletben:

AUB ={w|w e Avagy w € B},

ahol a vagy nem kizaro, és
ANB={w|we Aes we B}.
Sziikséglink lesz még A kiegészitd halmazara:

A=0N\A={w|w¢gA}

16.1. példa. (folytatas) Két megkiilonboztethetetlen érme egyiittes feldobasakor
megfigyelheté halmazok az lires és a teljes halmazon kiviil: TF U FI, II, F'F.

A valo6sziniiség egy alaphalmaz bizonyos részhalmazain definialt, skalarértéki fiigg-
vény, amely minden A € A-hoz egy P(A) nemnegativ szamot rendel, amely legfeljebb
1, s emellett teljesiilnek a kovetkezs Osszefiiggések;

ha két esemény egymast kizarja, akkor egylittes valoszintiségiik a két valoszintiség
Osszege:

ha ANB=10, akkor P(AUB)=P(A) +P(B),
valamint a kizarhaté esemény valdszintisége 0, a biztosé 1:
P0)=0 és P(Q)=1.
Fenti példankban az eloszldst a kovetkezs képlet definidlja minden megengedett részhal-
mazra: .
P(A)=> pi.
€A
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Az un. klasszikus valoszintiség-szamitasban minden elemi esemény egyforma va-
loszintiségii: p; = 1/n, és egy Osszetett esemény valoszintsége a kedvezs és az Osszes
események hanyadosa: p = k/n. Legegyszeriibb példa, amikor a szimmetria sériil, az
ujsziilottek természetes megoszlasa fitkra és lanyokra: 0,514 vs. 0,486. (Olyan tarsa-
dalmakban, mint pl. a kinai, ahol a fitk értékesebbek, mint a lanyok, abortusz miatt a
fiatobblet sokkal erésebb lehet.)

Megjegyezziik, hogy ha végtelen halmazokat, példaul a természetes szdmok halma-
zat vagy a [0, 1] szakaszt mérlegelnénk alaphalmazként, akkor nagyon bonyolult technikai
részletekbe litkdznénk.

A legegyszeriibb véletlen esemény az, amely vagy bekovetkezik (siker) vagy nem
(kudarc) — példaul, hogy egy kockaval 6-ost dobok vagy éremmel fejet. Legyen p egy 0
és 1 kozotti szam; ha a siker bekovetkezésének a valoszintisége p, akkor elmaradésanak
valoszintisége 1 — p. (Két fenti példaban: p = 1/6, illetve p = 1/2).

A valbészintiség-szamitasban alapvetd fogalom két esemény fiiggetlensége. Legyen
a két esemény A és B, egyedi, és egyiittes valoszintségiik rendre P(A), P(B), P(AN
B). Azt mondjuk, hogy a két esemény egymastol figgetlen, ha egyiittes eléfordulasuk
valoszintisége az egyedi valoszintiségiik szorzata:

P(AN B) = P(A)P(B).

A 16.1. példaban a két érmedobés eredménye egyméastol fiiggetlen, s ha megsza-
moztuk volna az érméket, akkor a megfigyelhet6vé valas utan P(F1) = P(F)P(I) stb.
Természetesen vannak nem fiiggetlen események is: A és A, ha 0 < P(A),P(4) < 1.
(A 16.3. feladatban szereplé Markov-lanc egymast kovetd valoszintiségi valtozoi sem
fiiggetlenek.) A tovabbiakban csak fiiggetlen eseményekkel foglalkozunk.

Tegyiik fol, hogy egy p siker-valoszintiségii kisérletet n-szer megismétliink. Kérdés:
mennyi a valészintisége, hogy a siker k-szor fordul elg?

16.1. tétel. Annak a valosziniisége, hogy n fiiggetlen kisérletbdl k szami lesz a
sikeres,

n! k —k
= —7>p"(1—p)" k=0,1,...,n. 16.1

Bizonyitas. Tegyiik fol, hogy a siker pontosan az i1, ..., 1; sorszdmu kisérletben
fordul els. Kombinatorikabol ismert, hogy n kisérletbsl k-t (a sikereseket)

Pkn

n!

kl(n — k)!

féleképp lehet kivalasztani. Ezek az elemi események. A kisérletek fiiggetlensége miatt
egy adott sorozatra a k szamu siker valoszintsége p¥, az n — k szama kudarc valészini-
sége (1 —p)"~*, tehat (16.1) teljesiil. [

Figyelemre mélt6, hogy (16.1)-ben éppen az n-edfoku binomialis kifejezés tagjai
fordulnak els. Ez még vildgosabb, ha bevezetjiik a ¢ = 1 — p jelolést:

n - n! k n—k
L=(p+q" =) W= 4
i=0
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Ezért a (16.1) eloszlast n-edrendd binomidlis eloszldsnak nevezziik.

16.1. példa. (folytatas) p = 1/2 esetén (16.1)-ben 3 tag van, értékiik 1/4, 1/2 és

1/4.

Eddig csak véletlen eseményekrél beszéltiink, de érdemes bevezetni a valosziniiségi
vdltozo fogalmét is: legyen xq, ..., x, valds szamsorozat, X = z; teljesiil p; valoszini-
séggel. Példaul a kockédnal z; = 1, ...,2¢ = 6, de a fej—vagy-irasal onkényesen kell

valasztani a valoszintiségi valtozot: példaul zq =1 (fej), z2 = 0 (iras).
Nyilvanvaléan adodik az X vdrhato értékének definicidja:

EX =Y pi;. (16.2)
=1

Ez a szam a lehetséges kimenetelek valoszintiségeikkel sulyozott atlaga. A kockadobésnél
a varhato érték 3,5. Masik gyakorlati példa: egy tanulé kiilonféle tantargyi jegyeinek
az atlaga.

Nyilvanvalo, hogy a c allanddval beszorozva a valoszintiségi valtozot, a varhato érték
is c-vel szorzodik: E(cX) = cEX.

Kés6bb még sziikségiink lesz a kovetkezd elemi tételre, amely egy trivialis, mégis
hasznos felsé becslést ad: mekkora lehet annak a valoszintisége, hogy egy pozitiv értéki
valoszintiségi valtozo nagyobb, mint a varhatoé érték 2-szerese, 3-szorosa stb.?

16.2. tétel. (Markov-egyenlStlenség, 19. szazad vége.) Ha X > 0, X nem
azonosan 0, és A > 1, akkor

1
P(X > \EX) < . (16.3)

Bizonyitas. Tegyiik fol, hogy n > 1, (z;)_; monoton névekvs sorozat, és az m
index (ha létezik) valasztja el X-nek a AEX-nél nem nagyobb és nagyobb értékeit:

0<z, <AEX <z,,41.

x; < AEX esetén X-et O-val becsiiljik alulrél, egyébként AE.X-szel. Behelyettesitve
(16.2)-be:

i=1 i=m+1 i=m+1
azaz EX > 0-val elosztva mindkét oldalt: 1 > A\P(X > AEX). Innen adodik (16.3). g

16.2. példa. Ha kivancsiak vagyunk arra, hogy a dolgozok hényad része keres
tobbet, mint az atlagkereset 3-szorosa, akkor a Markov-egyenlGtlenség A = 3-mal na-
gyon pontatlan valaszt ad: 1/3-a. Magyarorszagon 2012-ben, amikor kb. ennyi volt a
nyugdijjarulék-alap plafonja, 3%- a.

Az atlag mellett sziikkség van azonban a szdrdsra is, amely azt mutatja, hogy
mennyire véletlen a valtozd, azaz mennyire ingadozik a varhatd értéke koriil. Egy-
szert volna a varhato értéktsl mért kiillonbségek abszolut értékének a varhato értékét
venni:

=1
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Analitikusan azonban elényosebb egy négyzetosszeges definicio:

DX = ,|> pilzi — EX[2. (16.4)
i=1
Még jobb a szoérasnégyzetet szerepeltetni (v6. a 16.4. tétel):

D°X =) pilz; — EX|*. (16.4")

=1

Nyilvanvalo, hogy a ¢ > 0 allando6val beszorozva az X valoszintiségi valtozot, a szorés is
c-vel szorzodik: D(cX) = cDX.
A kovetkezo feladat egyszertisiti (16.47)-t.

16.1. feladat. Igazoljuk, hogy

D’X = EX? - (EX)2 (16.4")

Kovetkezmény. n szam sulyozott négyzetes kozepe legalabb akkora, mint silyo-
zott szamtani kéozepe:
EX? > /(EX)2.

Megjegyzés. Ezt az egyenlStlenséget a 10.4. kovetkezményeként mar kordbban,
masképp igazoltuk.

16.3. példa. Legyen X értéke siker esetén 1, kudarc esetén 0. Ekkor EX = p és
D2X = p —p? = p(1 — p) — ez nevezik Bernoulli-féle valoszintiségi valtozonak.

Hogyan lehet két valoszintiségi valtozo Osszegét és szorzatat definialni? Példaul
annak idején kozponti kérdés volt a kockajatékosok szamara, hogy miképp oszlik el két
kocka egyiittes dobasakor az eredmények Osszege. Bevezetiink egy mésik, Y valdszini-
ségi valtozot, a kovetkezs valoszintiségi eloszléssal: legyen yq, ..., y,, valos szamsorozat,
Y = y; all g; valoszintséggel. ElGszor az egyiittes eloszlast definidljuk. Az tn. pereme-
loszlasok sor- és oszloposszegekkel vannak meghatarozva:

m n
p; = E rij, t=1,...,n és qj:E rij, t=1,...,m.
j=1 i=1

Kiilon megadjuk a két valtozo fiiggetlenségi feltételrendszerét:

Tij = Di4y, z'zl,...,n és ]:1,,m
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16.1. tablazat. FEgyiittes eloszlds

U1 e Yj e Um Osszesen
x1 T11 T1j T1im b1
€q i1 ce Tij ce Tim Di
T Tn1 T Tnj e Tnm Pn
Osszesen q1 e qj e Qm 1
Az X +Y valészintiségi valtozo: 14y ..., 2 +Yj, ..., Tn+Ym, €s az XY valoszini-
ségi valtozo pedig 1y1 ..., %iYj, - .., TnYm, mindketts egyiittes (r; ;) valoszintiségekkel.

Erdemes az n-edrendii binomialis eloszlas varhato értékét és szorasat kiszamitani.
Nehéz volna azonban (16.1)-et behelyettesiteni (16.2)-be és (16.4")-ba, segitségképp két
altalanos tételt mondunk ki elStte.

16.3. tétel. Két valoszintiségi valtozé Osszegének a varhaté értéke a varhatoé
értékek Osszege:
E(X+Y)=EX +EY. (16.5)

Bizonyitas. Definici6 szerint

erij(xi +y5) = Zpil’i + quyj.
i y -

Teljes indukcioval a 16.3 tétel tetszbleges tagszami Osszegre kiterjeszthets.
Bonyolultabb a szérasnégyzet esete, itt kikotjiik a két eloszlés és a megfelel véletlen
valtozok fiiggetlenségét.

16.4. tétel. Két fiiggetlen valbsziniiségi valtozé OGsszegének a szordsnégyzete a
szorasnégyzetek osszege:
D*(X +Y) =D?X + D?Y. (16.6)

Megjegyzés. Figyelemre mélté a hasonlésag a Pitagorasz-tételhez. Ugyanakkor
Y = X esetén D*(X +Y) =4D2X, mig Y = —X esetén D?(X +Y) = 0.

Bizonyitds. Erdemes bevezetni az X=X-EXésazY =Y —EY kiilonbségual-
tozokat. Ekkor EX = 0, D2X = EX? = D2X stb., valamint a 16.3. tétel altalanositésa

szerint A A A . A
D} X +Y)=EX +Y)?=EX?+2E(XY) +EY?.

Csak azt kell még belatnunk, hogy E(X Y) = 0. Behelyettesitéssel és az r;; = p;q;
fliggetlenségi feltételt hasznalva,

E(XY) = Z Zpiqj@z‘@j = sz'i?i Zngj — EXEY = 0.

i=1 j=1 i=1 j=1
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Teljes indukcioval a 16.4. tétel is tetszbleges tagszamu Osszegre kiterjeszthets, csak
a valoszintiségi valtozok paronkénti fiiggetlenségét kell feltenniink.

16.4. példa. Barmilyen n-edrend binomialis eloszlas valoszintiségi valtozojat T;,-
nel jeloljiik, ez a sikerek szamét adja meg.

16.2. feladat. Bizonyitsuk be, hogy az n-edrendd binomialis eloszlas varhato
értéke np, szorasnégyzete np(l — p).

Ezen a ponton kimondunk egy fontos egyenlGtlenséget, amely egy tetszéleges valo-
szintiségi valtozonak varhato értékétsl valod eltérését becsiili a szoras segitségével.

16.5. tétel. (Csebisev-egyenlStlenség, 1867.) Legyen az X val6szintiségi valtozoé
varhato értéke p, és szérasa o > 0. Ekkor

0.2
P(|X —pu|>e) < =

Megjegyzések. 1. Csebisevrdl tobb fontos egyenlGtlenséget is elneveztek; ez a
valoszintiség-szamitasi egyenlétlenség, a 10.5. tétel viszont az OsszegegyenlGtlenség.

2. Az id6pontokbol nyilvanvald, hogy Csebisev elébb alkalmazta a Markov egyen-
16tlenséget, mint ahogy Markov kimondta volna.

Bizonyitas. Alkalmazzuk a Markov-egyenlGtlenséget (16.2. tételt) az Y =
| X — u|? > 0 valoszintiségi valtozora. Definicié szerint EY = o2, £2 = \o?. 1

16.5. példa. Figyelemre mélto, hogy a szimmetrikus pénzfeldobasnél a Csebisev-
egyenl6tlenség bizonyos esetben éles: p=1/2, (0 =1/2,) e =1/2

P(IX —1/2|>1/2) < 1.

Egy egyenl6tlenséget élesnek neveziink, ha esetenként egyenl@ségre teljesiil, pl. a szam-
tani és mértani kozép kozti egyenlGtlenség.

Az alfejezet végén bebizonyitjuk az Gn. nagy szamok gyenge torvényét. Legyen
X1, ..., X, ndarab paronként fliggetlen és azonos eloszlasu valoszintiségi valtozo, ame-
lyeknek létezik kozos varhato értéke: p és kozos szordsa: o > 0. Képezzik a szamtani
kozepiiket:
B )(1 + .-+ Xn
= - .

Sn, (16.7)

Lathato, hogy ES,, = pu.

Heurisztikusan a nagy szamok torvényei azt mondjak ki, hogy paronként (vagy
teljesen) fiiggetlen valoszintiségi valtozokra sok ismétlés utan a szamtani kozép szto-
chasztikusan a kozos varhato értékhez tart. (De ennek igazahoz alkalmas korlatossagi
feltétel kell.) A gyenge torvény csak az eltérés valoszintiségét korlatozza, az itt nem tag-
lalt erés torvény viszont majdnem minden elemi eseményre is igazolja a konvergenciat.
A gyenge torvény megengedi, hogy minden n-re mas és mas halmazon legyen nagyobb
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e-nél az eltérés, az erds torvény ezt egymésba skatulyazott, és egyre kisebb halmazokra
korlatozza. (Legegyszeriibb alakban ez utobbi torvény azt az evidens allitdst mondja
ki, hogy a [0, 1] szakasz pontjait 2-es szamrendszerben felirva, majdnem minden szdm
kifejtésében a 0-k és az 1-esek részaranya azonos: 1/2—1/2. Meglepd lenne, ha példaul a
bl sok” szamra a relativ gyakorisdg nem tartana egy hatarértékhez. Ha van hatéarérték,
akkor szimmetria miatt 0,5 lenne.)

Formalisan

16.6. tétel. (Csebisev tétele, 1867, a nagy szamok gyenge toérvénye.) Annak
valoszintisége, hogy a (16.7)-ben definialt szamtani kézépnek a kézos varhaté értéktol
abszoltt értékben vett eltérése nagyobb, mint egy tetszdleges € > 0 szam, n-nel fordi-
tottan aranyos felsé korlattal becsiilhetd:

2
o
P(|S, —pu| >¢) < —. 16.8
(10— pl > ) < 5 (16.9)
Megjegyzés. A tételt elGszor a legegyszertibb alakban Jakob Bernoulli bizonyi-
totta be (posztumusz publikacio: 1713).

Bizonyitas. Alkalmazzuk a Csebisev-egyenl6tlenséget (16.5. tételt) a Z, =
Sp/n > 0 valoszintségi valtozora. A 16.3. és 16.4. tétel értelmében EZ,, = pu és
D27, = o?/n. |

Megjegyzések. 1. Statisztikai alkalmazasokban a tételt megforditva alkalmazzuk:
ha meg akarjuk vizsgalni, hogy a siker valészintisége tényleg p, akkor naiv moédon éppen
az ismételt dobésok atlagat vessziik. Példaul ha 100 dobasbol 30 db fej, akkor p = 0,3
becsléssel éliink.

2. Egyébként bonyolultabb eszkozokkel sokkal pontosabb becslést is kaphatunk
(16.8) jobb oldalara, de ezt csak jelezziik a 16.7. példa végén.

16.6. példa. A gyakorlatban gyakran éliink az ¢ = o valasztéssal. Ekkor

1
P(|S, —p| >0) < e (16.8")

16.7. példa. Legyen X =1 afej, X =0 az iras, azaz p=1/2, pu=1/2, 0 = 1/2,
tehat € = 0,1 esetén 100 dobasnal P(|S100 — 0,5 > 0,1) < 1/4 = 0,25.
Ha n = 3 fej-vagy-irast vizsgalnénk, akkor a négy val6szintiség rendre
—1—0125' —3—0375 —3—0375' —1—0125
p3,0—8—, ; p3,1—8—, p3,2—8—, ) p3,3—8—, .
Mivel S3 lehetséges értékei 0, 1/3, 2/3 és 1, valasszuk (16.8") a minimaélis eltérést,
e=1/2-1/3=1/6, s ez esetben P(|S3 —1/2| > 1/6) = 0,25; holott (16.8) jobb oldala
értelmetleniil nagy: 3.

A kovetkez§ feladat a valoszintiség-szamitas bonyolultabb kérdéskorére vonatkozik,
de specialis megfogalmazasa miatt a kozépiskolas keretek kozott is vizsgalhato.

16.3. feladat. Tekintsiink egy 2-allapott Markov-lancot, ahol a rendszer a t-edik
id6szakban rendre x; és y; valoszintiséggel van az 1., illetve a 2. allapotban, x; +y; = 1.
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Adott a és b atmenet-valdszintiségek esetén az allapotvaloszintiségek a kovetkezd szabaly
szerint valtoznak (0 < a,b < 1):

Tt41 :CLSL’t‘f—(l _b)yt és Yt+1 = (1_a)xt+byt7 t:071727""

a) Hatarozzuk meg a rendszer (x°,y°) stacionarius allapotvaldszintiség-pérjat, azaz
ahol az allapotvaloszintiségek idében allandoak!

b) Igazoljuk, hogy akarmilyen zo > 0 és yo = 1 — xg > 0 kezddallapotbol inditva
a rendszert, (wz:,y:) tart (z°,y°)-hoz, azaz hosszi tédvon a rendszer rendre x° és y°
valoszintiséggel van az 1. és a 2. allapotban!

Miutan megismerkedtiink a valdszintiség-szamitas néhany alapelemével, alkalmaz-
zuk eredményeinket a biztositasra.

16.2. A biztositas alapmodelljei

A biztositas harom alapmodelljét mutatjuk be: a) klasszikust, b)a moralis kockazatot
és c) a kontraszelekciot figyelembe vevs modellt.

a) Klasszikus modell

A klasszikus biztositasi alapmodell a kovetkezs. Van n szamu egyén, akiket egymastol
fiiggetlentil, azonos p valdszintiséggel érhet kar, amelynek értéke d > 0. Egy biztosito
e = pd(1 + m) dijért hajlandé az egyéni kart biztositani, ahol m > 0 a biztosité bruttd
(koltségeit is tartalmazo) haszonkulesa biztositottakként. A kérdés: milyen tovabbi
feltételek mellett éri meg az egyéneknek, illetve a biztositonak biztositast kotni?

Tegyiik fol, hogy az egyén vagyona 1 egység, amely nagysagrendben 6sszemérhets a
karértékkel. Példaul hésiinknek volt 6 mFt megtakaritott pénze, s ebbdl vett egy 5 mFt
értékid autot. Az autdjat biztositja az dnmaginak okozott kar és a lopas ellen. Elsé
latasra nem érdemes biztositast kotnie, hiszen a varhato kar kisebb, mint a biztosan
kifizetett dij: pd < pd(1 + ).

A biztositas megkotése és elmulasztasa mellett varhatd hasznossag segithet a va-
laszban. Legyen u(-) egy megfelels szakaszon értelmezett, szigortian névekvés és szigo-
riuan konkav skalarértékd fiiggvény (vo. a kovetkezSkben szerepls 16.7. tétellel), amely
megmondja, hogy szubjektive mennyit ér az egyénnek, hogy ha kar esetén van auto-
biztositasa és ha nincs. Bal oldalra irjuk a biztositasi dijjal csokkentett, de biztositott
értéki vagyont. Jobb oldalon a wvdrhaté hasznossdg két tagja szerepel: p € (0,1) va-
loszintiséggel a biztositatlan auté tulajdonosénak a kar bekovetkezése esetén tapasztalt
hasznossiga, és ¢ = 1 — p valoszintiséggel a szerencsés kimenetel hasznossaga. Ekkor
utolag visszatekintve felesleges lett volna a biztositas, mert nem volt kareset. A kérdés
az, hogy mikor lesz a bal oldal nagyobb, mint a jobb.

u(l —e) > pu(l —d) + qu(1).
Figyelem: 0 < p < 1, mert soha (p = 0) vagy biztosan (p = 1) bekdvetkezs kar

eseményeket nem érdemes biztositani. Az egyszertiség kedvéért egyelére eltekintiink a
biztositasi dijtol: m = 0 esetén ey = pd, ekkor kimondhatjuk a kévetkezd tételt.
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16.7. tétel. Ha az egyén hasznossagfiiggvénye szigoriian névekvd és szigoriian
konkév, és a biztositasi dij csak a varhaté kart fedezi (nincs biztositéi haszon: ™ = 0),
akkor teljesiil

u(l —pd) > pu(l —d) + qu(1),

azaz érdemes biztositdst kotni.

Bizonyitds. A szigoru konkavitas definicioja szerint u(pz + qy) > pu(z) + qu(y),
p,g =1 —p > 0és = # y. Nyilvanvalo valasztas: = 1 —d és y = 1, akkor
pr+qy=p(l—d)+q=1-pd |

16.4. feladat. Ha biztos a kar, akkor tényleg nem érdemes biztositast kétni? Miért
nem érdemes biztositast kotni, ha linearis a hasznossagfiiggvény?

Miért képes a biztosito viszonylag kis haszonnal biztositast nydjtani? Mert a (16.6)
Csebisev-tétel értelmében, ha a kar szempontjabol egyforma és fiiggetlen egyének soka-
saga vesz részt a biztositasban, akkor az egy biztositottra juto kifizetés relativ szoréasa
nagyon kicsiny, a biztosité kockdzata elhanyagolhato.

16.5. feladat. Miért nem érdemes az allamnak biztositast kotnie vagyontargyaira?

Erdemes meghatarozni azt a 7° biztositoéi haszonkulcsot, amely mellett az egyénnek
k6z6mbos, hogy részt vesz-e vagy sem a biztositasban:

u(l —pd(1+7°)) = pu(l —d) + qu(l). (16.9)

Azt tudjuk, hogy minél kisebb a kar valoszintisége, és minél nagyobb a kar-vagyon
hényados, annal nagyobb hasznot vagy haszonkulcsot terhelhet az egyénekre a biztosito.
Egy szampéldan szemléltetjiik a haszon, illetve -kulcs paraméterérték-fiiggését, ahol
feltessziik, hogy u(z) = logz. Ekkor bevezetve s = mpd biztositéi hasznot, (16.9)
egyszeriisodik:

log(1 — pd — s) = plog(1 — d). (16.10)

(16.10)-bol ki lehet fejezni s-t:
1—pd—s=(1-4d)?, azaz s=1—pd—(1—-d)P.

Szampélda: p és d 0,2; 0,4 és 0,6-et veszi fol: 3 x 3 =9 eset. A 16.2. tablazat szerint
maximalis biztositoi haszon kis relativ kar (0,2) és kis karvaloszintség (0,2) mellett
csupan csak 0,004, mig nagy relativ kar (0,6) és nagy karvaloszintség (0,6) mellett
0,063; haszonkulcs kis relativ kar (0,2) és nagy karvaloszintség (0,6) mellett csupan
csak 4,4%, mig nagy relativ kar (0,6) és kis karvaloszintiség (0,2) mellett 39,5%.
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16.2. tablazat. A mazximdlis biztositdi haszon (s) és haszonkulcs ()

Karvaloszintség p 0,2 0,4 0,6 0,2 0,4 0,6
Kar d haszon haszonkulecs
0,2 0,004 0,005 0,005 0,091 0,067 0,044
0,4 0,017 0,025 0,024 0,214 0,155 0,100
0,6 0,047 0,067 0,063 0,395 0,279 0,175

Ezen a ponton kitériink a Bevezetésben emlitett Lucas-féle jovedelemkiegyenlitésre.
Tegyiik f6l, hogy a reprezentativ dolgozo keresete 1/2-1/2 valoszintiséggel wq és wo,
0 < wy < wy, és lehetGség lenne teljes jovedelemkiegyenlitésre: v = (we — wy)/2 > 0
kiegészitG jovedelmet kap a vesztes, és ugyanannyit fizet a nyertes: marad w = (wy +
wy)/2. Elméleti kérdés: milyen s > 0 biztositasi felarat hajlandoé fizetni a dolgozo ezért
a szolgaltatasért? Most az eddigi u(x) = logz additiv hasznossagfiiggvény helyett egy
nem additiv és eltolt kezd6pontt hatvanykoézéppel dolgozunk:

T r11/r
(w1 — U)o) + (’U)Q — w())
2

U(wl,wg) =

Kitérd: minél nagyobb az r kitevd abszolut értéke, annal nehezebben viseli el a fogyasztd
az ingadozéast. Hatarértékben (r — —oo0): U(wi,ws) = min(wy,wy) — wy. Ekkor a
jovedelemkiegyenlités kozombosségi feltétele

w— s —wy = U(wy,ws), azaz s=w —wy — U(wy, ws).

Egyszeri szamitassal adodik a kiegyenlitési dij fliggése a 0-hasznossagponttol és a
hasznossagi fliggvény kitevGjétsl. Két kereset: wy; = 1,05 és wo = 0,95. A két paraméter
a kovetkezs értékeket veszi fol: wo =0, ...,0,8, r = —1, —2, —3, —4.... A bal felsg
sarokban (wg = 0 és r = —1) még valéban 2 ezrelékes dij szerepel, de a jobb alsod
sarokban (wg =0 és r = —1) 2,7%!

16.3. tablazat. Kiegyenlitési dij vdltozdsa s(r,w)

Hasznossagpont wg 0 0,2 0,4 0,6 0,8
Kitevé r
-1 0,002 0,003 0,004 0,006 0,012
-2 0,004 0,005 0,006 0,009 0,018
-3 0,005 0,006 0,008 0,012 0,023
—4 0,006 0,008 0,010 0,015 0,027

Altalanositjuk a feladatot arra az esetre, amikor az egyén részleges biztositast is
kothet. Legyen az dnrészesedés értéke s, 0 < s < d, a biztositd e(s) = p(d — s)(1 + 7)
dijért hajlando a kir s folotti részét biztositani, ahol 7 > 0 a biztosité brutté haszon-
kulcsa biztositottakként. (Természetesen s = 0-nél nincs dnrészesedés, s = d-nél pedig
nincs biztositas.)
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Ismét elhanyagolva a biztosité haszonkulcsat, visszatériink az onrészesedésen ala-
pulo biztositas (bal oldal) és az ennél hatranyosabb, biztositas nélkiili eset (jobb oldal)
varhato hasznossagahoz: U(s) > U(d), azaz

pu(l —e(s) —s) + qu(l —e(s)) > pu(l —d) + qu(1), e(s)=p(d—s). (16.11)
Igaz a 16.7. tétel altalanositasa.

16.8. tétel. Ha az egyén hasznossagfiiggvénye szigoriian névekvd és szigortian
konkav, és a részleges biztositasi dij csak a varhaté kart fedezi (nincs biztositoi haszon),
akkor az egyénnek érdemes teljes biztositast kotnie: s® = 0.

Mi az értelme akkor az onrészesedésnek? Sok.
b) Moralis kockazat

A karmegel6zés elhanyagolasa miatt a biztositads megléte noveli a kar veszélyét: ezt hiv-
jak mordlis kockdzatnak. Feltehets, hogy minél kisebb az Onrészesedés, annal nagyobb
a kar valoszintsége: p(s) csokkend fiiggvény a 0 < s < d szakaszon. Ekkor (16.11) bal
oldalat modositanunk kell:

U(s) = p(s)u(l — e(s) — 5) + [1 — p(s)]u(l — e(s)). (16.12)

Az elméleti levezetéshez ismét a kalkulushoz kell folyamodnunk, de a beavatatlan Olvaso
nyugodtan adtugorhatja a kovetkez§ tételt, és attérhet a szampéldara. De az is elég, ha
az Olvaso elfogadja, hogy U’(s) az U hasznossagfiiggvény érintGjének a meredeksége az
s pontban. A 2.6.*% tétel specialis eseteként igaz

16.9.% tétel. A 16.8. tétel feltevéseit altalanositva a moréalis kockéazat figyelembe
vételével, az optimalis s° onrészesedésre harom eset lehetséges:
a) vagy teljesiil
0<s°<d, ha U'(s°)=0; (16.13a)

b) vagy nincs biztositas:

s°=d, ha U'(d) > 0; (16.13b)
c) vagy teljes a biztositas:

s°=0, ha U'(0) <0. (16.13c)

Szampéldank folytatja a 16.2. tablazatot, de kikapcsolja a haszonkulcsot: 7 = 0. A
kuleskérdés: hogyan fligg a moralis kockazat az onrészesedéstsl. A p(s) = po + p(d — s)
fliggvény paraméterértékeit kisérletezéssel allapitjuk meg.

Miel6tt bemutatnank, hogyan valtozik a biztositott joléte az onrészesedés emelésé-
vel, felhivjuk az Olvaso figyelmét arra, hogy maguknak a hasznossagi értékeknek nincs
kozgazdaségi értelme. Helyesebb olyan mértékegységben kifejezni Gket, amelyeknek van.
Erdemes a biztositas nélkiili (s = d) esetet valasztani alapnak. A t&bbi kimenet értékét
egy olyan € > 0 szammal jellemezziik, amellyel az alapesetben beszorozva mind a va-
gyon, mind a kir értékét, annak hasznossaga megegyezne a részleges biztositaséval — az
eredeti vagyon és kar esetén. Képletben:

Ule, s] = p(s)u(e[l — e(s) = s]) + [1 — p(s)]u(e[l — e(s)]). (16.12')
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Az s nagysagi onrészesedés e relativ hatékonysdga tehat az
Ule,d] = U[1, s]

egyenlet gyoke.  Ujbol logaritmikus hasznossagfiiggvényt tételeziink fol, s ekkor
U(e,d) =U(1,d) 4+ loge, ezért

U[l,d] 4+ loge = U]1, s], azaz e =exp(U[1,s] —U(1,d]).

A 16.4. tablazatban rogzitjiik p(s) = po + p(d — s)-ben py = 0,2-t és d = 0,6-et,
és a harom morélis kockazattal kisérleteziink: p; = 0 (gyenge), p2 = 0,1 (kdzepes) és
ps = 0,2 (erds), és 0,1-es lépéskozzel vizsgaljuk az onrészesedés hatasat. A megfelels
kozelité optimalis onrészesedés s = 0, s§ = 0,2 és s = 0,6. Az optimalis relativ
hatékonysagok rendre 1,069; 1,032 és 1, mindharom déltve.

16.4. tablazat. Relativ hatékonysdg, mordlis kockdzat és onrészesedés

Moralis kockazat foka

Onrészesedés gyenge kozepes erds

S €1 €92 €3
0,0 1,069 1,024 0,978
0,1 1,067 1,029 0,992
0,2 1,063 1,052 1,001
0,3 1,055 1,031 1,007
0,4 1,042 1,025 1,009
0,5 1,024 1,016 1,007
0,6 1,000 1,000 1,000

c) Kontraszelekcio

Ebben az alfejezetben olyan esetet vizsgalunk, amelyben két tigyféltipus létezik: a kis- és
a nagykockazatu tipus: 0 < pr < pg < 1, sulyuk a népességben fr, fir >0, fr+fg = 1.
(Most eltekintiink a morélis kockazattol.) ElGszor megnézziik, hogy mi torténik, ha a
biztositd képtelen vagy nem akarja a biztositdsnal megkiilonboztetni a két tipust, és
kozos biztositasi dijat ajanl, amely atlagosan fedezi a teljes biztositas koltségét:

eo = (fror + fapn)d. (16.14)

Példaul a tb-egészségiigyi biztositasnal nem vizsgaljak meg, hogy eredetileg beteg volt-e
az illet6 vagy sem, vagy férfi-e vagy né.
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16.10. tétel. Két tipus onkéntes és kozos biztositasanal a kockazatosabb tipusnak
mindig érdemes biztositast kotnie, de a kisebb kockazatii tipusnak csak akkor, ha teljestil

pru(l —d) 4+ qru(l) < u(l —ep). (16.15)

Ebben az esetben viszont az L-tipus keresztfinanszirozza a H-tipust, a tilfizetés: z =
eo — prd.

Megjegyzések. 1. (16.14) miatt a keresztfinanszirozas nagysaga ardnyos a H-
tipus silyaval, a kockazatkiilonbséggel és a karral:

z = (frpr + fupu)d — prd = fu(pg —pr)d > 0.

2. Ha (16.15) nem teljesiil, akkor csak a kockazatosabb tipus k6t biztositast, és
(16.14) helyére magasabb dij lép: ey = pyd. llyenkor kontraszelekciorél (vagy antisze-
lekciorol) beszéliink.

Ha a biztosito jol megvélasztja onrészesedés nagysagat, akkor a kontraszelekciot is
kisztirheti. Ha az egyének becsiiletesek lennének, akkor kétféle teljes biztositast lehetne
kotni: e;, = prd és ey = pyd dijjal — ez lenne az tn. elsd legjobb megoldds. De ezt nem
lehet feltenni, viszont a kiskockazati tipus nagy onrészesedéssel jelezheti a biztositonak,
hogy & valoban kiskockazatu: er(s) = pr(d — s). A nagykockazatu tipusnak viszont
nem éri meg, hogy a nagyobb onrészesedéssel véllalja a hazugsagot, hogy kis kockazatu:
marad ey = pyd. Képletben a két érdekeltségi feltétel:

e A kiskockazatinak legalabb annyira megéri a onrészesedés vallalasa, mint a koc-
kazatosabb tipusra méretezett teljes biztositasé:

Ur(s) =pru(l —er(s) —s) + qru(l —er(s)) > u(l — pud) = Uy(0). (16.16L)

e A nagykockazatinak (H) még csalas (L-nek tetteti magat) aran sem igazan éri
meg az onrészesedés vallalasa:

Uria(s) = pau(l —ep(s) —s) + quu(l —er(s)) < Un(0), (16.16H)

ahol Ur |y az L-ként szerz6d§ H-tipus hasznossaga. Emellett természetesen mindkét
szereplé jobban jar, mint ha semmilyen biztositast sem kotne:

UL(S) > UL(d) és UH(S) > UH(d) (16.17)

A kovetkezd tételben megadjuk a mdsodik legjobb megoldast.

16.11. tétel. A masodik legjobb megoldasban a kiskockazatt tipus onrészesedése
egy olyan 0 < s* < d szam, amelyre egyenldséggel teljesiil (16.16H):

Uriu(s™) = Un(0), (16.18)

a nagykockazatiinak tipusnak pedig marad a draga, de teljes biztositas. Ismét loga-
ritmikus hasznossagtiiggvényen szemléltetjiik a rendszert: u(x) = logx. Ekkor (16.18)
analitikusan kezelhet6vé valik:

prlog(l —prd —qrs™) + qplog(l — prd + prs™)) = log(1 — pud).
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A 16.5. tablazatban bemutatjuk a numerikus modszerekkel meghatarozott masodik
legjobb megoldast a p;, = 0,2 és py = 0,4 kockdzatpar esetén, amint a kar/vagyon
hanyados novekszik. Példaul 10%-os relativ karnal csak a vagyon 9,5%-0s onrészesedést
érdemes vallalni, mig 90%-osnal mar 57,2%-ot. Persze magahoz a (relativ) karhoz mérve
az onrészesedést forditott képet kapunk: a legkisebb karnal szinte semmit sem érdemes
biztositani, de a legnagyobb karnal méar majdnem a kar 1/3-4t.

16.5. tablazat. A mdsodik legjobb megoldds — vdltozo kdr

Optimalis Optimalis
Kar/vagyon onrészesedés Kar/vagyon onrészesedés
d s d s
0,1 0,095 0,6 0,439
0,2 0,179 0,7 0,489
0,3 0,255 0,8 0,533
0,4 0,323 0,9 0,572
0,5 0,384

16.6. feladat. Készitsiink egy programot, amely meghatérozza az optimalis onré-
szesedést, ha a kar/vagyon arany rogzitett: d = 0,5; és a kis és nagy kockéazat 0,2 és 0,6
kozott valtozik 0,1-es lépéskozzel.

A fejezet végére érve, megemlitjiik, hogy a modellek nemcsak a sziiken vett biztosi-
tasra, hanem az Osztonzési feladatok széles korére alkalmazhatok. Példaul a jobbagy és
a foldesir kozti szerzédés hatékonyabb, mint a rabszolga és gazdaja kozti, de kevésbé
hatékony, mint a bérls és a tulajdonos kozti. (A rabszolga alig érdekelt a munkaja
eredményében, a jobbagy némileg érdekelt, végiil a bérlg viszont maximalisan.)
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17. Regresszioszamitas és korrelacio™

Ebben a fejezetben a matematikai statisztikiba vezetjiik be a kozépiskolas szinten allo
Olvasot. 1) El6szor azt vizsgaljuk, hogyan lehet egy paros megfigyeléssorozat esetén az
egyik véletlen sorozatot egy masik véletlen sorozattal linearisan kozeliteni. Szaknyelven
fogalmazva: a regressziészamitassal optimélisan illesztiink egy valoszintiségi véltozot
egy masik valoszintiségi valtozora — ez a regresszios egyenes. 2) Toébb kozgazdasagi
alkalmazast is ismertetiink: hogyan fligg egy orszag relativ arszintje a fejlettségétsl;
novekszik vagy csokken a szolgalati id6 a nyugdijba vonulasi kor emelkedésével?

17.1. Matematikai statisztikai hattér
Egy koznapi példaval inditunk.

17.1. példa. Tomeg-magassag-kapcsolat. Jol ismert, hogy egyéb tényezdsktol
(életkor, nem, taplalkozas) eltekintve, minél magasabb valaki, annéal nagyobb a tomege
(sulya). Kérdésiink: statisztikai értelemben a tomeg valtozékonysaganak hényad részét
magyarazza meg a magassag? Szemléltetésképp egy Gtelemt mintat talaltam ki, ahol
a gyermekkoromban alkalmazott tomeg (kg) = magassag (cm) — 100 képletet némileg
eltorzitva adtam meg az ,adatokat” a 2. és a 4. férfi sovanyabb, mint a képlet adna,
s6t, kisebb a témegiik, mint az 5 cm-rel alacsonyabb 1-1 tarsuké. (A valésdgban minél
kozelebb van a magassag az atlaghoz, annél gyakoribb az el6fordulasuk. Ezen egyszertien
lehetne javitani, ha stulyoznank a mintat: példéul a 16-elemd szimmetrikus binomialis
mintanal a széleken 1-1 férfi maradna, kdzépen 6, és atmenetben 4—4 férfi, de még akkor
is képzeletbeli maradna a példank.)

17.1. tablazat. Tomeg—magassdg

Magassag (cm) 170 175 180 185 190

Témeg (kg) 70 71 80 82 89

Hamarosan belatjuk, hogy h;-val jelolve az i-edik férfi magassagat (height) és my-
mel a tomegét (mass), az

mi:oﬁ—ﬁhi—i—ei, izl,...,n

linearis regresszids egyenlet §* = 0,92 és o = 87,4 szamparnal adja a kés6bb megma-
gyarazott legjobb illeszkedést. Az e; a linearis kozelités hibdja (error).
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Tekintsiink két egyforma méretii diszkrét valoszintiségi valtozot: X-et (fliggetlen)
és Y-t (fiiggs). A regresszios egyenes altalanos képlete

Y =a+ 68X +e. (17.1)

Szabatosan fogalmazva: arra vagyunk kivancsiak, hogyha egy tetsz6leges mintaban
van két valoszintségi valtozo: X, Y, akkor linedrisan milyen mértékben magyarazza X
valoszintiségi valtozo Y-t. Itt nem részletezendd okok miatt az illeszkedés hibajat a hiba
szorasnégyzetével mérjiik, s ezt akarjuk minimalizalni:

D*(Y — X —a) — min,  feltéve, hogy = D?X,D?Y > 0. (17.2)

Innen ered a név: a legkisebb négyzetek modszere, amelyet Gauss német és Legendre
(ejtsd: lozsandr) francia matematikus 1800 koriil fedezett f6l. (Gausst annak idején
a matematikusok fejedelmének nevezték — paratlan matematikai képességei elismerése-
ként.)

A szamolas megkonnyitése kedvéért mindkét valdszintiségi valtozobol levonjuk var-
hato értékét: X = X —EX és Y =Y —EY. Igy a cél

~ A

E(Y — 8X)? — min. (17.3)

17.1. tétel. (17.2)—(17.3)-ban a legjobb linearis illeszkedést a

E(XY)
= - és o =EY — B"EX 17.4
o= (17.4)
képletpar adja.
Megjegyzés. (17.4a) szamlalojaban megjelenik egy fontos mennyiség: a

kiilonbségvaltozok szorzatanak a varhato értéke, neve: kovariancia (egylittvaltozas):
cov(X,Y) = E(XY). Ha a két kiilonbségvaltozo altalaban egyszerre pozitiv vagy egy-
szerre negativ, akkor a kovariancia pozitiv; ha altalaban kiilon pozitivak, akkor a kova-
riancia negativ. Megemlitjiik, hogy két fiiggetlen valoszintiségi valtoz6 kovariancidja O
(vé. 16.4. tétel).

Bizonyitas. Jelolje a (17.3)-beli célfiiggvényt f(/3). Tagonként véve a varhato
értéket: R o R

f(B) = EY? —28E(XY) + B*’EX?. (17.5)

Ez [ méasodfoki filiggvénye, foliilr6l nyitott parabola, amelynek a minimumbhelye

(17.4a). |

17.1. feladat. Bizonyitsuk be (17.4b)-t!

Miel6tt tényleges adatokkal szamolnank, felirjuk a legfontosabb képleteket az egyedi
(z;), (y;) fliggvényében. Kezdjiik a regresszios egyenlettel!

yi = o+ Bx; + e, i=1,...,n. (17.1)
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A szédmolasban felesleges a kiilonbségvaltozokat hasznalni.

1 & ) 1 —
EX:ﬁi_Zla:i és EY:ﬁ;yj,

i=1 j=1

i=1 j=1
D’X =EX? - (EX)?, DY =EY?—-(EY)?, cov(X,Y)=E(XY)-EXEY.

Most mér a Csebisev-féle dsszegegyenlGtlenséget (10.5 tételt) valoszintség-szamitasi
nyelvre is lefordithatjuk: ha X és Y valoszintiségi valtozé hossza azonos, és elemei
monoton novekvs sorrendbe allithatok, akkor kovarianciajuk pozitiv.

A 17.2. tablazat els6 felében a 17.1. példanak a képletek alapjan kiszamitott
legfontosabb statisztikai mutatoi szerepelnek. Az utolsé mutatot (r) csak késébb defini-
aljuk. A tablazat masodik felében a becslés hibait adjuk meg: negativ érték a tobbletet,
pozitiv érték a hidnyt adja.

17.2. tablazat. A tomeg—magassdg- kapcsolat statisztikai mutatoi

Regresz- Korre-
Varhato érték Szorés Kovari-  szios Abszolut 1acios
magassag tomeg magassag tOmeg ancia egylitthato
(cm) (kg) (cm) (kg)
Eh Em Dh Dm cov(h,m) (* a* r
180 78,2 7,071 7,026 46,0 0,920 - 874 0,926
hiba-1 hiba-2 hiba-3 hiba-4 hiba-5
el €9 es €4 €5
2,0 -3,6 2,8 -2.8 1,6

A regresszios egyenest — kell§ ovatossaggal — eldrejelzésre is hasznalhatjuk: a fiig-
getlen valtozo n + 1- edik mérése alapjan megjosolhatjuk a fliggs valtozo n + 1- edik
LJhibamentes” értékét: 4,41 = a*+0%x, 1. Ezt tette Gauss az elveszett Ceresz kisbolygd
palyajanak elérejelzésekor.

(* képlete aszimmetrikus, mert csak a magyarazo X valtozo szorasatol figg. Ezt
az aszimmetriat eltiintethetjiik, ha mindkét kiilonbségvaltozot standardizdljuk, azaz a
szorasukkal osztjuk: ekkor a legjobb linearis becslés

Y  EXY) X
DY DXDY DX’

Ezt a standardizalt regresszios egytlitthatot X és Y korreldcios egyiitthatojanak nevezik:
_ E(XY)
~ DXDY’

A kovetkezd tétel Gj oldalarol mutatja be a korrelacios egyiitthatot.

r

feltéve, hogy DX # 0 # DY. (17.6)
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17.2. tétel. A korreldcios egytitthaté négyzete azt mutatja, hogy Y szérasnégy-
zetének hanyad részét magyarazza 3* X -é.

BEX? = r’EY?2. (17.7a)
A hibak szorasnégyzete pedig a maradék:
E(Y - 3 X)? = (1 -r)EY2 (17.7b)

Bizonyitas. (17.6)-bol kovetkezik (17.7a).
(17.5) alapjan

o g2 oBEY)P [EEY)P o,
F(57) =BV — 2= 2+ X2 EX2.

Elvégezve az 6sszevonast, és felhasznalva (17.6)-ot, adodik (17.7b). ]

Kovetkezmény. a) A korreldcios egyiitthatd a [—1,1] intervallumba esik:
—1<r<l. (17.8)

b) A korreldcids egyiitthaté minimumdt, illetve maximumdt éppen akkor veszi fol,
ha a linedris becslésben mincs hiba, és rendre csokkend, illetve névekvd a regresszios
egyenes:

vagy g* <0 vagy g% > 0. (17.9)

Bizonyitas. a) Mivel (17.7b) bal oldala nem negativ, ezért a jobb oldala sem,
tehat EY? > 0 miatt 7% < 1, azaz (17.8) all.
b) A bal oldal pontosan akkor 0, ha nincs hiba, azaz Y = *X. (17.6) alapjan

. _E@X?) g
3 D2X |5’

(17.6')
azaz esetszétvalasztassal adodik (17.9). ]

Ratériink a silyozott valtozokra. Nagyszamu megfigyelés esetén célszeri lehet osz-
talyokba sorolni az adatokat. Legyen N a megfigyelések szama, n az osztalyok szama,
indexiik 4,j = 1, ...,n. Legyen N;; az (i,j) cellaba es§ megfigyelések szama. Sor- és
oszloposszegeket véve:

I(Z:Z:.N'Z‘7 és szzn:Nij, i,jzl,...,n.
=1

N, "
%) § : 2 _ E
rij = N s Di = rij €S Qj = Tij-
j=1

=1
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Példaként felirjuk a sulyozott atlagokat:
n n
EX = Zpixi és EY = quyj,
i=1 j=1

de a tobbi mutaté is hasonléan felirhato.

A regresszidszamitas csak elegendGen nagy elemszam esetén alkalmazhato. Széls6-
séges esetben, ha csak két elemiink van, akkor a két pont egy egyenesen 6szekothetd,
ezért a korrelacios egytlitthato vagy —1 vagy +1.

17.2. példa. Erdekességként kitériink a regresszioszamitas elterjesztéjének és név-
adojanak (lasd késsbb), Galton brit statisztikusnak (1870 koriil) nevezetes vizsgélatara:
mennyire 6roklédik aparol fitra a testmagassiag? n = 928 apa—fit-par adatat hasonli-
totta Ossze. A 17.3. tablazatban adjuk meg a minta néhany fontos statisztikai mutatojat
(Kérosi Gabortol kaptam ezt a fajlt).

17.3. tablazat. Apa—fiti magassdagpar statisztikdja, hivelykben

Atlag Median Szorés Minimum Maximum
Apa F 68,31 68,50 1,787 64,6 73,0
Fia S 68,09 68,20 2,518 61,7 73,7

Figyelemre mélt6, hogy Galton ha nem is cm-ben, de a hazdjaban a mai napig
szokasos 1ab mell6zésével csupa hiivelykben adta meg a magassagi adatokat. Paros
elemszami mintdnkban a medidn a cstkkend sorba rendezett minta két kozépss értékeé-
nek az atlaga, azaz ugyanannyi apa, illetve fit magassaga nagyobb, mint ahényé kisebb
a mediannal. Galton mintdjaban mind az apék, mind a fiuk medidnja nagyon kozel esik
a megfelel atlaghoz, a szérasok kicsik az atlagokhoz képest, és a fitk minimuma joval
kisebb az apaké (de ez lehet csak egy ,kisiklas” is).

Galton a kovetkez6 regresszios egyenletet becsiilte:

s; =a+ Bfi+ e,

ahol f; és s; az i-edik apa (father) és fia (son) magassaga. Azt talalta, hogy az atlagnal
magasabb apdknak az atlagnal magasabb fitk van, de a fiik mérete kevésbé emelkedik
ki, mint az apaké: 5 = 0,646 — joval kisebb mint 1: tehat a fitk magassaga visszatér az
atlaghoz.

A levezetés kecdvéeért feltehetjiik, hogy az atlagmagassag valtozatlan: ES = EF (a
valosagban 68,09 < 68,31; de a szazalékos hiba kicsi). Ekkor atlagot véve, és a hibak
varhato értékét O-nak tekintve, ES = a + SEF. Ha az 1. apa magassaga atlag folotti
volt: f1 > EF, akkor a vitathato e; = 0 feltevéssel élve s; = a + Bf1-r6]l azt kell
belatni, hogy EF < s1 < f1. Ezért vilasztotta Galton az eljaras jelz§jét regresszionak
(regression = visszatérés). A korrelacios egyiitthato négyzetének értéke: 72 = 0,21 arra
utal, hogy o6roklédik a magassag, de csak részben.

17.2. feladat. Igazoljuk Galton eredményét: EF < s; < f!
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Félrevezets lehet a regresszioszamitas, ha egy vagy tobb fontos magyarazovaltozot
kihagyunk. Ezt szemlélteti a tomeg-magassag példa kovetkezé altalanositéasa.

17.3. példa. Toémeg—magassig—jovedelem-kapcsolat. Tobb fejlett orszéigra jel-
lemzs, hogy a magasabb jovedelmiiek magasabbak és sovanyabbak, mint az atlag. A
17.4. tablazat a legegyszertibb karikatira-példat mutatja be.

17.4. tablazat. Tomeg—magassdg, rejtett jovedelem

Magassag (cm) 160 165 170 175

Toémeg (kg) 80 60 90 70

Az 1. és a 3. tipus szegény, atlagban alacsony és kovér, a 2. és a 4. tipus gazdag, at-
lagban magas és sovany. Hiaba teljesiil mindkét osztalyra a magasabb—nagyobb tomegt
kapcsolat, a 17.4. tablazat adataival az atlagra mar 0 korrelacio adodik (17.5. tablazat).
Mellesleg ez arra is példa, hogy a 0 korrelacié nem jelenti a két valtozo fiiggetlenségét!

17.5. tablazat. A tomeg—magassdg-kapcsolat statisztikai mutatoi, rejtett jovedelem

Regresz- Korre-

Varhato érték Szoras Kovari-  szi6s Abszolut lacios
magassag tomeg magassag tOmeg ancia egyitthato
(cm) (kg) (cm) (kg)
Eh Em Dh Dm cov(h,m) [* a* r
167,5 75 5,590 11,180 0 0 75 0
hiba-1 hiba-2 hiba-3 hiba-4
el €s es €4
5 -15 15 -5

Ha az Gsszefliggés nem lineéris, és ezt nem vessziik észre, akkor is félrevezets reg-
ressziot kapunk. Szemléltetésként tegyiik fol, hogy Galilei 1638-ban publikalt zsenialis
lejtckisérleteiben négyzetes helyett lineéris regressziot hasznélt volna: a pontos érték
s; = (gsiny)t?/2, a regresszi6 viszont s = a + Bt. A 17.6. tablazatban v = 1/10
délésszogi, surlodas és kozegellenallas mentes lejtén mutatjuk be a kisérleti adatokat,
és linearis ,becslésiiket”. (Mellesleg Galilei annyira csak a négyzetes torvény kvalitativ
megtalalasara koncentralt, és olyan durvan volt kénytelen mérni az idét, hogy g-re a
helyes érték, 9,81 m/sec? felét kapta — természetesen az akkori mértékegységben.) A
tablazat elsé fele a becslési adatokat, masodik fele pedig a tényleges és a becsiilt utat
mutatja meg. Vigyazat: elvileg hibas becslés, a negativ kezdé6 at drulkodo, és az adatok
3 tizedesjegyes pontossaga irrealis!
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17.6. tablazat. A négyzetes torvény linedris ,becslése”

Regresz- Korre-
Varhato érték Szoras Kovari-  szi6s Abszolat lacios
id6 at id6 at ancia egyitthato
Et Es; Dt Ds, cov(t,s) pB* o* r
(sec) (m) (sec) (m)
3 6,366 2,000 6,116 11,752 2,938 —2,448 0,961
1dé6 Tényleges 1t Becsiilt ut
t (sec) s¢ (m) st (m)
0 0 2,448
1 0,490 0,490
2 1,959 3,428
3 4,407 6,366
4 7,835 9,304
5 12,242 12,242
6 17,629 15,180

Ha viszont t? és véletlen hibakkal megfigyelt s, paros kozott keresiink korrelaciot,
akkor f = ¢g/2 ~ 5 koriili eredményre szamithatunk.

A korrelaci6 alkalmazasakor nem szabad lemondani a jozan ész alkalmazasarol. Két
adatsor kozott véletleniil is lehet szoros korrelacio, és az ilyen hamis korrelacioé alkalma-
zésa tévedést okozhat. A 17.7. tablazat (K6rosi Gabor ajandéka) 11 évre megadja a
Miss Amerika életkorat és a forrd eszkozzel elkovetett (roviden: forro) gyilkossag aldo-
zatainak szaméat az Egyesiilt Allamokban; korrelacio 0,87.

17.7. tablazat. Miss Amerika életkora és a forro gyilkossag dldozatainak szama

Miss Amerika +1dozatok Miss Amerika +1dozatok

Ev életkora szama Ev életkora szama

t Tt Yt t Ty Yt

1999 24 7 2005 24 7

2000 24 7 2006 21 4

2001 24 7 2007 20 2

2002 21 3 2008 19 3

2003 22 4 2009 20 2

2004 21 3

Hagyjuk ki a mintabol a 2009. évet, és akkor mar 2008-ban feltételes elérejelzést
készithetiink a csonka mintén becsiilt y, = —17,987 + 1,031x; regresszios egyenessel: ha
az To009 = 20 esetet eltalaljuk, akkor (kerekitéssel) forro gyilkossag aldozataira 5 adodik
a tényleges 2 helyett.
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Végiil sziikséglink lesz a korrelacios egyiitthatonak a regresszioszamitasnal szélesebb
kord alkalmazasara. Felidézziik a 16. fejezetbdl a kétdimenzios eloszlas fogalméat, (r;)
egylittes, valamint p; és g; peremeloszlasokkal. (17.6) képlet ilyenkor is alkalmazhato,
és segithet a megértésben.

17.4. példa. Szemléletesen mutatja a korrelacios egytiitthato jelentését a kovetkezd
4-elemid szimmetrikus példa. Legyen X és Y valoszintiségi valtozo értékkészlete 0 és 1,
egyiittes eloszlasukat a 17.8. tablazat adja, p,q > 0, p+q = 1/2.

17.8. tablazat. Kétdimenzios szimmetrikus eloszlds

X 0 1 egyiitt
Y
0 D q 1/2
1 q P 1/2
egylitt 1/2 1/2 1

Kénnyti belatni, hogy EX = EY = 1/2, EX? = EY? = 1/2, tehat DX = DY =
1/2. Ugyancsak egyszert, hogy E(XY) = p, cov(X,Y) = p—1/4, azaz r(X,Y) = 4p—1.
Ahogy p névekszik 0-rol 1/2-re, ugy névekszik r(X, Y )értéke —1-rsl +1-re. Szavakban:
ahogy novekszik a f6atlo silya a mellékatlo rovasara, ugy valik negativrol pozitivra a
korrelacios egyiitthato. Kozéputon, p = ¢ = 1/4, a két eloszlas egymastol fiiggetlen,
Osszhangban r = 0-val.

17.2. Kozgazdasagi alkalmazasok

A kozgazdasagtanban széles korben alkalmazzék a regresszidszamitéast, még olyankor is,
amikor nem lenne szabad, példaul amikor (X;) és (Y;) id6ben gyorsan névekvé sorozat,
hiszen ilyenkor nem X;, hanem t a lényeges magyarazo valtozo. (Gyakori példa: a
kibocsatas magyarazata a népességgel, holott kdzben a termelékenység is novekszik.)
Mi hasznos alkalmazasokat igyeksziink bemutatni: a) a relativ arszint és a fejlettség
kapcsolata; b) pozitiv korrelacié a nyugdijba vonulési kor és a szolgalati id6 kozott; c)
Berkson-paradoxon és a N6k 40/merev korhatar.

a) Az arszint és a fejlettség kapcsolata

2001 ota az EU szamos orszagaban hasznédlnak kozos pénzt, szemmel lathatova téve,
hogy minél alacsonyabb az egy fére jut6 GDP (y), annal alacsonyabb az (atlagos) ar-
szint (P). De megfelel statisztikai munkaval ez a jelenség mas, eur6zonan kiviili orsza-
gokra is megmutathato. Kiindulas a Balassa—Samuelson-hatas (1964): minden nyitott
gazdasag két részbdl all, a kiilkereskedelemben részt vevs és részt nem vevd szektorbol.
Az els6ben a hazai arak kovetik a nemzetkozi arakat, de a masodikban nem. Példaul
hidba ugyanolyan termelékeny egy magyar fodrasz mint egy osztrik, a bére redlértéke
csak fele a mésikénak. Ezért az 1 eur6 = 320 forint arfolyam mellett azonos tipusi tv
Bécsben 300 EUR, azaz Budapesten 96 eFt; egy férfi hajvagas 20 EUR Bécsben, de csak
10 EUR Budapesten. (A volt szocialista orszagok nem voltak piacgazdasagok, ezért ott
hatvanyozottan érvényesiilt az arak kétszinttisége: 1 uszodabelépd 1 kg kenyér araba
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keriilt, egy szines tv tobbhavi atlagbér volt — mai &rakon 300 Ft, illetve kb. 1 mFt —
szemben a mai 1500, illetve 100 eFt-os arral.)

Az adatokat a 17.9. tablazat tartalmazza. Elérebocsdtom, hogy széndékosan tar-
tottam meg az orszagok angol neveit és sorrendjét. Be akartam mutatni, milyen ostoba
rendszert hasznal az EU: az egyes orszagok angol nyelvii neve helyett sajat nyelvi nevét
hasznalva teszi be az angol abécé szerinti sorrendbe, pl. Magyarorszag H helyett az
M-nél szerepel Hungary névvel. Silyozatlan atlagot hasznélnak, tehat a torpe Maélta
ugyanolyan sillyal szerepel, mint a hatalmas Németorszag. Mind a fejlettség, mind
az arszint esetében az atlag 100%. Példaul az atlaghoz kozeli Franciaorszag fejlettsége
104%, arszintje 109%. Magyarorszagnal forditott eltérést latunk: 68%-os fejlettséghez
62%-o0s arszint tarsul. Tovabbi figyelmeztetés: nemcsak a fogyasztasi cikkek és szolgal-
tatasok, hanem a beruhazési javak arai is figyelembe vannak véve.

17.9. tablazat. Fejlettség és drszint, EU, 2017

Orszag GDP /f6 GDP-arszint Orszag GDP /f6 GDP- arszint
i Yi P; i Yi P;
Belgium 117,0 110,5 Lithuania 78,0 63,4
Bulgaria 49,0 48,2 Hungary 68,0 61,8
Czechia 89,0 68,4 Malta 96,0 83,2
Denmark 125,0 133,8 Netherlands 128,0 112,1
Germany 123,0 107,1 Austria 128,0 110,1
Estonia 77,0 75,7 Poland 70,0 58,1
Greece 67,0 82,3 Portugal 77,0 81,4
Spain 92,0 90,4 Romania 63,0 51,0
France 104,0 109,5 Slovenia 85,0 82,6
Croatia 61,0 64,2 Slovakia 77,0 67,9
Italy 96,0 98,9 Finland 109,0 124,3
Cyprus 84,0 89,2 Sweden 122.0 129.8
Latvia 67,0 68,9 UK 105,0 111,9

Oblath Géabor rendelkezésemre bocsatotta szamitasai eredményét, amelynek egy ré-
szét itt kozreadom. A regresszids egyenes a fejlettség linearis fliggvényében magyarazza
az arszintet:

P =0,965y + 3,5; 72 =0,83.

Egyébként a legtobb szoftverben egyszertien szamithatok ezek a mutatok .
b) Pozitiv korrelacié a nyugdijba vonulasi kor és a szolgéalati id6 kozott

Elméleti nyugdijmodellekben gyakran tessziik fol, hogy a szolgalati id6 a nyugdijba vo-
nulési kor és a munkaba allasi kor kiilénbsége: S = R — Q). Mivel @ = 19 év, azt hihet-
nénk, hogy R és S kozti korrelécio értéke 1. De a dolgozok jelentds részének toredezett
munkaviszonya van (még a gyermeknevelés miatt otthon toltott évek beszamitasaval
is), ezért érdemes egy folytonossagi egytitthatoval altalanositani az S(R) kapcsolatot:
S =pR-Q),0< p <1. Jol mikéds gazdasidgban a nyugdijba vonuléasi kor és a
szolgalati 1d6 kozott pozitiv a korrelacio. (Késsbb talalkozunk olyan nyugdijrendszerrel
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is, ahol a korrelacio negativ.) Itt egy képzeletbeli példat adunk. Két nyugdijba vonulasi
kor létezik: Ry és Ro(> Rq), és két folytonosséagi egyiitthato: o1 és w2, 0 < 1 < o < 1.
Ekkor négy kiilénbo6z6 szolgalati idé all el6:

Si; = vi(R; —Q), 1,j=1,2.

Nyilvanvalo, hogy S11 < 591,512 < Soe. Ha S31 < Si2, azaz ng(Rl — Q) <
v1(Re — Q), akkor a négytagu Csebisev-OsszegegyenlGtlenség feltétele teljestil, a korre-
lacio pozitiv. Ellenkez6 esetben bizonyitani kellene a pozitivitast, de errsl lemondunk.

A 17.7. tablazatot altalanositva azt mondhatjuk, hogy normalis nyugdijrendszerben
a rovid szolgalati id6 tipikusan korai nyugdijba vonulési korral parosul, hossza pedig
késGivel — ez pozitiv korrelacios egytitthatot ad.

c) Berkson-paradoxon és a N6k40/merev korhatar

Végiil a Berkson-paradoxont (1946) és egy kozgazdaséagi alkalmazasat mutatjuk be. A
nevezett paradoxont eredetileg egészségligyi statisztikiban fedezte fel névadoja, de itt a
Wikipédia egyszertibb példajat ismertetem tovabb egyszertsitve.

17.5. példa. Tegyiik fol, hogy egy amerikai egyetemre felvételiz6 didkoknak két
fontos jellemzGjiik van: X= tudas és Y = sportbeli iigyesség. Mindketts binaris valtozo:
0 és 1; 1/2-1/2 valoszintiséggel, egymastol fliggetleniil. Egy didkot akkor vesznek fol az
egyetemre, ha legalabb az egyik ismérv szerint j6: min(X,Y) = 1. Ezek szerint a didkok
3/4-¢ét felveszik, és a felvett didkokra az (X,Y") valtozo egylittes eloszlasa a kovetkezd:
(1,1), (1,0) és (0,1) egyenként 1/3 valoszintiséggel. Grafikusan is lathato lenne, hogy
r < 0. Eredetileg fiiggetlen két valtozo paradox moédon a sziirés utan negativ korreléciot
mutat. Ezt a példat altalanositja a

17.3. feladat. A 17.10. tablazat egy 2 x 2-es valOszintiségi eloszlast ad meg,
amelynek bal fels§ sarka 0, s ujjgyakorlatként ennek statisztikai mutatoit vizsgaljuk.

17.10. tablazat. Tikrozott L eloszlds

X
Y 0 1 egytitt
0 0 P P
1 q l-p—gq I-p
egyltt q 1—gq 1

a) Indokolja meg szamolas nélkiil, hogy miért negativ X és Y korrelacios egyiitt-
hatoja: r(X,Y)!

b) Hatarozza meg r(X,Y)-t p, ¢ fiiggvényében!

c) Hogyan egyszertisodik a képlet szimmetrikus eloszlas esetén?

d) Mi r(X,Y) numerikus értéke, ha p = 1/47

Ismert, hogy 2011-2012 6ta hazédnkban a férfiak csak az dltaldnos nyugdijkorhatdr
elérése utan mehetnek nyugdijba: R* = 63 év (2016), de a ndk akkor is nyugdijba
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mehetnek, ha legalabb S* = 40 évnyi jogviszonyt szereztek (N6k40). A ndket vizsgalva,
megfelels aggregalassal a 17.11. tablazat kétdimenzids eloszlasat kapjuk. Példaul a
DK-i cella 0,089 értéke azoknak a nSknek a részaranya, akik egyszerre érték el a 40 éves
jogviszonyt és a 63 éves korhatart. Ugyanakkor a korhataron visszavonulok varhato
szolgélati ideje csak 31,4 év.

17.11. tablazat. Szolgdlati idd és nyugdijba vonuldsi kor egyiittes eloszldsa, 2016, ndk

Eletkor (R) Korai Korhatar Atlagosan
Szolgalati id6 (S) 58,6 63 60,6
Rovid S 31,4 0 0,551 0,551
Elegends S 41,2 0,355 0,089 0,449
Atlagosan 37,8 0,355 0,640 1,000

Elhanyagolva a csoportokon beliili szérasokat, a korrelacios egyiitthato

Y S &
"8 =T

Numerikusan: p = 0,551 és ¢ = 0,355; (R, S) = —0,822. A bels§ szorasok figye-
lembe vétele leviszi a korrelacios egyiitthatot —0,6-ra, majd —0,53-ra.
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18. Zarszo6 helyett

Attekintettiink néhany tucat kozgazdasagi modellt. Némelyikiik majdnem trivialis volt,
méasok viszont sokaig elkeriilték még a legjobb kozgazdaszok figyelmét is.

Azoknak a kozépiskolasoknak (és nemcsak kozépiskolasoknak, hanem példéaul a ta-
naraiknak vagy egyéb érdeklgdsknek), akiket egyarant érdekel a matematika kozgazda-
sagtani alkalmazésa, ez a jegyzet szdmos téméat kinalt, amelyek megértésével elmélyit-
hették tudasukat. A hangsily majdnem mindig a kozgazdasagtanon volt, itt a matema-
tika csak ,szolgalolany”. (Majdnem mindig-et irtam, mert egy- két helyen a matematika
vette at a fGszerepet. Példaul a kdoszelmélet kozgazdasagi alkalmazasait éppen csak
érinti a jegyzet, még sem volt szivem kihagyni az alkalmazéasok alapjaul szolgiloé elmé-
letet.)

A kozgazdasagtan sokkal Osszetettebb jelenségekkel foglalkozik, mint a kézépisko-
14bol legjobban ismert modellezé tantargy, a fizika. A gazdasdgban nincsenek olyan
egyszeri helyzetek, mint a mechanikdban a lejté vagy a Fold Nap koriili keringése.
Ezért a kozgazdasagtani modellek sokkal esetlegesebbek, mint a fizikaiak. Mégis meg-
kiséreltem bevezetni az Olvasét e bonyolult témakorbe. Remélem, hogy a jegyzet egyes
fejezeteit elsajatitva, jobban érti majd a kozgazdasigtant; s emellett tagitja tudasat a
matematika alkalmazasarol.

Az egyes modellek kifejtését nem akartam megzavarni a személyes hattér ismerte-
tésével, de a jegyzet végére érve néhany emléket megosztok az Olvasoval.

1. A Kozgazdasagi modellekrdl c. fejezet 50 éves modellezési gyakorlatom leszii-
rése. 1970 és 1990 kozott Kornai Janos vezetése alatt modelleztem a hianygazdaséagot,
és probaltam meg elsajatitani mesterem modellezési filozofiajat. Tavirati stilusban a
kovetkezoket sziirtem le az egyiittmiikodésbol: a) a gazdasag egy dinamikus rendszer,
b) amelynek szerepldi altalaban nem optimalizalnak; c) a vizsgélatokban vilagosan el
kell kiiloniteni a leird és a normativ szempontokat (a mi van-t a mit szeretnénk-tol).

2. A Matematikai segédeszkozok c. fejezet 2.2. alfejezete azon a felismerésen alapul,
hogy ha a magasabb rendt helyett a méasodrendd differenciaegyenletekre szoritkozunk,
akkor a megoldas a masodfoku egyenlet segitségével targyalhato. A 2.3. alfejezet (elemi
optimalizalas) Hodi Endre (1963/1998) munkajara vezethets vissza, amellyel még 1965
koriil ismerkedtem meg.

3. A Jatékelméleti bevezets c. fejezet elst valtozatat Urban Janos felkérésére irtam
meg 1994-ben, amikor a magyar szarmazasi Harsanyi Janos, az amerikai John Nash és
a német Richard Selten kozgazdasigi Nobel-dijat kapott. Felemels élmény volt, amikor
évekkel kés6bb Kiss Géza meghivasara beszélhettem a jatékelméletrsl az Apaczai Janos
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Gyakorlo Iskola zsufolt termében kozépiskolasoknak és tanaraiknak.

4. A Harom linearis dinamikus kozgazdasagi modell c. fejezet 3. modellje a pi-
acgazdasagok beruhéazasi ciklusairdl szolt. A modellel még egyetemistaként, a néhai
Brody Andras Kozgazdasagi Intézeti szeminariuman ismerkedtem meg 1968 koriil. Ba-
uer Tamas, Kornai Janos, Lacké Maria és So6s Karoly Attila nemzetkozileg is uttord
munkassagahoz kapcsolodva, 1982 utan kezdtem a szocialista beruhézasi ciklusok mo-
dellezésével foglalkozni, és ott is j6 szolgalatot tett Hicks gondolatmenete. 2000 koril
egy nagy sikert angol nyelvii tankényvben olvastam egy ledorongolo6 ismertetést a Hicks-
modell linearis valtozatarol, amely valoban késhegyen tancol. Levélben hivtam fol az
ismerds szerzok figyelmét, hogy elhallgattak Hicks zsenialis nemlinearis kiegészitését.
A szerz6k a kritikat ,csip6bdl” visszautasitottak, de a kovetkezd kiadasbol kihagytak
a modellt, s vele egyiitt az igazsagtalan biralatot. Kozépiskolas olvaséim remélhetd-
leg megbocsajtjak, hogy egy késhegyen tancold6 modellt mutattam be nekik, és a 7.2.
alfejezet végén is csak vazoltam a nemlinearis altaldnositast.

5. A Fogyasztoi dontések és hasznossagmaximum c. fejezet tjdonsaga a kalkulus
elkeriilése. Ha lennének abrak a jegyzetben, akkor konnyebb lenne a kifejtés, de ez
ellenkezne az algoritmikus megkozelitésiinkkel, tudniillik, hogy szamolunk.

6. A Termelés, koltség és profit c. fejezethez is az el6bb leirtakat ftizhetném hozza.

7. A Nemlineéris dinamikus rendszer: stabilitas, ciklus és kdosz c. fejezet targyaval
1982-ben, a Magyar Tudoméanyos Akadémian szervezett Téli Iskolan ismerkedtem meg,
amelyen f6leg matematikusok és fizikusok vettek részt. Szerencsém volt, mert éppen egy
kaotikus modellen dolgoztam, és a téli iskola hétszelét felhasznalva, viszonylag koran
publikaltam kaotikus kozgazdasagi modellt.

8. Az Adoémoral és adozas: harom modell c. fejezetet Lackd Maria és Toth Ist-
van Janos az MTA KRTK Koézgazdasag- tudomanyi Intézetében (KTI) folyd munkaja
Osztonozte. A linearis—kvadratikus hasznossagfiiggvényt egy publikalatlan cikkbdl vet-
tem. Egyik szerzfje — ,megsejtve”’, hogy éppen erre van sziikségem —, egy nemzetkozi
konferencian ismeretleniil atadta cikktervezetiik nyomtatott valtozatat, ahonnan méar
egyszerd volt a folytatds. Garay Barna—To6th Janos, illetve Méder Zsombor—Vincze
Janos tarsszerzdkkel irt cikkeink a joval realisabb logaritmikus hasznossagfiiggvényre
tamaszkodtak, de ezek alkalmazésa kizarta a ceruza-papir alapi targyalast.

9. A Harom népességdinamikai modell c. fejezet korabbi véltozatat a Fazekas
Mihaly Gyakorlé6 Gimnéaziumban adtam el6. Alapotlete egyszeri: ha 100 egyiitt €16 év-
jarat helyett csak 2-3 egyiitt é16 nemzedékre szoritkozunk, akkor az elmélet a masodfoku
egyenlettel targyalhato.

10. Az Elemi nyugdijmodellek c. fejezet korabbi valtozatat szintén a Fazekas
Mihaly Gyakorl6 Gimnaziumban adtam els. Itt kell szélnom a néhai Augusztinovics
Mariarol, aki 1990 koriil sokunkban felkeltette a mély érdeklsdést a nyugdijgazdasag-
tan irant. Engem a kévetkezs kérdéssel ,fogott meg™ Mi kell ahhoz, hogy egy 100-adfoki
(valds egytitthatds) polinomnak legfeljebb két pozitiv gydke legyen? Némi gondolkodas
utan beugrott a paratlanul gazdag és igényes Polya—Szegd (1924/2010) feladatgytjte-
mény, amely tartalmazta Descartes valaszat (1630 kortilrsl): A polinom egyiitthatdinak
sorozata legfeljebb kétszer vdlthat eldjelet. (Masodfoku egyenlet esetén egyébként a meg-
oldoképletbdl kénnyen leolvashatd, hogy a feltétel nem csak sziikséges, de elégséges is.)
Hadd idézzem Polya szavait miveérdl: ,Hasonlo volt a héttertink [Szegé Gaborral| ...
mindketten a KoMalL feladatmegoldoi voltunk.”
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Szamomra kiilondsen kedves a fejezetben szereplé Csebisev- féle GsszegegyenlGt-
lenség, mert hozza kapcsolodik életem elsé ,felfedezése”. 1963-ban jelent meg Janossy
Ferenc ,A gazdasagi fejlettség mérése és mérésének uj modszere”. Tajékozott és gon-
doskodo6 sziileim megvették szamomra a konyvet, és ott taldlkoztam egy allitassal: egy
gazdasig éves novekedési mutatoja kétféleképp is mérhets, és az egyik modszer min-
dig nagyobb értéket ad, mint a masik. Az ok: &ltalaban azoknak a termékeknek a
fogyasztasa novekszik, amelyeknek az ara csokken. Elég hamar felismertem, hogy az
OsszegegyenlStlenséghdl logikailag kovetkezik a névekedési indexek sorrendje. Kozépis-
kolas létemre viszonylag egyszertien eljutottam Kéves Palhoz, aki az akkori Marx Karoly
Kozgazdasag-tudomanyi Egyetemen volt a statisztika professzora. Figyelmesen meghall-
gatott és tankonyvében megmutatta, hogy az altalam adott bizonyitas helyett a szakiro-
dalom mar régota egy sokkal altalanosabb, a korrelaciés egyiitthatora épiils bizonyitast
alkalmaz. A jegyzetben bemutatott kozgazdasagi alkalmazas azonban remélhetdleg 1j.

11. Az Onkéntes nyugdijrendszer c. fejezet Kiraly Balazzsal koz6s munkank elsé
lépése volt. Mindméig nem tudok tullépni azon, hogy a téméval foglalkoz6 hazai és
nemzetkozi szerzék zome — nyiltan vagy titokban — figyelmen kiviil hagyja, hogy az
onkéntes megtakaritasok tamogatasit az egész tarsadalom fizeti — adokbol. Magyarul:
a hangyakat a tiicskok jutalmazzak, s ezt még tetézi, hogy a hangyék altalaban gaz-
dagabbak is, mint a tiicskok! Jelenleg egy magyar tiicsok évi maximum 1,5 mFt-ot
tehet be ilyen-olyan szamlara, és ezt az allam 20%-kal, maximum 300 eFt-tal egésziti
ki. Mikozben tizezrek tengGdnek évi 300 eFt-bol!

12. A Nyugdijdinamika c. fejezet a mai magyar nyugdijpolitika leglatvanyosabb, de
ugyanakkor legveszélyesebb intézkedését modellezi. Eréltetett jarulékkulcs-csokkentés,
a régi és 1j nyugdijak kozti egyenlStlenségek dramai novelése. Egyel6re (2018. &szén)
az elemzés csak pusztaba kialtott szo.

13. A jelzaloghitel elemi modelljei c. fejezetnek kiilonGsen hosszi (de szamomra
fontos) elGtorténete van. 1978-ban belgiumi 6sztondijasként hallgattam Franco Modig-
liani zsenidlis el6adését a kettss indexalast jelzaloghitelekrsl. Igazi sztarkozgazdaszként
erGs feliitéssel kezdte az el6adasat: ,,Az inflacié tarsadalmi koltségét akkor értettem meg
igazan, amikor par éve a fiam meghézasodott.” A naiv olvaso6 azt hihetné, hogy a késGbb
Nobel-dijjal is kitiintetett kozgazdasz arra célzott, hogy felmentek az arak, és a csalad
nem tudta kifizetni az eskiivét. Ez azonban tévedés, hiszen az arakkal egyiitt a bérek
is emelkedtek. Az igazi ok: a gyors inflaciot figyelmen kiviil hagyva, a jelzaloghitelek
nominalisan rogzitett torleszts részletei kifizethetetlenné valtak. Néalunk akkor még se
inflacio, se emelkedd kamatlab nem volt, csak mindent elaraszté hiany és fenntarthatat-
lan kiilsé eladésodas. A tréfas bevezetés miatt mégis megjegyeztem a modszert!

1990 koriil az inflacio és a kamatlab mar hazénkban is vagtatott, de a széltél is 6vott
hazai jelzalogadés még mindig 3%-os kamatot fizetett tartozasa utdn. Ekkor jutott
eszembe Modigliani fiAnak az eskiivGje, és az OTP-nek felajanlottam szolgalataim a
kettds indexélasi jelzaloghitellel — sikerteleniil. +rtam azonban egy cikket a kérdésrdl,
amely mintegy bevezetett a nyugdijgazdasidgtanba is (hiszen mindkét esetben hosszi
tavia és inflaciotol megzavart folyamatokrol van szo).

2004 és 2008 kozott hazankban elszabadult a devizaalap jelzdloghitelezés: elGszor
rossz pénzért (forint) jo pénzt (svajci frank) adtak a hitelezdk, de aztan tobbszordsen
visszavették az atmeneti ajandékot. Minden csoda harom napig, bocsanat, par évig tart,
majd jott az Osszeomlés. 2008 és 2015 kozott a svajci frank nominalis arfolyama 140-
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r6l 250-re (par honapig 300 forint f6lé) ugrott. Egész id6 alatt a tudatalattimban lapult
a Modigliani-modell, és csak Kiraly Julia (az MNB egykori alelnoke) 2013-as KTI-s
szeminariumi el6adéasa csalta el6 a mélybsl. Az el6adas utan hazamentem, elkezdtem
irni a kozos cikk els6 valtozatat, amely évekkel késGbb meg is jelent.

14. Az altalanos egyensulyelmélet legegyszertibb modellje c. fejezetben a matema-
tikailag nagyon bonyolult modell 1ényegét megprobaltam kozépiskolas szinten megfogal-
mazni. A lényeg: megfelel feltevések mellett a piac a lehetd legjobban elosztja a cserére
felajanlott termékeket. Szémomra az mutatja Kenneth Arrow Nobel-dijas kozgazdasz
paratlan nagységat, hogy miutan 1954-ben Gerard Debreu-vel (szintén Nobel dijas) be-
bizonyitotta a klasszikus piaci egyensuly létezését és optimalitasat, 1963-ban az amerikai
egészségiigy példajan megmutatta, hogy milyen bajt okoz a biztositas onkéntessége.

15. Az Egyiitt él6 nemzedékek modellje c. fejezet Paul Samuelson (a 20. szazad
II. felének meghatarozo kozgazdéaszanak) 1958-bol szarmazé zsenialis modelljét egysze-
risiti le. (SzerzGje hirneve ellenére a nevezett modellt csak lassan ismerték el, de méar
évtizedek ota az egyik legfontosabb alapmodell.) Azaltal, hogy a szokassal ellentétben
nem tetszGleges vagy logaritmikus hasznossagfiiggvényt, hanem a 6.2. példa Leontief-
féle hasznossagfiiggvényét tételeziink fel, most a dinamika végletesen leegyszertisodik. A
racionalis varakozasok felvaltasa a sokkal realisabb naiv varakozasokkal régi szokasom:
méar a korabbi Modigliani-féle jelzaloghitelrsl szolo tanulmanyomban (s6t, eltte is) a
gyakorlati bankarokat kévetve is alkalmaztam: [(13.16R)| helyett naiv varakozéasokkal
szamoltam [(13.16N)].

Augusztinovics Maria hatasara nekiveselkedtem, hogy a kétidészakos modellt alta-
lanosabb hasznossagfliggvény mellett n-idészakosra altalanositsam. A feladatot Molnar
Gyorggyel egyiitt megoldottuk (Molnar—Simonovits, 1996), de a vart hatas elmaradt: a
kétidészakos modell til kényelmes volt ahhoz, hogy lemondjanak réla.

16. A valbszintiség-szamitasi bevezetés megirdasa nagy kihivas volt, mert a fej-vagy-
iras feladattol kellett par oldalon eljutni a nagy szamok gyenge torvényéig. A kontra-
szelekcios irodalom érdekeltségi feltételes targyalasat Ess Pétertsl (egykor Rajk Laszlo
Szakkollégium, most Oxford Egyetem) tanultam, amikor 2002-ben a rugalmas korhatar
mechanizmustervezését tanulmanyoztuk (Es6— Simonovits, 2003, 1asd még Simonovits—
Toth, 2007 és a jegyzet 10.1. feladata).

17. Még nagyobb kihivas volt a matematikai statisztikai bevezetés, mert korabban
alig alkalmaztam matematikai statisztikat. De a legkisebb négyzetek moédszere a para-
bola minimumhelyének meghatarozasara vezethets vissza és a Berkson-paradoxon sem
olyan bonyolult. Egy véletlen talalkozas sordn Rudas Taméas egy liftben magyarazta
el nekem e paradoxon hatterét, miutan sajat magam egy konkrét teriileten mar korab-
ban felfedeztem. Elméleti modelljeimben éveken keresztiil szamoltan a ,szolgalati id&
= nyugdijba vonulasi kor — munkéaba lépési kor” képlettel, amikor egy empirikus munka
(Czeglédi—Simonovits—Szabo—Tir, 2016) ra nem débbentett e feltevés irrealitasara.

Azzal a reménnyel inditottam utjara a jegyzetet, hogy lesznek, akik élvezettel és
haszonnal forgatjik. A konyv végére érve az Olvasd eldontheti, hogy teljesiilt-e a remé-
nyem vagy sem.
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Feladatmegoldasok

2.1. feladat. Valoban, (2.3)-at behelyettesitve (2.4)-be:

1— A

B.
1-A

x, = Atz +

Osszevetve (2.2)-vel, adodik a jol ismert képlet.
2.2. feladat. +rjuk f6l az egyenletet t+1-re, 419 = x441 — ¢, majd helyettesitsiik
be Ti41 = Tt — $t_1—t§ Ti42 = —Tg—1 stb.

3.1. feladat. Ha a kapus ugyanarra vet6dik, mint amerre a 16v6 a bilintet6t ragja,
akkor kivédi a 16ovést; ellenkezs esetben nem.

3.2. feladat. Lasd 3.3. feladat megoldasat.

3.3. feladat. a) A (H, H) par nem egyenstly, mert hozama pl. az 1. szaméara -3, s
ha egyoldaltian eltér téle, azaz K-t valasztja, akkor hozama 0-ra névekszik. A (K, K) par
sem egyensuly, mert hozama pl. az 1. szaméra 1, s ha egyoldalian eltér téle, azaz H-t
valasztja, akkor hozama 2- re novekszik. Viszont a (H, K) és a (K, H) par mindegyike
Nash-egyensuly. Pl. ha (K, H)-t6l az 1. jatékos eltérne, akkor hozama 0-r6l —3-ra
csOkkenne; ha a 2. jatékos térne el, akkor pedig annak hozama 2-rél 1-re esne. b) Tegyiik
fol, hogy az 1. a Hajt stratégiat &, a Kitér stratégiat 1 — & valoszintiséggel valasztja; a
2. pedig n, ill. 1 —n valoészintiséggel. Ekkor az 1. jatékos hasznossagfiiggvénye

ur(§,m) =&n-(=3)+&1-n)-2+(1-=En-0+ (1 -1 —n)-1=E(1—4n) —n+ 1.

Ha n* < 1/4, akkor £* = 1 az optimum; ha n* > 1/4, akkor £* = 0 az optimum — de
ezeket mar korabban kizartuk. Megmarad n* = 1/4, ahol a haszon 0. Szimmetria miatt
¢ =1/4.

c) Csak akkor lesz a jaték halalos, ha mindkét jatékos egymastol fiiggetlentil H-t
jatszik, ennek valoszintsége £*n* = 1/16. Az életben maradasé tehat 15/16.

d) ui(H,K) = 2, uy(K,H) = 0 és 16u1(§*,n*) = -34+3-24+0+3-3-1, azaz
ur (€5, n*) =12/16 = 3/4.

3.4. feladat. Trivialis. A kevert stratégia (1/3,2/3), vo. 3.3. feladat.

4.1. feladat. Az egyensily véltozatlan.
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Behelyettesitve S(P;) = a + bP; és D(p) = ¢ — dP; egyenletet az arigazodasi
egyenletbe és rendezve:

Pi1=P +klc—a—(b+d)P) =klc—a]+[1 —k(b+d)|P.

A 2.1. tétel szerint a folyamat aszimptotikusan stabil, ha

2
—1<[1—l€(b+d)]<1, azaz O</€<m

5.1. feladat. Legyen p a hiit6 ara, akkor a kritikus vevs jovedelme p = a + bwy,
azaz w, = (p — a)/b, p > a. Behelyettesitve w,,-t

W — Wy
F =
(w) = 7— o
egyenletbe, adodik
p—a)/b+ wy
Dp) =1 - PV,

5.2. feladat. A szamtani és a mértani kozép kozti egyenlGtlenséget alkalmazva a
p;ix; szamokra:

p1T1+ -+ ppZ, 1
'(pn-fnn)l/n tat - -
n n

n .

(plflfl)

A bal oldalon pi/ "o p}l/ " kiemelhets. A bal oldal maximuma a tényezSk egyenlGsége

esetén valosul meg: p1zy = -+ = ppx, = 1/n, azaz
o __ 1 o __ 1
x]=—1, ey Ty = —.
pin bnm

5.3. feladat. Behelyettesitéssel.

6.1. feladat. Helyettesitsiik be (6.3)-ba (6.2)-t.
6.2. feladat. Itt nincs helyettesités K és L kozott: K(Q) = Q/a és L(Q) = Q/b,

azZaz
r w

CQ) =rK@Q+wL@) = (t+7)Q

6.3. feladat. Ekkor K = Q3/L? azaz ¢(L) = rQ3/L* + wL. A szamtani és a
mértani kdzép kozti egyenlStlenség alkalmazhatosdgahoz két egyenld tagra kell bontani

a linearis részt:
rQ?
Iz T 7 + 5 2 3Q e

és két oldal egyenlGsége éppen az elsé két tag egyenlGsége esetén valdsul meg:

TQ3_wL
2 27
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azaz igaz a feladat 1. allitasa. A 2. allitast helyettesitéssel nyerjiik:

3w2

K(Q.L)= QL7 = Q{15

6.4. feladat. +rjuk be (6.18)-ba a két koltségegytitthatot:

Qi) = 1A YEL g0, = 0T Y

Eltavolitjuk a nevezdket:

2bQQ1 = a — c1 — bQo és 2bQ2 = a — co — bQ1.
2-vel beszorozva az 1, egyenletet és abba behelyettesitve a 2.-at:

4bQ1 = 2a — 2¢1 — 2bQ2 = 2a — 2¢1 — (a — ca — bQ1).

Rendezve
O — a—2c1 + co
re 3b

Lathato, hogy ha c¢; > co, akkor Q7 < Q5.
6.5. feladat. (6.17) homogenizalt alakja,

—Q2, . A —Q1,t-1
2

a—2cy +cq

Q2 = 3b

Q1,41 = 9 S Q2 =
alapjan
~ Q1,t-1
Ql,t—|—1 = A ;
s ez egy 0-hoz tart6 mértani sorozat t = 0,2,4, .. .- ra.

6.6. feladat. Vegyiik a (6.19') differenciaegyenlet- rendszer homogén részét és
felhasznalva, hogy > i | Q—;+ = (n — 1)Qy, Osszegezziik az n darab egyenletet:

A

—(n—1)Qy

Qt+1: 5 , t=1,2,....

Méar n = 3 esetén is 2-ciklust kapunk: Qt+1 = —Qt. Tovabbi vizsgalat targya, hogy
miképp viselkednek az egyes véllalatok kibocsatasai; n > 3-nal divergélnak.

7.1. feladat. Egyszert szamolassal igazolhato, hogy a (7.8) jobb oldalan allé f(x)
fiiggveény fix pontja v/2:

> (++3) |
r==-|x+—-], azaz x° = 2.
2 T

Tovabba az f(z) fiiggvény = > /2 esetén névekvé:

2 2
m+5>y—|—§, ha >y > V2
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Rendezve:
2y + 2y > xy® + 2z, azaz zy(x —y) > 2(x —y).

>y > V2 miatt ez igaz, tehat V2 < i1 < x4 stb.

7.2. feladat. 2-ciklus: Szimmetria miatt feltehets, hogy z1 < 1/2 < xo. Definicio
szerint ro = 2x1 és x1 = 2 — 2x5. Behelyettesitve xo-t x1-be: 1 = 2 — 4z, rendezve:
x1 =2/5és 1o =4/5.

8.1. feladat. a) w,, = 0 esetén a (8.10) képlet (8.5)-re egyszertisodik.

b) Egyszerii atalakitassal
1

2 — Wy,

tr=1-

Y

amely a minimélbérnek nyilvanvaléan csckkend fiiggvénye.
8.2. feladat. a) Egyszerd szamolassal (8.14) szerint

W (t) = 2(fmem + frenm) — pn(fmwim el + fuws edp).

Az djraelosztas miatt f,,c,, + fmem = fmwm + fmws = 1, és emiatt barmilyen ¢ > 0
esetén W (t) < W(0).

b) Ha U(c,e) az 1. valtozodban is szigoruan konkav fiiggvény lenne, példaul U(c, e) =
log ¢ — pe?, akkor a modositéasban is 8* > 0 allna.

9.1. feladat. Mar belattuk, hogy a v novekedési egyilitthaté méasodfoku egyenle-
tliink nagyobbik gyoke:

XV HAe—x)
v(x) = 5

A v(x) derivalasaval kozvetleniil belathatoé lenne allitasunk, de elemi meggondolas is
segit. Vegylink egy csokkend stabil népességet. Ebben a modellben a korosztalyok
létszama id6ben monoton csokken. A fiatal sziilk létszama kisebb, mint az iddseké,
tehat sulyuk csokkenése lassitja a népességszam csokkenési litemét.

10.1. feladat. a) (10.13") értelmében

TuR ED - D

50— P~ B =rugps—p = bR)(ED - D).

2N(D,R) = TuR —

b) Definici6 szerint
EzN = f1b(R1)(ED — Dy) + f2b(R)(ED — Dy).
Nyilvanvalo, hogy
W(R)) <bWN(Ry) é  ED-—-Dy;<0<ED-— Dy,
ezért E2N els6 tagjat feliilbecsiiljiik, ha bN(R;) helyett b (Rz)-t frunk, és azt kiemeljiik:
EzN < bN(Ry)[f1(ED — D) + fo(ED — Dy)].
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A varhato érték definicidja szerint a | |-ben 0 all, tehat EzN < 0.
10.2. feladat. a) Behelyettesitve (10.14A)-t (10.13)-be, az 1j egyenleg

22 (u, R) = bN(1, R)ule — ve(u)].
Varhato értéket vesziink és 0-val egyenlévé tessziik az eredményt:
0 = Ez"(u, R) = b™(1, R)E{ule — ~e(u)]},

innen (10.16A).

Figyeljiik meg, hogy e(u) novekszik, és a Csebisev- OsszegegyenlGtlenség miatt
E[ue(u)] > e, azaz v < 1.

b) v* = 0,975 — elhanyagolhatoan kicsi korrekcio — valoszintileg a valésagban na-
gyobb az élettartamok szorodasa.

10.3. feladat. A maximalizélaskor az 500-as oszlopbol veszek ki l-et, ... és a
20000-es oszlopbol 6-ot. (A minimalizalaskor forditva.)

11.1. feladat. p = 2/3, = 2, (11.5) szerint #° = 1/6 = s°, T = 1/3 és
1/6+1/6 =1/3.
11.3. feladat. (11.17) szerint 1vn = fy(1 + a)(1 + ), azaz (11.16) szerint

5 = frx & 5 = fHX 

141 141

12.3. feladat.

T—-1

-1
By = Z bri = Borg™" + Z Bug™F gl IR,

Alkalmazva a mértani sorozat 6sszegképletét:

. 1— g(L—l)T

—, <1
1-9gt—1 ‘

By = Bug

12.4. feladat. A 12.3. feladat alapjan konnyen elkészithets a

12.7. tablazat.
A helyettesitési ardny fliggése a bérnovekedés titemétdl: dar—bér-indexdlds

Realbér-novekedési iitem 100(g — 1) 0 1 2 3 4 5

Atlagos helyettesitési arany 0,800 0,763 0,729 0,698 0,668 0,641

13.1. feladat. Vezessiik be az Sp = R™! 4 --- + R™7T jelolést. Ekkor a feladat
allitasa (13.3) szerint
T T+1

— < .
St Srt+1
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Felhasznélva, hogy Sy, = Sp + R~T~1 és eltiintetve a nevezdket:
TSy +TR T ' < (T+1)Sy  azaz TR 17! <8y

Tagonkénti 6sszehasonlitassal igaz az utolsd egyenlGtlenség, ezért megforditva az ekvi-
valens atalakitasokat, igazoltuk a feladat allitasat.

13.2. feladat. a) Az egyszeriiség kedvéért csak Dy < Dy-t igazoljuk. (13.3)
értelmében B(oco) < B(T), és (13.1)-et felhasznalva, adodik

b) (13.9) értelmében a kettds indexalasu hitelnél B(oo) < b(T') pontosan akkor
teljestil, ha
(T’ — 1)D0
1—r-T

all. Rendezéssel adodik a 13.2b) feladat feltétele.

(pr —1)Dy <

14.1. feladat. a) Az optimalis elosztasok a tokéletes helyettesithetetlenség miatt
2r1 = y1 és xo = 2ys. Az optimalitasi feltételekbe behelyettesitve az x1 + zo = 100 és
Y1 + y2 = 100 mérlegfeltételeket, adodik

100 — 21 = 2(100 — 1) = 2(100 — 2a1),

azaz
100 200 200 100

o_ Y% o__ =~ o = o_ ¥
$1—37 U 35 37 Yo 3

b) Az 1. egyént még nem éri veszteség, ha lemond annyi 1. termékrdl, hogy 25
egység maradjon. A 2. egyént még nem éri veszteség, ha lemond annyi 2. termékrél,
hogy 25 egység maradjon. E két szélsGség kozt helyezkednek el a Pareto-optimumok:

x> 25, y7 >50, x5 >50, y5>25.

c) Mivel egyik egyén sem képes helyettesiteni a két terméket, az optimaélis csere
egyértelmd.
14.2. feladat. a)

’l)1—|-1)2+"'+1)n:1 és w1+w2+---+wn:1. (14.1?”&)
1+ x4+ +a, =1 és n+y+--+y, =1 (14.2n)
(14.3)—(14.5) valtozatlan, csak k 2 helyett n-ig fut.

W10 + Wt + A Wpoy,

1 —via) — Vatig — -+ — UpQlpy

(14.6)

p

b) Bettithidny miatt a fogyasztok mellett a termékeket is indexeljik. Legyen
Pis ---,Pm az © = 1, ..., m-edik termék ara, v; ) a k-adik fogyasztd kezds készlete,
és x; 1, a végs6 fogyasztésa.

Vig+ V2t Uk =1, k=1,2. (14.1m)
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Ty +Top+  + Ty =1, k=12

plxl,k_‘_"'_‘_pmxm,k :plvl,k+"'+pmvm,k7 k= 172
k=1,2. (14.4m)

Uk(T1 ks s Tmk) = Q1 plogxy g + - - + Qy p lOg 4y p — max .,

(14.2m)
(14.3m)

ahol a; , (0 < o ;; < 1) mutatja az i- edik termék relativ fontossagat a k-adik fogyaszto
szamaéra: 2111 a; 1, = 1. Viszonylag konnyen belathato, hogy m termék esetére a

parametrikus optimum

a1, kP1V1E + -+ Om kPmUm k

aji,k(pla"'vpm): ; ZZl?

Di

Behelyettesitve (14.5m)-et (14.1m)-be:

2
Z a1, kP1V1k + -+ Am, kPmUm k o
1 bi

Rendezve

pi = [01,1v11 + a1,201 2]p1 + - - F [Qm,1Um1 F QO 2Um 2] P,

7m7

k=1,2.
(14.5m)

Most egy m darab m-ismeretlenes egyenletrendszert kellene megoldanunk, és pozi-

tiv arakat kellene kapnunk, s ez magasabb matematikat igényelne.

15.1. feladat. Tablazatos alakban

15.1. tablazat. Kamategyiitthato-dinamika — raciondlis vdarakozds

Kamattényezd

Idszakok also fels6

t p(1) p(2)

0 1,000 3,000
1 3,000 1,667
2 1,667 2,200
3 2,200 1,909
4 1,909 2,048
5 2,048 1,977
6 1,977 2,012
7 2,012 1,994
8 1,994 2,003
9 2,003 1,999
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15.2. feladat. Tablazatos alakban

15.2. tablazat. Kamategyiitthato- dinamika — naiv vdrakozds

Kamattényezod

Id&szakok also fels6

t p(1) p(2)

-1 1,000 3,000
0 1,562 2,372
1 1,818 2,145
2 1,926 2,057
3 1,970 2,023
4 1,988 2,009
5 1,995 2,004
6 1,998 2,001
7 1,999 2,001
8 2,000 2,000

Megjegyzés. v = 2
15.3. feladat. Tablazatos alakban

15.3. tablazat. Kamategyiitthato-dinamika — naiv vdrakozds

Kamattényezod

Idészakok also felss

t p(1) p(2)

-1 1,000 0,333
0 0,618 0,457
1 0,529 0,489
2 0,507 0,497
3 0,502 0,499
4 0,500 0,500

Megjegyzés. v = 0,5

16.1. feladat. Elvégezve a négyzetre emelést (16.4")-ban:
D’X =) pila; — 22,EX + (EX)’] = EX? — 2EXEX + (EX)>.
=1

Osszevonassal adodik (16.4").
16.2. feladat. A 16.3. tétel szerint teljes indukcidval ES,, = nEX; = np. A 16.4.
tétel szerint D25, = nD?X; = npq.
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16.3. feladat. a) Vegyiik figyelembe az y; = 1 — x; korlatozast. Ekkor elegendd
az 1. allapot valoszintiségvaltozasat vizsgélni!

Ter1=axy+ (1 =b) (1 —x¢) =(a—14+b)xy +1—0.

Stacionarius esetben
¥ =(a—1+bz"+1-0,
azaz

1—-0 . 1—a

*:— *:1— *:—,
2—a—0> e y o 2—a—0b

x

b) Vonjuk ki az els§ egyenletbdl a masodikat:

Tip1 —x" = (a—1+b)(xy — 7).

Ez nulldhoz tart, mert |a +b— 1] < 1.

16.4. feladat. Nincs kockazat. Van kockazat, de kozombos.

16.5. feladat. Mert a kar relativ szorasa kicsiny.

16.6. feladat. Mivel itt a ,nagy” kockazat alkalmanként kisebb, mint méaskor a
kis” kockazat, inkdbb nagyobb és kisebb kockazatrol beszéliink.

16.5. tablazat. A mdsodik legjobb megoldds — vdltozo kockdzatok

Kisebb kockazat Nagyobb kockazat Optimalis 6nrészesedés
P1 p2 S

0,2 0,3 0,341
0,2 0,4 0,384
0,2 0,5 0,409
0,2 0,6 0,429
0,3 0,4 0,330
0,3 0,5 0,381
0,3 0,6 0,412
0,4 0,5 0,326
0,4 0,6 0,384
0,5 0,6 0,329

17.1. feladat. Helyettesitsiik be Y = 3X egyenletbe az eltérésvaltozok definicio-
jat:
Y —EY = (3(X - EX), azaz, Y =EY — fEX + 3X.

17.2. feladat. Indirekt: EF > o + Bf;-bol kivonva EF = o + EF-t, 0 >
B(f1 — EF) — ellentmondaés.

17.3. feladat. a) Heurisztikusan érvelve: azért negativ a korrelacio, mert az
(X,Y) sikban ENY-DK-i a regresszios egyenes meredeksége.

b) Varhato értékek: EX =p+1—-p—qg=1—¢qés EY =q+1—-p—q=1—np.
Szorzat varhato értéke: E(XY)=1—-p—q.
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Szoérasok binomialis eloszlasra:
DX =+q(l-p—q) ¢ DY =+/p(1-p-q).
Korrelécios egyiitthato:

EXY)-EXEY) 1-p-¢g-(1-¢(1-p)

r(X,Y) =

DX DY VAl —p—aVpA-p—aq)
Rendezve
r(X,Y) = — VP
l1-p—gq
c)p=q<1/2 esetén
—p
X.Y)= .
d) p=1/4 esetén
—1/4 1
X,V)= 12— =
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Fogalomtar [elsG elGfordulas alfejezetszamavall]

Ado az az Osszeg, amelyet az allam az allampolgartol meghatarozott szabalyok
szerint évente beszed. [8.1]

Adokulcs az ad6 mértéke, amely az adokoteles jovedelem fliggvényében meghata-
rozza az adot. [8.1]

Adomordl egy rejtett paraméter, amelytsl fliggben az allampolgar az adokoteles
jovedelme valamekkora részét — ellendrzés nélkiil is — bevallja. [8.2]

Addssdg (tartozds) a felvett hitelbdl a torlesztés utan marado rész. [13.1]

Allamadéssdg az allam adossaga, amely a korabbi allami bevételek és a allami
kiadasok kiilonbségének kamatos kamattal szamitott Gsszege. [4.2]

Allapot a dinamikus rendszer idében valtozé helyzetét irja le. [2.1]

Altaldnos egyensily olyan helyzet, amikor tobb aru és t6bb részvevs optimalis ke-
reslete és kinélata egyensilyban van. [14.1]

Altaldnos nyugdijkorhatdr az az életkor, amikor a megfelels évjarat tagjai levonas
nélkiil nyugdijba vonulhatnak. [17.2]

Arindezdlt nyugdij évrél évre az inflacié mértékében emelkedik. [12.2]

Ar- és bérindexdlt nyugdij évrél évre az inflacio és a bérnévekedés atlagos mértéké-
ben emelkedik. [12.2]

Arszint (fogyasztoi) megmutatja, hogy egy adott évhez képest hanyszor tébb pénzre
van szlikség a rogzitett fogyasztoi kosar megvasarlasahoz. [12.2]

Aszimmetrikus informdcio esetén az elad6 vagy a vevs tobbet tud magarol, mint
a méasik. (Példaul az életjaradékot vevd ismeri Gsei tényleges haldlozasi életkorat, a
biztosité nem ismeri.) [16.2]

Autonom beruhdzds a beruhdzasnak a gazdasag helyzetétdl fiiggetlen része. [4.3]

Autonom fogyasztds a fogyasztasnak a gazdasag helyzetétdl fiiggetlen része. [4.3]

Bérindexdlt nyugdij évrol évre az orszagos atlagbérek mértékében emelkedik. [12.1]

Berkson-paradoxon leirja, hogy két eredetileg fiiggetlen valdszintiségi valtozo a sztiré
utan negativan vagy pozitivan korrelaltta valik. [17.2]

Beruhdzds a kibocsatas fogyasztas feletti része, amelyet a gazdasagban a termelés
eredményébdl a téke bévitésére forditanak. [4.3]

Beruhdzdsi akcelerdtor az az allando, amely a termelés novekedésének fiiggvényében
kiegésziti a beruhazas autonom részét. [4.3]

Biztositds kartéritést fizet a biztositott targyat ért karért. [16.2]
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Célfiiggvuény olyan fiiggvény, amelyet az egyén maximalizalni/minimalizalni probal.
[2.3]

Ciklus — egy teljes visszatérési szakasz alatti pélya. [2.2]

Devizaalapi jelzaloghitelnél a torlesztérészlet forintértékét egy parhuzamos, elvben
devizaban fennallo jelzaloghitel torlesztérészletének egyenértékeként szamitjak ki. [13.3]

Devizadrfolyam az a szam, amely megmondja, hogy példaul 1 eur6ért hany forintot
kell fizetni. (2019. januér 15-én 1 eur6 = 321 Ft volt.) Minél nagyobb a szam, annal
gyengébb a forint, [13.3]

Differencia-egyenlet olyan egyenlet, amelynek a bal oldalan késébbi ideji valtozo
all, mint a jobb oldalan. [2.1]

Dinamikus rendszerben a rendszer allapotat egy vagy tobb korabbi allapot hata-
rozza meg. [2.1]

Diszkrét ideji (szakaszos) dinamikus rendszerben az allapot 1épésrdl 1épésre valtozik
(ellentéte a folytonos idejii). [2.1]

Dolldrarverés olyan arverés, amelyben nemcsak a nyertesnek, de a vesztesnek is ki
kell fizetnie az utolsé ajanlatat — irracionalis. [3.2]

Domindns stratégia az ellenfél barmely lépése esetén jobb, mint méas (ilyen a fo-
golydilemmaban a kopés). [3.1]

Duopdlium két termels versengése a fogyasztokért. [6.3]

Egyensilyi helyzetben a dinamikus rendszer nyugalomban van. [2.1]

Egyiitt €l nemzedékek modelljében negyedszézadonként kilép az id6s nemzedék, a
fiatal idGs lesz, és belép egy fiatal nemzedék. [15.1]

Eletjdradék egy meghatarozott kortol az egyén élete végéig jaro, altalaban értéktarto
jovedelemaram. [10.1]

FEléreldto dolgozok optimalis mértékben gondoskodnak a jovajikrsl. [11.1]

Elsérendt differenciaegyenlet esetén a jovs allapot csak a jelen allapottol fiigg. [2.1]

Eletciklusmodell agy irja le a megtakaritast, a fogyasztés és a jovedelem kiilonbségét,
hogy figyelembe veszi az életkort. (Tipikusan kisimitja a fogyasztasi palyat.) [5.3]

Elorejelezhetd egy dinamikus palya, ha a kezddérték kismértéki valtozéasa csak kis
mértékben valtoztatja meg a palyat. [7.2]

Elsddleges egyenleg az allami koltségvetés kamatkiadas nélkiili egyenlege. [4.2]

Elsd legjobb megoldds a megengedettségi feltételek mellett maximalizalja a tarsa-
dalmi jolétet — teljes informaciot feltételezve. [16.2]

Erempdrositds nevii 2-személyes, 0-0sszegi szimmetrikus jatékban, ha a két jatékos
ugyanazt lépi, akkor az 1. jatékos nyer, ellenkezs esetben a 2. (A Nash-egyensuly
50-50%-o0s randomizalas.) [3.1]

Erdekeltségi feltétel kikoti, hogy a korméanyzat altal ajanlott meniibél az egyes ti-
pusoknak érdemes a nekik szantat kivalasztaniuk. (Példaul rugalmas nyugdijkorhatéar
esetén a hosszabb varhato élettartami dolgozonak nem érdemes révidebb varhato élet-
tartamunak tettetnie magat, mert annyival kisebb éves nyugdijat kap, hogy a korabbi
nyugdijba vonulas ellenére is veszit.) [16.2]

Eszmei szdmla egy olyan feloszto-kirovd nyugdijrendszer, amelyben az életpalya
alatt befizetett jarulékok egy eszmei (képzeletbeli) szamlan kamatoznak, és az éves
nyugdij az eszmei t6ke és a hatralévs varhato élettartam hanyadosa. [10.2]

Fedezetlen kamatparitds az a helyzet, amikor a hazai pénz leértékelési iiteme a
kitlintetett devizahoz (nélunk a svéajci frankhoz) képest kozelitGleg megegyezik a ka-
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matlabkiilonbséggel. (Pontosabb megfogalmazas a megfelels egyiitthatok egyenlGségét
mondja ki.) [13.3]

Feloszto—kirovo nyugdijrendszerben minden nemzedék az el6z6 nemzedéknek taka-
rékoskodik (ellentéte a t&késitett rendszer). [10.1]

Fiz pont az adott leképezésnél helyben marad. [2.1]

Fizetési mérleg egyenlege az export és az import kiilonbsége. [4.2]

Fogolydilemmoa 1ép fel, amikor az 6nzés a dominans stratégia, de az 6sszefogés lenne
a jatékosok kozos érdeke. [3.1]

Fogyasztds a kibocsatas beruhazas {616tti része: élelem, ruha, lakas, stb. [5.1]

Fogyasztdsi hatdarhajlandosdg a fogyasztas valtozo részének és a jovedelemnek a
hanyadosa. [4.3]

Fiiggetlen események egyiittes el6fordulasi valoszintisége a két esemény valdszin-
ségének szorzata. [16.1]

Fiiggoségi hdnyados a nyugdijasok és a dolgozok létszadmanak a hényadosa
(rendszer- vagy iddskori). [10.1]

Gydva nyul szimmetrikus nem 0-0sszegt jaték: kitérés — lebdgés, hajtas —halal.
[3.1]

Hasznossag a fogyaszté szamara a fogyasztéassal szerzett szubjektiv 6rom. [5.2]

Hasznossdgfiigguény a hasznossag fiiggése a fogyasztastol. [5.2]

Hatdrciklus olyan ciklus, amelyre minden kozeli allapotbol indul6 pélya ratekeredik.
[7.3.]

Helyettesités a munka és a t6ke kozott, mig a kibocsatéas allando. [6.2]

Helyettesitési ardny/hdnyados az atlagos nyugdij és az atlagos kereset ara-
nya/hanyadosa. [10.1]

Hiperbolikus leszamitolds a hagyomanyos leszamitoléssal ellentétben kiilon leszami-
tolja az Osszes jovobeli fogyasztas hasznossagat. (Példaul a fogyokura kezdetét mindig
masnapra toljuk.) [5.4]

Hosszmetszeti pdlya a folyamatosan id6s6dd, végiil meghalo egyén palyaja. [15.2]

Hiwelykugjj-szabdly egy viszonylag egyszerii valasz egy bonyolult kérdésre. (Példaul
nettod jovedelmed 30%-at koltsd élelemre.) [5.2]

Infldcids rdta az éves fogyasztoi arszint szazalékos emelkedése. [12.2]

Jarulék, amit a dolgozd és a munkaltato fizet kés6bbi nyugdij és egészségiligyi ellatas
biztositasara. [10.1]

Jarulékkules a jarulék és a kereset hanyadosa. [10.1]

Jaték - tobb személy kozti kolcsonhatas, amelyikben minden jatékos hasznossaga
legalabb egy masik jatékos dontésétdl is fligg (pl. fogolydilemma). [3.1]

Jelenérték egy tobbidszakos torlesztési folyamot értéke, amelynél k6zombds, hogy
valaki készpénzben fizeti a jelenértéket vagy részletekben torleszt. [13.1]

Jelzdloghitel olyan hitel, amelyet lakasvételkor vesz {6l az ados, és a teljes visszafi-
zetésig a maradék adossag fejében a hitelezd résztulajdonos marad. [13.1]

Jogosultsagi hdnyad a nyugdijasok és a nyugdijaskortak létszamanak az aranya.
[10.1]

Jovedelemeloszlds a tarsadalom teljes jovedelmébdl az egyes csoportok részesedési
aranya. [8.2]

Kereslet a fogyaszto artol és jovedelemto! fiiggs vételi szandéka. [4.1]

Kamat a hitel utan idészakonként (havonta, évente) fizetends sszeg. [4.2]
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Kamatldb a kamat és a tartozas hanyadosa. [4.2]

Kamategyiitthaté = 1 + kamatlab. (Eves vagy negyedszazados.) [4.2]

Kaotikus rendszerben sok olyan kezd&érték van, amelyben a pélya elérejelezhetetlen.
[7.2]

Kaotikus beruhdzdsi ingadozdsok esetén a beruhazasok pélyaja elérejelezhetetlen.
[7.3]

Keresztmetszeti pdlya adott id6ben a kiilonféle életkoruak egyiittese, profilja. [14.1]

Kezdd nyugdij a nyugdijazas els§ évében fizetett nyugdij. [12.1]

Kifizetési tdbla (i, j)-edik cellajaban szerepls két szam rendre az 1. és a 2. jatékos
nyereménye, ha az 1. jatékos az s? (tiszta) stratégiat valasztja, a 2. pedig az si-t. [3.1]

Kiegyenlitési dij az az Osszeg, amelyet levonva a véletlen jovedelem idGatlagabol,
a kockazatmentes csokkentett jovedelempélya hasznossaga egyenlévé valik az eredeti
kockazatos palyaéval. [16.2]

Kindlat a termelS artol és profittol fiiggs eladasi szandéka. [4.1]

Kettos indexdlasu jelzdloghitelnél nemcsak a kamatlab, de a havi torlesztérészlet is
fiigg az inflaciotol. [13.2]

Kevert stratégia a tiszta stratégiak véletlen sorsolasra bizott kivalasztésa. [3.1]

Kontrakcids (zsugorito) leképezésben a képpontok téavolsaga kisebb, mint a targy-
pontoké. [7.1]

Kontraszelekcio olyan folyamat, amelyben az onkéntes biztositds dijszabasanak
egyetemessége megnoveli a nagyobb kockazattuiak részvételét a rendszerben (példaul csak
a hosszabb élettiek vesznek életjaradékot). [16.2]

Korrelacios egyiitthato két valoszintiségi valtozo lineéris egyiittmozgasanak mértéke,
—1 (ellentétes mozgas) és +1 (azonos iranyt mozgas) kozé esik. [17.1]

Koltség a termeléssel jaro bér- és t6kekoltség dsszege. [6.2]

Koltséguetési feltétel azt mondja ki, hogy az egyén kiadasai egyenlSk a jovedelmével.
[5.2]

Koltséguetési egyenleg az &llam bevételeinek és kiadasainak a kiilonbsége. [4.2]

Kotelezd nyugdijrendszerben a dolgozok rendszeresen jarulékot fizetnek, s cserében
idgskorukban nyugdijat — altalaban uniszex életjaradékot — kapnak. [10.1]

Kozjavakat ugy fogyaszthatjak az egyének, hogy masok fogyasztasi lehetGsége nem
csOkken (példaul radiomisor hallgatasa). [14.2]

Kiilonado egy képzeletbeli ad6, amelyet a korményzat vet ki a lakossagra, hogy az
onkéntes nyugdijrendszer tamogatéasat fedezze. [11.1]

Kiilsé addssdg az orszag éves fizetési mérleghianyainak kamatozott Gsszege. [4.2]

Kiilsé (externdlis) hatds nem tiikrozédik a piaci arban. (Példaul amikor a levegdst
szennyezG vaskoho nem fizet kartéritést a kornyék lakoinak a leveg@szennyezésért.) [14.2]

Leértékelddési iitem: a hazai valuta egy év alatt szazalékos leértékelddése egy kiil-
foldi kulesvalutahoz képest. [13.3]

Legjobb vdlasz: a 2. jatékos stratégidjara maximalizalja az 1. jatékos nyereményét.
(Ha mindkét jatékos stratégidja legjobb valasz a maésikéra, akkor Nash- egyensulyban
vagyunk.) [3.1]

Legkisebb négyzetek mddszere meghatarozza a regresszios egyenest. [17.1]

Leontief-féle hasznossdagfiigguény: a hasznossag a két fogyasztas koziil a kisebbikkel
egyenls. (Példaul 2 balkezes és 1 jobbkezes kesztyd = 1 par kesztytd.) [5.2]
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Leszamitoldsi egyiitthato egy 0 és 1 kozotti szam, amely megmutatja, hogy a jovébeli
fogyasztéas hasznossaga hanyszorosa az azonos jelenbeli fogyasztas hasznossagénak. [5.3]

Makroékonomia a gazdasig miikodését nagy vonalakban, a részletek mellGzésével
vizsgalja. [1.2]

Madr megadllapitott nyugdij a nyugdijazas els6 éve utéan fizetett nyugdij. [12.1]

Madsodik legjobb megoldas a megengedettségi és az érdekeltségi feltételek mellett
maximalizalja a tarsadalmi jolétet — aszimmetrikus informéaciot feltételezve. [16.2]

Mdsodrendid differenciaegyenlet esetén a jové allapot csak a jelen és az el6zd alla-
pottol fiigg. [2.2]

Medidan a csokkend sorba rendezett minta kozépsd értéke. Példaul a béreloszlas
medianja kisebb, mint az atlaga, s ezért jobban jellemzi a kozép jovedelmét. [8.3]

Megfigyelhetd halmazokat a megfigyel6 latja: példaul két egyforma érme egyiittes
feldobasa esetén F'I és IF nem kiilonboztethets meg. [16.1]

Megfigyelhetd halmazok in. algebrdja az a halmazcsalad, amelyben barmely két
megfigyelhets halmaz egyiittese és metszete is megfigyelhetd. [16.1]

Mikroékonomia a gazdasag miikodését részletekbe menden vizsgalja. [1.2]

Minimdlis nyugdijkorhatdr az az életkor, amelynek elérése el6tt a megfelels évjarat
tagja csak rokkant nyugdijat valaszthat, ha jogosult ra. [10.2]

Mordlis kockdzat, amikor a biztositds miatt megné a karvaloszintség. [16.2]

Nagy szamok torvényei kiillonféle feltevések mellett azt josoljak, hogy ha egy ki-
sérletet nagyon sokszor fliggetleniil megismétliink, akkor a bekdvetkezés gyakorisaga az
elméleti valoszintiséghez tart. [16.1]

Naiv vdrakozds esetén az elérejelzés az el6z6 iddszak tényleges értékével egyezik.
[14.2]

Nash-egyensily olyan stratégiakombinécio, amelytdl egyik jatékosnak sem érdemes
egyoldaluan eltérnie (pl. nemek harca). [3.1]

n-edrendi binomidlis eloszlds a kétesélyes eloszlas n-szeres fiiggetlen megismétlésé-
nél keletkezik. [16.1]

Nemek harcdban két Nash-egyensuly létezik, és nehéz koztiik valasztani. [3.1]

N6k40 egy olyan nyugdijszabaly, amely minden magyar nének, akinek a jogosultsagi
éveinek a szama legalabb 40, csokkentés nélkiil korhatar alatt nyugdijba vonulhat. [17.2]

Névekedési egyiitthatd = 1 + novekedési titem. [4.2]

Névekedési iitem a valtozd valtozasa osztva a kiindulo értékkel. [4.2]

Nullaésszegi jatékban a jatékosok hasznossagfiiggvényének Osszege azonosan 0.
(Nagyon megszorito feltevés, bar 0 helyett allando Gsszeg is allhat: sakkban 1.) [3.1]

Nyugdij az allam vagy a vallalat altal rendszeresen fizetett idéskori jovedelem. [10.1]

Nyugdijba vonuldsi kor eltérhet az altalanos és a minimalis korhatartol. [10.2]

Nyugdijindexdlds az az eljaras, amely a mar megallapitott nyugdijat a koévetkezd
évben inflacié vagy béremelkedés aranyaban noveli. [10.1]

Oligopolium kevés termels versengése a fogyasztokért. [6.3]

Optimum az a helyzet, amelyben a lehetséges helyzetek koziil a célfiiggvény értéke
maximalis/minimalis. [2.3]

Oszcilldaciondl a valtozok eltérése az egyenstlyi értékiiktsl szabélyos idGkoziikben
elgjelet valt. (Csillapitatlan oszcillacio: ciklus.) [2.2]

Onkéntes nyugdijrendszerben a dolgozok idénként kényszer nélkiil tagdijat fizetnek,
s cserében idGskorukban egy Osszegben felvehetik az Osszegytilt tGkét vagy nyugdijat
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(életjaradékot) kapnak. [11.1]

Onrészesedés a biztositasi kirnak az a része, amely kimarad a kartéritésbél. (Csok-
kenti a moralis kockazatot.) [16.2]

Pdlya a diszkrét rendszerbeli, egyméas utani allapotok sorozata. [2.1]

Pareto-optimdlis elosztds esetén nem létezik mas megvalosithato elosztés, amely
mindenkinek legalabb olyan jo, és egy valakinek jobb, mint a P-elosztéas. (llyen a piaci
elosztas.) [14.1]

Peremeloszlds egy kétvaltozos eloszlas sor- vagy oszlopeloszlasa. [16.1]

Periodus a ciklus hossza, ennyi id6 utan ismétlgdik a palya. [2.2]

Piaci drigazoddsban az 0j idGszakban az aremelkedés a régi arhoz tartozo tulkeres-
lettel aranyos. [4.1]

Profit a bevétel és a koltség kiilonbsége. [6.3]

Raciondlis vdrakozds esetén a dontéshozo varakozasa teljesiil (Oidopusz megoli az
apjat). [14.1]

Ragadozo jdaték soran a kiils6 jatékos fenyegetd 1épésének nem érdemes ellenéllni.
[3.1]

Regresszios egyenes két valoszintiségi valtozo kozti linearis kapcsolatot a legkisebb
hibaval hatarozza meg. [17.1]

Redldarfolyam a nominalis deviza-arfolyam és az hazai arszint hanyadosa szorozva a
kiilfoldi arszinttel. [13.3]

Redlbér a nominalis (folyd) bér és az arszint (arindex) hanyadosa. [12.1]

Redlvdltozo a nominalis (folyoaras) valtozo és az arszint hanyadosa. [12.1]

Redlkamatlab kozelitSleg a nominalis kamatlab és az inflacios rata kiilonbsége. (Pon-
tosabban: a realkamatszorzo 0= kamategyiitthato/inflacios egyiitthato.) [13.1]

Relativ drszint megadja, hogy mennyit ér egy konvertibilis valutaja orszag valutaja
az atlagos orszaghoz képest. (Példaul a forint arszintje alacsony az eur6éhoz képest,
azaz a vasarloértéke nagyobb mint a piaci arfolyamon szamitott.) [17.2]

Relativ megtakaritdisi hajlanddosdg az a szém, amellyel az aktiv rovidlatdé dolgozo
zsugoritja masok becsiilt 6nkéntes megtakaritasait. [11.2]

Relativ hatékonysdg az a szam, amellyel beszorozva az alaprendszer jovedelmét, a
keletkezg jolét egyenlové valik a vizsgalt rendszer jolétével. [8.3]

Részleges biztositas csak az onrészesedés f0lotti részre vonatkozik. (Csokkenti a
moralis kockazatot, de rontja a biztonsagot.) [16.2]

Részvételi hanyad a dolgozok ardnya a dolgozokortak kozott. [10.1]

Rezervdcios dr, a fogyaszto csak akkor veszi meg a terméket, ha ara ez alatt van.
[5.1]

Réwvidlato dolgozok az optimalisnal kisebb mértékben (esetleg sehogy sem) gondos-
kodnak a jovgjiikrsl. [11.2]

Satorleképezés satoralaka. [7.2]

Sertésciklus egy olyan arigazodasi modellben keletkezhet, amelyben a kereslet késés
nélkiil, a kinalat viszont egy éves késéssel reagal a piaci arra. [4.1]

Skdlahozadék megmutatja, hogy ha mind a t6két, mind a munkat 2-szeresére nove-
lik, hanyszorosira né a kibocsatas. (Allando, névekvs és csdkkend.) [5.1]

Stabil egyensilyi helyzet koriili allapotokbol indulé palyak kozel maradnak az egyen-
sulyhoz, s6t, aszimptotikusan tartanak hozza (lokalisan és globalis, aszimptotikusan

stabil). [2.1]
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Stabil népesség korosztalyi aranyai idében allandok. [9.2]

Staciondrius népességben minden korosztély létszama idében allando. [9.2]

Standardizalt valoszintiségi valtozo az eredetibdl a varhatd érték levonaséaval és a
kiilonbség szorassal valo osztasaval adodik. [16.1]

Statisztika a valosziniliség-szamités alkalmazasa, amikor a kimenetekbdl visszafelé
megjosoljuk a bemenetek valoszintségét. [17.1]

Stratégia gondosan végiggondolt dontés (gyakran tobblépesds). [3.1]

Szarmaztatott hasznossdgfiiggvény az eredeti hasznossagfiiggvénybdl a koltségvetési
feltétel behelyettesitésével adodik. [5.2]

Szimmetrikus jaték esetén a két jatékos stratégiahalmaza azonos, és a 2. jatékos
hasznossagfliggvény az 1. jatékos hasznossagfiiggvényébdl a valtozok felcserélésével ado-
dik. [3.1]

Szintvonal az azonos fiiggvényértéki pontok halmaza. (A térképen példaul a 900
m magassagi szint pontok a Biikk-fennsik jelentds részét korbezarjak. [6.2]

Szordsnégyzet: egy valoszintségi valtozonak a varhato értékétdl vald kiilonbségét
négyzetre emeljiik, és ennek a varhato értékét vessziik. [16.1]

Termelési figguény a kibocsatast a téke és a munka mennyiségével, valamint a
miiszaki fejlédés elérehaladasaval hatarozza meg. [5.1]

Tdmogatdsi kulcs az egy forintnyi 6nkéntes pénztéarbeli (és tarsainak fizetett) tagdij
utan a korményzat altal fizetett kiegészités. [11.1]

Tdrsadalmi joléti fliggvény az egyéni hasznossagfiiggvények szimmetrikus fiiggvé-
nye, példaul atlaga. [8.2]

Teljes termékenységi egyiitthato egy népesség nétagjai altal életiikben megsziilt gye-
rekek szama. [9.2]

Tiszta stratégia a véges jaték alapstratégiaja, keverésiikbdl sziiletik a kevert straté-
gia. (Példaul az érempérositasban F vagy 1.) [3.1]

Tékésitett nyugdijrendszerben minden nemzedék maganak takarékoskodik (ellentéte
a feloszto—kirovo rendszer). [10.1]

Tulélési valosziniség megadja, hogy mekkora annak a valoszintisége, hogy egy egyén
egy adott korcsoportbol egy kovetkezs korcsoportba keriil. [9.2]

Valosziniség-eloszlds 1-dimenzidban egy olyan szdmsorozat, amelynek tagjai pozi-
tivak és Osszegiik 1. [16.1]

Valosziniség-szdmitds elemi események valoszintisége ismeretében Osszetett esemé-
nyek valoszintiségét szamitja ki. [16.1]

Valoszintségr vdltozo diszkrét esetben adott eloszlas minden eleméhez meghataro-
zott szamot rendel (példaul kockadobas). [16.1]

Viltozdsi sebesség az idGegységre jutd valtozas és a valtozd aranya. [10.2]

Virhato érték egy valosziniiségi valtozo silyozott atlaga. [16.1]

Vidrhato hasznossdg a biztositas nélkiili esetben bekovetkezd szerencsétlen kime-
net (van kar) + szerencsés kimenet (nincs kar) egyiittes hasznosséga, amely eltér az
egyéni kimenetek sulyozott atlagatol. (Példa: annak ellenére érdemes lehet hetente 1
szelvénnyel lottozni, hogy a szelvény 250 Ft-os arabol csak 100 Ft-ra szamithatunk.)
[16.2]
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