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EROSEN POLINOMIALIS PIVOT ALGORITMUSOK A MAXIMALIS
FOLYAM FELADATRA

ILLES TIBOR, MOLNAR-SZIPAI RICHARD

Prékopa Andrds és Klafszky Emil munkdssdga elbtt tisztelegue

A dolgozatban bemutatjuk a maximalis folyam feladat javitéutas algorit-
musaitdl eredeztethetd cimkézéses technika felhasznalasat és tovabbfejlesz-
tését a feladat kiilonboz6 polinomidlis pivot algoritmus varidnsainak létreho-
zéséara. Egységes rendszerben targyaljuk a 90-es évek primél és dudl szimp-
lex algoritmusait [6, 27] és az MBU-algoritmus varidnsait [33, 34, 40], kiilén
hangsulyt fektetve a gyakorlati feladatok modellezése sordn gyakran eléfor-
dulé nem nulla alsé korlatok kezelésére. Az algoritmusokat mozdony hozza-
rendelési feladatokon végzett szamitasokon hasonlitjuk dssze.

1. Bevezetd

A hélézati folyam modell egy felettébb népszerii optimalizalasi modell, készon-
hetéen annak, hogy intuitiv, mégis a gyakorlatban széles korben alkalmazhato.
Ennek megfeleléen rendkiviil sok publikacié foglalkozik vele, szamtalan jobbnal
jobb algoritmust javasolva, mind elméleti, mind gyakorlati hatékonysagukat
tekintve.

A halbzati folyam természetes modellje olyan problémaknak, ahol egy rend-
szerben anyag dramlik bizonyos keletkezési helyektol bizonyos felhasznalasi helyek
felé. Az el6bbi helyeket forrasoknak, az utébbiakat nyelcknek nevezziik. Anyag
alatt sokféle dolgot érthetiink: lehet sz6 csOvezetékben aramléd folyadékrol, utcé-
kon mozgé jarmilvekrdl, vagy szamitogépes hédldzaton kozvetitett informéciordl.
A hélézat egyes csomopontjai kozott az anyag szallitdsdra alkalmas médiumok
vannak (cs6, utca, kdbel). Ezek a legegyszertibb modellben egyirdnyd dramlast
engednek meg, és rendelkeznek egy kapacitassal, amit az idGegység alatt atvihe-
t6 maximélis anyag mennyiségének tekinthetiink. Folyamnak nevezziik az anyag
aramlasdnak egy olyan leirdsat, ami eleget tesz ezen kapacitasoknak, és a for-
rasoktol és nyel6ktol kiilonbozo csomdépontokon csak ataramlds torténik, illetve
megfelelnek a forrasokbdl kifoly6 és nyelékbe befolyé mennyiségekre tett esetleges
egyéb korlatoknak.
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Egy specidlis halézati folyam feladat a maximalis folyam feladat, ahol a halézat
egy forrast és egy nyel6t tartalmaz, és szeretnénk meghatarozni a forrasbdl a nye-
16be elszallithaté maximalis mennyiséget, vagyis valamilyen értelemben az egész
halézat ,kapacitdsat” (tobb forrds és tobb nyels esetén a kapacitéds keresése szintén
visszavezethetd erre a problémadra). Megjegyezziik, hogy a fenti példdkban a ,nulla
folyam”, vagyis amikor semmi sem torténik a halézatban, egy megengedett folyam,
de bonyolultabb modellek esetén mar megengedett folyam keresése sem trivialis.

Az egyik elsd hdldzati folyam feladatot Tolstoi frta fel 1930-ban [51], aki egy
szallitasi terv optimalizaldsdra javasolt egy moddszert. Ez lényegében a negativ
salyu korok kikiiszobolésére jott ra. Logisztikai jellegu feladatok modellezésére
napjainkban is hasznalunk halézati folyam modelleket, ilyen példaul a tehervon-
tatds optimalizdldsa [7, 32, 44], avagy a buszkozlekedésé [5]. A hélézati folyam
modell tulajdonsagaival, algoritmusaival és alkalmazédsaival tobb, nagyobb 1éleg-
zetvételll mii is foglalkozik: [2, 20, 31, 37, 38, 45].

A fejezet hatralevd részében roviden osszefoglaljuk a javitoutas algoritmusokat,
illetve kitekintiink egyéb hatékony algoritmusokra. A 2. fejezetben ismertetjiik a
primal, illetve dudl szimplex algoritmust maximélis folyam feladaton, illetve ezek
polinomidlis valtozatait. A 3. fejezetben foglalkozunk a nem nulla alsé korlatok
esetén felmeriilé6 problémakkal, bemutatjuk az els6 fazis feladatot, illetve a fizi-
bilitasi MBU-algoritmust, mint primél indulé megoldast el6allité algoritmusokat.
A 4. és 5. fejezetben ismertetjiik a primadl, illetve dual MBU-algoritmust, és az ezek
polinomialitasdnak beldtasdhoz sziikséges technikdkat. A 6. fejezetben a mozdony
hozzarendelési feladaton 6sszehasonlitjuk az ismertetett algoritmusokat.

1.1. Javitéutas algoritmusok

Az egyik alkalmazési teriilet természetesen a tényleges halézatok kapacitasanak
vizsgdlata. A probléméval foglalkozé egyik elsd cikkben [17] Ford és Fulkerson
motivaciéként egy, a szovjet vasuthalézat kapacitdsanak felmérésével foglalkozd
jelentést nevez meg [28], mely jelentés egyébként 1999-ig titkos volt [46].

A matematikailag szabatos megfogalmazéshoz tekintsiink egy G = (V, F) dssze-
fliggo, irdnyitott grafot egy kitiintetett s € V forrassal és ¢t € V nyel6vel, valamint
egy u : F — Rg kapacitasfiiggvénnyel. Ekkor a feladat egy olyan  : £ — R
fliggvény keresése, melyre

Z x(s,v) — max

(s,v)EE
Vo e V\{s,t}: Z x(w,v) = Z z(v,w)
(w,w)EE (v,w)EE

Vee E: 0<uzx(e) <ule).

Itt az s-bol t-be eljuté mennyiséget a forrdsbdl kimeno folyam mennyiségeként
irtuk fel, ez a koztes cstucsokra érvényes megmaraddsi egyenletek miatt meg kell,
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hogy egyezzen a nyel6be érkezé folyam mennyiségével. A feladat felirdsidbél az is
rogton latszik, hogy egy linedris programozési feladattal dllunk szemben.
Természetes Otlet, hogy az x = 0 folyambdl kiindulva keressiink olyan s — ¢
irdnyitott utat, melyen nincsen telitett él. Ekkor egy pozitiv értékkel meg tudjuk
novelni a folyamot ezen Gt mentén, ami tovabbra is megengedett marad. Koénnyen
mutathaté azonban példa olyan megengedett folyamra, ahol ilyen Ut nem talal-
hato, de a folyamérték mégsem optimalis. Tekintsiik az 1a abrat, ahol minden él
kapacitasa 1. Itt az els6 1épésben az s — 1 — 2 — t utat hasznaltuk, és elakad-
tunk, noha a feladat optimuma nyilvanvaléan 2. Az 1b abran lathaté optimalis
megoldast ekkor ugy kaphatjuk meg, hogy az s — 2 <~ 1 — ¢ uton ,, javitunk” 1-et,
ahol javitas alatt az eléreéleken novelést, mig a visszaéleken csdkkentést értiink.

(a) egy javitéut (b) a javitds utédn

1. dbra. Javitéutas modszer

Javitéut alatt tehat egy olyan s-bol t-be men6é P irdnyitatlan utat értiink,
melynek eléreéleire < u, visszaéleire pedig x > 0. Ekkor az iton

5= min{ u(e) —x(e), ha e eléreél, } >0

e€P z(e), ha e visszaél

mennyiséget tudunk javitani.
A javitout mar tényleg megfelel§ objektum a folyam optimalitdsanak vizsgala-
tara:

1.1. LEMMA. Az x megengedett folyam pontosan akkor optimalis, ha nem
taldlhato a grafban javitout.

Bizonyitds vdzlat: Optimalis folyamhoz természetesen nem létezhet javitout.

A masik irdny belatasahoz tekintsiik azon cstcsok S halmazat, melyek elérheték
s-bél javitont segitségével. Ekkor beldthatd, hogy az S-bél V\S-be mend élek
telitettek, és értékiik megegyezik a folyam értékével, tehdt az (S,V\S) vagdson
nem lehet tobb folyamot atvinni, mint amennyit z atvisz, igy x-nek maximalisnak
kell lennie. a
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A bizonyitds gondolatdbdl kijon tovabbd Ford és Fulkerson hires maximalis
folyam—minimélis vagas tétele is:

1.1. TETEL. (Ford, Fulkerson [18]) Az s-bdl t-be széllithaté maximalis folyam
értéke megegyezik az s ést csicsokat elvalaszto vagasok minimalis értékével.

A tétel elméleti jelentOségén til egy olyan, a feladat méretéhez viszonyitva
kis méretli ,,tani” 1étezését garantdlja, mellyel nagy feladatok esetén is konnyen
ellenérizhet6 az adott folyam optimalitasa.

Ford és Fulkerson eredményeibdl latszik, hogy az altaluk felirt javitoutas al-
goritmus (1. algoritmus) korrekt eredményt ad, ha megéll. Egész kapacitdsokkal
rendelkez6 folyam esetén a talalt javitéouton mindig legaldabb 1-et tudunk javitani,
igy az algoritmus tényleg megdll, viszont irracionalis kapacitasok mellett az algo-
ritmus végessége nem garantalt. Erre Ford és Fulkerson konyve [19] is hoz egy
példat, de a legkisebb ilyen hélézat minddssze 6 cstcsot és 8 élt tartalmaz [52].

1. Algoritmus. Javitéutas algoritmus

1. FORD-FULKERSON(G, ¢, s, 1)

2. Legyen x egy megengedett folyam > példaul x =0
3. amig talalunk javitéutat s-bol t-be,

4. javitsunk az tton

5. vége

6. Megéllunk, x optimalis folyam.

7. vége

Azonban egész kapacitasokkal rendelkez6 hélézat esetén sem kielégit6 az algo-
ritmus. A fenti gondolatbdl adédé elméleti futdsidé O(|E|K), ahol K a legnagyobb
kapacitds a halézatban. Tekintsiik példaul a kordbban latott egyszert halézatot,
némileg megnovelt kapacitdsokkal (2a dbra).

(a) indulas (b) €ls6 javitds utdn  (c) mésodik javitds utdn
2. abra. Ford-Fulkerson-algoritmus szerencsétlen utvélasztassal.

Itt els6 javitéitnak az s — 1 — 2 — t utat valasztva 1-et tudunk javitani az
(1,2) él kapacitdsa miatt (2b dbra). Majd az s — 2 + 1 — ¢ javitéutat valasztva
ismét csak l-et tudunk javitani (2c dbra). Ezt a lépéspart K-szor ismételve elju-
tunk a maximdlis folyamhoz, ahol K egység folyik az s -1 =t ésazs— 2 —t
utakon.
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1.2. Polinomidlis javitoutas algoritmusok

Az el6z8 példét (2. dbra) tehat 2 javitéittal is meg lehet oldani, amik rdada-
sul rovidebbek is, mint a példdban haszndlt utak. Ez azért is érdekes, mivel az
algoritmus egy kézenfekvd implementacidjaban szélességi kereséssel keresve javi-
téutat mindig egy lehetd legrovidebb javitoutat hasznalunk, igy az el6z6 példat
hatékonyan oldjuk meg.

Az 1970-es évek elején Edmonds és Karp [16], illetve téliik fiiggetleniil Dinic
[15] is beldtta, hogy ez nem csak kényelmes, de hatékonyabb is:

1.2. TETEL. (Edmonds, Karp [16]; Dinic [15] ) Ford és Fulkerson algoritmusa
(1. algoritmus) minden lépésben egy lehetS legrévidebb javitéutat haszndlva leg-
feliebb 1|V | - |E| javitds utdn véget ér.

A tétel bizonyitasdnak 6 felismerése, hogy a csiicsoknak a forrdstol vett, javito-
uton valé tavolsdga az algoritmus soran nem csokkenhet, ha mindig egy legrovidebb
javitéit mentén javitunk. Ezt a tdvolsdgot szoktdk a v csies d(v) ,,cimkéjének” is
nevezni, ami igy az algoritmus soran monoton névekszik.

Ha az (7,7) él az altalunk hasznalt javitéuton fekszik, akkor d(i) + 1 = d(j),
mivel egy legrévidebb javitéutat hasznalunk. Ha ez az €l telitédik a javitas soran,
akkor legkozelebb csak visszaélként haszndlhatjuk, vagyis ekkor d'(j) + 1 = d'(i)
fog teljesiilni. A j csics cimkéjének monoton névekedésébdl igy azt kapjuk, hogy
d'(i) > d(i) + 2. Mivel egy cstcs cimkéje legfeljebb |[V| — 1 lehet, vagy végtelen,
igy az él legfeljebb %|V|—szer telitddhet, és hasonlé érveléssel %\V\—szer csokkenhet
0O-ra. Mivel minden javitdsnal van legaldbb egy ilyen él, igy legfeljebb |V |- |E| javi-
tas tortonhet. Tobb munkdval (példdul figyelembe véve a nyel§tél vald tavolsdgot
is) bizonyithaté az 3|V - |E| korlat is.

A cimkézési technikat és a bizonyitds gondolatmenetét kés6bb tobben is fel-
hasznélték, igy érdemes 6sszefoglalni, hogy milyen 1épésekbdl all:

— A csuicsok egy korldtos cimkézésének bevezetése.

A cimkék monotonitdsanak megmutatasa.
— Annak megmutatéasa, hogy cimkék rendszeresen novekednek is.
— Korlat adéasa a lépések szamaéra.

A legrovidebb javitéutas algoritmus tehat er6sen polinomialis. Naivan imple-
mentdlva minden javitdshoz sziikségiink van egy javitéiut megkeresésére (O(|E|)
1épés), illetve a kapott, legfeljebb |V| hosszi uton a javitds elvégzésére (O(|V])
lépés). Tgy az algoritmus futasideje O(|V|- |E|?).

Itt tehat a javitéutak keresgélése viszi el az id6 nagy részét. Dinic a javitasok
szaméanak megbecsiilése mellett egy tigyesebb implementaciot is javasolt, lényegé-
ben az 6sszes k hosszi javitéutat egyszerre keresi meg. Egy O(|E|) 1épésszdmu
szélességi kereséssel felépithetd egy szintezett graf, amelyen O(|V] - |E|) 1épéssel
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taldl egy blokkolé folyamot. A blokkols folyam eredeti hdlézathoz addsa utén
a legrovidebb javitout hossza legaldabb 1-gyel né, igy ilyen segédfeladatbdl keve-
sebb, mint |V| darabot kell megoldani, {gy O(|V|?|E|)-re csokken az algoritmus
futédsideje.

1.3. Egyéb algoritmusok

Uj megkozelitést jelentett az igynevezett eléfolyamokra épiilé mddszer. Az el6-
folyam a folyamnal gyengébb struktira: ugyanugy megkoveteljilkk a kapacitasok
betartasat, de a kozbiilsé csicsokra csak annyit kotiink ki, hogy a bejévo mennyi-
ség legaldbb annyi legyen, mint a kimend. A mddszer a javitéutas algoritmusokkal
ellentétes iranybdl kozeliti meg a problémat. Mig ott a folyam struktirat minden
lépésben megérizve noveltiik a folyam értékét a maximumig, addig az eléfolyamos
algoritmusoknal a forrasbol kidaramlé mennyiség optimalis, vagy a folotti szinten
tartasa mellett lépkediink el6folyamokon, amig a struktira meg nem javul.

Karzanov 1974-es cikke [36] szdmit a médszer alapmiivének. A Dinic altal beve-
zetett részfeladatokat gyorsabban megoldva O(n?) 1épésszamii algoritmust sikeriilt
létrehoznia. fgy minden fazis utdn egy valddi folyamot kapunk.

Késobbi el6folyam algoritmusoknal, egészében kezelve a feladatot, csak az algo-
ritmus végén kapunk valédi folyamot. Kiilonosen érdekes szamunkra Goldberg és
Tarjan eléfolyam algoritmusa [24, 25]. Ez a cstcsoktdl a nyelSig vezetd javitdut
tavolsagat becsld cimkézést hasznal. Minden lépésben egy kisebb cimkéjii csiics
felé tol folyamot az algoritmus, illetve ha egy aktiv csiicsnak (ahol tébb a bejové
folyam, mint a kimend) nincs ilyen szomszédja, akkor tjracimkézi azt. Bebizonyit-
hatd, hogy némi rendszerezettséggel (példdul FIFO-szabéllyal vélasztva az aktiv
csticsok koziil) legfeljebb O(n?) tjracimkézés és O(n3) tolds torténik az algorit-
musban. Mivel egy tolas miiveletigénye konstans, szemben a javitéutas algoritmu-
sokndl haszndlt O(n) hosszd tton toérténé javitassal, igy az algoritmus teljes miive-
letigénye is O(n?). A két jellemz8 miivelet alapjan ,push-relabel” algoritmusként
is hivatkozzak az ehhez hasonlé algoritmusokat az angol nyelvii szakirodalomban.

Ezek az el6folyamos algoritmusok mar nemcsak az elméleti 1épésszam, de kiilon-
b6z6 tesztfeladatokon mért futasidé tekintetében is jobban teljesitettek mint a
kordbbi javitéutas algoritmusok [1, 3, 14]. Itt jegyeznénk meg, hogy az elméleti
lépésszéam tovabb javithatd specidlis adatstruktirdk hasznédlataval [22, 47, 48], de
a gyakorlatban ez sokszor az algoritmus lassulasahoz vezet.

Szintén kombinatorikus megkozelités eredménye Hochbaum tdgynevezett psze-
uddfolyam algoritmusa [29]. Ez az el6folyam algoritmusndl 4ltaldnosabb mddon
megengedi a kozbiils6 csicsokra a megmaradasi egyenletek barmelyik irdnyban tor-
ténd megsértését. Az indulé megoldds folyamértéke legaldbb a maximalis
folyam értéke, majd a tobblettel rendelkezd csicsokbdl a sziikséglettel rendelkezd
cstcsok felé terelve probalja a pszeuddfolyamot szokdsos folyamma alakitani a
folyam értékét nem csokkentve. Amikor ez mar nem lehetséges, akkor a pszeu-
dofolyam egyszerlien visszaalakithaté egy maximalis folyamma. Az algoritmus az
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elofolyam algoritmusoknal hasznalt technikakkal polinomidlissa tehetd, tovabba
létezik egy pivotalgoritmus variansa is.

2. Pivot algoritmusok

A maximélis folyam feladat, és altaldnosabban a minimalis koltségli halo-
zati folyam feladat felfoghatd linedris programozasi feladatként is. Vezessiink be
egy (t,s) élt, amin az sszes nyel6be érkez6 folyamot visszavezetjiik a forrdsba,
E* := EU(ts) és G* := (V,E*). Ekkor a csucsokra vonatkozé megmara-
dési egyenletek egységesebbé valnak, és a célfiiggvény felirhaté a (¢, s) élen folyé
folyam maximalizaldsaként:

max oy s

YveV: Z Tow — Z Ty =0 (1)
(w,w)eE* (v,w)eE*

Vee FE: le <ze < Ug.

A csicsokra vonatkozo egyenletek réviden Ax = 0 alakba irhatdk, ahol A a G*
graf illeszkedési matrixa. Ismert, hogy egy n csicsi osszefiiggd graf illeszkedési
matrixanak rangja n — 1, tovabba a métrix valamely n — 1 oszlopa pontosan akkor

7oz

linearisan fiiggetlen, ha az oszlopoknak megfelel6 élek feszitofat alkotnak a grafban.

Kovetkezésképpen (1) egy B bézisa megfelel G* egy T feszitéfijanak, a fan
kiviili élek folyamértéke megegyezik az als6 vagy fels6 korlatjukkal, ebbdl is kdvet-
kezik, hogy T mindig tartalmazza a (t, s) élt. fgy egy feszit6fahoz tobb bazismeg-
oldés is tartozik, szokds a véltozékat harom részre osztani: (B, L,U), ahol B a
béazisban levé valtozdk, L az alsé korlaton, U pedig a fels6 korlaton levé bazison
kiviili valtozok.

Irdnyitott graf illeszkedési matrixarodl ismert tovabbd, hogy teljesen unimodu-
laris, vagyis minden négyzetes részmatrixanak determindnsa 0, 1 vagy —1. Ebbél
egész jobboldal esetén kovetkezik (példdul a Cramer-szabdly alapjan), hogy a fel-
adat barmely bézismegoldédsa egészértéki, ami bizonyos alkalmazasoknal felettéb
hasznos tulajdonsag.

Primdl megengedett bdzismegolddsnak egy olyan bazismegoldast neveziink, ahol
az l. < x. < u, korlatok is teljesiilnek. A bazison kiviili valtozdkra ez automati-
kusan teljesiil, vagyis primal nem megengedett valtozo csak a bazisban lehet.

A duél megengedett bazismegolddsok karakterizaldsdhoz hagyjuk el a (¢, s) élt
a T feszit6fabol. Ekkor a feszitofa két Osszefiiggd részre esik, jeloljiikk S-sel az s
csucsot tartalmazo részfat, és Z-vel a t csucsot tartalmazét. Egy bdzismegoldds
dudl megengedett, ha az S — Z élekre x, = u., mig a Z — S élekre x. = I,

Alkalmazott Matematikai Lapok (2018)



152 ILLES TIBOR, MOLNAR-SZIPAI RICHARD

teljesiil. Ennek belatasdhoz irjuk fel az (1) feladat dudlisét:

min Z UeAe — lefbe

ecEl
V(v,w) € E: m(w) — (V) + Av,w — fo,w > 0
w(s) —m(t) > 1
Vee E: Ae, tte > 0.
Elég meggondolnunk, hogy a dualis feladat kdvetkezd megolddsa megengedett,

valamint komplementaris a primal feladat fenti struktirdji megolddsanak eltérés-
valtozdira (A az u — x eltérésekre, u pedig az x — 1 eltérésekre):

1, have s,
m(v) =

0 egyébként.
) 1, have Séswe 7,

"o egyébként.

1, have Zés wesS,
How =

0 egyébként.

fgy egy adott T feszitéfdhoz tartozé bazismegolddsban a dudl nem megengedett
valtozdk azon S — Z élekhez tartozé valtozdk, melyekre z, = ., és azon Z — S
élekhez tartozé valtozok, melyekre z, = u.. Optimélis megoldés esetén az (.S, Z)
vagas egy a Ford-Fulkerson-tétel altal garantalt minimalis vagas.

2.1. Primal és dual szimplex modszer

A linedris programozési feladat pivot algoritmussal torténé megoldésa soran
béazismegoldasrol ,;szomszédos” bazismegoldasra lépiink, egy ilyen 1épést neveziink
pivotalasnak. Ehhez ki kell valasztanunk egy, a bazisba belépd, és egy onnan kilép6
valtozdt gy, hogy a csere utan is bazismegoldasunk legyen. Ez folyam problémak
esetén a feszitOfa struktira megtartdsat jelenti.

Primal szimplex mdédszer esetén egy primal megengedett bazismegoldasbdl indu-
lunk, egy duédl nem megengedett valtozd 1ép be a bazisba, és a primél hanyadosteszt
segitségével valasztott valtozé 1ép ki a bazisbdl, igy egy primal megengedett bazis-
megoldast kapunk, mely célfiiggvényértéke nem romlott. Ezt a 1épést addig ismé-
teljiik, amig dudl megengedett, és egyben optimdlis megolddst nem kapunk (vagy
beldtjuk, hogy a célfiiggvény nem korlatos). Ez véges sok 1épés utdn megtorténik,
amennyiben tesziink valamit a ciklizalas elkeriilése érdekében. Erre természetesen
miikodnek az altalanos linearis programozési feladatoknal alkalmazott szabalyok
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(Bland-szabély [9], lexikografikus szabdly [10], s-monoton szabalyok [11],...), de
léteznek specidlisan héldzati folyamokra kifejlesztett megolddsok is [12, 39].

Maximélis folyam feladat esetében egy T feszit6fdhoz tartozé primdal megenge-
dett bazismegolddssal kezdiink (ilyen megoldds keresésének nehézségeit a 3. feje-
zetben részletezziik). Kivalasztunk egy p dudl nem megengedett véltozét, ez sziik-
ségszerlien az (S,7) véagas egy éle. A T U {p} élhalmaz tartalmaz egy p-n és
(t,s)-en is dtmend P kort. A kilépd élt ebbdl a korbél kell valasztanunk, hogy
helyredlljon a bézis struktira (pivot tdbldn p oszlopdban pontosan a kér éleinek
megfelel§ valtozok egyiitthatéja nem nulla). A primal hdnyadostesztnek ebben az
esetben megfelel a javitéutakndl latott § kiszdmitdsa: tekintsiik a P kort a (¢, s)
éllel egyezd iranyitassal, ekkor legyen

. Ue — T ha e eldreél
d = min € € ) 7 > 0.
e€eP | x,—1., ha e visszaél

P eléreélein 6-t novelve, visszaélein -t csokkentve tovabbra is megengedett folya-
mot kapunk. Egy olyan ¢ élt kivéve a bazisbdl, ahol § felvette a minimumat, pedig
egy hozzd tartozo feszitéfat, hiszen x, értéke ekkor u. vagy l. lesz. Az 1j feszit6fa
tehat 77 = T'U {p}\{q}. A folyam értéke, vagyis =, s értéke d-val névekedett, ami
a javitéutas algoritmusokkal ellentétben lehet 0 is (degeneralt pivot).

2. Algoritmus. Hal6zati primal szimplex algoritmus

1. Legyen x egy megengedett bazismegoldés.
2. amig x nem dudl megengedett

3. p tetszoleges dudl nem megengedett él.

1. P :=T U {p}-ben taldlhat$ kor, (¢, s)-sel egyezd irdnyitdssal.
5. Meghatérozzuk 6-t és g-t.

6. Moédositjuk a folyamértékeket P-n.

7. Az 4j bazis T U {p}\{q}.

8. vége

Dual szimplex médszer esetén dual megengedett bazismegoldasboél indulunk,
egy primdal nem megengedett valtozoé 1ép ki a bazisbdl, és dudl hanyadosteszt segit-
ségével valasztjuk ki a belép6 valtozot. fgy dudl megengedett bazismegoldasokon
haladunk, am{g az primdl megengedett nem lesz (vagy beldtjuk, hogy a feladatnak
nincs primédl megengedett megoldédsa). Ciklizdlds elleni szabélyok segitségével itt
is biztosithaté a véges futdsido.

Maximélis folyam feladat esetében egy T feszitofahoz tartozé dudl megenge-
dett bazismegoldéssal kezdiink. Kivalasztunk egy ¢ primal nem megengedett élt.
q elhagyésdaval T két részre esik, legyen T, a (¢, s) élt nem tartalmazé részfa. Ekkor
a belépb élnek Gssze kell kétnie T,-t T\Ty-val, tovdbba lehetévé kell tennie, hogy
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g-t a megfelel6 irdanyban médosithassuk. Példaul tekintsiik azt az esetet, amikor
Tq > Ug, és q a T\T, részfabdl a T, részfdba megy. Ekkor a lehetséges belépd
élek a T, — T\T, irdnyd z = u folyamértékii élek, illetve a T\T, — T, irdnyd
x =1 élek (14sd 3. dbra). Ezek koziil dudl hdnyadosteszttel valasztunk: az (S, Z)
vagasbeli élekre ez 1, mig a tobbire 0, igy ez utébbiakat preferaljuk. A belépé él
kivalasztasa utan a kialakuld koron annyit javitunk, hogy a kilépo él folyamértéke
a megfeleld korlattal egyezzen meg (x4 > uq esetén ug-val, x4 < Iy esetén [4-val).

Z

3. abra. Lehetséges belépd élek a dudl szimplex algoritmusban.

Amennyiben nem taldlunk belépé élt, tgy a feladatnak nincs megengedett meg-
oldasa. Ez nulla als6 korlati maximadlis folyam feladat esetén nem lehetséges, igy
ez a helyzet ott nem fordulhat el6. Nemnulla alsé korlat esetén ez a helyzet elo-
allhat, a részleteket a 3. fejezetben targyaljuk.

3. Algoritmus. Hal6zati dudl szimplex algoritmus

1. Legyen x egy dudl megengedett bazismegoldas.
2. amig x nem primdal megengedett

3. q tetszOleges primal nem megengedett él.

4, Legyen P a lehetséges belép6 élek halmaza.

5. ha P C (S, Z) akkor

6. Legyen p € P tetszoleges.

7. egyébként

8. Legyen p € P\(S, Z) tetsz6leges.

0. vége

10. Modositjuk a folyamértékeket a kialakul6 koron.
1. Az 4j bazis T U {p}\{q}.

12. vége
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2.2. Polinomialis primal szimplex mdédszer maximalis folyam feladatra

Bar a primél szimplex moédszer fent leirt szemléletes értelmezése tulajdon-
képpen egyidds a szimplex mddszerrel (mar Dantzig 1963-as linedris programo-
zési kényvében is lefrasra keriilt [13]), er6sen polinomidlis véltozatot csak 1990-re
publikaltak beldle.

Atnézve a primal szimplex algoritmus pszeudékédjat (2. algoritmus), lathatjuk,
hogy szamottevd dontési lehetdségiink a belépé él kivalasztasanal van. A kilépd él
lényegében egyértelmi, ha a fels6 korldatok kellen valtozatosak, igy a tovdbbiakban
sem vezetiink be szabalyt arra nézve, hogy tobb lehetséges kilépo él esetén melyiket
valasztjuk.

Goldfarb és Hao eredménye [26, 27] tényleg egy, a belépd él kivélasztdséra
adott szabdly, lényegében a legrévidebb javitéutas algoritmus sordn alkalmazott
»cimkézés” (forrastdl vald tavolsdg a redukalt gréfban) hozzdigazitdsa a szimplex
moédszer bézis struktirajdhoz. Megjegyezziik, hogy a fejezet tovabbi részében 0
alsé korlatokat feltételeziink, az algoritmus értelemszeriien médosithaté alsé korla-
tos feladatra, plusz munkat csak egy kiindulé primél megengedett bazis megoldas
keresése jelent (amirél tobbet a 3. fejezetben szélunk).

2.1. Definicid. (pszeudo-javitéit) Legyen az i. pivotdlds el6tti megengedett
bézismegoldasunk z’, a T feszit6fa mellett. Ekkor egy v csucsbdl w csicsba
vezet6 élsorozat pszeudo-javitdit, ha a kovetkez6 tipusu élekbdl all:

— T'-n kiviili eléreél % = 0 folyamértékkel,
— T'-n kiviili visszaél 2! = u, folyamértékkel,
— TN{(t, s)}-beli él tetszbleges iranyban.

Lathatjuk, hogy a pszeudo-javitout a javitéut fogalmanak bévitése a bazisbeli
élek tetszbleges haszndlataval.

2.2. Definicid. (cimkézés) Egy v cstcs cimkéje az i. pivotdlds elétt a legrovi-
debb s-bdl v-be mend pszeuddjavitout hossza.

Ezen cimkék kiszamitdsa egy egyszerii szélességi kereséssel torténhet (4. algo-
ritmus).

4. Algoritmus. Goldfarb—Hao-cimkézés

1. di(s) =0, lista = {s}
2. amig lista # ()

3. v legyen a lista els6 eleme

4 minden (v,w) € E, ((v,w) € T; vagy Z, ., = 0), w cimkézetlen
5. di(w) = dl(’l)) +1

6. w a lista végére keriil
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7. vége

5. minden (w,v) € E, ((w,v) € T; vagy Ty .y = Uww), w cimkézetlen
9. dz(w) = dl(v) + 1,

10. w a lista végére keriil

11. vége

12, toroljiikk v-t a listarol

13. vége

Az i. pivotélds soran lehetséges belépd élek C* halmaza az (S, Z) vagas megfe-
lel§ élei (S-b8l Z-be mend x% = 0, illetve Z-bél S-be mend x% = u, folyamértéki
élek), ezek koziil egy olyat valasztunk ki, melynek S-beli végpontjanak cimkéje
minimalis (5. algoritmus).

5. Algoritmus. Cimkézéses primdl szimplex (Goldfarb, Hao)

1. T tetszbleges feszitéfa, z' =0, i = 1.
2. Goldfarb—Hao-cimkézés

3. amig d;(t) # oo

4, valasszunk belépd élt: egy minimalis S-beli cimkéjii él
5. valasszunk kilép6 élt: primél hdnyados teszt

6. végezziik el a pivotalast, ¢ =14 + 1.

7. Goldfarb—Hao-cimkézés

8. vége

Megjegyzés: a cimkézést nem feltétleniil kell minden pivotalasnal Gjraszamolni
[27]. Ez némileg javit az implementécié miiveletigényén, de pivotdldsok szdmén
nem, igy a részletekbe nem megyiink bele.

Az igy pontositott algoritmus mar erésen polinomidlis lesz:

2.1. TETEL. (Goldfarb, Hao [27]) Goldfarb és Hao algoritmusa (5. algoritmus)
legfeljebb nm pivotaldssal megtaldlja a maximalis folyam feladat egy optimalis
bazismegoldasat.

A részletes bizonyitds megtaldlhat6 az eredeti cikkben. Vézlatosan a legrovi-
debb javitoutas algoritmusoknadl ismertetett sémat koveti: belatja a cimkék mono-
tonitasat, illetve rendszeresen bekovetkezd valddi novekedését; ebbol és a cimkézés
korlatossagabdl fels6 becslést ad a pivotalasok maximaélis szamara. Mivel a mono-
tonitdsi lemma kiilonboz6 valtozatai még tobbszor el fognak keriilni, igy ennek a
részletes bizonyitasat ismertetjiik.

2.1. LEMMA. (Goldfarb, Hao [27]) Goldfarb és Hao algoritmusa (5. algoritmus)
soran a csucsok cimkéi monoton névekednek, vagyis minden z € V-re és minden
i-re d;(z) < dip1(2).
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Bizonyitds: Legyen az i. pivotdlasndl belépd él p = (v,w), és tegyiik fel, hogy
x; =0 (vagyisv € S; ésw € Z;). Az x;, = u,, eset hasonléan bizonyithato.

Figyeljiik meg, hogy d;(w) = d;(v) + 1. Egyrészt a cimkézés definicidja alapjan
d;(w) < d;(v) + 1. Mésrészt ha d;(w) < d;(v) lenne, akkor a legrévidebb s-bél
w-be vezetd pszeuddjavitont elsd (S, Z) vagasbeli éle lehetséges belépd él, és kisebb
S-beli cimkével rendelkezne, mint p, evvel ellentmondva p valasztdsanak.

Ha az s-bél z-be vezet6 pszeudo-javitéit hossza csokkent, akkor 1étezik olyan
él, amit a pivotalas utan olyan iranybdl tudunk hasznalni, ahogyan a pivotalas
elott nem tudtuk. Vizsgaljuk meg tehat, hogy hogyan valtozik az élek ,haszndl-
hatésaga”.

A T; N T;41-beli éleket mindkét cimkézésnél mindkét irdnyban lehet hasznélni,
a T; UT;11 éleknek pedig nem valtozott a folyamértéke, igy mindkét cimkézésnél
ugyanabban az iranyban lehet 6ket hasznalni.

Ha a kilép6 €l is p, akkor p-t az i. cimkék meghatarozasanal csak el6reélként,
mig az ¢ + 1. cimkék meghatarozasanal csak hatraélként lehet hasznalni. Vagyis
z cimkéje csak akkor csokkenhetett, ha az i + 1. pivotalas el6tti allapot szerinti
legrévidebb s-bdl z-be men6 pszeuddjavitout visszaélként hasznélja p-t.

Ha a kilép6 él ¢ # p, akkor p-t az i. cimkék meghatarozdsanal csak elére
irdnyban, mig az ¢ + 1. cimkékhez mindkét irdanyban hasznalhatjuk. A kilépé ¢ élt
pedig az i. cimkék meghatarozasnal mindkét iranyban, mig az i + 1. cimkékhez
csak az egyik iranyban tudjuk hasznalni. Tehdt ebben az esetben is csak dgy
csokkenhet z cimkéje, ha az 4j legrovidebb pszeuddjavitdut visszaélként hasznalja
p-t.

De ekkor a kovetkez6 egyenlStlenség-lancnak kéne fenndalnia:

di+1(2’) = di+1(’w) +1+ di+1(’l},Z) 2 dl(w) +1+ di(’l),Z)
=d;(v) + 2+ d;i(v, 2) 2 di(2) + 2,

ahol d;(v, z) a legrovidebb 7 melletti v — z pszeudo-javitéit hossza. A 1épések
indoklésai rendre:

1. Megallapitottuk, hogy a legrévidebb z'*! melletti s — z pszeudo-javitétt
s — w5 v— z alaki.

2. A legrovidebb z'+! melletti s — w és v — z pszeudé-javitéutak nem hasz-
ndlhatjdk visszafele a (v, w) élt, {gy ezek az utak legaldbb olyan hossziak,
mint ' melletti parjuk.

3. Itt felhaszndljuk, hogy d;(w) = d;(v) + 1.
4. Haromszog egyenlStlenség: d;(z) < d;(v) + d;(v, 2).
Vagyis ebben az esetben sem csokkent z cimkéje. a

Az algoritmus egyszerti adatstruktirakkal implementalhaté O(nm?) miivelet-
igénnyel, illetve az tjracimkézés sziikségességére figyelve O(n?m) miiveletigénnyel.
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Az tigynevezett dinamikus fa adatstrukturat [48] alkalmazva pedig a futdsidé levi-
heté O(nmlogn)-re [23], ami mar egy logaritmikus faktortdl eltekintve megegyezik
az el6folyamos algoritmusok lépésszamaval.

2.3. Polinomidlis dudl szimplex mdédszer maximalis folyam feladatra

Az elsé maximalis folyam feladaton erdsen polinomidlis dudl szimplex valto-
zat Orlintdl szarmazik [41]. Ez az algoritmus az dltaldnosabb minimélis koltségl
hélézati folyamra adott hatékony algoritmust. Ebben a fejezetben egy késébbi, de
egyszeribb algoritmust mutatunk be az Armstrong, Chen, Goldfarb és Jin szer-
z6kt6l [6], amely szintén a cstcsok egy cimkézésével biztositja a polinomialitdst.

Az egyszer(ibb targyalds érdekében bazisfolyamok helyett bazis el6folyamokkal
dolgozunk. Egy x : E — R fiiggvény eldfolyam, ha minden élre 0 < x, < u, telje-
siil, illetve minden v € V\{s} cstcsraa cstics e(v) := 32, e Tww =2 (v.w)eE Tow
tobblete nemnegativ. Egy csticsot aktivnak neveziink, ha e(v) > 0. Az eléfolyam
bézis el6folyam, ha minden e & T élre . = 0, vagy Te = Ue.

Minden bazis eléfolyam visszaalakithaté egy nem feltétlentil primal megenge-
dett bézis folyammaéa az aktiv csicsokban lev6 tobbletek forrasba vald visszato-
lasaval (a feszitéfdban levé egyértelmli s — v tdton csokkentjiik a folyamértéket
e(v)-vel). Ez forditva nem igaz, hiszen egy tetszleges nem megengedett bazis-
folyam hasonlé dtalakitdsdndl kialakulhatnak e(v) < 0 csicsok is.

Az algoritmus sordn a T feszit6fat s gyokérrel fogjuk elképzelni. Az s cstcsot
legfeliilre rakva (mint a valds faknél szokds) mindegyik feszit6fabeli él , felfelé” vagy
Hlefelé” mutatd él. Az algoritmus sordn tobbletet mindig a forrds felé, felfelé fogunk
tolni, egy bazisbeli él ,felfelé mutatd rezidualis kapacitasan” felfelé élek esetén az
Ue — Te, mig lefelé élek esetén az z. értéket értjiikk. T,-vel jeloljik a feszitofa v
gyoker(i részfajat (de megtartva a Z = Ty és S jeloléseket is), illetve pred(v)-vel
jeloljitk a v # s cstcs f6lotti bazisbeli élt (a T-beli v — s 0t elsé élét).

Az algoritmus soran dudl megengedett béazis eléfolyamokon haladunk. Kezdé
megoldédsnak megfelel a kovetkezd: T legyen egy S = {s} és Z = V\{s} részekkel
rendelkez§ feszitéfa, illetve legyen minden (s,v) € E élre x5, = us,, majd az igy
kialakulé tobbletekbdl toljunk fel a fan annyit, amennyit lehet.

Duél szimplex algoritmusként el8szor a g kilépd élt valasztjuk ki. Ez g = pred(v)
lesz, egy tetszdleges v aktiv csicsra (e(v) > 0). Ezutdn a belépé él a T, részfdbdl
kimend, rezidudlis kapacitassal rendelkezé él kell, hogy legyen. Fzek koziil egy
cimkézési technikdval valasztunk.

Legyen Ar, = {(v,w): (v,w) €T vagy (w,v) € T, vagy T, = 0, vagy
Tw,p = Uyw}, €8 ETJ = Ar,\{(s,t)}. Egy d : V — N cimkézést helyes cim-
kézésnek neveziink, ha d(t) = 0, d(s) = n, és minden (v,w) € Ar, esetén
d(v) < d(w) + 1. Ekkor kénnyen lathatd, hogy d(u) egy alsé becslés a legrévidebb
u — t irdnyitott Ut hosszdra Ap -ben, ha az (s,t) él hossza n, és minden mas
él hossza 1. Az algoritmus végig egy helyes cimkézéssel dolgozik, a fenti legrovi-
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debb utakkal kapott ,egzakt” cimkézés helyett, igy az implementacié lépésszama
javul, az algoritmus helyességének bizonyitdsa viszont némileg bonyolultabbd vélik.
Ezzel a cimkézéssel olyan élek belépése ,,megengedett”, amelyen a cimkézés szoros,
vagyis
veTy,w& Ty, xyy =0, ésdv) =dw)+1,
VE Ty w € Ty, Ty = Uy, 68 dw) =d(v) + 1.

Egy ilyen belép6 éllel (és a g kilép6 éllel) elvégzett pivotalds az eléfolyamos

technoldgidval annak felel meg, hogy a feszitéfaban kicseréljiik a kilépd élt a belépd

élre, majd a v aktiv csicsbdl s felé toljuk a lehet6 legtobb folyamot az 4j v — s
feszit6fabeli tuton.

6. Algoritmus. Cimkézéses dudl szimplex (Armstrong, Chen, Goldfarb, Jin)

1. T egy tetszdleges feszit6fa S = {s} részfaval.

2. Az (S, 7) végas élei legyenek dudl fizibilisek, mds bazison kiviili élre legyen
Te = 0.

3. Toljuk a tobbleteket s felé.

1. Legyen d(s) =n, d(t) =0, d(v) = 1 minden v € V\{s,t}.

5. amig létezik g € V' aktiv cstics

6. Legyen g egy aktiv csics, ¢ = pred(g).

7. amig nincs p belépd éliink

8. Legyen v € Ty olyan, hogy d(v) = minyer, d(w).
0. ha létezik v-hez illeszked6 megengedett belép6 él akkor
10. Legyen p egy v-hez illeszked6 megengedett él.
11, egyébként

12, Legyen d(v) = d(v) + 1.

13. vége

14. vége

15, T =T U{p}\{q}, toljuk g tobbletét s felé.

16. vége

2.2. TETEL. (Armstrong, Chen, Goldfarb, Jin [6]) A 6. algoritmus legfeljebb
2nm pivotalassal helyesen megoldja a maximalis folyam feladatot.

Roviden osszefoglaljuk a bizonyitds 1épéseit.

Az els6, bizonyitast érdemld allitds szerint a csiicsok cimkézése minden ciklus
elején (az aktiv csucs kivélasztdsakor) helyes. Ez kezdetben természetesen igaz, a
fennmaradédsat pedig a legkisebb cimkéjli csics vizsgédlata garantélja.

Tovabbé a dudl fizibilitdas is fennmarad az algoritmus soran. Kezdetben ez is
teljesiil, késébb pedig akkor véltozhat, ha az (S, Z) végasbdl szdrmazik a belépd
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él. Ilyenre viszont csak akkor fanyalodunk, ha a Z-beli megengedett belépd élek
elfogytak, hiszen a Z\Tj-beli csticsok cimkéje kisebb, mint n, mig az S-beli csu-
csoké legaldbb n marad. fgy az aktiv csucsok elfogyasaval optimalis megoldast
kapunk.

Végiil a pivotalasok szamara kapott korlat a kévetkez6 lemmaén alapul:

2.2. LEMMA. Tegyiik fel, hogy a 6. algoritmus soran (u,v) egy pivotalds sordn
belép a bazisba, legyen d a pivotalas el6tti cimkézés. Tegytik fel, hogy kés6bb kilép,
majd még kés6bb ismét belép a bdzisba, ezen pivotalas el6tti cimkézés legyen d'.
Ekkor min{d'(u),d'(v)} > min{d(u), d(v)} + 1.

Mivel a cimkék monoton nének, és feliilrol korlatosak, igy egy él legfeljebb
2n-szer léphet be a bazisba, vagyis tényleg legfeljebb 2nm pivotalas torténhet.

Az algoritmus implementalhaté O(n?m) futdsidével, illetve némi valtoztatassal
a miiveletigény leviheté a kombinatorikus el6folyam algoritmusok altal gyakran
elért O(n3) futdsidére. A ,pivotéldsok” szdma ez utébbi esetben is O(nm), viszont
az aktiv csicsbdl nem toljuk el a tébbletet teljesen s-ig, igy egy pivotdlds O(1)
id6t vesz igénybe ([6], Algoritmus 3).

3. Nem nulla alsé korlatu feladatok

Ebben a fejezetben olyan maximaélis folyam feladatokat tekintiink, ahol a folyam
alsé korlatja nem feltétleniil nulla, hanem egy [ fiiggvénnyel adott:

max oy s

YveV: Z Toww — Z Ty =0 2)
(ww)eE* (v,w)eE*

Vee F . le < xe < Ue.

A primadl és dudl halézati szimplex algoritmusok miikodését a 2. fejezetben
nemnulla alsé korlatokkal {rtuk le.

Primél szimplex algoritmus esetén (2. és 5. algoritmus) az x = 0 folyammal és
egy tetszoleges T feszit6faval indultunk el. Nem nulla alsé korlat esetén talalnunk
kell egy primal fizibilis bazismegoldast, ezek utdn mindkét algoritmus ugyantgy
miikodik tovabb, a pivotdlasok szamaéra adott korlat is valtozatlan marad a ma-
sodik algoritmusnal.

Duél szimplex algoritmus esetén (3. és 6. algoritmus) egy tetsz6leges dudl fizibi-
lis bazismegoldéssal indulunk. Ilyet egyszeri konstrualni. Vegyiink egy tetszoleges
T feszit6fat, allitsuk az (S, Z) vagdsbeli éleket dudl fizibilis folyamértékre, dllitsuk
a tobbi bédzison kiviili él folyamértékét az alsé vagy fels6 korldtjara, majd szamit-
suk ki a béazisbeli élek folyamértékét. fgy valéban dudl fizibilis bazismegoldést
kapunk, a bazisbeli élek primal fizibilitdsa persze nem biztositott. Ez a cimkézés
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nélkiili, altaldnos dudl halézati szimplex algoritmushoz megfelel6 indulé megoldas,
azonban a cimkézéses dudl szimplex algoritmus [6] egy speciélis dudl megengedett
megoldassal indult, ami garantédlta, hogy a folyam &atirhaté el6folyam forméra.
Sajnos jelen esetben ez nem feltétleniil igaz.

Tovabbé mivel nem nulla alsé korlatok esetén nem feltétleniil 1étezik megenge-
dett megoldasa a feladatnak, igy a dudl jellegli algoritmusokban valahol szerepelnie
kell egy megéllasi feltételnek, ahol az algoritmus azt mondja, hogy a feladat nem
megoldhatd, és ledll. Val6ban, a dudl szimplex algoritmusndl (3. algoritmus) le-
hetséges, hogy a kivalasztott kilép6 élhez nem létezik lehetséges belépé él.

Legyen példdul a kilépd q élre x, > u,, és mutasson g az alatta levé T, részfaba.
Ekkor lehetséges belépd él nemlétezése azt jelenti, hogy minden més Tj-ba befelé
mutaté élre z. = u. (ezek bazison kiviili élek), illetve a Ty-bdl kifelé mutaté élekre
Ze = le. Ty cstcsaiba (a megmaradasi egyenleteket Gsszegezve) ugyanannyi folyam
folyik be, mint ki, tehat:

§ Tyw = § LTy, w-

(v,w):Tyg—Ty (v,w):Ty—T,

Itt felhaszndlva a folyamértékekre vonatkozd informécidinkat (a bal oldalon

Tq > Ug):
Z Uy < Z lyw-

(v,w):Ty—Ty (v,w):Ty—Tq

Vagyis a T; halmazbdl tobb folyamot kell kivinniink, mint amennyit be lehet vinni.
Tehat ha az algoritmus elakad a belépd él vélasztasanal, akkor a feladat tényleg
infizibilis. S6t, erre kapunk egy egyszertien ellenérizhet6 bizonyitékot is a T, hal-
mazban. Ilyen halmaz létezése egyébként karakterizalja a halézati folyam feladat
megoldhatdsagat:

3.1. TETEL. (Gale [21], Hoffman [30]) A h&ldzati folyam feladatnak pontosan
akkor létezik megengedett megolddsa, ha minden ) C V' csiicshalmazra

Z Uy, > Z lv,w-
(v,w):Q—Q (v,w):Q—Q

3.1. Els6 fazis feladat

Visszatekintve a feladat felirdsdra (2), természetes 6tlet bevezetni az x, = x.—I,

véltozdkat (és legyen x; o = x4 ), hiszen igy az 2’ véltozékra nulla alsé korldtot
kapunk. A cstcsokra vonatkozé egyenletek azonban megvéltoznak:

YweV: Z Ty — Z Ty = Z lyw — Z Lipv- (3)

(ww)eE* (v,w)eE* (v,w)eE™ (w,w)eE*
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Itt (3) jobboldaldt b(v)-vel jeldlve a kovetkezé linedris programozasi feladatot
kapjuk:

max z

YoeV: Z Loy p — Z 'y, . = b(v)
(w,v)eE* (v,w)eE*

Vee E : 0<a, <ue—le.

Itt b(v) értelmezhetd Ggy, mint a csics igénye, illetve negativ érték esetén mint
a csticsban 1év6 —b(v) tébblet. Természetesen ) oy, b(v) = 0 fennall. Ismert méd-
szer ilyen feladatok megengedett megolddsanak elééllitasara a kovetkezo visszave-
zetés.

Vezessiink be két 1j csicsot, jelolje ket s’ és t'. Huizzuk be az (s',v) élt, ha
b(v) < 0, és legyen ezen él fels6 korldtja —b(v). Hasonl6an, hiizzuk be a (v, t") élt,
ha b(v) > 0, és legyen ezen él fels6 korlatja b(v). Az 4j élek alsé korldtja mindkét
esetben legyen 0. Tekintsiik a 4. dbran lathato példat.

(a) az eredeti feladat (b) 4talakitds utdn

4. 4bra. Als6 korlatos feladat atalakitésa.

Koénnyen lathatd, hogy 4a egy tetszéleges megoldasa atalakithato 4b egy meg-
oldasava az alsé korlatok levonaséaval, illetve az 1j élek folyamértékének a felsd
korldton valé megvdalasztdsaval. Ekkor egyben 4b egy maximélis s’ — ¢’ folyamét
is kapjuk, hiszen példdul az s’-bdl indulb élek egy vagdst alkotnak. Ennek meg-
felel6en az eredeti feladatnak pontosan akkor van megengedett megoldédsa, ha az
atalakitott feladatot mint maximalis folyam feladatot megoldva, a kapott folyam
teliti az Wjonnan bevezetett éleket. Ebben az esetben az alsé korlatok visszaadasé-
val és az \j élek elvételével az eredeti feladat egy megengedett megoldasat kapjuk.

7 7

Tehat megengedett megoldast eléallithatunk egy kicsit nagyobb (n + 2 cstcst
és legfeljebb m + n élii, tehat nagysdgrendileg nem nagyobb) maximélis folyam
feladat megolddsdaval. Amennyiben ezt pivotalgoritmussal végezziik, igy a kapott
megoldas is konnyen bazismegoldassa alakithato.
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3.2. Fizibilitasi MBU-algoritmus

Egy masik, linearis programozéasbeli megkozelitéssel indulhatunk egy tetszo-
leges (nem feltétleniil primdl vagy dudl megengedett) bazisbdl, majd a primdl
nem megengedett éleket egyenként , kijavithatjuk”. Amennyiben a pivotalgoritmus
soran mindig egy kivalasztott nem megengedett élre koncentralunk, és figyeliink
arra, hogy primal megengedett élek ne véaljanak nem megengedetté, akkor a fi-
zibilitdsi MBU [8] egy specializécidjét kapjuk. Mivel a fizibilitdsi MBU sordn a
valédi célfiiggvénnyel nem foglalkozunk, felfoghatjuk tgy is az algoritmust, mintha
az éppen kijavitani kivant él folyamértékét maximalizdlndnk (z < [ esetén, illetve
az él megforditdsat x > u esetén) a nem megengedett éleket nem figyelembe véve
a ¢ kiszdmoldsandl, és az algoritmust megallitjuk, amint éliink elérte a fizibilis
intervallumot. Az élek kijavitasdt Goldfarb és Hao [26, 27] mér ismertett cimké-
zési technikdjaval (5. algoritmus) végezve erésen polinomiélis algoritmust kapunk
a feladatra [33].

Példaként tekintsiik az 5. abrat. Itt a zold és kék élek alkotjak a maximalis
folyam feladat béazisat. A jelenlegi bazismegoldas tobb primal nem megengedett
élt is tartalmaz, ezek koziil a kékkel jelolt (s,n;) élt valasztottuk ki, 6t javitjuk ki
elOszor.

5. dbra. MBU fizibilitdsi algoritmus.

Szeretnénk, ha a (g,h) = (s,n1) él kilépne a bézisbdl. Ekkor a feszitéfa két
részre szakadna: G = {s,ng, ng,t}, illetve H = {ny,n3}. Mivel cstkkenteni szeret-
nénk (s,nq)-et, igy olyan G — H él 1éphet be a bézisba, amelyen tudunk noévelni
(vagyis amelyre x = 1), vagy olyan H — G él, amelyen tudunk cstkkenteni (vagyis
amelyre x = u). A megfelel6 élek {(nz2,n3), (n3,t), (n4,n1), (na,ns)}, koziilik kell
egy cimkézés segitségével valasztanunk.

A primdl szimplex algoritmus cimkézéses valtozatdhoz (5. algoritmus) hason-
l6an szeretnénk cimkézni. Jelen esetben az (s,n1) élt szeretnénk csokkenteni, amit
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az (n1,s) ,6é1” noveléseként is felfoghatunk, vagyis a (t,s) él szerepét az (nq,s) él
veszi at. igy tehat érdemes a cimkézést az s csiicsbdl inditani, illetve jelen esetben
az (s,n1) él nem haszndlhatd, ellenben a (¢, s) él igen.

Altalémosan, a (g, h) primél nem megengedett élhez térténé cimkézés megegye-
zik a 4. algoritmusban leirtakkal, annyi kiilonbséggel, hogy a (¢, s) él hasznalhatd,
de a (g,h) él nem, illetve a cimkézés kiinduldpontja x4 > ug; esetén a g, mig
ZTgn < lgn esetén a h cstcs.

Az algoritmus vazlata a kovetkezo:

7. Algoritmus. Megengedett folyam keresése az MBU-algoritmussal [33]

1. T tetszéleges feszitofa, x egy T-hez tartozé bazismegoldas.
2. amig létezik nem megengedett él

3. Legyen (g, h) egy primdl nem megengedett él.

4 amig (g, h) nem megengedett

5. Cimkézés (g, h)-hoz.

6. ha d(h) = co (d(g) = o0) akkor

7. Nincs megengedett megoldas, megéllunk.

8. vége

0. Belép6 él: egy minimalis cimkéjli lehetséges belépo él.
10. Kilép6 él: primal hanyadosteszt a megengedett valtozdkon.
11, Végezziik el a pivotalast.

12. vége

13. vége

Egy (g, h) él kijavitdsahoz legfeljebb nm pivotra van sziikség (amennyiben nem
akad el az algoritmus infizibilitds miatt), ennek bizonyitdsa nagyrészt megegyezik
a cimkézéses primél szimplex algoritmusndl [27] lefrtakkal. Az algoritmus elején
legfeljebb n — 2 primél nem megengedett véltozénk lehet (a feszitéfa n — 1 élb8l
all, és (t,s) nem lehet infizibilis). Mivel a kilépd élt mindig a megengedett éleken
valé primal hanyadosteszttel valasztjuk, igy az algoritmus sordn nem valhat mar
megengedett él nem megengedetté. Ebbol kovetkezden legfeljebb n — 2 javitasi
ciklus torténik az algoritmusban, vagyis a pivotalasok szamara a kdvetkez6 korlatot
kapjuk:

3.2. TETEL. (Illés, Molndr-Szipai [33]) A 7. algoritmus O(n*m) pivotaldssal
megtaldlja a maximalis folyam feladat egy megengedett megoldasat, vagy kimu-
tatja, hogy a feladat nem megoldhato.

Megjegyezziik, hogy az algoritmus nem haszndlja, hogy a (¢, s) élt maximalizal-

juk, tetszOleges célfiiggvénytli haldzati folyamhoz hasznalhaté megengedett cirku-
lacio keresésére.
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4. Primal MBU szimplex algoritmus

A primél MBU szimplex algoritmus [4] 6tlete a primél szimplex algoritmushoz
képest a kovetkezo. Egy tetszbleges dual nem megengedett valtozo kivalasztasa
utan hanyadosteszttel kivalasztjuk a kilép6 valtozdt, de nem végezziik el rogton
a pivotalast. Ekkor ugyanis dudl megengedett valtozdk dudl infizibilissé valhat-
nak. Ezt elkeriilendd, végziink egy dual hanyadostesztet a kilép6 valtozd soran, és
amennyiben kisebb dual hédnyadost kapunk, mint az eredetileg kivalasztott dudl
nem megengedett valtozon, akkor inkabb ezt a pivotot 1épjiik meg.

8. Algoritmus. Primél MBU szimplex algoritmus LP-feladaton [4]

1. & primal megengedett bazismegoldas.
2. amig létezik dual nem megengedett valtozo

3. Legyen z,+ egy dudl nem megengedett valtozé (,vezérvaltozd”).

4. amig x,« dudl nem megengedett

5. Primal hanyadosteszt p* oszlopaban a primal megengedett valtozo-
kon:

b, _
qzargmin{q D Agpe > 0,b, > 0}.

Gq,p*
7. Ha nem létezik g, melyre Ggp« > 0 és Eq > 0, akkor a feladat dual
nem megengedett.
8. Legyen 91 = [Cp+|/aq,p*-
9. Végezziink dudl hdnyadostesztet ¢ sordban a dudl megengedett val-
tozdkon:
10.
p= argmin{ 1 ¢y 20,04, < 0} .
|@q,p
1. Legyen @9 =¢,/|aq,p|-
12. ha ¥, < ¥; akkor
13, Pivotaljunk ay 4-n.
14. egyébként
15. Pivotéljunk ap- 4-n.
16. vége
17. vége

18. vége
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Felmeriilhet benniink, hogy mivel a primal hanyadostesztet a vezérvaltozé osz-
lopéan végeztiik, de a 95 < ¥1 esetben nem 6 1ép be a bazisba, igy a primal megen-
gedettség nem feltétleniil marad fenn. Ez igy is van, az algoritmus némileg meglep6
tulajdonsdga viszont az, hogy a vezérvéltoz6 bézisba vals belépése (5 > ¥1) utén,
ami valamilyen ciklizalas elleni technika hasznalata esetén véges sok pivotdlas utan
megtorténik, a bazis ismét primdal megengedetté valik. Tovabba a vezérvaltozd
béazisba 1épésével a dual nem megengedett valtozok szama legalabb 1-gyel csok-
kent, hiszen a dudl hanyadosteszt garantédlja, hogy mar dudl megengedett valto-
z0k nem valnak infizibilissé az algoritmus soran. fgy a dual megengedett valtozok
halmaza ,monoton mdédon novekszik”, innen az algoritmus elnevezése (monotonic
build up simplex algorithm).

Nézziikk meg, hogyan valtozik az algoritmus, ha maximélis folyam feladatra
alkalmazzuk! A maximélis folyam feladat primél megengedett bazismegolddsanak
struktirajat mar ismerjiik a primal szimplex algoritmusndal leirtakbdl. Ismerjiik
a dudl nem megengedett él fogalmat, ilyen csak az (S, Z) véagasban lehet. A pri-
mal hanyadosteszt a vezérvaltozd belépésével kialakuld kérben vald javitas szlik
keresztmetszetét valasztja ki. A 6. dbran x4 5 alsé korldton levd vezérvaltozéval
lathatunk egy példat.

6. abra. Primal MBU halézati szimplex

A dudl hanyadostesztnél torténik lényeges egyszeritisodés a linedris programo-
zéshoz képest. A kilép6 g élhez tartozd lehetséges p belépé élek dudl héanyadosa
0 (ha a p él S-en beliil van), illetve 1 lehet (ha p az (S, Z) vigasban van). Mivel
a vezérvaltozé dudl hanyadosa is 1, igy csak akkor nem engedjiik a vezérvaltozot
belépni, ha létezik S-en beliili belép6 él (Z-n beliili, ha ¢ € Z). Ha t6bb ilyen
lehetséges belépd él létezik, akkor cimkézéssel fogunk koztiik donteni.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2018)



EROSEN POLINOMIALIS PIVOT ALGORITMUSOK A MAXIMALIS FOLYAM
FELADATRA 167

9. Algoritmus. Primal MBU-SA maximaélis folyam feladaton, cimkézéssel [34]

1. x primal megengedett bazismegoldas.
2. amig létezik dual nem megengedett él

3. Legyen (g, h) egy dudl nem megengedett él (,,vezérvaltozsd”).
4 amig (g, h) dudl nem megengedett

5. Legyen ¢ a primal hanyadosteszttel kapott kilépo él.

6. ha létezik ¢ részfajan beliili lehetséges p belépo él akkor
7. Viélasszunk koziilitk minimélis cimké;jiit.

8. Pivotaljunk: belép p, kilép q.

9. egyébként

10. Pivotaljunk: belép (g, h), kilép q.

11. vége

12, vége

13. vége

Vegyiik észre, hogy egy (g, h) vezérvaltozéhoz tartozé ciklus sordn végig S-en
vagy Z-n beliili élek 1épnek be (g helyzetétél fiiggéen), igy az S és Z halmazok
nem véltoznak, amig a vezérvaltozé be nem 1ép a bazisba, és a ciklus véget ér. Igy
tehat az S és Z részfat kezelhetjiik kiilon egy cikluson beliil, bevezethetiink kiilon
cimkézést a két részgrafon.

Tegyiik fel, hogy g € S és h € Z, ellenkez6 esetben g és h szerepe felcserélodik.
Ha v € S, akkor a d(v) cimke legyen a legrévidebb pszeudo-javitéit hossza v-bél
g-be S-en beliil, és ha v € Z, akkor legyen a legrévidebb pszeudo-javitéiat hossza
h-bél v-be Z-n beliil.

4.1. A primal MBU ha&lézati szimplex polinomialitdsa maximalis
folyam feladatra

Feladatunk egy vezérvaltozé-ciklus 1épésszaménak megbecsiilése, hiszen a dudl
megengedett élek szdmanak monoton névése miatt legfeljebb annyi ciklus lesz,
ahdny dudl nem megengedett él volt a kezd§ bazismegolddsban (O(m)).

A bizonyitas gondolatmenete azonos a kordbban latott gondolatmenettel: meg-
mutatjuk, hogy a cimkék monoton névekednek, korlatosak, illetve egy él két bazisba
valé belépése kozott ténylegesen nétt legalabb az egyik csicsdanak cimkéje. Mivel
a cimkék egy h-tél, vagy g-be vezet6 legrovidebb pszeudo-javitéut hosszaként van-
nak definidlva, tényleg feliilrél becsiilhetok n-nel, hiszen legrosszabb esetben is
1étezik egy, a feszit6fan beliili ut, ami legfeljebb ilyen hosszu.

4.1. LEMMA. (Monotonitds) Tegyiik fel, hogy a maximalis folyam feladatot
a 9. algoritmussal oldjuk meg. Egy vezérvaltozo cikluson beliil barmely v € V
csticsra és i iterdcidra igaz, hogy dt1(v) > di(v).
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A lemma bizonyitdsa hasonl6 a 2.1. lemma bizonyitdsdhoz (monotonitasi lem-
ma a Goldfarb—Hao-cimkézéssel), részletei (az alfejezet t6bbi dllitdsanak bizonyi-
tasdval egyiitt) megtaldlhatdk a szerzdk [34] cikkében. A cimkék tényleges néve-
kedésérél szdlo lemma a kovetkezd alaki:

4.2. LEMMA. (F§ lemma) Tegyiik fel, hogy a maximdlis folyam feladatot a
9. algoritmussal oldjuk meg. Ha egy vezérvaltozé-cikluson beliil (v, w) belépett az
i. pivot sordn, kilépett a i < j. pivot sordn, majd ismét belépett a
j < k. pivot sordn, akkor d**1(v) 4+ d**1(w) > d'(v) + d'(w) + 2 teljesiil (ahol
d™(v) az m. pivotdlds el6tti cimke).

A lemma bizonyitasa két részre bomlik aszerint, hogy a bazisba valé két belépés
sordn azonos irdnyban tortént-e a belépés, vagyis ha példaul (v,w) € S, és az
1. pivot utan v volt kozelebb g-hez, akkor ugyanez igaz-e a k. pivot sordn torténd
belépés utan is. Ezt a tovabbiakban ,.fels6 csicsnak” fogjuk nevezni, ami egybevag
az elképzeléssel, hogy a két részfa a g, illetve h csiccsal van ,fellégatva”. Mindkét
eset alapja a kovetkezd ,részfa lemma” (4.3. lemma), de az egyik esetben sziikség
van a ,megforditdsi lemmadra” (4.4. lemma) is.

4.3. LEMMA. (Részfa lemma) Tegyiik fel, hogy a maximdlis folyam feladatot a
9. algoritmussal oldjuk meg. Ha (v, w) belépett a bézisba az i. pivot sordn w felsé
csticcsal, és ez igy marad az i < j. pivot elvégzése utdn is, akkor minden z € TJ+!
csticsra d?t1(2) > di(w) + 1.

A lemma bizonyitdsa sordn teljes indukciét hasznalunk, illetve kihasznaljuk,
hogy a lehetséges belépo élek koziil mindig a minimalis cimkéjit vélasztjuk.

4.4. LEMMA. (Megforditdsi lemma) Tegyiik fel, hogy a maximalis folyam fel-
adatot a 9. algoritmussal oldjuk meg. Ha (v,w) belépett a bdzisba az i. pivot
sordn w fels6 csticcsal, és ez az i < j. pivot soran megvaltozik, akkor d’*1(w) >
> di(w) + 1.

A két segédlemmadbdl 6sszerakhaté a f6 lemma bizonyitdsa, aminek birtokdban
maér konnyen bizonyithaté a kovetkezo6 felsé korlat a pivotalasok szaméra:

4.1. TETEL. A cimkézéses primal MBU szimplex algoritmus (9. algoritmus)
legfeljebb 2nm? pivotéldssal megoldja a maximalis folyam feladatot.

5. Dudl MBU szimplex algoritmus

A duél MBU szimplex algoritmus [4] a primal MBU szimplex algoritmus dud-
lisa. Roviden Gsszefoglalva egy dudl megengedett megoldasbdl indul, és egyenként
kijavitja a primal nem megengedett valtozdkat. Egy ilyen valtozé kijavitdsa sordn
elveszhet a dudl megengedettség, de a valtozé kilépésével helyreall.
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Az algoritmus pszeudo-kédja szintén nagyon hasonlit:

10. Algoritmus. Dudl MBU szimplex algoritmus LP-feladaton [4]

1. x dudl megengedett bazismegoldas.
2. amig létezik primél nem megengedett valtozo

3. Legyen x4+ egy infizibilis valtozo (,vezérvéltozd”).
4. amig z,~ infizibilis
5. Dudl hanyadosteszt ¢* soraban a dudl megengedett valtozdkon:

C
p= argmin{p Dagrp < 0,6 > O}.

|aq*,p
. (Ha nem létezik p, melyre ay4+ , < 0 és ¢, > 0, akkor a feladat nem
megoldhaté.)
8. Legyen 01 = by [Gg+ p.
0. Végezziink primal hanyadostesztet p oszlopaban a primal megenge-

dett valtozdékon:
10.

b _
q= argmin{q i by > 0,ag,, > O}.

Qq,p
11 Legyen 92 = by /dy -
12. ha 9, < 1, akkor
13, Pivotaljunk a, 4-n.
14. egyébként
15. Pivotaljunk a, 4+-on.
16. vége
17, vége
18. vége

A 95 < ¥ esetben elromolhat a dudl megengedettség, hiszen a duél hdnyados-
tesztet ¢* soran végeztiik, nem pedig q soran, de a vezérvaltozé kilépésével a dudl
megengedettség helyredll. fgy a dudl MBU-algoritmus sordn a primdl megenge-
dett valtozdk halmaza monoton novekszik, az utolsé ciklus utdn pedig optimalis
megolddst kapunk (ha fizibilis a feladat).

Ez két okbdl is szerencsés a mi helyzetiinkben. Egyrészt kiindulé dudl megen-
gedett megoldast konnyen adhatunk nem nulla alsé korlatok esetén is. Masrészt
a kijavitani kivant primdl infizibilis élek szdma kezdetben O(n), hiszen 6k csak a
feszit6faban tartézkodhatnak, vagyis kevesebb ciklusra lesz sziikség, mint a primal
MBU-algoritmus esetében.
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Mennyivel egyszeriisodik az algoritmus, ha maximalis folyam feladatra alkal-
mazzuk? A vezérvaltozonk egy infizibilis él a feszitéfaban. Mint kilépd élt tekintve,
a lehetséges belépo élek dudl hanyadosa 0 vagy 1 attdl fiiggéen, hogy a vezérvaltozd
részfajan beliil van, vagy az (S, Z) vigds egy telitett éle. Tehdt belépd élnek csak
akkor valasztunk vagasbeli élt, ha mas nincs, ettdl eltekintve szabadon valasztha-
tunk. Végiil a primdl hanyadosteszt eldonti, hogy a kialakuld koérbdl kiléphet-e a
vezérvaltozdnk a tobbi él megengedettségének megsértése nélkiil. A 7. dbran egy
példat lathatunk a ¢* € S és x4+ > uy- esetben.

7. dbra. Dual MBU haélézati szimplex

A belépé él kivalasztasdban van némi szabadsagunk, megfelel6 cimkézési tech-
nikdval polinomidlis futdsidét remélhetiink. A cimkézés soran figyelembe kell ven-
niink, hogy a dual hanyadosteszt szerint a nem vagasbeli éleket kell preferalnunk.
Ez els6 ranézésre jelentosen megneheziti a dolgunkat. Tekintsiik viszont az MBU-
algoritmus korrektségére vonatkozé bizonyitdst ([4], 1. tételének 4tirdsa a dudl

MBU-algoritmusra):
5.1. TETEL. Tekintsiik a dudl MBU-algoritmus q* vezérvaltozé ciklusaban tér-

ténd Y9 < v tipusu pivotok egy sorozata utan el6allé megoldast. Ekkor a jelenlegi
bazismegoldasra a kévetkezé harom tulajdonsag teljesiilni fog:

a) by <0.
b) Ha¢; <0, akkor @g« ; > 0.

¢) max; {a‘?lj 1G5 < O} < min, {07 1Cp > 0,Tg- p < O}.

_Cp
[@g=,pl

Az a) tulajdonsdg szerint a vezérvaltozo infizibilis marad, amig a ciklus végén
ki nem 1ép a bézisbdl (egy 1 > 5 tipusi pivotdlassal).

A b) tulajdonsdg szerint a ciklus sordn dudl infizibilissé valt valtozok akkor
sem lehetnének lehetséges belépé élek, ha ezt egyébként nem kotottiik volna Kki.
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A c¢) tulajdonsdg szerint egy tetszOleges lehetséges belépd valtozé dudl hénya-
dosa legaldbb annyi, mint egy tetszéleges dudl infizibilis valtoz6 duédl hanyadosanak
abszolut értéke. Vagyis ha elvégeznénk a pivotalast egy tetszbleges lehetséges
belépd élen és a vezérvaltozdén, akkor helyredllna a duél fizibilitds (persze a primdl
hdnyadosteszt figyelembe vétele nélkiil néhdny valtozo fizibilitdsa elromolhatna).

Atirva a ¢) egyenlétlenséget maximalis folyam feladatra a kovetkez6t kapjuk:

max{l:¢; = —1} <min{¢, : ¢, > 0,4~ , = —1}.
J p

Itt a bal oldal —oo, ha nincsen még dudl infizibilis él a jelenlegi megoldasban. Ha
viszont létezik legalabb egy ilyen él, akkor a bal oldal 1, és igy az egyenl6tlenség
szerint minden lehetséges belépo él redukalt koltsége legalabb 1, vagyis ekkor mar
csak vagasbeli élek vannak.

Végiil figyeljiik meg, hogy ha a belépd valtozé a vagasbdl szarmazott, vagyis
¢, = 1, akkor a kilépd valtozé 1j redukalt koltsége E; =7Cq — E‘Z’p =0- % =—1.

Osszefoglalva, ha a vezérvaltozé ciklusa sordn egyszer elfogynak a ¢, = 0 tipusi
belépd élek, akkor kivalasztunk egy ¢, = 1 tipusi belépd élt, de ekkor a kilépd €l
dudl infizibilis lesz, és igy a kovetkezd pivotalas soran sem lesz mar ¢, = 0 belép6
éliink. Tehat a vezérvaltozé ciklusa két részre bomlik, egy ¢, = 0 és egy ¢, =1
részre.

Az elsé részben lényegében csak ¢* részgrafjaban dolgozunk, igy a szokasos
cimkézést megszorithatjuk erre a részre. Amikor elfogynak a 0 hianyadosi belé-
po élek, akkor elkezdhetjiik az egész grafot cimkézni anélkiil, hogy az ilyen élek
1jboli felbukkanasatdl kéne tartanunk. A cimkézés megegyezik a fizibilitasi MBU-
algoritmusnél (7. algoritmus) lefrtakkal. Igy a kévetkezd algoritmust kapjuk:

11. Algoritmus. Dual MBU-SA maximalis folyam feladaton cimkézéssel [40]

1. & dual megengedett bazismegoldas.
2. amig x nem primdal megengedett

3. Legyen ¢* egy primal nem megengedett él (,,vezérvaltozd”).
4, Fizibilitdasi MBU-cimkézéssel g* részgrafjan

5. ha ¢* infizibilis akkor

6. Fizibilitasi MBU-cimkézéssel az egész grafon

7. vége

8. ha ¢* infizibilis akkor

0. A feladat infizibilis, megdllunk

10. vége

1. vége

12. A jelenlegi megoldas optimalis, megallunk
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A fizibilitasi MBU-algoritmusra belédtott 1épésszam korlatokbdl kénnyen Gssze-
rakhaté a 11. algoritmus 1épésszambecslése:

5.2. TETEL. (Molnér-Szipai [40]) A cimkézéses dudl MBU-algoritmus legfel-
jebb 2n2m pivotaldssal megoldja a maximalis folyam feladatot.

6. Mozdony hozzarendelési probléma

A MAV-TRAKCIO Zrt. (2014 6ta a MAV-START része) és a BME Optimali-
zalasi Csoportja egy kutatas-fejlesztési projekt keretében vizsgalta a kovetkezék-
ben ismertetett mozdony hozzdrendelési problémét [35]. A véllalat vasiti vonta-
tési feladatok ellatdsaval foglalkozik. A személyszallitas teriiletén a megrendeld a
MAV—START, mig teherszallitas esetén szamos cég foglalkozik vasuti fuvarozéassal.
A MAV-TRAKCIO Zrt. megallapodik a megrendelével, hogy az 6 vasuti kocsikra
pakolt szallitményat egy adott helyen és idében felveszi, majd a sajat mozdonyai
segitségével elszallitja egy masik adott helyre és idére.

A teherszallitast a személyszallitassal szemben az jellemzi, hogy a megrende-
lések tobbféle bizonytalansdgot mutatnak: (i) gyakoriak a késések, (ii) el6for-
dulnak lemonddsok, (iii) idénként a szillitds id6pontjdhoz nagyon kozel adjik
le a megrendelést. Mindezek negativan befolyasoljdk az optimalis tehervontatés
megszervezését. A teherszallitds esetén, mivel nem menetrend alapd a kozlekedés
megszervezése, sziikségszeri az un. gépmenetek nagyobb szamanak a hasznalata.
A tehervonatok kozlekedtetése esetén kétféle logikus cél meriilhet fel: 1. minél ke-
vesebb mozdony segitségével végezziik el a feladatot, 2. minél kevesebb gépmenet
kilométert fussanak a mozdonyaink. Matematikai szempontbdl az elsé esetben
maximélis folyam feladatot kapunk, mig a masodik esetben minimalis koltségii fo-
lyam feladatot. Ezeket a feladatokat megoldd, specializalt algoritmusok jelent&sen
eltérnek egymdstél. Mivel ebben a tanulmanyban nem célunk a vasit optima-
lizalasi feladat részletekbe mend targyaldsa és megoldasa, igy mi csak azzal az
esettel foglalkozunk, amikor a cél minél kevesebb mozdony segitségével elvégez-
ni a vontatdst. Tehdt a vasut optimalizaldsi probléma&t csak a maximélis folyam
feladat polinomidlis pivot algoritmusai hatékonysdganak illusztralasdra hasznaljuk
fel. Az optimalizdldsi feladatot tehét egy maximdlis (illetve minim4lis) folyam
feladatként fogalmazzuk meg, és arra az egyszeriibb kérdésre keressiik a valaszt,
hogy legalabb hany mozdonyra van sziikség az elvallalt vontatasok elvégzéséhez.

A matematikai modell

Legyen a teljesitend6 megbizasok halmaza V. Minden v € V megbizdshoz
rendelkezésiinkre allnak a kovetkezé adatok: induldsi hely, indulasi id6, érkezési
hely, érkezési id6, hasznalhaté mozdonytipusok. A felépitett matematikai modell
egy halézati folyam, melyben minden v megbizdsnak megfelel egy v’ és v” cstics,
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illetve egy (v',v”) él. Ha egy mozdony a v megbizds teljesitése utan képes elvé-
gezni a w megbizdst, akkor felvesziink egy (v”,w’) élt. Ez akkor teljesiil, ha a v
elvégzése utdn van elég id6 az esetleges gépmenetre v érkezési helyérdl w indulési
helyére (d), illetve a szerelvények 6sszerakédséra, ellenérzésre (7 ,technikai id6”):

t5 + d(py, pipt) + 7 < 1.
Bevezetiink tovabbd egy s forrdst és t nyel6t, és felvesziink minden v-re egy

(s,v") és (v",t) élt. Végiil bevezetiink egy (¢, s) élt. Az igy kapott hdlézati folyamot
szemlélteti a 8. abra.

8. abra. Minimdlis koltségii haldzati folyam modell

Lathato, hogy egy 1 értékili s-bdl t-be men6 folyam megfeleltethet6 egy tgyne-
vezett mozdonyfordulénak, vagyis egy mozdony altal elvégzett feladatsorozatnak.
Megkdvetelve, hogy mindegyik (v’,v”) tipusi élen legaldbb 1 legyen a folyamérték,
a modell megengedett egészértékii megoldésai leirjdk a valds feladat megoldasait.

A modellr8l részletesebben [32]-ben olvashatunk.
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Implementacié és eredmények

Jellemzo6 méretii feladat a havi terv. Mivel a személyzetnek 15 nappal a honap
kezdete el6tt meg kell adni egy beosztastervet, igy a kovetkezd hénap tervét a
jelenlegi hénap kozepén rendelkezésre allé adatok alapjan kell optimalizélni. Ez
persze sziikségessé tesz késObbi valtoztatasokat, de a mdédszer hatékonysagat jol
méri.

A teszteléshez hdrom mozdonytipus (V43, M62, M63) harom havi (szeptem-
ber, oktéber, november) megrendeléseit hasznaltuk. Indulé bazismegolddsként azt
a megoldast haszndltuk, ahol mindegyik feladatot egy kiilon mozdony vontat el.
Megjegyezziik, hogy csak a legfeljebb 3 nappal késobbi feladatokat kotottitk dssze
a modellezésnél leirtak szerint; evvel a megoldas mindsége varhatéan nem romlik,
viszont a graf mérete jelentésen csokken. Kétféle indulé bazismegoldast hasznal-
tunk. Az elsé indulé megoldasban minden feladatot kiilon mozdony vontat, mig
a masodik megolddsban egy egyszer(i mohd heurisztikdval javitottunk ezen (ez a
legnagyobb modell esetén is kevesebb, mint 6 mdsodperc alatt lefutott). Az igy
kapott modellek dimenzibit a 9. dbra tartalmazza.

Mozdonytipus feladatok | cstucsok | élek 2. indulé
szama szama | szama | megoldas
szeptember V43 2850 5702 | 726338 | 93 mozdony
szeptember M62 1450 2902 | 175145 | 65 mozdony
szeptember M63 1789 3580 | 292260 | 63 mozdony

oktéber V43 2901 5804 | 738650 | 94 mozdony
oktéber M62 1400 2802 | 163437 | 59 mozdony
oktober M63 1780 3562 | 285932 | 59 mozdony
november V43 2816 5634 | 716115 | 90 mozdony
november M62 1403 2808 | 164792 | 62 mozdony
november M63 1742 3486 | 278817 | 60 mozdony

9. dbra. Hasznalt adathalmazok.

Az algoritmusokat C#-ban implementaltuk. Teszteltiik a szimplex algoritmust
miniméal index és Goldfarb—Hao-cimkézés szerinti belépo él vélasztdssal. Tesztel-
tiik az MBU-algoritmust minimal index, illetve Goldfarb—Hao-cimkézéssel valasz-
tott vezérvaltozdval, kombindlva a belépd él minimal index, illetve cimkézés sze-
rinti valasztasdval. Az eredmények, mind a pivotdlasok széma, mind a futdsidd
(perc:masodperc, illetve pivotdldsok szdma) a 10. dbrdn taldlhatéak az els6 indulé
megoldéssal, a 11. dbran a masodik indulé megoldassal. A tesztelés egy Intel Core
i7-3630QM processzoron tortént.
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szimplex | szimplex | MBU MBU MBU MBU
min GH min/min | GH/min | min/cmke | GH /cmke

szept. 43 42:43 12:47 30:15 32:58 36:56 40:08
327720 352432 62771 97677 361617 330575

szept. 62 2:40 1:10 4:18 2:21 2:38 2:36
80969 86627 45476 31666 83518 81258

szept. 63 6:49 2:33 8:02 5:36 7:09 6:54
127084 143782 52859 40505 129703 133742

okt. 43 44:01 12:30 30:16 35:47 47:09 40:05
329907 357003 64011 104258 365251 336215

okt. 62 2:20 1:03 3:14 1:50 2:21 2:28
76010 81628 36450 25149 79154 77389

okt. 63 6:39 2:34 10:09 5:38 7:02 6:19
125990 142162 62604 41392 146698 131238

nov. 43 43:58 12:06 26:54 30:56 48:24 38:22
325876 347392 55468 92563 351603 327108

nov. 62 2:21 1:03 3:09 1:49 2:38 2:24
76050 81848 37760 28858 78040 77873

nov. 63 6:10 2:24 11:22 6:00 6:24 5:57
119792 138085 72000 39418 136417 126316

10. abra. Eredmények primitiv indulé megoldéssal.

A mozdony hozzarendelési feladatbdl egyszerli struktiraji, de nagyon dege-
nerdalt feladatokat kapunk. Az iteraciok jelentOs szama, mondhatnank tilnyomo
tobbsége, primal degenerdlt iteracid.

Egy oszlopon beliil jol megfigyelhetd a feladat méretének hatdsa mind a futés-
idére, mind a pivotalasok szaméra. A legtobb oszlop az élek szdméban linedris
pivotszdmot mutat (kivétel taldn az els§ tédbldzat harmadik oszlopa). Példaul a
mésodik indulé megolddssal, minimél indexes szimplex algoritmussal (id6ben leg-
gyorsabb algoritmus) kapott pivotszamokra négyzetes értelemben leginkabb illesz-
ked$ a + b - m¢ gorbe a 6711 + 0,007 - mb!, mig a Goldfarb-Hao-szimplexre (leg-
kevesebb pivotdlds) a 2434 + 0,011 - m®98.

A heurisztikus indulé megoldas jelentésen csokentette az elvégzett pivotalasok
szamat. Mig az elsé indulé megoldéds esetén a minimal indexes MBU-algoritmu-
soknak (3. és 4. algoritmus) jelentdsen kevesebb iterdciéra volt sziikségiik, mig
a masodik indulé bazisnal a Goldfarb—Hao-szimplex pivotszama tlinik csak ki a
tobbi algoritmus koziil.
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szimplex | szimplex | MBU MBU MBU MBU

min GH min/min | GH/min | min/cmke | GH /cmke
szept. 43 2:45 3:48 14:52 16:11 26:17 21:34
27630 8721 28291 28073 21276 22281
szept. 62 0:20 0:21 1:14 1:16 2:04 1:51
11223 4113 11271 10921 9672 10126
szept. 63 0:41 0:43 2:46 2:51 4:33 4:24
14708 4904 14967 14716 11633 12553
okt. 43 2:44 3:51 14:32 15:13 23:58 24:07
28178 8798 28747 28549 21649 23491
okt. 62 0:17 0:17 1:04 1:05 1:22 1:37
10369 3765 10595 10390 8326 9315
okt. 63 0:36 0:40 2:20 2:28 3:28 3:39
13490 4820 13700 13213 10768 11042
nov. 43 2:14 3:41 14:13 14:16 21:33 21:26
26280 8695 26948 26976 20561 21960
nov. 62 0:19 0:19 1:15 1:12 1:29 1:29
10970 4005 11266 10846 8655 9117
nov. 63 0:39 0:42 2:34 2:36 3:39 3:44
14028 5002 14118 13909 11245 11859

11. dbra. Eredmények heurisztikus indulé megoldéssal.

Osszehasonlitva a szimplex- és az MBU szimplex algoritmusok iterdcids szamait
és futéasi idejeit, két megallapitast tehetiink: 1. Mivel az MBU szimplex algoritmus
két hanyadostesztet végez, és bonyolultabb, igy nem meglepd, hogy jelentésen
elmaradnak a futdsi idejei a szimplex variansokétél. 2. Mivel az MBU szimplex
algoritmusnal a dudl megengedetté valt valtozdk azok is maradnak, igy a trividlis
bézisrdl inditva, sokszor van olyan variansuk, amelyik sokkal kevesebb iteracidval
oldja meg a feladatot. Ezt az elényiiket a heurisztikus, kozel optimalis béazisrol
inditva mar elveszitik.

A szimplex algoritmusvariansokat 6sszehasonlitva elmondhaté, hogy a trivialis
bézisrél indulva a Goldfarb—Hao-féle cimkézésnek jelentGs hatasa van abban, hogy
jobb futasi idok legyenek, kozel azonos iteraciészam mellett. A méasodik, heurisz-
tikus bazis esetén ez az elony eltlinik, és altalaban a minimal indexes szimplex
algoritmus produkdlja a leggyorsabb futdsokat, annak ellenére, hogy a Goldfarb—
Hao-féle cimkézést hasznal6 szimplex algoritmus iterdciészama, a masik valtozat
iterdcids szdménak 25-35%-4t produkalja csupén.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2018)



EROSEN POLINOMIALIS PIVOT ALGORITMUSOK A MAXIMALIS FOLYAM
FELADATRA 177

Erdekességképpen megjegyezziik, hogy a heurisztikus bézisrdl inditva az algo-
ritmusokat az MBU szimplex varidnsok iteraciészamban mutatkozé sikeressége
eltlinik, hiszen az 6sszes algoritmusvarians kozel azonos iterdciészamot produkal,
kivéve a Goldfarb—Hao-féle cimkézést haszndlé szimplex algoritmust, amelyik ite-
raciészamok tekintetében minden mas algoritmusnal jobban teljesit.

Mindkét bézis esetén megallapithatd, hogy az itt vizsgalt feladatok esetén a
sziikséges 1épésszam, az iterdciok szdma az Osszes algoritmusvéltozat esetén jelen-
tosen kisebb, mint az erésen polinomidlis algoritmusvaltozatok elméleti korlatja.
Erdekességképpen jegyeznénk meg, hogy az MBU-szimplexvaridnsok kozott az elsé
béazison a legkisebb iteracidszamot egyetlen egyszer sem produkalta az elméle-
tileg er6sen polinomidlis varidns (a 6. algoritmus). S6t a mésodik bdazis esetén
sem volt olyan feladat, amelyik esetén az elméletileg erésen polinomidlis MBU-
szimplexvéltozat (6. algoritmus) produkélta volna a legkisebb 1épésszdmot.

A szimplexvaridnsok kozott mar érdekesebb a verseny. A Goldfarb—Hao-féle
cimkézést hasznaléd szimplex algoritmus erésen polinomialitdsa ismert [27]. Annak
ellenére, hogy az els6 bazis esetén, a feladatok megoldasahoz sziikséges iterdcidk
szama mindig magasabb volt, mint a minimal indexes szimplex algoritmusnél, a
futasi idék mindig kisebbek voltak. Ezzel szemben a heurisztikus béazisrdl indulva
a minimdal indexes szimplex algoritmus bizonyult gyorsabbnak, de a Goldfarb—
Hao-féle cimkézést hasznald szimplex algoritmus iteracié szama jelentésen kisebb
volt.

A futdsidék elemzésénél Gvatossagra intjiik az olvasét, ugyanis a futdsidét
erésen befolydsolja az implementdcié minésége (mds tényezOk mellett), hiszen
szamos olyan teriilete van a szimplex- és MBU szimplex algoritmusnak, ahol az
igyes implementaciénak (pl. cimkézés, minimél index kivélasztdsa egy halmazbdl)
komoly hatédsa lehet a futasidore. Altalénosségban talan annyi mégis elmondhato,
hogy a cimkézést hasznald algoritmusok a korrekt pivot pozicié megtaldlasahoz
tobb szamitast végeznek, ami a legiigyesebb implementacidk esetén is novelheti a
futésidot. Ez féleg a masodik indulé megoldédssal kapott eredményeken figyelhetd
meg.

7. Osszefoglalds és tovabbi kutatdsi irdnyok

A dolgozat elsé felében Gsszefoglaltuk a maximalis folyam feladatra adott poli-
nomidlis primél és dudl szimplex algoritmusok [6, 27] eldzményeit és technikait.
Megmutattuk, hogy a gyakorlatban gyakran el6fordulé nem nulla alsé korlatok
esetében mit lehet tenni. Az egyik megoldas egy segédfeladat megoldasa megen-
gedett megoldas keresésére, mig a masik a fizibilitdsi MBU-algoritmus, melyrol
megmutattuk, hogy szintén van polinomialis valtozata. Ezutan belattuk, hogy a
primal és dudl MBU szimplex algoritmusok is polinomidlissa tehet6k a megfelel$
cimkézési technika alkalmazasdval.
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A primél és dudl szimplex algoritmusokkal ellentétben az MBU szimplex algo-
ritmusok athaladnak se nem primél, se nem dudl fizibilis bdzismegoldasokon.
A dual MBU-algoritmus tovébbi elénye, hogy alsé korlatos feladat esetén is els6
fazis feladat nélkiil elindithaté.

Erdekes lenne tovabbi linesris programozasi pivot algoritmusok [50] polinomi-
alitdsat megvizsgalni maximélis folyam feladatra. Az els6, természetes jelolt ilyen
vizsgalatra a criss-cross algoritmus [49] lenne, amelyiknél a gond a nem struk-
turdltan eléfordulé se nem primdl, se nem dudl bazisok jelentkezése. Tovabbi
altalanositasi irany a feladatosztaly bovitése lehetne. Minimalis koltségii haldzati
folyam feladat esetén elveszik a redukalt koltségek egyszerii struktiraja, vajon igy
is polinomialissa teheték a linedris programozas teriiletérol ismert pivot algorit-
musok? A primél és duél szimplex algoritmusoknak létezik ilyen varidnsa [42, 43],
bar joval bonyolultabb technikaval igazolhaté az erésen polinomialitas, mint a
maximélis folyamnél ldtottak.
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STRONGLY POLYNOMIAL PIVOT ALGORITHMS FOR MAXIMAL FLOW PROBLEMS

TiBOR ILLES AND RICHARD MOLNAR-SZIPAI

In this article we describe labelling techniques applied to the maximum flow problem. These
can be traced back to the shortest augmenting path algorithm, and later used to prove the
polynomiality of various pivot algorithms. We discuss the primal and dual simplex algorithms,
as well as variants of the MBU algorithm in a unified system, with an added emphasis on handling
nonzero lower bounds that arise frequently in applications. We compare the algorithms on railway
engine assignment problems.
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