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A KVÁZI-HESSE-MÁTRIX

KOMLÓSI SÁNDOR1

Optimumszámı́tással foglalkozók körében jól ismertek minimum felada-
tok esetén a konvex modellek előnyös tulajdonságai. A többváltozós függvé-
nyek klasszikus elméletéből jól ismert, hogy kétszer differenciálható függvé-
nyek konvexitása egyenértékű a második deriváltjuk, a Hesse-mátrixuk po-
zit́ıv szemidefinitásával. A múlt század második felében komoly érdeklődés
mutatkozott a konvexitás függvénytulajdonság lehetséges és célszerű álta-
lánośıtásait illetően. Ezek közül ebben a tanulmányban a pszeudokonvex
függvények másodrendű jellemzését ismertetem a kvázi-Hesse-mátrix seǵıt-
ségével, nevezetesen azt, hogy a pszeudokonvexitást a kvázi-Hesse-mátrix
pozit́ıv szemidefinitása jellemzi. Alkalmazásként megmutatom, hogyan le-
het a kapott eredményeket törtfüggvények pszeudolinearitásának vizsgálatá-
ra felhasználni.

1. Bevezetés

A XXXII. Magyar Operációkutatási Konferencián vált publikussá a Magyar
Operációkutatási Társaság (MOT) Elnökségének 2016-os döntése, hogy az Eger-
váry Jenő emlékplakettel abban az évben az én szakmai-közéleti tevékenységemet
jutalmazzák. Mint a MOT egyik alaṕıtó tagjának, egykori vezetőségi tagjának,
elnökének jól esett az elismerés.

Az elismerés az embert önvizsgálatra is készteti. Vajon mivel érdemeltem ki ezt
a megtiszteltetést, és kik seǵıtettek abban, hogy sikeres legyek? Annak ellenére,
hogy sokat tanultam szegedi professzoraimtól, a seǵıtség Martos Bélától jött, akit
sokáig nem is ismertem személyesen. A nemlineáris programozásról ı́rt könyve [17],
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amely a maga korában világszerte az egyik alapműnek számı́tott, adott számomra
útmutatást, hogy merre érdemes tájékozódnom.

Ez a dolgozat az Alkalmazott Matematikai Lapok Szerkesztőbizottságának fel-
kérésére készült, hagyományteremtés céljából. Nem tartalmaz új eredményeket,
munkásságom egy szeletét próbálja bemutatni. Azt a szeletet, melyet alapvetően
Martos Béla gondolatai inspirálták.

2. Egy elnagyolt pályakép

Programtervező matematikusként diplomáztam Szegeden 1972-ben, de mivel
érdeklődésem már hallgató koromban a funkcionálanaĺızis felé fordult, ezért fel-
mentést kaptam a

”
program-tervezés” alól. 1972 és 1976 között a JATE Bolyai

Intézetében Szőkefalvi-Nagy Béla tanársegédeként kezdtem oktatói és tudomá-
nyos pályafutásomat. Egyetemi doktori disszertációmat a Von-Neumann-algebrák
elméletéből ı́rtam, melyet 1978-ban summa cum laude minőśıtéssel meg is véd-
tem. Disszertációm ı́rása közben azonban egyre erősödött bennem a kétely, hogy
a Szőkefalvi-Nagy Béla által vezetett világh́ırű Funkcionálanaĺızis Iskola szakmai
sźınvonalának meg tudok-e majd hosszútávon is felelni. Végül is a távozás mellett
döntöttem. Ebben az is seǵıtett, hogy komoly h́ıvást kaptam a Pécsi Tudomány-
egyetem éppen azokban az években formálódó Közgazdaságtudományi Karára.
1976 óta – ma már csak emeritusként – ennek a karnak a munkatársa vagyok.

A megváltozott körülmények és a megváltozott feladatok határozott szakmai
irányváltást is eredményeztek. A nemlineáris programozás felé fordult az érdeklő-
désem. Az optimalizálás elmélettel foglalkozók számára jól ismert, hogy a nemli-
neáris programozás alapproblémája a következő:

f(x)→ min

feltéve, hogy

gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m

(NLP)

ahol f(x) és gi(x) n-változós differenciálható függvények. A klasszikus anaĺızisből
ismert, hogy amennyiben a feltételi függvények konvexek, akkor a feltételi hal-
maz zárt és konvex halmaz, ha ráadásul a célfüggvény is konvex, akkor a lokális
optimalitás szükséges feltételei a globális optimalitás elégséges feltételei.

A II. világháború után erősödtek fel azok a kutatások, melyek azt igyekeztek
kideŕıteni, hogy vannak-e olyan, a konvex függvényeknél általánosabb függvényosz-
tályok, melyekkel az (NLP) feladat a konvex esettel megegyező jó tulajdonságokkal
rendelkezik. A kezdetekről részletes történeti áttekintést ad Angelo Guerraggio és
Elena Molhó cikke [1], melyben külön fejezetben elemzik Neumann János hozzá-
járulását az adott témakörhöz. A cikkből megtudható, hogy a matematikai iroda-
lomban a kvázikonvexitás/kvázikonkavitás függvénytulajdonság Neumann János-
nál jelenik meg először [18]. Nem, mint defińıció, hanem a mátrixjátékok egzisz-
tencia tételének bizonýıtásánál, mint egy technikai feltétel. Ezekbe a kutatásokba
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– melyeket alapvetően közgazdasági alkalmazások inspiráltak – kapcsolódott be
Martos Béla is és v́ıvott ki eredményeivel nemzetközi elismerést.

Szerencsémre az ismerkedést a nemlineáris programozással Martos Béla kiváló
könyve alapján kezdtem, és ami azonnal komoly érdeklődést ébresztett bennem,
azok az általánośıtott konvexitással foglalkozó fejezetek voltak. Ezen a területen
sikerült szakmai sikereket elérnem. Érdeklődésem két részterület köré összponto-
sult.

Az egyik azt a kérdéskört vizsgálta, hogyan lehet nemdifferenciálható függvé-
nyekre célszerűen kiterjeszteni a differenciálható függvényekre értelmezett pszeu-
dokonvexitás fogalmát. Komoly ösztönzést jelentett számomra, hogy a Mathemati-
cal Programming folyóirat leközölte első próbálkozásomat [7]. Ebben a cikkemben
a gradiens vektor és az iránymenti derivált szerepét a Dini-deriváltak vették át.
A Dini-deriváltak optimalizáláselméletben való alkalmazásáról Giorgio Giorgi olasz
professzorral több cikket is ı́rtunk [3,4,5]. Később további általánośıtott deriváltak
szerepét is vizsgáltam a nemdifferenciálható optimalizálás különböző témakörei-
ben, mely eredményeket a Handbook on Generalized Convexity and Generalized
Monotonicity [6] 10. fejezetében össze is foglaltam [13].

A másik, számomra érdekesnek ı́gérkező terület, a differenciálható pszeudo-
konvex függvények lokális anaĺızisének kimunkálása volt. Ebben a cikkben az ezen
a területen elért eredményeimről adok egy rövid áttekintést. Érdeklődésemet a
téma iránt Martos Béla könyve [17] keltette fel, de megerőśıtést kaptam Rapcsák
Tamástól is [19], aki más módszerekkel ugyan, de hasonló problémákat is vizsgált.

Tudományos pályám alakulását számos külső tényező is támogatta. Már a
kezdetektől fogva rendszeres résztvevője voltam az MTA SZTAKI-ban Rapcsák
Tamás által vezetett operációkutatási és döntéstudományi szemináriumnak, mely
abban az időben az operációkutatással foglalkozó kollégák egyik jelentős szakmai

”
gyűjtőhelye” is volt. Ennek a szemináriumnak egyik fontos mellékterméke lett

a Magyar Operációkutatási Társaság megalaṕıtása 1991-ben. Egy cikluson át
(2000–2002) a társaság elnökeként is tevékenykedtem.

Számomra meghatározó jelentőségű volt az OTKA megjelenése a tudománytá-
mogatási palettán. Már az első alkalommal, 1986-ban – annak dacára, hogy egyéni
pályázó voltam – kaptam annyi támogatást, melynek seǵıtségével lehetővé vált szá-
momra jelentős nemzetközi konferenciákon való részvétel. Az OTKA támogatása
további 3 támogatott pályázat révén biztośıtotta számomra később is a nemzetközi
jelenlétet.

Pályám alakulása szempontjából különös jelentősége volt az 1990 augusztusá-
ban, Bécsben rendezett Nemzetközi Operációkutatási Konferenciának, ahol szemé-
lyesen is megismerkedhettem Siegfried Schaible akkor éppen Kanadában élő német
professzorral. Vele korábban már intenźıv levelezésben voltam, nagy tisztelője volt
Martos Bélának, és hihetetlen energiával próbálta létrehozni az általánośıtott kon-
vexitással valamilyen szinten foglalkozó kollégák szakmai közösségét. Oroszlán-
része volt három nemzetközi konferencia létrejöttében és megszervezésében (1980.
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Vancouver/Kanada, 1986. Canton/USA, 1988. Pisa). Bécsi találkozásunk alkal-
mával szóba hozta, hogy jó lenne folytatni, és 3–4 éves gyakorisággal rendszeressé
tenni a már megkezdett nemzetközi konferenciákat. Az egyetlen gond,

”
panasz-

kodott”, hogy nincs jelentkező a következő találkozó megszervezésére. Gondol-
tam egy merészet és nagyot, és elvállaltam a IVth International Symposium on
Generalized Convexity konferencia megszervezését, mely 1992 augusztusában Vö-
rös József kollégám, barátom, a kar akkori dékánja hathatós támogatásával több
mint 70 fő részvételével meg is valósult Pécsett, a Pécsi Tudományegyetem Köz-
gazdaságtudományi Karán. Ezen a konferencián Martos Béla is jelen volt, mint
a konferencia d́ıszvendége. A konferencia kötetét a Springer Verlag adta ki 1994-
ben [11]. A pécsi konferencia sikere nagyban hozzájárult ahhoz, hogy 1994-ben a
15th International Symposium on Mathematical Programming konferencián (Ann
Arbor/USA) a jelenlevő kollégákkal megalaḱıtottuk a Working Group on Genera-
lized Convexity szakmai közösséget, melynek 1997 és 2000 között elnöke is voltam.
Ennek az időszaknak talán a legjelentősebb eredménye az volt, hogy sikerült egy
sźınvonalas kézikönyvet [6] összeálĺıtanunk és egy rangos kiadóval megjelentetni.
A társaságnak jelenleg 52 országból 455 regisztrált tagja van. A konferenciák rend-
szeressé váltak, és külön öröm, hogy 2011-ben Kolozsvár, az idén pedig (2017-ben)
Debrecen/Hajdúszoboszló adott otthont az éppen esedékes szakmai találkozóknak.

Visszatekintve pályámon, sźıvesen emlékezem meg a XXIII. Magyar Operá-
ciókutatási Konferenciáról, melynek megrendezését a BJMT felkérésére magamra
vállaltam és melyre 1997 októberében került sor a Pécsi Tudományegyetem Ter-
mészettudományi Karán. A konferencián megemlékeztünk a 150 évvel korábban
született Farkas Gyuláról. A konferencia kiadványkötete

”
Új utak a magyar operá-

ciókutatásban, In memoriam Farkas Gyula” ćımmel 1999-ben jelent meg a Dialóg
Campus Kiadó gondozásában [12].

3. Többváltozós differenciálható függvények általános konvexitásának
lokális jellemzése a kvázi-Hesse-mátrix seǵıtségével

A konvexitás számos általánośıtása közül, csak kettőt emĺıtek.

3.1. Defińıció.

(i) A g(x) (nem feltétlenül differenciálható) függvényt kvázikonvexnek ne-
vezzük a K ⊆ Rn konvex halmazon, ha bármely c ∈ R esetén az
{x ∈ K : g(x) ≤ c} alsó ńıvóhalmaz konvex.

(ii) A differenciálható f(x) függvényt pszeudokonvexnek nevezzük a K
konvex halmazon, ha bármely x1,x2 ∈ K esetén teljesül az alábbi
implikáció

f(x1) < f(x2)⇒ Of(x2)T (x1 − x2) < 0. (PCX)
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Megjegyzés. A differenciálható függvények esetén a kvázikonvexitás defińıciója
ekvivalens a következővel: bármely x1,x2 ∈ K esetén teljesül az alábbi implikáció

f(x1) ≤ f(x2)⇒ Of(x2)T (x1 − x2) ≤ 0. (QCX)

Ráadásul bármely x1,x2 ∈ K esetén a (PCX) ⇒ (QCX) implikáció is teljesül.

Martos Béla [16, 17] több érdekes eredményt e fogalmak pontbeli változataival
bizonýıtott.

3.2. Defińıció. (Martos): A differenciálható f(x) függvényt lokálisan kvázi-
konvexnek / lokálisan pszeudokonvexnek nevezzük az a ∈ K pontban a K konvex
halmazra nézve, ha bármely x ∈ K esetén teljesül a (QCXa)/(PCXa) implikáció:

f(x) ≤ f(a)⇒ Of(a)T (x− a) ≤ 0. (QCXa)

f(x) ≤ f(a)⇒ Of(a)T (x− a) ≤ 0.

f(x) < f(a)⇒ Of(a)T (x− a) < 0.
(PCXa)

Martos Béla a
”
lokális” jelzőt nem a matematikai anaĺızisben megszokott érte-

lemben használja. Az általa is használt fogalmak (a lokális jelző ellenére) az adott
függvénynek nem csupán lokális (az adott pont közelében való) viselkedését feje-
zik ki. A matematikai anaĺızisben nem csak egy pontot rögźıtünk, hanem annak
egy környezetét is. Első próbálkozásaim egyike volt a matematikai anaĺızis meg-
közeĺıtésmódját alkalmazni kvázikonvex, pszeudokonvex függvények jellemzésére
[8].

3.3. Defińıció. (Komlósi): A differenciálható f(x) függvényt lokálisan kvázi-
konvexnek/ lokálisan pszeudokonvexnek nevezzük az a ∈ K pontban a K konvex
halmazra nézve, ha van az a pontnak olyan G környezete, hogy bármely x ∈ K∩G
esetén teljesül az (LQCXa)/ (LPCXa) implikáció:

f(x) ≤ f(a)⇒ Of(a)T (x− a) ≤ 0. (LQCXa)

f(x) ≤ f(a)⇒ Of(a)T (x− a) ≤ 0.

f(x) < f(a)⇒ Of(a)T (x− a) < 0.
(LPCXa)

A defińıciókból látszik, hogy lokálisan pszeudokonvex függvény lokálisan kvázi-
konvex is. Bizonýıtható, hogy amennyiben Of(a) 6= 0, akkor az a pontbeli lokális
kvázikonvexitás ekvivalens a lokális pszeudokonvexitással.

Amint az várható, igaz a következő tétel.

3.1. Tétel. (8, 2.4. tétel) A K ⊆ Rn konvex, nýılt halmazon differenciálható
f(x) függvény akkor és csak akkor pszeudokonvex K-n, ha a K halmaz bármely
pontjában lokálisan pszeudokonvex K-ra nézve.
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Érdekes módon lokális kvázikonvexitás és kvázikonvexitás között nem áll fenn
hasonló kapcsolat. Az f(x) = −x2 függvény R minden pontjában lokálisan kváz-
ikonvex, de f(x) nem kvázikonvex R-en. Ezért a továbbiakban csak a pszeudo-
konvex esettel fogok foglalkozni.

Először is az (LPCXa) tulajdonságot egy egyszerűbbel helyetteśıtjük.

3.2. Tétel. Ha Of(a) 6= 0, akkor az (LPCXa) feltétel ekvivalens az alábbi

”
szintvonal-feltétellel”. Bármely x ∈ K ∩G esetén

f(x) = f(a)⇒ Of(a)T (x− a) ≤ 0. (LSCa)

3.1. Következmény. A differenciálható f(x) függvény akkor és csak akkor
lokálisan pszeudokonvex az a ∈ K pontban a K konvex halmazra nézve, ahol
Of(a) 6= 0, ha van az a pontnak olyan G környezete, hogy bármely x ∈ K ∩ G
esetén teljesül az (LSCa) implikáció.

A továbbiakban f(x) lokális pszeudokonvexitását olyan a ∈ K pontban vizs-
gáljuk, ahol Of(a) 6= 0. Az f(x) = f(a) szintvonalat az implicitfüggvény tétel
([23], 6. fejezet, 3. tétel) seǵıtségével vizsgáljuk. Hogy ezt megtehessük, feltesszük,
hogy f(x) folytonosan differenciálható.

Legyen {b1,b2, . . . ,bn−1,d} egy olyan ortonormált bázis Rn-ben, melyre
Of(a)Td 6= 0. Jelölje B a bi oszlopvektorok mátrixát, azaz legyen

B = [b1 b2 . . . bn−1].

Legyenek u ∈ Rn−1 és v ∈ R az x ∈ Rn vektor koordinátái a {B,d} bázisban,
azaz legyen

x = Bu + vd.

A továbbiakban x-et (u, v)-vel azonośıtjuk. Tekintsük most az f(x) = f(a)
egyenletet az f(u, v) = f(a) alakban, ahol a = (u0, v0). Az implicitfüggvény tétel
szerint van a-nak olyan G és van u0-nak olyan N környezete és van egyetlen olyan
N -en értelmezett és ott folytonosan differenciálható h(u) függvény, hogy

(i) minden u ∈ N -re (u, h(u)) ∈ G, és f(u, h(u)) = f(a),

(ii) minden x ∈ G-re Of(x)Td 6= 0, és ha f(x) = f(a), akkor van olyan
u ∈ N , hogy x = (u, h(u)).

Ha f(x) kétszer folytonosan differenciálható, akkor h(u) is kétszer folytonosan
differenciálható.
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A KVÁZI-HESSE-MÁTRIX 49

3.4. Defińıció.

(i) A H(u) =
(
−Of(a)Td

)
h(u), u ∈ N függvényt az f(x) = f(a) szint-

vonal a pontbeli korrigált implicitfüggvényének nevezzük.

(ii) A H(u) függvényt lokálisan konvexnek nevezzük az u0 pontban, ha
bármely u ∈ N esetén

H(u) ≥ H(u0) + OH(u0)T (u− u0). (LCX)

A korrigált implicitfüggvény szerepe és haszna a következő tételből derül ki
([8], 3.2., 3.6. és 3.8. tételek).

3.3. Tétel.

(i) A folytonosan differenciálható f(x) függvény akkor és csak akkor loká-
lisan pszeudokonvex az a = (u0, v0) pontban, ha a H(u) korrigált
implicitfüggvény lokálisan konvex az u0 pontban.

(ii) Ha f(x) kétszer folytonosan differenciálható és lokálisan pszeudokon-
vex az a = (u0, v0) pontban, akkor a O2H(u0) Hesse-mátrix pozit́ıv
szemidefinit.

(iii) Ha f(x) kétszer folytonosan differenciálható az a = (u0, v0) pont-
ban, és a O2H(u0) Hesse-mátrix pozit́ıv definit, akkor f(x) lokálisan
pszeudokonvex a-ban.

Az f(u, h(u)) = f(a), u ∈ N függvényegyenletből nyerhetjük a következő
összefüggéseket:

OH(u) = BTOf(x),

O2H(u) = BT

[
O2f(x)− 1

Of(x)Td

(
Of(x)dTO2f(x) + O2f(x)dOf(x)T

)
+

+
dTO2f(x)d

(Of(x)Td)
2Of(x)Of(x)T

]
B,

ahol u ∈ N , és x = (u, h(u)).

3.5. Defińıció. A O2H(u0) Hesse-mátrixot a kétszer folytonosan differenciál-
ható f(x) függvény a pontbeli kvázi-Hesse-mátrixának nevezzük. Jelölje a további-
akban QB,df(a) a O2H(u0) mátrixot.

Az elmondottakból nyilvánvaló, hogy f(x) a pontbeli kvázi-Hesse-mátrixa nem
egyértelmű. Különböző bázisokhoz és azon belül is azok különböző {B,d} partici-
onálásukhoz különböző kvázi-Hesse-mátrixok tartoznak. Bizonýıtható, hogy ezek
a kvázi-Hesse-mátrixok hasonlóak. Mindegyiknek ugyanaz a sajátérték rendszere,
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következésképpen valamennyi QB,df(a) kvázi-Hesse-mátrix ugyanabba a definitá-
si osztályba tartozik.

A kvázi-Hesse-mátrixok között vannak egyszerűbb szerkezetűek is. Ha a d
vektor történetesen sajátvektora a O2f(a) Hesse-mátrixnak, akkor BTd = 0, és
emiatt

QB,df(a) = BT

[
O2f(a) +

dTO2f(a)d

(Of(a)Td)
2Of(a)Of(a)T

]
B.

Alkalmasan választott QB,df(a) kvázi-Hesse-mátrix seǵıtségével sikerült egy-
séges tárgyalását adnom a pszeudokonvexitás (az irodalomból már ismert) számos
másodrendű jellemzésének [8, 9].

Egy további lehetséges alkalmazási terület a törtfüggvények vizsgálata. Ismert,
hogy törtlineáris függvények, amennyiben gradiens vektoruk egy konvex halmaz
minden pontjában különbözik 0-tól, az adott halmazon pszeudolineárisak, vagyis
egyidejűleg pszeudokonvexek és pszeudokonkávak. Rapcsák Tamásnak [20] a psze-
udolineáris függvényekre vonatkozó vizsgálatai is inspiráltak arra, hogy ennek a
függvényosztálynak az elemzését is végezzem el a kvázi-Hesse-mátrixok seǵıtségé-
vel.

A továbbiakban kétszer folytonosan differenciálható pszeudolineáris függvényt
vizsgálunk az a pontban olyan {B,d} ortonormált bázis seǵıtségével, ahol
OT f(a)d 6= 0, és d sajátvektora O2f(a)-nak λ(d) sajátértékkel. Mivel
QB,df(a) = 0, ezért

BTO2f(a)B = c(d)rrT ,

ahol c(d) = − λ(d)

(Of(a)Td)
2 és r = BTOf(a).

Vezessük be a P = [B d] bázismátrixot. Ekkor, tekintettel a BTd = 0
összefüggésre,

PTO2f(a)P =

[
BTO2f(a)B BTO2f(a)d

dTO2f(a)B dTO2f(a)d

]
=

[
c(d)rrT 0

0T λ(d)

]
.

Ha λ(d) = 0, akkor PTO2f(a)P =

[
0 0

0T 0

]
. Ebben az esetben O2f(a) = 0.

Ha λ(d) 6= 0, és r = BTOf(a) = 0, akkor PTO2f(a)P =

[
0 0

0T λ(d)

]
. Ebben

az esetben O2f(a) rangja egy, és pozit́ıv, vagy negat́ıv szemidefinit attól függően,
hogy λ(d) > 0, vagy λ(d) < 0. Vegyük észre, hogy ebben az esetben Of(a) = δd,
vagyis Of(a) sajátvektora O2f(a)-nak.

Ha λ(d) 6= 0, és r = BTOf(a) 6= 0, akkor PTO2f(a)P rangja kettő, c(d)
és λ(d) különböző előjelű egyszeres sajátértékek. Sylvester inerciatétele szerint
O2f(a) rangja ugyancsak kettő, egy negat́ıv és egy pozit́ıv sajátértékkel rendelke-
zik.
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3.4. Tétel. Legyen a kétszer folytonosan differenciálható f(x) függvény loká-
lisan pszeudolineáris az a pontban, ahol Of(a) 6= 0. Ekkor a O2f(a) Hesse-
mátrixot az alábbi tulajdonságok egyike jellemzi:

(i) rang
(
O2f(a)

)
= 0, azaz O2f(a) = 0,

(ii) rang
(
O2f(a)

)
= 1, O2f(a) (pozit́ıv vagy negat́ıv) szemidefinit, Of(a)

sajátvektora O2f(a)-nak,

(iii) rang
(
O2f(a)

)
= 2, O2f(a) indefinit.

Riccardo Cambini és Laura Carosi [2], majd Rapcsák Tamás [21,22] a

q(x) =
xTCx + cTx + γ

bTx + β

kvadratikus törtfüggvény pszeudolinearitását vizsgálták a K = {x ∈ Rn :
bTx + β > 0

}
nýılt konvex halmazon, ahol C 6= 0 szimmetrikus mátrix. Meg-

mutatták, hogy amennyiben q(x) pszeudolineáris a K nýılt, konvex halmazon,
akkor két eset lehetséges:

(i) rang(C) = 1, és q(x) = ρ
(
bTx + β

)
+

σ

bTx + β
+ τ , ρ, σ, τ ∈ R és

ρσ < 0,

(ii) rang(C) = 2, és f(x) = pTx + π.

Ezt a karakterizációt a 3.4. tétel seǵıtségével egyszerűbben és gyengébb feltéte-
lek mellett is el lehet érni. Törtfüggvények vizsgálatánál azonban komoly technikai
nehézséget okoz a Hesse-mátrix kiszámı́tása. Az alábbi

”
redukciós tétel” némileg

enyh́ıt ezen a problémán.

3.5. Tétel. (15) Legyenek g(x) és h(x) folytonosan differenciálható függvé-
nyek az a ∈ Rn pontban, ahol h(a) > 0 is teljesül. Az

f(x) =
g(x)

h(x)

törtfüggvény akkor és csak akkor lokálisan pszeudolineáris az a pontban, ha a

φ(x) = g(x)− f(a)h(x)

segédfüggvény lokálisan pszeudolineáris a-ban.

A q(x) törtlineáris függvény pszeudolinearitása ezzel a módszerrel könnyebben
vizsgálható. A redukciós tétel szerint ez a vizsgálat

”
átjátszható” a

φ(x) = xTCx+ cTx + γ − f(a)
(
bTx + β

)
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kvadratikus függvény vizsgálatára, melynek Hesse-mátrixa könnyen számı́tható:

O2φ(x) = 2C.

Ezek szerint, ha q(x) lokálisan pszeudolineáris az a ∈ K pontban, ahol
Oq(a) 6= 0, akkor a 3.4. tétel szerint a C mátrix rangja vagy 1, vagy 2. Egy-
szerű lineáris algebrai megfontolások seǵıtségével a Cambini-Carosi-tétel álĺıtása
gyengébb feltételek mellett is érvényes.

3.6. Tétel. [14, 15] Legyen q(x) lokálisan pszeudolineáris az a ∈ K pontban,
ahol Oq(a) 6= 0. Ekkor a C mátrix ragja vagy 1, vagy 2.

(i) Legyen rang(C) = 1. Ha q(x) lokálisan pszeudolineáris egy a-tól külön-
böző â pontban is, ahol Oq(â) 6= 0, és q(â) 6= q(a), akkor

q(x) = ρ
(
bTx + β

)
+

σ

bTx + β
+ τ, ρ, σ, τ ∈ R, és ρσ < 0,

amiből az is következik, hogy q(x) pszeudolineáris a K = {x ∈ Rn :
bTx + β > 0

}
nýılt, konvex halmazon.

(ii) Ha rang(C) = 2, akkor C indefinit, és amennyiben q(x) a K halmaz
legalább 3 különböző pontjában – ahol a gradiensek nem tűnnek el, és
a függvényértékek különbözőek – lokálisan pszeudolineáris, akkor q(x)
lineáris függvény K-n, q(x) = pTx + π.

4. Köszönetnyilváńıtás

Köszönettel tartozom anonim lektoraimnak jobb́ıtó javaslataikért és a gépelési
pontatlanságaimra történő figyelmeztetéseikért.
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(1960), 383–406.

[17] Martos, B.: Nonlinear Programming: Theory and Methods, North Holland, Amsterdam,
1975.

[18] von Neumann: Zur Theorie der Gesellschaftsspiele, Mathematische Annalen 100 (1928),
295–320.

[19] Rapcsák, T.: Az optimalitás másodrendű feltételeiről, Alkalmazott Matematikai Lapok 4
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ON QUASI-HESSE MATRICES

Sándor Komlósi

It is well known that for optimization problems, the convexity/concavity of the problem func-
tions plays crucial role in characterizing and finding optimal solutions. Moreover the convexi-
ty/concavity of a given twice differentiable function can be tested by the positive/negative semi-
definiteness of its second derivative (which, in the several variable cases, is called the Hessian
matrix). Since the second half of the last century there have been devoted many ef-forts to find
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suitable generalizations for the convexity/concavity property. The present paper reviews some
former results obtained by the author on the second order characterization of pseudoconvex and
pseudolinear functions by the help of the quasi-Hessian matrix.
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