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A KVAZI-HESSE-MATRIX

KOMLOSI SANDOR!

Optimumszamitédssal foglalkozék koérében jél ismertek minimum felada-
tok esetén a konvex modellek elényos tulajdonsagai. A tobbvaltozos fliggvé-
nyek klasszikus elméletébdl jol ismert, hogy kétszer differencidlhaté fliggvé-
nyek konvexitdsa egyenértékii a masodik derivaltjuk, a Hesse-matrixuk po-
zitiv szemidefinitdsdval. A mult szdzad méasodik felében komoly érdeklédés
mutatkozott a konvexitas fiiggvénytulajdonsdg lehetséges és célszeri alta-
lanositasait illetéen. Ezek koziil ebben a tanulményban a pszeudokonvex
figgvények masodrendi jellemzését ismertetem a kvazi-Hesse-matrix segit-
ségével, nevezetesen azt, hogy a pszeudokonvexitdst a kvazi-Hesse-matrix
pozitiv szemidefinitdsa jellemzi. Alkalmazdsként megmutatom, hogyan le-
het a kapott eredményeket tortfiiggvények pszeudolinearitdsanak vizsgalata-
ra felhasznalni.

1. Bevezetés

A XXXII. Magyar Operaciékutatasi Konferencian valt publikussd a Magyar
Operécidkutatasi Tarsasag (MOT) Elnokségének 2016-os dontése, hogy az Eger-
vary Jeno emlékplakettel abban az évben az én szakmai-kozéleti tevékenységemet
jutalmazzak. Mint a MOT egyik alapité tagjanak, egykori vezetségi tagjanak,
elnckének jél esett az elismerés.

Az elismerés az embert dnvizsgalatra is készteti. Vajon mivel érdemeltem ki ezt
a megtiszteltetést, és kik segitettek abban, hogy sikeres legyek? Annak ellenére,
hogy sokat tanultam szegedi professzoraimtol, a segitség Martos Bélatol jott, akit
sokdig nem is ismertem személyesen. A nemlinedris programozdsrdl irt konyve [17],

1 Komldsi Sdndor tudomdnyos eredményei kiemelkeddek, szakmai kézéleti hatdsa jelentds,
tevékenysége jelentdsen hozzdjdrult az operdcidkutatds fejlédéséhez mind hazai, mind nemzetkozi
szinten. (Eletmjza a cikke végén olvashatd - a szerk. megj.) A fent ismertetettek miatt dgy
dontottink, hogy az Egervdry Jend emlékplakett 2016-o0s dijazottja Komldsi Sdndor.

A Magyar Operaciokutatasi Tarsasag Elnoksége
Esztergom, 2016. december 14.
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amely a maga koraban vildgszerte az egyik alapmiinek szamitott, adott szimomra
ttmutatast, hogy merre érdemes tajékozdédnom.

Ez a dolgozat az Alkalmazott Matematikai Lapok SzerkesztObizottsaganak fel-
kérésére késziilt, hagyomanyteremtés céljabél. Nem tartalmaz 1j eredményeket,
munkdéssagom egy szeletét probalja bemutatni. Azt a szeletet, melyet alapvetéen
Martos Béla gondolatai inspirdltak.

2. Egy elnagyolt palyakép

Programtervez6 matematikusként diplomaztam Szegeden 1972-ben, de mivel
érdeklédésem mar hallgaté koromban a funkciondlanalizis felé fordult, ezért fel-
mentést kaptam a ,program-tervezés” alél. 1972 és 1976 kozott a JATE Bolyai
Intézetében Szokefalvi-Nagy Béla tanarsegédeként kezdtem oktatdi és tudomé-
nyos palyafutasomat. Egyetemi doktori disszertaciémat a Von-Neumann-algebrak
elméletébdl irtam, melyet 1978-ban summa cum laude minGsitéssel meg is véd-
tem. Disszertaciéom irdsa kozben azonban egyre er6sodott bennem a kétely, hogy
a Szokefalvi-Nagy Béla altal vezetett vilaghirti Funkcionalanalizis Iskola szakmai
szinvonaldnak meg tudok-e majd hosszitavon is felelni. Végiil is a tavozas mellett
dontottem. Ebben az is segitett, hogy komoly hivast kaptam a Pécsi Tudomany-
egyetem éppen azokban az években formalédé Kozgazdasdgtudomanyi Kardra.
1976 6ta — ma mar csak emeritusként — ennek a karnak a munkatdrsa vagyok.

A megvaltozott koriilmények és a megvaltozott feladatok hatdrozott szakmai
irdnyvaltast is eredményeztek. A nemlinedris programozas felé fordult az érdekls-
désem. Az optimalizalds elmélettel foglalkozdk szaméra jol ismert, hogy a nemli-
nearis programozas alapproblémaéja a kovetkezo:

f(x) = min
feltéve, hogy (NLP)
gi(x)§07 i=1,...,m

ahol f(x) és g;(x) n-valtozos differencidlhato figgvények. A klasszikus analizisb8l
ismert, hogy amennyiben a feltételi fliiggvények konvexek, akkor a feltételi hal-
maz zart és konvex halmaz, ha rdadasul a célfiiggvény is konvex, akkor a lokdlis
optimalitds sziikséges feltételei a globdlis optimalitds elégséges feltételei.

A 1I. vildghaboru utdn er6sodtek fel azok a kutatdsok, melyek azt igyekeztek
kideriteni, hogy vannak-e olyan, a konvex fiiggvényeknél altalanosabb fiiggvényosz-
talyok, melyekkel az (NLP) feladat a konvex esettel megegyez6 j6 tulajdonsagokkal
rendelkezik. A kezdetekrdl részletes torténeti attekintést ad Angelo Guerraggio és
Elena Molh¢ cikke [1], melyben kiilén fejezetben elemzik Neumann Jénos hozzé-
jarulasat az adott témakorhoz. A cikkbdl megtudhatd, hogy a matematikai iroda-
lomban a kvézikonvexitds/kvazikonkavitas fiiggvénytulajdonsdg Neumann Jénos-
nél jelenik meg elészor [18]. Nem, mint definici, hanem a méatrixjatékok egzisz-
tencia tételének bizonyitasanal, mint egy technikai feltétel. Ezekbe a kutatdsokba
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— melyeket alapvetéen kozgazdasigi alkalmazasok inspirdltak — kapcsolodott be
Martos Béla is és vivott ki eredményeivel nemzetkozi elismerést.

Szerencsémre az ismerkedést a nemlinedris programozassal Martos Béla kivélé
konyve alapjan kezdtem, és ami azonnal komoly érdekl6dést ébresztett bennem,
azok az altalanositott konvexitassal foglalkozo fejezetek voltak. Ezen a teriileten
sikeriilt szakmai sikereket elérnem. Erdekl6désem két részteriilet kiré Osszponto-
sult.

Az egyik azt a kérdéskort vizsgalta, hogyan lehet nemdifferencidlhaté fiiggvé-
nyekre célszertien kiterjeszteni a differencialhaté fiiggvényekre értelmezett pszeu-
dokonvexitas fogalmat. Komoly 0sztonzést jelentett szamomra, hogy a Mathemati-
cal Programming folyéirat lekozolte elsé prébélkozdsomat [7]. Ebben a cikkemben
a gradiens vektor és az irdnymenti derivéalt szerepét a Dini-derivaltak vették at.
A Dini-derivaltak optimalizalaselméletben valé alkalmazasérdl Giorgio Giorgi olasz
professzorral tobb cikket is irtunk [3,4,5]. Kés6bb tovabbi dltaldnositott derivdltak
szerepét is vizsgaltam a nemdifferencidlhaté optimalizalas kiilonb6z6 témakorei-
ben, mely eredményeket a Handbook on Generalized Convexity and Generalized
Monotonicity [6] 10. fejezetében 6ssze is foglaltam [13].

A miésik, szdmomra érdekesnek igérkezd teriilet, a differencidlhaté pszeudo-
konvex fiiggvények lokélis analizisének kimunkdlasa volt. Ebben a cikkben az ezen
a teriileten elért eredményeimrol adok egy rovid attekintést. Erdeklédésemet a
téma irdnt Martos Béla konyve [17] keltette fel, de megerésitést kaptam Rapcsdk
Taméstol is [19], aki mas mdédszerekkel ugyan, de hasonlé problémékat is vizsgalt.

Tudomaényos palyam alakuldsat szamos kiilsé tényezd is tamogatta. Mar a
kezdetektdl fogva rendszeres résztvevije voltam az MTA SZTAKI-ban Rapcsdk
Tamaés altal vezetett operacidkutatési és dontéstudomanyi szemindriumnak, mely
abban az id6ben az operacidkutatassal foglalkozé kollégik egyik jelentés szakmai
,»gylujtohelye” is volt. Ennek a szemindriumnak egyik fontos mellékterméke lett
a Magyar Operacidkutatasi Tarsasdg megalapitasa 1991-ben. Egy cikluson at
(2000-2002) a térsasig elnokeként is tevékenykedtem.

Szédmomra meghatdrozd jelent6ségli volt az OTKA megjelenése a tudoményta-
mogatasi palettan. Mar az els¢ alkalommal, 1986-ban — annak dacara, hogy egyéni
palyazdé voltam — kaptam annyi tamogatast, melynek segitségével lehet6vé valt sza-
momra jelentds nemzetkozi konferencidkon vald részvétel. Az OTKA tdmogatasa
tovabbi 3 tAmogatott palydzat révén biztositotta szimomra késébb is a nemzetkozi
jelenlétet.

Palyam alakuldsa szempontjabdl kiilonos jelentosége volt az 1990 augusztusa-
ban, Bécsben rendezett Nemzetkozi Operdciékutatasi Konferencidnak, ahol szemé-
lyesen is megismerkedhettem Siegfried Schaible akkor éppen Kanadaban é16 német
professzorral. Vele kordbban mar intenziv levelezésben voltam, nagy tisztel6je volt
Martos Bélanak, és hihetetlen energiaval prébalta létrehozni az dltalanositott kon-
vexitassal valamilyen szinten foglalkozo kollégak szakmai kozosségét. Oroszlan-
része volt harom nemzetkozi konferencia létrejottében és megszervezésében (1980.
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Vancouver/Kanada, 1986. Canton/USA, 1988. Pisa). Bécsi taldlkozasunk alkal-
maval széba hozta, hogy jé lenne folytatni, és 3-4 éves gyakorisdggal rendszeressé
tenni a mar megkezdett nemzetkozi konferencidkat. Az egyetlen gond, ,,panasz-
kodott”, hogy nincs jelentkezo a kovetkezd taldlkozd megszervezésére. Gondol-
tam egy merészet és nagyot, és elvédllaltam a IVth International Symposium on
Generalized Convexity konferencia megszervezését, mely 1992 augusztusdban Vo-
r6s Jézsef kollégam, bardtom, a kar akkori dékédnja hathatds tamogatésaval tobb
mint 70 {6 részvételével meg is valésult Pécsett, a Pécsi Tudomanyegyetem Koz-
gazdasdgtudomanyi Kardn. Ezen a konferencian Martos Béla is jelen volt, mint
a konferencia diszvendége. A konferencia kotetét a Springer Verlag adta ki 1994-
ben [11]. A pécsi konferencia sikere nagyban hozzdjérult ahhoz, hogy 1994-ben a
15th International Symposium on Mathematical Programming konferencidn (Ann
Arbor/USA) a jelenlevé kollégdkkal megalakitottuk a Working Group on Genera-
lized Convezity szakmai kozosséget, melynek 1997 és 2000 kozott elndke is voltam.
Ennek az idoszaknak talan a legjelentGsebb eredménye az volt, hogy sikeriilt egy
szinvonalas kézikonyvet [6] Osszedllitanunk és egy rangos kiadéval megjelentetni.
A térsasdgnak jelenleg 52 orszaghdl 455 regisztralt tagja van. A konferencidk rend-
szeressé valtak, és kiilon orom, hogy 2011-ben Kolozsvér, az idén pedig (2017-ben)
Debrecen/Hajdiszoboszlé adott otthont az éppen esedékes szakmai taldlkozdknak.

Visszatekintve palydmon, szivesen emlékezem meg a XXIII. Magyar Opera-
ciékutatasi Konferenciarél, melynek megrendezését a BJIMT felkérésére magamra
vallaltam és melyre 1997 oktéberében keriilt sor a Pécsi Tudomanyegyetem Ter-
mészettudomanyi Karan. A konferencidan megemlékeztiink a 150 évvel korabban
sziiletett Farkas Gyularél. A konferencia kiadvanykdotete , Uj utak a magyar operd-
ciokutatdisban, In memoriam Farkas Gyula” cimmel 1999-ben jelent meg a Dialdg
Campus Kiadé gondozdsdban [12].

3. Tobbvaltozos differencialhaté fiiggvények altalanos konvexitasanak
lokalis jellemzése a kvazi-Hesse-matrix segitségével

A konvexitas szamos altalanositasa koziil, csak kettot emlitek.

3.1. Definicio.

(i) A g(x) (nem feltétleniil differencidlhatd) fiiggvényt kviazikonvexnek ne-
vezzitkk a K C R™ konvex halmazon, ha barmely ¢ € R esetén az
{x € K : g(x) < ¢} alsé nivéhalmaz konvex.

(ii) A differencidlhaté f(x) fiiggvényt pszeudokonveznek nevezziik a K
konvex halmazon, ha barmely x;,x2 € K esetén teljesiil az alabbi
implikacié

f(Xl) < f(Xg) = vf(XQ)T(Xl — XQ) < 0. (PCX)
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Megjegyzés. A differencidlhaté fliggvények esetén a kvazikonvexitds definiciéja
ekvivalens a kovetkezdvel: barmely x1,x2 € K esetén teljesiil az alabbi implikacié

f(Xl) < f(XQ) = Vf(Xz)T(Xl — XQ) <0. (QCX)
Réadésul barmely x;1,x2 € K esetén a (PCX) = (QCX) implikdcié is teljesiil.
Martos Béla [16, 17] tobb érdekes eredményt e fogalmak pontbeli véltozataival
bizonyitott.

3.2. Definicié. (Martos): A differencidlhaté f(x) fliggvényt lokdlisan kvdzi-
konvexnek / lokdlisan pszeudokonvexnek nevezziik az a € K pontban a K konvex
halmazra nézve, ha barmely x € K esetén teljesiil a (QCXa)/(PCXa) implikacié:

f(x) < f(a) = vf(a)'(x —a) <0. (QCXa)

f(x) < fla) = vf(a)'(x—a) <
f(x) < fla) = vf(a)'(x—a)

Martos Béla a ,lokalis” jelzOt nem a matematikai analizisben megszokott érte-
lemben hasznélja. Az altala is haszndlt fogalmak (a lokalis jelz§ ellenére) az adott
fiilggvénynek nem csupdn lokélis (az adott pont kozelében vald) viselkedését feje-
zik ki. A matematikai analizisben nem csak egy pontot régzitiink, hanem annak
egy kornyezetét is. Els¢ probalkozasaim egyike volt a matematikai analizis meg-
kozelitésmodjat alkalmazni kvazikonvex, pszeudokonvex fiiggvények jellemzésére
8]

(PCXa)

3.8. Definicié. (Komlési): A differencidlhatéd f(x) figgvényt lokdlisan kvdzi-
konvexnek/ lokdlisan pszeudokonveznek nevezziik az a € K pontban a K konvex
halmazra nézve, ha van az a pontnak olyan G kornyezete, hogy barmely x € KNG
esetén teljesiil az (LQCXa)/ (LPCXa) implikdcid:

F(x) < f(a) = Vf(a)" (x —a) < 0. (LQCXa)

fx) < f(a) = Vf(a)T(xfa) <0.
f(x) < f(a) = vf(a)'(x —a) <0.

A definiciékbdl latszik, hogy lokélisan pszeudokonvex fiiggvény lokalisan kvéazi-
konvex is. Bizonyithatd, hogy amennyiben V f(a) # 0, akkor az a pontbeli lokalis
kvazikonvexitas ekvivalens a lokalis pszeudokonvexitédssal.

Amint az varhaté, igaz a kovetkezd tétel.

(LPCXa)

3.1. TETEL. (8, 2.4. tétel) A K C R™ konvex, nyilt halmazon differencidlhaté
f(x) fiiggvény akkor és csak akkor pszeudokonvex K-n, ha a K halmaz barmely
pontjaban lokadlisan pszeudokonvex K-ra nézve.
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Erdekes médon lokélis kvazikonvexités és kvazikonvexités kozétt nem all fenn
hasonlé kapcsolat. Az f(x) = —x? fiiggvény R minden pontjaban lokélisan kvaz-
ikonvex, de f(x) nem kvazikonvex R-en. Ezért a tovabbiakban csak a pszeudo-
konvex esettel fogok foglalkozni.

El6szor is az (LPCXa) tulajdonsigot egy egyszeriibbel helyettesitjiik.

3.2. TETEL. Ha Vf(a) # 0, akkor az (LPCXa) feltétel ekvivalens az aldbbi
»Szintvonal-feltétellel”. Barmely x € K N G esetén

F(x) = fla) = 7 f(a)"(x — a) <0. (LSCa)

3.1. KOVETKEZMENY. A differencidlhaté f(x) fiiggvény akkor és csak akkor
lokalisan pszeudokonvex az a € K pontban a K konvex halmazra nézve, ahol
vf(a) # 0, ha van az a pontnak olyan G kérnyezete, hogy barmely x € K NG
esetén teljesiil az (LSCa) implikdcid.

A tovébbiakban f(x) lokélis pszeudokonvexitdsat olyan a € K pontban vizs-
géljuk, ahol Vf(a) # 0. Az f(x) = f(a) szintvonalat az implicitfiiggvény tétel
([23], 6. fejezet, 3. tétel) segitségével vizsgdljuk. Hogy ezt megtehessiik, feltessziik,
hogy f(x) folytonosan differencidlhaté.

Legyen {bi,ba,...,b,_1,d} egy olyan ortonormélt bdzis R™-ben, melyre
vf(a)Td # 0. Jelslje B a b; oszlopvektorok méatrixat, azaz legyen

B=1lb; by ... by

Legyenek u € R"~1 és v € R az x € R"™ vektor koordinatdi a {B,d} bazisban,
azaz legyen
x = Bu+vd.

A tovabbiakban x-et (u,v)-vel azonositjuk. Tekintsikk most az f(x) = f(a)
egyenletet az f(u,v) = f(a) alakban, ahol a = (ug,vg). Az implicitfiiggvény tétel
szerint van a-nak olyan G és van ug-nak olyan IV kdrnyezete és van egyetlen olyan
N-en értelmezett és ott folytonosan differencidlhaté h(u) fiiggvény, hogy

(i) minden u € N-re (u,h(u)) € G, és f(u,h(u)) = f(a),
(ii) minden x € G-re Vf(x)Td # 0, és ha f(x) = f(a), akkor van olyan
u € N, hogy x = (u, h(u)).
Ha f(x) kétszer folytonosan differencidlhatd, akkor h(u) is kétszer folytonosan
differencialhato.
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3.4. Definicio.
(i) A H(u) = (=vf(a)Td) h(u), u € N fiiggvényt az f(x) = f(a) szint-
vonal a pontbeli korrigdlt implicitfiigguényének nevezziik.

(i) A H(u) figgvényt lokdlisan konvexnek nevezzilk az uy pontban, ha
barmely u € N esetén

H(u) > H(ug) + VH(ug)” (u —up). (LCX)

A korrigalt implicitfiiggvény szerepe és haszna a kovetkezo tételbdl deriil ki
([8], 3.2., 3.6. és 3.8. tételek).

3.3. TETEL.

(i) A folytonosan differencidlhaté f(x) fiiggvény akkor és csak akkor lokd-
lisan pszeudokonvex az a = (ug,vg) pontban, ha a H(u) korrigdlt
implicitfiiggvény lokalisan konvex az uy pontban.

(ii) Ha f(x) kétszer folytonosan differencidlhatd és lokélisan pszeudokon-
vex az a = (ug,vo) pontban, akkor a V2H(ug) Hesse-matrix pozitiv
szemidefinit.

(iii) Ha f(x) kétszer folytonosan differencidlhaté az a = (ug,v9) pont-
ban, és a V2H (ug) Hesse-matrix pozitiv definit, akkor f(x) lokélisan
pszeudokonvex a-ban.

Az f(u,h(u)) = f(a), u € N fiiggvényegyenletbdl nyerhetjiikk a kovetkezd
Osszefiiggéseket:

VH(u) = BTV f(x),

vZH(u) = BT |v2f(x) — m (Vf(x)d" v f(x) + V2 f(x)dV f(x)") +
d’v?f(x)d X o7
7(Vf(x)Td)2 VI(x)Vf(x)" | B,

ahol u € N, és x = (u, h(u)).

3.5. Definicié. A V?H (ug) Hesse-métrixot a kétszer folytonosan differencial-
haté f(x) figgvény a pontbeli kvdzi- Hesse-mdtrizdnak nevezziik. Jelolje a tovabbi-
akban Qp af(a) a V2H (ug) métrixot.

Az elmondottakbdl nyilvédnvald, hogy f(x) a pontbeli kvézi-Hesse-mdtrixa nem
egyértelmii. Kiilonbsz6 bazisokhoz és azon beliil is azok kiilonb6z6 { B, d} partici-
onalasukhoz kiilonb6z6 kvéazi-Hesse-méatrixok tartoznak. Bizonyithatd, hogy ezek
a kvazi-Hesse-matrixok hasonléak. Mindegyiknek ugyanaz a sajatérték rendszere,
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kévetkezésképpen valamennyi Qg 4 f(a) kvézi-Hesse-métrix ugyanabba a definité-
si osztalyba tartozik.

A kvéazi-Hesse-matrixok kozott vannak egyszeriibb szerkezetiiek is. Ha a d
vektor torténetesen sajatvektora a V2 f(a) Hesse-matrixnak, akkor BTd = 0, és
emiatt
d’v2f(a)d
(Vf(a)Td)*

Alkalmasan vélasztott QQp af(a) kvézi-Hesse-métrix segitségével sikeriilt egy-
séges targyaldsat adnom a pszeudokonvexitds (az irodalombdl mér ismert) szdmos
mésodrendi jellemzésének [8, 9].

Egy tovabbi lehetséges alkalmazési teriilet a tortfliggvények vizsgalata. Ismert,
hogy tortlinedris fiiggvények, amennyiben gradiens vektoruk egy konvex halmaz
minden pontjaban kiillonbozik 0-tdl, az adott halmazon pszeudolinedrisak, vagyis
egyidejiileg pszeudokonvexek és pszeudokonkdvak. Rapcsik Tamésnak [20] a psze-
udolinedris fiiggvényekre vonatkozd vizsgalatai is inspiraltak arra, hogy ennek a
fliggvényosztalynak az elemzését is végezzem el a kvazi-Hesse-métrixok segitségé-
vel.

A tovabbiakban kétszer folytonosan differencidlhaté pszeudolinedris fiiggvényt
vizsgdlunk az a pontban olyan {B,d} ortonormélt bézis segitségével, ahol
vIif(a)d # 0, és d sajatvektora V2f(a)-nak A(d) sajatértékkel. — Mivel
Qp,af(a) =0, ezért

Qpaf(a) =BT |v%f(a) + vf(a)vf(a)'| B.

BY'v2f(a)B = c(d)rr”,
A(d)
(Vf(a)7d)’
Vezessilk be a P = [B d] bdzismétrixot. Ekkor, tekintettel a BTd = 0
Osszefiiggésre,

ahol ¢(d) = — ést = BTvf(a).

T 2 _|BTv2f(a)B BTvif(a)d| |c(d)rr? 0
PrV@P = r o2 a)p dTVQf(a)d] - [ 0T Ad)
Ha A(d) = 0, akkor PTv2f(a)P = OOT g . Ebben az esetben v2f(a) = 0.

0 0
o7 \(d)
az esetben V2 f(a) rangja egy, és pozitiv, vagy negativ szemidefinit attdl fiiggéen,
hogy A(d) > 0, vagy A(d) < 0. Vegyiik észre, hogy ebben az esetben V f(a) = dd,
vagyis V f(a) sajatvektora V2 f(a)-nak.

Ha A(d) # 0, és r = BTvf(a) # 0, akkor PTv?f(a)P rangja kettd, c(d)
és A(d) kiilonbozé eléjell egyszeres sajatértékek. Sylvester inerciatétele szerint

V2 f(a) rangja ugyancsak kettd, egy negativ és egy pozitiv sajatértékkel rendelke-
zik.

Ha A(d) # 0, ésr = BTv f(a) = 0, akkor PTv2f(a)P = l . Ebben
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3.4. TETEL. Legyen a kétszer folytonosan differencidlhaté f(x) fiiggvény loka-
lisan pszeudolinedris az a pontban, ahol Vf(a) # 0. FEkkor a v2f(a) Hesse-
matrixot az alabbi tulajdonsagok egyike jellemzi:

(i) rang(v2f(a)) =0, azaz v2f(a) =0,

(i) rang(V2f(a)) =1, V2f(a) (pozitiv vagy negativ) szemidefinit, V f(a)
sajatvektora V2 f(a)-nak,

(iii) rang (v2f(a)) =2, v2f(a) indefinit.

Riccardo Cambini és Laura Carosi [2], majd Rapcsdk Tamds [21,22] a

(%) xTCx +cTx+ 7

X) =

¢ bTx + 3

kvadratikus tortfiiggvény pszeudolinearitdsét vizsgdltdk a K = {x€ R™:

b'x + 3> O} nyilt konvex halmazon, ahol C' # 0 szimmetrikus matrix. Meg-
mutattak, hogy amennyiben ¢(x) pszeudolinedris a K nyilt, konvex halmazon,
akkor két eset lehetséges:

(i) rang(C) =1, és q(x) = p (b"x+ ) +
po <0,
(i) rang(C) =2, és f(x) =plx+m.

g ’
m‘i’T, p, 0, T € Rés

Ezt a karakterizaciot a 3.4. tétel segitségével egyszeriibben és gyengébb feltéte-
lek mellett is el lehet érni. Tortfiiggvények vizsgalatanal azonban komoly technikai
nehézséget okoz a Hesse-matrix kiszamitasa. Az aldbbi ,redukcids tétel” némileg
enyhit ezen a probléman.

3.5. TETEL. (15) Legyenek g(x) és h(x) folytonosan differencialhaté fiiggvé-
nyek az a € R™ pontban, ahol h(a) > 0 is teljesiil. Az

tortfiiggvény akkor és csak akkor lokalisan pszeudolinedris az a pontban, ha a
P(x) = g(x) — f(a)h(x)
segédfiiggvény lokalisan pszeudolinearis a-ban.

A g(z) tortlinedris fiiggvény pszeudolinearitdsa ezzel a médszerrel konnyebben
vizsgalhaté. A redukcids tétel szerint ez a vizsgalat ,,atjatszhatd” a

¢(x) =x"Cz+c'x+~— f(a) (b'x+B)
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kvadratikus fliggvény vizsgalatara, melynek Hesse-méatrixa konnyen szamithatoé:

v2p(x) = 2C.

Ezek szerint, ha ¢(x) lokdlisan pszeudolinedris az a € K pontban, ahol

Vq(a) # 0, akkor a 3.4. tétel szerint a C' matrix rangja vagy 1, vagy 2. Egy-
szerli linedris algebrai megfontolasok segitségével a Cambini-Carosi-tétel allitasa
gyengébb feltételek mellett is érvényes.

3.6. TETEL. [14, 15] Legyen q(x) Iok&lisan pszeudolinedris az a € K pontban,

ahol Vq(a) # 0. Ekkor a C' mdtrix ragja vagy 1, vagy 2.

(i)

(ii)

Legyen rang(C') = 1. Ha q(x) lokdlisan pszeudolinedris egy a-tdl kiilon-
boz8 & pontban is, ahol Vq(a) # 0, és q(a) # q(a), akkor

q(x) = p (b"x+ B) + 7, p, o, TER, éspo <0,

? 4
bTx + 8
amibdl az is kévetkezik, hogy q(x) pszeudolinedris a K = {x € R™ :
bix + 3> O} nyilt, konvex halmazon.

Ha rang(C) = 2, akkor C indefinit, és amennyiben ¢(x) a K halmaz
legalabb 3 kiilénb6z6 pontjaban — ahol a gradiensek nem tiinnek el, és
a fiiggvényértékek kiilénbozbek — lokdlisan pszeudolinedris, akkor q(x)
linedris fiiggvény K-n, q¢(x) = p'x + 7.

4. Ko6szonetnyilvanitas

Koszonettel tartozom anonim lektoraimnak jobbité javaslataikért és a gépelési

pontatlansdgaimra torténé figyelmeztetéseikért.
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ON QUASI-HESSE MATRICES

SANDOR KoMLOsI

It is well known that for optimization problems, the convexity/concavity of the problem func-
tions plays crucial role in characterizing and finding optimal solutions. Moreover the convexi-
ty/concavity of a given twice differentiable function can be tested by the positive/negative semi-
definiteness of its second derivative (which, in the several variable cases, is called the Hessian
matrix). Since the second half of the last century there have been devoted many ef-forts to find
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suitable generalizations for the convexity/concavity property. The present paper reviews some
former results obtained by the author on the second order characterization of pseudoconvex and
pseudolinear functions by the help of the quasi-Hessian matrix.
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