Részletes szakmai beszamolo
a T43159 OTKA-palyazathoz

1. Altalénosségok

Az OTKA-pélyézat keretében elvégzett kutatdsaink targyat az alacsony (t6bbnyire
két) téridé-dimenzidban definidlt kvantumtérelméletek és az ezek dltal inspirdlt mate-
matikai problémék képezték. Az alacsony dimenziés kvantumtérelméletek a direkt hur-
elméleti, konform térelméleti és szilardtestfizikai alkalmazasokon tul a valdédi 4 térido-
dimenzids vilag elméleti laboratériumaként is szolgalnak. Az itt elérheto egzakt modsze-
rekbél kapott eredmények Osszevethetéek a (magasabb dimenzidkban is hasznalt) kozelité-
sekbdl, numerikus avagy konvencionalis perturbativ térelméleti médszerekbdl kapottakkal.
Kutatasainkban mind a direkt, mind a tesztelméletként torténd alkalmazas is el6fordult.
Az utdbbira példa a véges méret effektusok integralhaté modellekben valé egzakt tanul-
manyozhatosiga, hadron struktiura-fliggvények két dimenziés aszimptotikus elméletekbeli
analogonjanak egzakt szamithatésaga, avagy a kvantumkromodinamikit modellezé két-
dimenziés o-modelleknek a racs-térelméleteken keresztiili kontinuum limeszként valé eld-
allitasanak kvantitativ vizsgalhatésaga. Az itt talalt, a konvergencia tulajdonsagaira vagy
a véges méret effektusokra vonatkozd eredmények a racson definidlt kvantumkromodina-
mikabeli Monte Carlo (MC) jéslatok viselkedéséhez, kontinuum-limeszbeli érvényességéhez
nyujthatnak tdmpontokat.

De az alacsony dimenzids modellek tanulméanyozasa szamos olyan matematikai struk-
tura, probléma kezelését, megértését és megoldasat igényli, amelyek magasabb dimenzi-
6ban is folbukkanak. Ilyenek példaul a nem-ekvivalens kvantaldsok lehetdségének meg-
jelenése integralhaté egydimenzids sokrészecske-rendszerekben, avagy kvantumspinlancok
tiszta allapotainak (azaz a modell téralgebrdja vagy megfigyelhet6 algebraja irreducibilis
abrazoldsainak) jellemzése, osztélyokba soroldsa lokalis sszefonédottsdguk (Neumann-
entropia) vagy fazisekvivalencidjuk alapjan.

Vannak olyan tulajdonsagok is, amelyek kizarélag az alacsony dimenziés kvantumtér-
elméletek jellemz6i. Ilyen a részecskék anomalis statisztikdja, az in. fonatstatisztika, vagy
a kvantumszimmetria, amely csupan fedénév arra a nehezen emésztheto tényre, hogy a
csoportok mint matematikai struktiurak elégtelenek az alacsony dimenziés modellek belso
szimmetridinak, azaz a szuperszelekcids szimmetridknak a lefrasara. A kvantumszimmet-
ria mélyebb megértésének vagya elvezetett minket a gyenge Hopf-algebrak, bialgebroidok
és Hopf-algebroidok matematikai szerkezetének tanulményozasdhoz. Ezek az 0sszefoglalo
néven kvantumgrupoidnak elnevezett strukturdk ugy tekinthetok, mint nem-kommutativ
béazisgytlri folott értelmezett bialgebrak, illetve Hopf-algebrak. Mivel a szuperszelekcids
szimmetria a megfigyelheto algebra téralgebrava boévitését jellemszi, a testbovitések jellem-
zésére szolgald Galois elmélet adltaldnositasai, a Hopf-Galois algebra-kiterjesztések, szintén
a kvantumszimmetria megértéséhez vezeté it matematikai alloméasai.

Miel6tt a tudoményos eredmények részletes ismertetésére ratérnénk, megemlitjiik,
hogy 2003. szeptemberében csatlakozott kutatasainkhoz doktoranduszként Balint Imre,
akinek Szlachanyi Kornél a témavezetdje. 2004-ben Heged{is Arpéd Ph.D. fokozatot szer-
zett, témavezetGje Balog Jénos, dolgozatanak cime ”Véges méret effektusok vizsgalata
kétdimenziés integralhato kvantumtérelméletekben termodinamikai Bethe ansatz techni-
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kéval” volt. Zimboras Zoltan, Vecsernyés Péter témavezetésével, 2007-ben tervezi Ph.D.
fokozatanak megszerzését.

2. Konkrétumok

Az elvégzett kutatdsok a kutatasi tervnek megfeleléen négy f6 témakorbe csopor-
tosithatéak. (A hivatkozdsok szdmozasa a megadott kozlemények sorrendjének felel meg.)

2.1 o-modellek és egyéb integralhaté modellek

Véges térfogatbeli energiaspektrum szamitdsa termodinamikai Bethe ansatz (TBA) maod-
szerrel [12,13,27] és nemlinedris integralegyenlet (NLIE) technikdval [8,20,21]

Kétdimenzios integralhaté térelméleti modellekben TBA integralegyenleteket allitot-
tunk fel, melyekbdl a gerjesztett allapotok véges térfogati energidja, ezen beliil a fizikailag
legérdekesebb eset, az egyrészecske-tomeg térfogatfiiggése egzaktul kiszamithato. Eldszor
a sine-Gordon modell esetére dolgoztuk ki a TBA egyenleteket, mert itt mar korabban
(a Destri-deVega egyenletek révén) ismert volt a véges térfogati spektrum, amelyet a
TBA egyenleteink reprodukéltak. Ezutan az O(N) nemlineédris o-modellek (el6szér N=3,4
esetén, majd altaldnos paros N esetére) véges térfogati tomegét megadé TBA egyenleteket
adtuk meg.

Az NLIE technika keretében a vizsgalt integralhaté modell véges térfogati spektrumat
egy néhany komponensdl allo, nemlinedris integralegyenlet-rendszer megoldasainak segit-
ségével fejezziik ki. Ez a moddszer ekvivalens a termodinamikai Bethe ansatz technikéaval,
azonban a véges méret problémanak egy egyszeriibben kezelhetd, kompaktabb megoldasat
adja. A néhany komponensbdl &llé6 nemlinearis integrélegyenlet-rendszer alakja model-
lenként valtozik. Felirdsuk szempontjabdl a modell alapallapotat leiré egyenletek meg-
taldldsa az alapvetd, ugyanis a gerjesztett allapotokra vonatkozé egyenleteket az alapalla-
poti egyenletekhez adott, specialis alaki forrastagok segitségével megkaphatjuk. Mivel a
Fateev altal megadott kétparaméteres integralhatd modellcsalad, az in. SS-modellcsalad,
szamos fontos integralhatdo modellt alesetként tartalmaz, ezért el6szor az SS-modellek és
redukcioik alapallapotat leiré kétkomponensii egyenlet-rendszert irtuk fel és vizsgéltuk.
Majd a TBA egyenletek végtelen rendszere helyett kétkomponensti egyenletrendszert java-
soltunk az O(3) és O(4) nemlinedris o-modellek alapéllapoti és egyrészecske-energidinak
a kiszamitasdra. Ezen egyenletek helyességét numerikus megoldasuk és az ultraibolya
limeszben vett 3-hurok rendi perturbéaciészamitas eredményinek osszehasonlitasaval elle-
noriztik.

Rdcseffektusok, kontinuum limesz O(N) o-modellekben [1,14,42] és az N = 1 szuperszim-
metrikus sine-Gordon modellben [44]

A kétdimenziés O(N), N > 3 o-modellek mint aszimptotikusan szabad elméletek
a kvantumkromodinamika egyszeriisitett modelljeinek tekintheték. FEzért tehat érdekes
a o-modellt mint kontinuum limeszt el6allité racsmodelleknek a limesz-elmélettdl vald
eltérésének analitikus mddszerekkel torténé vizsgalata, amelynek eredményét a racs MC
szamitasok kontinuum extrapolacidjandl felhasznalhatunk. Az analitikus jéslatok szerint
az N = 2 modell esetén, melyet a nem aszimptotikusan szabad XY -racsmodellekkel
kozelitiink, a racs korrekcidk csak igen lassan, a racsdlland6 logaritmusanak minusz ma-
sodik hatvénya szerint tiinnek el, mig magasabb N-ek esetén (multiplikativ logaritmikus
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korrekcidk erejéig) a racsdllandé négyzete szerint. Numerikus eredményeink mindkét eset-
ben igazoljak ezeket az elméleti joslatokat.

Az N = 1 szuperszimmetrikus sine-Gordon modell Neveu-Schwartz szektorat el6al-
litottuk a 19-vertex modell kontinuum limeszeként. E limesz-eljaras segitségével, a 19-
vertex modellbdl kiindulva, felirtuk az N = 1 szuperszimmetrikus sine-Gordon modell
véges méret spektrumanak Neveu-Schwartz szektorat leiré nemlinearis integrélegyenlet-
rendszert. Ezt kiterjesztettiik az elmélet Ramond szektoréara is, megkapva a modell teljes
véges méret spektrumat leir6 NLIE-t. Az egyenletek nagy térfogatra torténé megoldasabol
kiszamitottuk az elmélet egzakt S-matrixat, mig a spektrum zérus térfogatii limeszének
analizisével megkaptuk a modell ultraibolya limeszét leiré modularisan invarians N = 1
szuperkonform-térelméletet és annak lokalis operatoralgebrajat.

Struktirafiiggvények kétdimenziés integralhaté modellekben [2,15,28]

A mélyen rugalmatlan elektron-proton szoras két téridé-dimenziéban modellezhet6
az aszimptotikusan szabad O(N), N > 3 nemlinearis o-modell segitségevel. Ebben az
integralhaté modellben a hadron struktira-fliggvények analégja, az O(N) dram-dram kor-
reldciés fiiggvény az O(N) vektormultiplettet alkoté stabil egyrészecskeallapotok kozott,
egzaktul szamithat6 a nem-perturbativ S-matrix bootstrap moédszerrel. Bar transzverzalis
térirdany nincs a modellben, a struktura-fggvények bonyolult és nemtrividlis viselkedést
mutatnak. A Bjorken-z kinematikai valtozo kis értéke esetén érvényes aszimptotikus alakot
sikertilt levezetni a struktira-fiiggvényre, amely taldn 4 téridé-dimenziora is dltalanositha-
t0.

2.2 Szimmetriastruktirak a WZNW modellekben és Calogero tipustu integral-
hato sokrészecske modellek

Csavart dramalgebrdk szabad teres kvantdldsa [5]

Az affin aramalgebrak Wakimoto tipusu szabadteres eloallitasai szamos fizikai alkal-
mazassal rendelkeznek, példdul a szimmetriat megvalésité konform térelméleti modellek-
ben korrelacids fliggvények kiszamitasara hasznalhatok. A kilencvenes években kidolgoztuk
(Jan de Boer, Fehér Lasz14) a nem-csavart aramalgebrak Wakimoto eléallitdsanak egy telje-
sen explicit leirasat, ahol a szabad terek az alapul vett véges dimenzids egyszerii Lie algebra
egészekkel vett graddlasahoz vannak rendelve. A mostani munkaban ezt a konstrukciét ter-
jesztettiik ki csavart affin Lie algebrak esetére. A kérdéses csavarast a véges dimenziés Lie
algebra tetszoleges véges rendii automorfizmusa definidlja. A csavart aramokat és a Sug-
awara formuldval adott Virasoro-siirliséget a csavart szabad mezok segitségével expliciten
kifejeztiik. Mivel a munka a vertex-operator algebrak és csavart modulusaik elméletének
alkalmazasat kovetelte meg, igy varhatéan az eredményt a konform térelméletek teriiletén
is hasznalni fogjuk.

Poisson-Lie szimmetria a WZNW modellben és a Poisson-Lie klasszikus dinamikai Yang-
Baxter egyenlet [17,18]

Néhany évvel ezel6tt 1j Poisson-Lie szimmetridkat és ehhez tartozé monodromia-fiiggd
r-métrixokat taldltunk (Balog Janos, Fehér Laszl, Palla Laszl6) a kirdlis WZNW modell-
ben. Mostani munkankban megadtuk az ezen szimmetridkhoz tartozd, az infinitezimalis
szimmetria-transzformaciékat generalé Poisson-Lie momentum-leképezést. A varakozds-
nak megfeleléen a momentum-leképezés csak a kiralis WZNW mez6 monodrémia-matri-
xatdl fligg de a varakozassal ellentétben, a momentum explicit kifejezése nagyon egyszerti,
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alkalmas valtozokban lényegében a monodrémia-matrix hatvanyaként irhato le. A momen-
tum ismeretében, az Un. faktorizalhaté és standard kompakt esetekben a monodromiat
4j véltozéként vezettiik be a WZNW modell r-matrixaira vonatkozé dinamikai Yang-
Baxter egyenletben. Ez dramaian leegyszeriisitette a kérdéses egyenletet, és az Etingof-
Varchenko féle standard klasszikus dinamikai Yang-Baxter egyenlet (CDYBE) egy geomet-
riailag természetes Poisson-Lie dltaldnositasdt (PL-CDYBE) szolgaltatta. A PL-CDYBE
megoldasainak egy egyszerii, a Dirac redukcié hasznéalatan alapulé konstrukcigjat is megad-
tuk. Osszekapesoltuk a PL-CDYB egyenleteket véges dimenziés integralhaté modellekkel,
ami tovabbi vizsgdlatot indokol a jovében.

Calogero tipusu sokrészecske rendszerek [30,38,39,40,41]

A Calogero tipusu modellek egy egyenes mentén mozgd tomegpontokat irnak le, ame-
lyek a relativ tavolsagtdl raciondlis, trigonometrikus, hiperbolikus vagy elliptikus médon
fliggd parpotencidlok révén allnak kolesonhatdsban. Calogero eredeti munkdjaban (1970)
az inverz harmonikus potencial mellett a részecskék bezaré harmonikus potencidllal is hat-
nak egymasra. Az inverz harmonikus potencial erGsségét megado csatolasi allandé bizonyos
értékei mellett (a nulla koriil egy intervallumban) két részecske esetén nem-ekvivalens
kvantalasok lehetségesek, azaz a szimmetrikus Hamilton operator inekvivalens 6nadjungalt
kiterjesztéseit egymastdl lényegesen kiilonboz6 hatarfeltétel valasztasaval lehet biztositani.
A hatarfeltételek a kvantummechanikai valészinliségi aramstiréség folytonossagat garan-
taljak a parpotencidl szinguldris pontjaban. Természetes varakozas, hogy tetszoleges ré-
szecskeszamra is léteznek nem-ekvivalens kvantalasok, amit 3 részecske esetén igazoltunk,
feltérképezve a nem-ekvivalens kvantalasokat. A tomegkozéppont levalasztasa utan, po-
larkoordinatakat bevezetve angularis és radidlis részekre bontottuk a Hamilton opera-
tort. Az anguldris pontencidl dihedralis D(6) szimmetridjat, ami az iitkdzések azonos
természetét garantdalja, s amelyet a paritds és a 3 azonos részecske permutécioi generalnak,
lokalis onadjungalt hatarfeltételek egy 2-paraméteres csaladja tartja tiszteletben. Az Osszes
lehetséges hatarfeltétel esetén analizaltuk az angularis Hamilton operator spektrumat, és
a D(6) csoport abrazoldsai szerint osztalyoztuk az dllapotokat. Bizonyos hatarfeltételek
esetén az anguldris operatornak léteznek negativ sajatértékei, melyek a radidlis egyenleten
keresztiil az energiaspektrum alulrél nem korlatos voltat implikélja, és igy fizikailag nem
megengedettek.

A spin Calogero tipusui modellekben a részecskék kozotti csatolds belsé szabadségi
fokok, "spinvaltozok” fliggvénye, melyek a részecskekoordinatdk mellett dinamikai valto-
z6k. A spin Calogero tipusu klasszikus integralhat6 sokrészecske-rendszerek egy korabbrol
ismert, abeli Lie algebrai valtozdkon definialt dinamikai r-métrixokat hasznalé konstruk-
ciojat sikeriilt egyszertlisiteni, s megmutattuk, hogy minden nem-degeneralt dinamikai 7-
matrixhoz rendelt modell Lie algebran vagy Lie csoporton mozgé szabad részecske (geode-
tikus rendszer) hamiltoni szimmetria redukcidjaként is tekinthetd. Ez lehet6vé teszi a spin
Calogero mozgasegyenlet integralasat. A konstrukciobdl adoddé 1Gj példaként leirtuk az
egyszerl Lie algebrak kiils6 automorfizmusaihoz rendelheté6 modelleket. Bebizonyitottuk,
hogy a nem-abeli Lie algebrdkon értelmezett dinamikai r-matrixok nem vezetnek az abeli
esethez képest 1j spin Calogero modellekre.

"Inverz problémaként” a Riemann szimmetrikus téren mozgd szabad részecske hamil-
toni szimmetria redukcidit vizsgaltuk. A negativ gorbiiletii esetben megmutattuk, hogy az
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izometria csoport maximalis kompakt alcsoportjat generalé Noether toltések tetszdleges
rogzitésekor egy integralhatd 1-dimenzids sokrészecske-rendszer adodik, amely dltalaban
spin Calogero tipusi. Osztalyoztuk azon eseteket, amikor a redukalt rendszer spinte-
len Calogero modellt ad, ezzel tisztaztuk a szimmetrikus terek és a Calogero modellek
kozotti megfeleltetés 1976 6ta nyitott kérdését. Nem-kompakt, egyszeri Lie csoporton
mozgd szabad részecske redukcidit is vizsgaltuk, a maximalis kompakt részcsoport bal-
és jobbszorzassal adott hatédsait alapul véve. A redukalt rendszer az itteni legaltalano-
sabb esetben is spin Calogero tipusu, és altalaban a bal- és a jobbszorzashoz is tartoznak
spinvaltozdk. A csoporton tekintett szabad mozgasbdl adédoé spintelen Calogero model-
lek halmaza bévebb, mint amit direktben a szimmetrikus terekbdl kaphatunk. Redukalt
rendszerként realizéltuk a harom fiiggetlen csatolasi allandéval rendelkezé BC(n) Calogero
modellt, amit ezidaig csak tisztan algebrai mdédszerekkel tudtak targyalni. Részben kidol-
goztuk a klasszikus hamiltoni redukciok kvantum valtozatat is, a nyert eredmények teljes
kidolgozasa és publikdlasa folyamatban van.

2.3 Lokalisan véges szabadsagi foku rendszerek: spinlancok és racstérelméletek

Spinlancok tiszta allapotainak jellemzése Neumannn-entropidval [31,32,45]

Egy kvantumrendszer tiszta &allapotanak egy részrendszerére torténd megszoritdsa
altaldban kevert allapotot eredményez. Az éallapot ezen tulajdonsagat hivjuk Osszefono-
dottsagnak, amit kvantumspinlancok esetén a tiszta allapotokbdl a véges, L hosszusidgu
részlancokra ad6dé stirtiségmatrixok S(L) Neumann-entrépidjival jellemziink, s amit a
Heisenberg és az XX-lancok esetén tanulmanyoztunk. Egy kordbban bevezetett Lagrange-
multiplikdtoros médszer segitségével az X X-modellben azt talaltuk, hogy az energia-aramot
is tartalmazo Hamilton-fiiggvény esetén az alapdllapotbeli entrépia-aszimptotika és ezéltal
az Osszefonddottsdg novekedhet.

Egy kvantumspinldnc (eltoldsinvaridans) dllapotéanak entropiastirtiségén az S(L)/L hé-
nyados L — oo hatarértékét értjilkk. Megmutattuk, hogy a matematikai statisztikus
fizika egyik régi sejtése, a "nulla entrépia-siiriiség sejtés” (mely szerint spin-modellek el-
toldsinvaridns tiszta allapotainak entrépia-stirtisége nulla), éles abban az értelemben, hogy
barmilyen szublinedris fiiggvényhez talalhaté egy olyan eltolasinvarians allapot, melynek
Neumann-entrépidja gyorsabban né az L részldnchossz fiiggvényében (elég nagy L-re) mint
az adott fiiggvény.

A kvantumspinlancok tiszta allapotainak Neumann-entrépia aszimptotikdjaval kap-
csolatos, periodikus (azaz eltoldsinvaridns csatolasokat tartalmazd) spinldncokra vonatkozé
vizsgalatainkat kiterjesztettiik kvaziperiodikus Heisenberg-lancokra is. Ezen lancokban a
szomszédos spinek kozott kiillonbozo erdsségili csatolasokat osztunk ki valamilyen 6nhasonld
kvéziperiodikus, formalis bet{isorozatnak (pl. a Fibonacci-sorozatnak) megfeleléen. Ezen
kvaziperioikus modellek egy alosztdlydra analitikusan kiszamoltuk a Neumann-entrépia
aszimptotikdt. Azt taldltuk, hogy (a pontszeri defektek és a véletlenszerii csatolaskioszté-
sokkal szemben) a csatoldsok kvaziperioikus perturbéciéja az entrépia aszimptotikdjabol
szamolt effektiv centralis toltés és az Osszefonddottsag novekedését eredményezheti.

Ising modell kontinuum limeszének trivialitdsa 4 dimenziéban [26, 37]

Hogy a récs-regularizalt ¢* skaldarmodell kontinuum limesze 4 dimenziéban trividlis,
az elfogadott, de nem bizonyitott, s igy idonként megkérddjelezett allitas. Az egykompo-
nensti ¢* skaldrmodell spontdn sértett fizisat modellezd rdcs-regularizalt modell az Ising
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modell, a térelméleti modellek "hidrogén atomja”. Munkankban Monte Carlo moédszerrel
vizsgaltuk a négy dimenziés hiperkobos racson definidlt Ising modell kontinuum limeszét.
Azt talaltuk, hogy a modell a kontinuum limeszben az elméleti varakozasoknak megfelelGen
4 dimenzioban valéban trivialis, de a limeszhez tartds nagyon lassu, az a racsallando kis
értékeire csupan az 1/log(a?) fiiggvény szerint tiinnek el a racskorrekcidk.

Ising kvantumlénc algebrai kontinuum limesze [Vecsernyés P., Zimboras Z.]

Felérképeztiik az Ising kvantumlanc megfigyelhet6 algebrajanak kauzalis idofejlédésre
vezetd automorfizmusait. Megadtuk a kétszeresen durvitott kettéskup-racshoz tartozéd
megfigyelheto algebra bedgyazasokat, azaz az eredeti megfigyelhetd algebra olyan részal-
gebrait, melyek valamelyik kauzélis id6éfejlédésre invariansak. A komponélhaté bedgyaza-
sok sorozata — egyre finomabb kétdimenzids kettéskip-racson definialt Ising algebrai tér-
elmélet — a modell algebrai kontinuum limeszét szolgaltatja. Az eredmények teljes kidol-
gozasa és publikalasa folyamatban van.

2.4 Kvantumcsoportok, kvantumgrupoidok

2-es mélységii algebrabdvitések [4,6]

Megadtunk egy kanonikus konstrukciot, amely tetszoleges N C M 2-es mélységli
algebra-kiterjesztéshez hozzarendel egy A bal-bialgebroidot, amely M-en hat, és egy B
jobb-bialgebroidot, amely az M C End( yM) Jones-kiterjesztésen hat gy, hogy a B-
invarians részalgebra mindig M és az A-invarians részalgebra pedig akkor N, ha még
megkoveteljiik, hogy az My jobb N-modulus balanszirozott legyen.

A 2-es mélységli balanszirozott algebra-kiterjesztések sok hasonlésagot mutatnak a
(véges) Galois testbbvitésekkel. S6t, bizonyos szempontbdl kézelebb dllnak a klasszikus Ga-
lois elmélethez, mint a modern Hopf-Galois elmélethez, mivel utébbiban egy kiterjesztéshez
altalaban nem létezik egy unikalis Hopf-algebra. A emlitett tipusi algebra-kiterjesztésekre
egy univerzalis tulajdonsaggal rendelkez6 bialgebroidot definialtunk, amely a testbovitések
Galois-csoportjanak analdgja. Megmutattuk, hogy a gyenge Hopf-hatasok is rendelkeznek
ilyen univerzalitassal, ha rogzitiink rajtuk egy Frobenius-integralt. Példaként megkon-
strualtuk a szepardbilis testbovitések univerzélis gyenge Hopf-algebrajat.

Hopf algebroidok [9,10,11,24,33]

Bevezettiik a (gyenge) Hopf algebrakat altaldnosité Hopf algebroid fogalmat, azaz
megfelel6 antipdd leképezésel lattuk el a bialgebrakat (nem-kommutativ bazisalgebrak
esetére) altaldnosit6 bialgebroidok mér 1étezé fogalmét. Vizsgaltuk a Hopf algebroidok sze-
repét 2-es mélységii Frobenius algebra-kiterjesztések leirdsdban, valamint tanulmanyoztuk
az invaridansok foltérképezésében fontos szerepet jatszé, a Hopf algebrak integralelméletét
altalanosité integralelméletiiket is.

Dupla algebrdk és Galois-elméletiik [16,36]

A Frobenius Hopf-algebroidoknak egy tokéletesen éndualis formalizmusat adtuk meg
visszavezetvén az Osszes strukturat két megfeleloen kompatibilis asszociativ egységelemes
szorzasra egyazon vektortéren: ezek a dupla algebrak. A dupla algebrdk nem csupan
a Frobenius Hopf-algebroidok atfogalmazasat jelentik, hanem egy extra stuktiuraelemet
is tartalmaznak: egy kitiintetett kétoldali Frobenius-integralt, amely nem md&s, mint a
"masik” szorzas egységeleme.

A Hopf-Galois elmélet altalanositasaval és korabbi kvantumtérelméleti tapasztalatok
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alapjan definidltuk, hogy mikor tekintstink egy Frobenius Hopf-algebroid hatasit egy al-
gebran Galois-hatasnak. Bebizonyitottuk, hogy egy algebra-bovités pontosan akkor Galois
valamilyen Frobenius Hopf-algebroidra vonatkozdan, ha kettes mélységli, balanszirozott
Frobenius-kiterjesztés. Megmutattuk tovabba, hogy az Osszes Hopf-algebroid, amelyre
nézve egy adott algebra-bévités Galois, egymas skalar-bévitéseként kaphatd valamilyen
igencsak nem-kommutativ értelemben.

Kogytiriik és Hopf-Galois kiterjesztések [22,23,33,34,35,25,47]

Egy K kommutativ gytlri folotti algebra megfogalmazhatd, mint egy monoid a K-
modulusok (szimmetrikus, monoidalis, koegyenlitékkel bir6) kategérajaban. Ezen képtél
vezetve, tetszOleges szimmetrikus, monoidalis, koegyenlitékkel biré kategéria monoidja
feletti bialgebroidokat vizsgaltuk, elsésorban dualitasuk kérdését és kogytiriikkel valo kap-
csolatukat.

A Hopf-algebroidokkal vett Galois kiterjesztések vizsgdlatanak elsé 1épéseként meg-
mutattuk, hogy egy A komodulus algebra meghataroz egy un. 0Osszekapcsold strukturat,
igy egy A-kogylrit. Az észrevétel alapjan bebizonyitottuk, hogy egy végesen generalt
projektiv, bijektiv antipoéddal rendelkez6é Hopf-algebroid komodulus algebraja esetén a ka-
nonikus leképezés bijektivitasa, azaz a Galois tulajdonsdg, kovetkezik a sziirjektivitasabol.

A Galois kiterjesztések elméletében fontos tételek azok, melyek arra vonatkoznak, hogy
mikor kovetkezik a kanonikus leképezés bijektivitasa annak sziirjektivitasabol. Meninivel
és Ardizzonival ilyen kérdéseket vizsgaltunk, elsésorban Hopf algebroid kiterjesztésekre
Osszpontositva. Analizisiink f6 eszkozeként kidolgoztuk egy funktor relativ szeparabilita-
sanak fogalmat. FEzt haszndlva igazoltuk Schneider tételének analogonjat Hopf-algebroid
kiterjesztésekre.

Hopf-algebrakkal torténé Galois kiterjesztések kozott kitiintetett szerepet jatszanak
az un. hasadt kiterjesztések. Ezt a fogalmat altaldnositottuk Hopf-algebroid szimmetria
esetére. Megmutattuk, hogy a Hopf-algebra esethez hasonléan egy Hopf-algebroiddal vett
algebra-kiterjesztés pontosan akkor hasadt, ha egy invertalhaté kociklussal vett kereszt-
szorzatként irhatd le.

A Morita elmélet alkalmazdsanak Hopf-Galois kiterjesztések vizsgalataban hosszi
torténete van. Egy alkalmasan valasztott Morita kontextus szigoru volta kapcsolatba hoz-
haté a B C A kiterjesztés Galois tulajdonsagaval, valamint a relativ Hopf modulusok és a
B-modulusok kategoéridinak ekvivalencidjara vonatkozoé szerkezeti tétellel. E kérdéskornek
olyan kategoériaelméleti megfogalmazasat adtuk, amely minden eddigi leirast magaba foglal
és természetes nyelvezetet jelent a hasadt tulajdonsag megfogalmazasira. A Morita elmélet
nyelvén feltételeket adtunk a szerkezeti tétel teljesiilésére.

Az in. hiien lapos Hopf-Galois kiterjesztések a principalis nyalabok megfelel6i a nem-
kommutativ differencidlgeometridban. T. Brzeziski és P. Hajac formalizmusa kapcsolatot
teremt a nem-kommutativ principdlis nyaldbok és asszocidlt vektornyaldbok szeléseinek
K-elméleti aspektusai kozott. FEzt a Chern-Galois elméletet terjesztettiik ki kogytri-
Galois kiterjesztésekre. Eredményeinket 2-es mélységli algebra-kiterjesztések példajan il-
lusztraltuk.

Egy Hopf-Galois kiterjesztés leithaté a Hopf-algebra emlitése nélkiil is, egy tin. nem-
kommutativ torzor segitségével. Ez a nyelv alkalmasabb a nem-kommutativ geometriai
analizis céljara: D. Hobst bialgebroidokkal vett Galois kiterjesztéseket irt le nem-kommu-
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tativ bazis folotti torzorokkal. Mi bevezettiik a nem-kommutativ béazis f6l6tti pre-torzor
fogalmat és relaltuk azt kogyftiriikkel vett Galois kiterjesztésekhez. Megmutattuk, hogy
minden A-kogytirtivel vett B C T hiien lapos Galois kiterjesztéshez konstrualhaté egy B-
kogytri, melyre nézve az A C T kiterjesztés bal Galois. Feltételeket adtunk a két kogytri
komodulus-kategéridjanak ekvivalencidjara.

Monoidalis Eilenberg-Moore konstrukcid, monoidalis Morita-ekvivalencia [3,29]

A kategoriaelmélet egy klasszikus fejezete a monadelmélet. A monoidalis kategoridkon
definidlt opmonoidélis monadokat tanulmanyoztuk, amely elvezetett a bialgebroid fogalma-
nak egy nagyon egyszerii, mégis nagyon altalanos megfogalmazasahoz. Ezek a bimonadok.
Bebizonyitottuk, hogy a bialgebroidok pontosan a bimodulus kategéridkon definialt balad-
jungalt bimonadoknak felelnek meg.

A klasszikus Morita-eméletet altalanositottuk arra a szitudciéra, amikor a gyiri mo-
duluskategoridja monoidalis. Pontosabban szélva azt a kérdést vizsgdltuk, hogy mikor lesz
két bialgebroid moduluskategoridja monoidélisan ekvivalens.



