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Korrelacios ellipszis alkalmazasa és szerkesztése

SVAB JANOS

MTA Mezbgazdasagi Kulatointézete, Marlonvasar

Kutatémunka soran gyakran vizsgaljuk két valtozo, X és Yegyiittes alakuldsat.
Ketféle kérdésiink lehet: 1. egy altalunk valasztott X-értékhez mekkora Y-értékek
tartoznak, vagy mekkora atlagos Y-érték varhato; 2. X és Y értékeinek lehetséges
kombinaciéi milyen X, Y kombinaciohatirok kozott mekkora gyakorisaggal
fordulnak elé. .

Az elsd kérdésre a regresszids egyenlet, legegyszeriibb esetben a jol ismert Y’ =
=a-+bX linedris regresszios egyenlet ad valaszt. A kiilonb6zd X -értékekhez tartozo Y-
ertekek szorodasat és atlagos értékét ekkor az 1/A. abra szerinti tolerancia- és
konfidencia-sdv fejezi ki. A regresszios egyenletben az X -valtozo ériékei lehetnek elére
tervezhetok, s6t ismételhetdk is. Ekkor X nem véletlen valtozé. Ennek jellemz6 példai
a doziskisérletek, ahol X =a dozis, Y=a célvaltozd, véletlen valtozo. De lehet X
véletlen vdltozo is, pl. X =talaj humusz %, és Y=termés Osszefiiggés-vizsgalatakor.
EIGbbit elséfaji, utobbit masodfaji regresszionak nevezi a szakirodalom [1].

Az elsofaju linedris regresszio csak Y=ay + by, X alaki lehet, még akkor is, ha Y-
bol kovetkeztetiink X-re. A masodfaji linearis regresszié esetén, ha Y-bol kovetkez-
tetink X-re, X =ay+by, Y 01j egyenletet kell meghataroznunk, mert itt byx nem
egyenlé byy-nal.

A masodik kérdés a masodfajua regresszio azon igen gyakori esetére vonatkozik,
amikor nem kivanunk X-rél Y-ra, sem viszont kovetkeztetni, hanem az X, Y
kombinaciok egyiittes eléfordulasanak szorodasat és varhato gyakorisagat keressiik.
Ekkor az Osszefiiggest regresszios egyenes (byy és/vagy byy) helyett korrelacios
ellipszissel abrazoljuk. A korrelacios ellipszis is kétféle lehet, az 1/B. dbra szerint. Ha az
egyedi X, Y kombinaciokra vonatkozik, akkor rolerancia-, ha az X, Y f6atlagra
vonatkozik, akkor konfidencia-ellipszis. E két ellipszis analog a szorasbol és a
kozépértek-szorasbol szamitott tolerancia-, illetve konfidencia-hatdrokkal, amikor
csak egy valtozot vizsgalunk.

Harom véletlen valtozé kombinacioi haromdimenzios derékszogii koordinata-
rendszerben abrazolhatok. A kombinacidkat 4brazold pontfelhd stirisége akkor
korreldcids ellipszoiddal érzékeltethetd.

Ebben a dolgozatban a korrelacios ellipszis szerkesztését ismertetem, mivel —
tudomasom szerint — ez a magyar szakirodalomban ez idaig nem tértént meg, és a
killfoldi szakirodalomban is nehezen talilhatd meg, biometriai kényvekben nincs
leirva. Bemutatok tovabba egy szerkesztési megoldast arra az altalanos esetre, amikor
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a két valtozd mértékegységének dbrdzolt mérete killonbozd. A szakirodalom ugyanis
csak azokat az escteket ismerteti, amikor a két valtozod mértékegységének az dbrazolt
hossza azonos (pl. mindketté 1 cm), fiiggetleniil attoél, hogy mi a valtozok
mértékegysége.

Eziton mondok koszonetet dr. JOzsa SANDOR matematikusnak matematikai
tanacsaiért és tbaigazitasaiért, Koszonom SiMiTs KATALIN tanszéki mérndknek a
szamitasok elvégzését, ellendrzését és az abrak elkészitését, WELLISCH PETERnck pedig
a kézirat elolvasasakor tett értékes megjegyzéseit.

X X

1. dbra
Regresszio (A) és korreldcio (B). a) tolerancia-sdv; b) konfidencia-sav; c) tolerancia-llipszis:
d) konhdencia-ellipszis; ej nagytengely

Alkalmazads

A korrelacios ellipszis tulajdonképpen ,harang alak(™ kétdimenzios normalis
eloszlas vetiilete a sikra. Ezért ugyanlgy hasznaljuk modellnek, szemléltet6 tampont-
nak két véletlen valtozo egyiittes vizsgalatakor, mint az ismert haranggorbe alakl
egydimenzios normalis eloszlas vetiiletét a szimegyenesre (X + 5 stb.) egyetlen véletlen
valtozd eloszlasanak elemzésekor. Kétdimenzids normalis eloszlas esetén a valtozok
egyenként is normdlis eloszldsiiak ¢s nem kell hogy Osszefiiggjenck. De ha
oOsszefliggnek egymassal, regressziojuk linedris, ami abrazolva azt jelenti, hogy a
kéralapt ,harang alak™ az Osszefliggés mérteketol fiiggden elkeskenyedik, alapja, azaz
vetiilete a sikra ellipszissé valik, egyenes nagy- és kistengellyel (lasd 5. abrat).

A két valtozo szorasanak és mértékegységének nem kell azonosnak lennie. E két
esetben azonban abrazolaskor Ovatosnak kell lenni, hogy ne kapjunk torzitottan
elnyujtott ellipszist, ami téves értelmezéshez vezethet.

A korrelacios ellipszist haromféleképpen alkalmazhatjuk.

a) Ha tudjuk, vagy johiszemilen elvarhato a vazolt [leltételek teljesiilése, akkor a
P % -0s szintil tolerancia-ellipszist 4brazoljuk a pontfelhd vagy az egy vagy két linedris
regresszios egyenes helyett.
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b) Abrazoljuk a pontlelhét és a P % szintii tolerancia-ellipszist. Ekkor az a 6
célunk, hogy Osszehasonlitsuk az X, Y kombinacidk tényleges szérodasat a
kétdimenzids normalis eloszlas eselén varhald szorodassal.

¢) Ha kérdésiink az X, Y foatlag kombinaciora vonatkozik, konfidencia-
ellipszissel abrazoljuk X, Y konfidencia-tartomanyat.

Példak:

1. Osszefiiggést keresiink a talaj P,O4 és K,0 ppm tartalma k6z6tt. Vizsgalhat-
juk, hogy milyen értékkombinacid-hatarokon beliil fordul elé a mintak 50%-a, 80%-a,
95%-a stb. Ekkor tolerancia-ellipszist szerkesztiink P=0,5; 0,2; 0,05 valosziniiségi
szintre. De vizsgalhatjuk, hogy a reprezentilt talajokban milyen kombinacio-hatarok
kozott varhatd a kalium és a foszfor ppm kozos kozépértéke, P=0,01; 0,05 stb,
valosziniiségi szinten. Ekkor konfidencia-cllipszissel adjuk meg a kozds kdzépértek-
kombinacio hatarértékeit.

2. Gyakran eléfordul, hogy két valtozo értékei 6nmagukban nem extrémek, de
egyiittes elofordulasuk szakmailag alig értelmezhetd, feltételezhetéen hibas a
meghatarozas, vagy kiildnleges helyzetet takar. Ilyen lehet pl. a 10% CaCO;-ot
tartalmazo talajban mért 6,2-es pH-érték. A tolerancia-ellipszis objektiv eszkozt ad az
ilyen szélsdséges kombinaciok automatikus [elismeréséhez, elkiilonitéséhez. Ez nagy
adathalmazok elemzése esetén kiillondsen jelentds, amikor az adatkombinaciok
szubjektiv szakmai megitélése a nagy adattémeg nehéz attekinthetOsége mialt szinte
lehetetlen.

3. Ugyanazt a tulajdonsdgot n szamu objektumon két modszerrel mértiik.
Vizsgaljuk, hogy a két modszerrel kapott értékek mennyire korreldlnak egymassal,
azaz milyen pontos az atszamithatosag, tovabba, hogy mely tartomanyban pontosabb
vagy bizonytalanabb az atszamithatosig. Ekkor az X- és az Y-tengely a két modszer
értéktartomanya, és a pontfelhd siirlisddése, gocai jelzik az atszamithatosig
pontossagat, tarlomanyait. Modszertani megfigyeléseinket a tolerancia-ellipszis
segitségével igy nagymertékben pontosabba tehetjiik.

4. A tolerancia-ellipszis, minthogy kétdimenzids normalis eloszlas, vagyis egy
Lharang” vizszintes metszetének a vetiilete az X, Y-sikra, az azonos siriiségi,
valosziniiségi pontokat koti Ossze. Ezért egyetlen dbran akdr tobb ellipszist is
szerkeszthetiink kiilonb6zd valosziniiségi, sirliségi szintekre, Ezeket a megfigyelt
pontfelhd siriiségi gocaival vagy eloszlasaval Gsszevetve igen hasznos segitséget
kapunk a két valtozo véletlen kombinalodasat erdsen befolyasolo tényezok hatasanak
felismerésére.

5. Ha a pontfelh6 és a szamitott ellipszis kdzo6tt valamilyen szabalyszeri eltérés
figyelhetd meg, pl. a pontfelhd tojas alaka, csticesal az origo felé, akkor gyakran az
egyik vagy mindkét valtozo megfeleld transzformacioja utan jbol megszerkesztjiik az
ellipszist, most mar a transzformalasnak megfeleld beosztasi tengelyekkel. A
transzformacio kiilondsen indokolt, ha az X- és az Y-valtozok egyike linedris, a masik
négyzetes, kdbds mértékegységl, pl. gyiimdles atmérdje és silya kozotti dsszefiiggés
esetén,
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Irodalmi attekintés

A korrelicios ellipszis elemi geometriai ismeretekkel nem szerkeszthetd meg. Az ellipszis
alakja fiigg ugyanis a két valtozd Osszefiiggésének szorossagatdl, azaz az r korrelacios
koefficienstol, a két valtozo sy és s, szorasatol, az dbra két tengelyének a beosztasatol, végiil az
ellipszis nagysaga a valasztoll P % tolerancia-, illetve konfidencia-szinttol.

A magyar szakirodalomban tudomasom szerint csak JuvaNczZ—Paksy [3] kinyve ad
néhany képletet a korrelacios cllipszis szerkesztésére. De a képletek nem elegenddek a
szerkesztés megoldasdhoz. Képleteket kozol a Geigy gyar tudoméanyos tablazatokat tartalmazd
konyve [1]. A témakor feldl tijékoztatast ad HeaLy [2]. Ujabban az ellipszis hajlasszogét és
killonbdz6 szimmetria-tengelyeinck az Osszefiiggését SCHNEIDER [4] taglalta részletesen.
Haromdimenzios ellipszoiddal Tuént [5] foglalkozott. Egyébként szakcikkek, biometriai,
matematikai statisztikai k6nyvek is bemutatnak néha korrelacios ellipszist, de szerkesztési
képleteket ezek nem ismertetnek.

Az egyébként is szliks ez iranyi szakirodalomban kézolt képletek legfobb hianyossaga,
mint mar emlitettem, az, hogy az ellipszis {6tengelyének hosszdra és hajlasszogére vonatkozd
képletek csak arra az esetre érvényesek, ha az X - és az Y-valtozoé mértékegysége az abrin azonos
hosszusagu, liggetleniil attol, hogy a mértékegységek valdjaban mit jelentenek. Igy pl. 1 cm-nek
véve az X-tengelyen a pH-t, és ugyancsak | cm-nek véve 1 ppm P,O; talajvizsgalati értéket,
nyilvan gyakorlatilag lehetetlenné vilna az abrazolasa. Kevésbé szélsiséges esetekben is igen
elnydjtott ellipszist kapnank. Ezt a szamitas-dbrazolasi ellentmondast egy y-val jelslt korrekcids
egylitthatoval kikiiszobdéltem.

A korrelacios ellipszis szerkesztése
Példa:

43 napraforgo-tabla humusz % és Arany-féle kotottségi szam (K ) korrelaciojat,
ertékkombinacidik eléfordulasanak gyakorisagi eloszlasat vizsgaltuk. A korrelacios
ellipszis szerkesztéséhez a kdvetkezd mutatokra van sziikség:

n = 43; az adatparok, objektumok szdma

X = 2,58; a humusz %, az X-valtozé kozépértéke:

Y = 43,6; a kotottségi szam, az Yevaltozd atlaga;

sy= 0,7174; az X-valtozo szo6rasa;

sy= 9,993; az Y-valtozd szorasa;

r = 0,6559; az X- és az Y-valtozo linearis korrelacios koefficiense.

A tengelyek beosztdsa az dbrdn

Az abrat altalaban gy célszerii szerkeszteni, hogy az ellipszis hajlasszoge kozel
45°-0s, vagy annal valamivel kisebb legyen. Ezt azzal érjiik ¢l, hogy a két valtozd
adatainak a szorédastartomanyat (ez durvan a szoras hatszorosa) kozel egyforma
hosszisaginek, cm-ben kifejezve, g cm-nek abrazoljuk.

Elészor megvalasztjuk az X-tengely, az abszcissza beosztasat; 1 cm-re esd X-
szakaszl iy-szel jelGlve 65y

iyx =X, (1)
q
Ha n<30, akkor 6sy helyett 4sy-et tegyiink a szamlaléba.
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Az iy-bol szamitjuk ki az Y-tengely beosztasat:

Akkor kapunk igen szemléletes abrat, ha

< LX £3p, (3)
ISy
Az abra elkészitését megkdnnyiti, ha iy és iy értéke 1,2 vagy 5, illetve ezen szamok
tizede, szazada, tizszerese, szézszorosa stb. A legeldnydsebb, ha a (3) keplet szerinti
hanyados 1-et ad.
Példankban tervezziik azt, hogy az abra 15 cm-es vizszintes szakaszan férjenck el
a megfigyelt X-értékek. Vagyis g= 15 cm. Ez természetesen onkényes mértékvilasztas.
Ha fele méretii dbrat terveziink, akkor pl. =8 cm-t valasztanank. Tehat g=15cm
esetén

6-0,7174 0,2 humusz %
= (28T L /o
LT 2 1 cm
az X-tengely beosztasa. Az iy-et lehetdleg lefelé kerekitsiik.
9,993 50K,
i -0,2=2,19~
L T T L

az Y-tengely beosztasa. Az iy-t lehetdleg felfelé kerekitsiik.
Vegiil is )
Iysy 5-0,7174
iysy 0,2-9,993
Ha a szdmitott i,-t 5,0 helyett 2-re kerekitenénk, a hanyadosunk értéke 0,7179 lenne. Ez
kevés. Koztes kerekités, pl. 3 vagy 4-re, dbrazolastechnikai okok miatt hatranyos.

=1,795.

Az ellipszist hatdrolo téglalap

Els6 lepésként a korrelacios ellipszist kiviilrdl hatarolé és a 2. dbra szerinti négy
pontban érintd téglalapot szerkesztjiik meg.

A téglalap, egyben a korrelacios ellipszis koézéppontja az X, Y derékszogii
koordinata-rendszerben:

kozéppont=X, Y. (4)

A PY-szintii tolerancia-ellipszist hatarolo téglalapnak a kdzépponttol mért
félhossza: hy="% KpuSy (5)
félmagassaga: hy = + kpo, 5y , (6)

ahol

IRl 1) (n—1
kpoy, = n/£n2+ ) (n i )) (7)

Az F-érték szabadsagfokainak szama 2 és n—2 a szamlalora, illetve a nevezére.
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A kpy, szorzd az egydimenzios P% normalis eloszlashoz szignifikancia-
vizsgalatokhoz alkalmazott tp,-kal analog. Ha kpo, = 1-et valasztunk, akkor egy
szorasnyi méretil korrelacios ellipszist kapunk. Az egy szorasnyi tolerancia-ellipszis
n— oo esetén az objektumok 39,3%-at fedi le, szemben az egydimenziods egy szorasnyi
tolerancia-hatarok 68,3%-ot fed6 intervallumaval.

A szemléletesség érdekében n< 100 esetén P=10% szintil tolerancia-ellipszis
szerkesztése javasolhatd, azaz F,g,-€rtékeket helyettesitiink a (7) képletbe. Ez az
ellipszis a pontok 90%-at fedi. Ha n<30, akkor egy szérasnyi, azaz kp., = 1-gyel
szamitott tolerancia-ellipszis szerkesztése a szemléletes megoldas. Ha konfidencia-

2. dhra
A hatarolo téglalap és a korrelacios ellipszis négy érintkezesi pontja

3. dbra
A korrelacids ellipszis szimmetriakapcsolata a kétféle regresszios cgyenessel
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ellipszist szerkesztiink, akkor a (7) képletet még ./1/n-nel megszorozzuk, és n-tél
fiiggetleniil valasztjuk meg a P%-szintet, pl. a szokasos 5%-ra.
Példankban P= 10%-os szintre

_[2-2,44(43+1) (43 1)
k.o»/,.—\/ e (43 = 2,262

A P=10%-0s tolerancia-ellipszist hatarolo téglalap félhossza
hy=+2262-0,7174= 41,62,
felmagassaga
hy=+2,262:9,993= +22,60.

A hatarol¢ téglalap és a korrelacios ellipszis 2. abra szerinti négy érintkezési
pontjanak koordinatai:
az 1. és 2. pont koordinatai

X, ,=X+hy=258+162 =0,96 és 4,20 ®)
Yi.2=Y4byyhy=43,6+9,136-162 =288 és 584

a 3. és 4, pont koordinatai

X34=X+byyhy=2,5840,04709-22,60 =1,52 és 3,64

Y; 4=Y+h,=436+22,60 =21,0 és 66,2. ©)

A (8) és a (9) képletben a byy és a by, a két vallozd Ssszeliiggésének linearis
regresszios koefficiensei az
Y=ay+byy X, vagy Y=Y+byy(X -X), (10)
illetve az
X=ay+by, Y, vagy X=X +by (Y- V) (11)

linearis regresszios egyenletekbSl. A két regresszids koefficiens kiszamithatd a
megadott mutatokbol:

Sy 9,993
=r— =0,6559 - =913
byx rs,, 0,655 07174 9,136 (12)
és
Sy 0,7174
=r—=0,6559-—-———— = 709.
byy rs,, 0, 9.993 0,04 (13)

Az 1. és a 2. pontot a (10) egyenlet, a 3. és a 4. pontot a (1) egyenlet szerinti
regresszios egyenes koti Ossze, ahogy az a 2. abran lathato. A két regresszios egyenes a
hatarolo téglalap érintkezési pontjaiban metszi a korrelacids ellipszist. A két
regresszios egyenlet az ellipszis két szimmetriatengelye olyképpen, hogy az ellipszis
keriiletének pontjai a (10) egyenlet szerinti egyenesre az Y-tengely irdnydban



112 SVAB

szimmetrikusak, mig a (11) egyenlet szerinti egyenesre az X-tengely iranyaban
szimmetrikusak, ahogy azt a 3. abra szemlélteti.

A korreldcios ellipszis egyenlete:

p=Y 112 (15)

Sx

ahol

konstans. Példankban

v= (;)’7919;4  1—0,6559% =10,515.

Példank adataibol a P=10%-os tolerancia-ellipszis egyenlete:

Y=43,6+9,136(X —2,58)+ 10,51 5.\/1,622 —(X —2,58)%.

A (14) egyenlet elsd két tagja a (10) keéplet szerinti regresszios egyenlettel azonos.
A harmadik, a + eldjelil tag adja meg az ellipszis szimmetrikus pontjait a regresszios
egyeneshez. Ha a (14) és a (15) egyenletben X-t és Y-t megcseréljitk, ugyanezt az
ellipszist kapjuk, de gy, hogy a (11) regresszios egyenesre az X-tengely iranyaban
lesznek az ellipszis + pontjai szimmetrikusak.

Példank ellipszisét a (14) képlet alapjan az 1. tablazat szerkezete szerint
szamitjuk ki. A P=10%-os tolerancia-ellipszis pontjait az Y - és az Y *-oszlop adja
meg. El6bbi a regresszids egyenes alatti, utabbi a regresszios egyenes feletti pontokat
jelenti. A P=10%-o0s tolerancia-ellipszist és a megligyelési pontfelhét példank
adataibdl a 4. abra szemlélteti. Ugyanezen az abran mutatjuk be az egy szorasnyi
tolerancia-ellipszist is.

Az 1. tablazat elsd négy soraba a hatarolo téglalap elézbleg mar kiszamitott
érintkezési pontjainak X és X —X koordinatait irjuk, majd az itteni képletekkel
(algoritmussal) Ujra kiszadmitjuk az Y ~- és az Y *-koordinatakat. Ezzel ellendrizziik,
hogy szamitdsainkba nem csiszott-¢ hiba. Ezutan a legkisebb és a legnagyobb X
érintkezési pontok kozott kénnyen szerkeszthetd X-értekeket valasztunk, melyekhez
majd kiszamitjuk az Y ~- és ¥ *-koordinatakat. A legkisebb ¢s a legnagyobb X -értékek
mellett erdsen sliritsitk az X-értékeket, mert ott erds az ellipszis gorbiilése, azaz kozeli
X-értékekhez viszonylag tavoli Y-értékek tartoznak. Az Y ~-oszlopban egyetlen érték
sem lehet kisebb, mint a négy érintkezési pont legkisebb Y ~-értéke, az Y *-oszlopban
nem lehet nagyobb, mint a négy érintkezési pont legnagyobb Y *-értéke.

Az utolso négy sor kitoltésére késObb tériink vissza.

Az 1. tablazat fejlécébdl és a (14) egyenletbdl lathatd, hogy az ellipszis méretét a
hy-érték hatarozza meg. A négyzetgyok alatti X — X abszolut értéke ugyanis nem lehet
nagyobb hy-nél, mert negativ értéket kapnank a gydkjel alatt. Ha tehat megvaltoztat-
juk a P%-szintet, vagy konfidencia-ellipszist szamitunk, a képletben csak a hy valtozik.
Az egy szorasnyi tolerancia-ellipszis esetén hy =sy.
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1. tabldzat
Korrelacios ellipszis szerkesztéséhez a keriilet pontjainak
X, Y koordinatii a (14) egyenlet alapjan*

X | X=X | e | o= ®7 | v Y+
09 | -162 | 2880 +0,00 288 | 288
420 162 | 5840 +0,00 84 | 584
152 | -106 | 3392 +12,88 20 | 468
3,64 106 | 5328 +12,88 204 | 662
098 | —160 | 2898 +2,67 263 | 316
100 | -158 | 2917 +3,76 254 | 329
110 | —148 | 3008 1693 82 | 370
120 | -138 | 3099 +892 21 | 399
140 | —118 | 3282 + 1167 A2 | 445
200 | —058 | 3830 11591 24 | 542
258 000 | 4360 +17,03 266 | 606
3,00 042 | 4744 +16,45 30 | 639
3,50 092 | 5201 +1402 330 | 660
3,80 122 | 5475 11121 835 | 660
4,00 142 | 5657 +820 484 | 648
4,10 1,52 | 5749 15,89 sLe | 634
415 157 | 5794 +4,20 537 | 621
4,18 160 | 5820 +2,67 555 | 609
098 | 160 | 2898 ~2,67 263
418 160 | 5820 +2,67 609
233 | —025 | 4132 +16,83 290
2,83 025 | 4588 ~ 16,83 58,2

* A példa adatai: X =2,58; ¥=43,6; byy=9,136; v=10,515; hy =k, -5y =1,62;
s5¢=0,7174

A nagytengely hajldsszdge és egyenlete

Az ellipszis nagytengelye atmegy az X, Y kozépponton. Szimmetriatengely,
melyre az ellipszis + pontjai merdlegesen, tehat a kistengellyel pirhuzamosan
szimmetrikusak. Az ellipszis kistengelye ugyancsak atmegy az X, ¥ kozépponton és
merdleges a nagytengelyre.

A nagy- és a kistengely megszerkesztése nem szlikséges. De elényds, mert csak
igy hatdrozhato meg az ellipszis négy ,széls6” pontja, a négy tengelyvég koordinatai.
Noveli az Osszefiiggés szemléletességét is, ha a nagytengelyt berajzoljuk a korrelacids
ellipszisbe. A regresszios egyenest, illetve egyeneseket ne abrazoljuk, mert azok, bar
ugyancsak szimmetriatengelyek, a regresszios modellt szemléltetik, ezért megtévesz-
toek.

A nagytengely iranytangense Y/X mértékegységben kifejezve

bo=%[A+,/1+A2], (16)
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ahol _ix (17)

Iy

és

g Vsvsk( 7*SQy—S0x
2yrsySsy 298P )

Ha az X és az Y valtozd mértékegységének abrazolt hossza (cm-ben) azonos,
akkor iy =1y, és igy 7= 1. A szakirodalomban — tapasztalatom szerint — csak ezt az
esetet szoktak ismertetni. A kozolt képletekben ugyanis nem szerepel a y szorzo. Ez
abrazolasi nehézségeket okoz, ha a két valtozo mértékegysége kiilonbozo. vagy azonos
ugyan a mértékegységiik, de szorasuk igen kiilonbozo.

Példankban iy =0,2 és i, =50, ezért

(18)

0,2
= ST,
LT
tovabba
0,042 -9,993% —0,71742 —0,35489
A = — = — 4 :

2-0,04-0,6559-0,7174-9,993 0,37617 02

fgy
1
bo= ——[—0,9434 + /1 +( —0,9434)21=10,784.
0,04
Ka
60-
401
201
0 T

05 1 5 2 25 3 3,5 4 5
humusz %
4. dbra

A példa adataibdl szerkesztett P =10%-0s és egyszorasnyi lolerancia-ellipszis
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A korrelacios ellipszis nagytengelyének egyenlete tehat

Y=Y+ bo(X — X),

Ay ¥410,784(X — X).

(19)

Egyebkent az Y/X mértékegységben kifejezett by-iranytangens ériéke mindig a
ket regresszios koefliciens kozott fekszik, éspedig

byy<by<1/byy. (20)
Az ellipszis nagytengelyének geometriai dbra szerinti (cm/cm) irAnytangense
tg @ =vby=0,04-10,784=04314, (21)
amibdl példankban
©=23,33°

Az idedlis szerkesztés az lenne, ha ¢ =45°. Ekkor a hatarolé téglalap éppen
négyzet alak, és az ellipszis nagytengelye azonos a hatarol négyzet atlojaval. Ha P
nem 45°, akkor a nagytengely és a hatarolo tégla atloja nem esik egybe. Egyébként a
hatérolo tégla atléjanak az iranytangensét a szakirodalom b,-gyel szokta jeldlni,

sy hy
sy hy

j = (22)

Az atl6 ugyancsak szimmetriatengelye a korrelacios ellipszisnek, oly modon, ahogy azt
az 5/E. abra szemlélteti, ahol forgatas utjan szerkesztettiik meg az ellipszist.
A korrelacios ellipszis kistengelyének geometriai hajlasszoge ¢—90°,

példankban —66,67°, Y/X-ben kifejezett hajlasszoge — b példankban —0,0927. A
Q0
keétfelekeppen kifejezett hajlasszog kapcsolata:
1
tg{p—90")= — —. 23)
gle o (
A nagy- és a kistengely végeinek koordindtdi
A nagytengely végeinek koordinatai:
X=X+t,cos0
-1 .
Y=Y+ ;ll sin . (24)
A kistengely végeinek koordinatai:
X=X+t,singp (25)

-1
Y=Y+ ¥I2c03(p,

8‘



116 SVAB

' - |
zV 05 5 25‘0'5(1+r) VO.5(1+r)
ciV0,5=0,424 ci VOi5(1+1)=0.546
E X hy
= =
i A
//
- 0,6 /
// 1 : / hy
2 |
i - I s
p %7 ><0 R
/ '/‘Il
( ~-0/6 7 |
- |
i \ - |
;’é* g :
N Kpep 5xCi VOE(1+r)
5. dbra

Korrelicios ellipszis szerkesztése forgatassal. A korkeriilet i-vel definialt pontjdnak helye az
ellipszisen. A. A kor; B. Lapitas; C. Forgatas; D. Tagitas; E. Atskalazas
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ahol ¢, a nagytengely, t, a kistengely hossza az X-viltoz6 mértékegységében kifejezve.

t1,t;=kpy, ~/0,5[B+ /BT —4sZy?s2(1 —1)*], (26)

ahol
B=s3+y"s3. 27)
A példaban
B=0,71742 40,047 - 9,993 =0,6744

11, b =2,262 1/ 0,5[0,6744 + /0.6744% —4-0,7174% - 0,042 - 9,993%(1 —0,6559)?]
=2,262,/0,5[0,6744+0,5171],

amibol
t,=1,746 és t,=0,6344,

A nagytengely végeinek koordinatai a (23) képlettel:

X=25841,746-cos 23,33°=0,98 és 4,18

1
= — - si °=263 é :

Y=436+ 0.04 1,746 - sin 23,33°=26,3 és 60,9
A kistengely végeinek koordinatai a (24) képlettel:

X =2,58+0,6344 -sin 23,33°=2,33 és 2,83

Y=43,6F {)lﬁ +0,6344 - cos 23,33 =58,2 és 29,0,

A pontosabb dbrazolas érdekében e négy pont koordinatait célszerii az 1. tablazatba,
utolsd négy sorként beirni.

Szerkesztés forgatdssal

A korrelacios ellipszis eldallithat6 az egységnyi sugar kor ellipszissé lapitasaval,
forgatasaval, nyujtasaval, végiil atskalizasaval. Az egyes lépéseket az 5. ébra
szemlélteti.

a) Egysegnyi sugari kort és hatarolo négyzetet szerkesztiink. Jeloljiik i-vel a kor
barmely pontjat, a vizszintes tengelyt pedig c-vel. Ekkor az i-pont koordinatai az
abszcisszan c;, az ordinatan pedig +./1—c?.

b) A kort ellipszissé lapitjuk oly modon, hogy a keriilet +./1—¢? ordinatait
megszorozzuk a korrelacios koefficiensbél szamitott

1—r 1—0,6559

lapitottsagi koefficienssel.
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c) Az ellipszist az dramutaté jarasaval ellentétesen 45°-kal elforgatjuk; innen a
/0,5-0s szorzo a (31) képletben;

d) A keriilet koordinatait . /(1 +r)-rel megszorozzuk, hogy az ellipszis érintsc a
hatarol6 negyzetet.

e) A tengelyeket atskalazzuk X, Y beosztisra. Ezért dtszorozzuk az ellipszis
keriiletének koordinatait X és Y szorasaval és a kpe, szorzoval.

A vazolt lépések a szamitasok soran részben Osszevonhatok. Az egységnyi
sugari kor keriiletének koordinatai az X-, Y-tengelyii tolerancia-ellipszis keriiletén:

X=X tsygle—(+z,/1-c?)] (29)
Y=Y+syg[c+(+z/1—-c?)] (30)
ahol
g=kpy/0,5(1+7). (31)
E két egyenletbdl levezethetd a (14) egyenlet, ugyanis a (29) és (30) egyenletek
Osszegébdl
e= : [X_X + Y“T. (32)
kpo/ﬂ 2(1 + r) Sy SY

A (29) egyenletben c-t a (32) egyenlet jobb oldalaval helyettesitve és Y-t X-szel kifejezve
a (14) egyenlethez jutunk.

Eléjel-szabdlyok: a (29) és a (30) egyenletben kétszer fordul el6 + elGjel. A két
képlet alkalmazisat megkOnnyiti és a szamitasokat leegyszeriisiti a kovetkezo eldjel-
szabalyok figyelembevétele:

1.Ha X és Yutan a,, + " eldjellel szamolunk, akkor az ellipszis mell¢ktengelyétol
jobbra esé koordinatakat kapjuk meg. Ha a ,,—” eldjellel szimolunk, akkor a bal
oldali azonos abszolat értékii, de minusz el6jelil c-értékek X-, Y-koordinatait kapjuk.
Ezért minusz eldjelii c-értékkel felesleges szamolni.

2.Haaz,/1-¢* kifejezés eléjele ,, +7, akkor az ellipszis fels, ha eldjele ,, — , az
ellipszis also felét kapjuk. Igy tehat a (29) és a (30) képletek eldjelei kozill a

+ + az ellipszis jobb felsd negyedét =1
— — az ellipszis bal also negyedét =111
+ ~— az ellipszis jobb also negyedét =IV
— + az ellipszis bal felsd negyedét =11

hatarozzak meg.
Példaképpen szamitsuk ki példank adataibol a kor keriiletének i=0,6; 0,8
pontjanak koordinatait az X-, Y-tengelyil, P=10% tolerancia-ellipszis keriiletén:

g=2,262, /0,5(1 +0,6559)=2,0582
X =2,58+0,7174 - 2,0582[0,6 — 0,4559, /1 —0,6%]
=258 +1,4766[0,2353]=2,93

Y=43,6+9,993 - 2,0582[0,6 + 0,4559. /1 —0,6%]
=43,6+20,568[0,9647] =634 .



AGROKEMIA ES TALAJTAN Tom. 33. (1984) No. 1—2. 119

Ellen6rzésként az X =2,93-at helyettesitsiik a (14) egyenletbe:

Y=43,6+9,136(2,93 —2,58)+ 10,51 5\/1,6?.2 —(2,93-2,58)* =63,45.

A 2. tablazat a forgatasos szerkesztése eljaras szamitasainak célszerii szerkezetét,
technikdjat mutatja. Itt szamszerlien is kovethetdk a koordinatidk eldjel szerinti
szimmetriaviszonyai, Lathato, hogy pozitiv el6jelii ¢ koordinatakra kell csak szamitast
végezni, a bal oldali koordinatakat az X — X és az Y— Y eldjelének megvaltoztatasaval
kapjuk meg,

2. tabldzat
Korrelacios ellipszis keriiletének koordinatai forgatdssal*
-X Y-Y
< -¢? z(2 g X, Yim X Y
o Ve | 8 wIOY | ol | 25 | G | 2@ | 76
1,0 0,0 1,48 20,6 4,06 64,2 1,10 23,0
0,96 0,280 0,128 1,24 22,3 3,82 65,9 1,34 21,3
—0,280 | —0,128 1,61 17,1 4,19 60,7 0,97 26,5
0,90 0,436 0,199 1,04 22,6 3,62 66,2 1,54 210
—0,436 | —0,199 1,62 144 420 58,0 0,96 29,2
0,80 0,600 0,274 0,78 22,1 3,36 65,7 1,80 21,5
—0,600 | —0274 1,59 108 417 544 0,99 108
0,60 0,800 0,365 0,35 19,8 2,93 63,4 2,23 238
—0,800 | —0,365 1,42 4.8 4,00 48,4 1,16 38,8
030 0,954 0435 | —020 151 2,38 58,7 2,78 28,5
—0954 | —0435 1,09 2,8 3,67 40,8 1,49 46,4
0,0 1,0 0456 | —0,67 9.4 1,91 53,0 3,25 34,2
-1,0 —0,456 0,67 —-94 325 342 1,91 53,0

* Apéldaadatai: X =2,58; Y=43,6; 5, = 0,7174; 5, =9,993; 7 =0,6559; k , g0, = 2,262; 2 =0,4559; g = 2,0582

A pontos szerkesztés érdekében a ¢ =0,0; 0,3; 0,6; 0,8; 0,9; 0,96 és 1,0-hez tartozo
X-, Ykoordinatakat érdemes kiszimitani. Ez 13 sort jelent a 2. tablazatban és 28
pontot hatdrozunk meg az ellipszis keriiletén.

Az 5/E. abran a ¢= —0,6, 0,0 és +0,6 abszcissza értékekhez tartozd X, Y
koordinataértékeket abrazoltuk. Az abrabol lathato, hogy az eredeti kor abszcisszaja-
nak az elforgatasa a

by=sy/sxy=hy/hy (33)

hajlasszogl tengelyt adja, mely a hatarolo téglalap atloja. Az ellipszis keriiletének
koordinatai erre a tengelyre is szimmetrikusak, ahogy az 5/E abra szemlélteti, de nem
merdlegesen, Az ellipszis nagytengelye €s az atldja csak akkor esik egybe, ha @ =45°,
Ekkor hy=h,.

Ilyenforman a korrelacios ellipszisnek tehat négy szimmetriatengelye van, byy,
byy, by €s by hajlasszogel. Ezek koziil a b, hajlasszogli adja a nagytengelyt. Az ellipszis
nagytengelyét a forgatasos szamolasi eljarasnal is (16)—(27) képletekkel hatirozzuk
meg.
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Az 1. vagy a 2. tdbldzat szerint szdmoljunk?

A 2. tablazat szerinti szimolas gyorsabb, és pontosabban meghatarozhat6, hogy
hol stiritsiik az X, Y pontokat. Ezenkiviil a 2. tablazat elso két oszlopa sablonosan el
is készithet6. Hatranya azonban, hogy abrazolaskor az X- és Y-értékek nem kerek
szamok, igy az abra készitése nagyobb koriiltekintést igényel, mint az 1. tablazat
szerinti modszerrel, ahol az X-értékeket, minthogy egész szamok, elore berajzolt
vonalakhoz illesztjiik, pl. milliméterpapir hasznalatakor.

Egyelore nincs elég tapasztalat, hogy melyik az elonydsebb eljaras. A kevés
fellelhetd szakirodalom az 1. tablazat szerinti megoldast ismerteti. A magam részérdl is
ugy latom, hogy ha a kutatd szerkeszti az ellipszist, egyszeriibb és pontosabb az 1.
tablazat szerinti modszer. Szamitogépes programozashoz azonban a 2. tablazat
szerinti forgatasos megoldas talan elénydsebb, mert itt eldre rogzithetd, hogy a keriilet
mely pontjait hatarozzuk meg. Az 1. tablazat szerinti megoldasnal ugyanis a hy
méretetdl fiigg, hogy mely X-értekeket valasszuk meg elore,

Osszefoglalas

koordinatarendszerben a korrelacios ellipszis abrazolasa nagyon megkOnnyiti az
Osszefiiggést kifejez6 pontfelhd megitélését, a szélsOséges kombinaciok, vagy a
pontstrusddések felismerését, Modszert mutatunk be a X- és Y-tengely skalabe-
osztasanak célszerll megvalasztasara, bemutatunk tovabba két modszert a korrelacios
ellipszis keriiletének és tengelyeinek megszerkesztésére. Az egyik modszer a linedris
regresszio-analizisen, a masik modszer az egységnyi sugari kor ellipszissé lapitasan,
elforgatasan és tengelyeinek atskalazasan alapszik. A két modszer ugyanazt az
ellipszist adja. Kézzel térténd abrazolashoz az els6 modszer eldnydsebb. A szerkesztes
részleteit, a négy szimmetriatengely (bg, by, byy, bxy) értelmezését abrak szemléltetik.

Bemutatunk egy y-val jelolt szorzofaktort, amelyet akkor kell hasznalni, ha az
X- és az Y-tengely mértékegységének az abrazolt hossza kiilonbozik. A dolgozat
bevezetésében megtargyaljuk a korrelacios ellipszis két valtozatanak, a tolerancia- és a
konfidencia-ellipszisnek értelmezését és alkalmazasi korét az agrokémiai kutatas
teriiletén.

Irodalom

[1] Documenta Geigy: Wissenschaltliche Tabellen. 183—184. G. Thieme Verl. Stuttgart. 1975.

[2] HeaLy, M. J. R.: Drawing a probability ellipse. 202—204. Applied Statistics 21. 1972.

[3] Juvancz, . & Paksy A. Orvosbiometria. Medicina Koényvkiadd, Budapest. 1982.

[4] ScHNEIDER, B.: Structural relationship analysis of observational data in clinical chemistry.
Proceeding 3rd Hung. Biometric Conference, Budapest, 13—15 April 1981.

[5] TuoNL, He: Darstellung eines Toleranz und Vertrauensellipsoids. 57—61. EDV.12.2. 1981.

Erkezeut: 1983, dprilis 12,



AGROKEMIA ES TALAJTAN Tom. 33. (1984) No. 1—2. 121

Applying and Constructing Correlation Ellipses

J. SVAB

Agricultural Research Institute of the Hungarian Academy of Sciences, Martonvasar (Hungary)

Summary

When representing the correlation between two random variables in an orthogonal
coordinate system, plotting a correlation ellipse may make it much easier to interpret the scatter
of dots, to find out extreme combinations or the clustering of dots.

The well-known formula of correlation ellipses [1] is

Y=Y+ by X —X)to/hE—(X —X)?,

where

v.:ﬂ 1—r? and hx=Sx\/M(n_l))

Sx n—1 n

(see Fig. 2).

The construction of the axes of the ellipse based on the known formulae supposes that the
unit of measurement of variables X and ¥ should be plotted on the graph in equal unit of length,
regardless of their actual dimension. In many cases this restraint results in distorted graphs,
depending on the unit of measurement of the two variables, or the difference between their
standard deviations.

To overcome this difTicully a coeflicient y = iy/iy has been introduced, where iy means the
region of variable X on 1 cm length of the X axis, and i, means the region of variable Y on 1 cm
length of the Y axis. The formulae completed by a coefficient y as described in literature are
shown in this paper as formulae No. (16)—(27).

The paper discusses also an other solution of the construction of correlation ellipses,
where one is starting from a unit circle: corresponding to the value of the correlation coefficients
(r) the circle is flattened down to ellipse shape, then rotated and enlarged to the wanted size,
constructing [inally the ellipse with arbitrary scaling of the X and Y axes. The whole procedure is
illustrated in Fig. 5. Actual calculations, determination of the dots of the ellipse are done
according to [ormulae (28}—31) and the scheme shown in Table 2.

The terms of tolerance and confidence belt and ellipse are discussed, too (Fig. 1), the
symmetry condition of the correlation ellipse are outlined in Figs. 2, 3 and 5. Fig. 4 shows the
Lolerance ellipse of the example used in the paper, at the P=0.1 level of significance and s = | (one
standard deviation) scale.

Table 1. X, Y coordinates of the dots of the ellipse for the construction of a correlation
ellipse on the basis of equation (14). *Statistics of the example used in the paper.

Table 2. Coordinates of the perimeter of a correlation ellipse by rotation. *Statistics of the
example used in the paper.

Fig. 1. Regression (A) and correlation (B). a) tolerance belt; b) confidence belt; c) tolerance
¢llipse; d) confidence ellipse; €) principal axis.

Fig. 2. Four points of contact of the surrounding rectangle and the correlation ellipse.

Fig. 3. The symmetry conditions of the correlation ellipse to the two kinds of regression
line,

Fig. 4. Tolerance ellipse of the example used in the paper, at the P=0.1 level of significance
and s=1 (one standard deviation) scale.
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Fig. 5. Construction of a correlation ellipse by rotation. The place of point /" of the
circle’s perimeter on the ellipse. A. Unit circle; B. Flatlening; C. Rotation; D. Enlargement;
E. Rescaling,

Anwendung und Konstruktion von Korrelationsellipsen

J. SVAB

Landwirtschaftliches Forschungsinstitut der Ungarischen Akademie der Wissenschaften, Martonvasar (Ungarn)

Zusammenfassung

Soll die Korrelation zwischen zwei Zulallsvariablen in einem rechtwinkligen Koordina-
tensystem dargestellt werden, so kann die Korrelationsellipse die Deutung des Punkteschwarms,
das Erkennen extremer Kombinationen oder die Clusterbildung der Punkte erheblich
erleichtern.

Die bekannte Formel der Korrelationsellipse ist [1]

Y=Y+ by X — X)to,/Hs—(X - X)?,

Fpe, 1 —1
v=—\/1—r* und hy=sy Fpulnt )(.'L_)
Sy n—2 n

wo

ist (s. Abb. 2.).

Fiir die Konstruktion der Ellipsenachsen nach den bekannten Formeln ist vorgegeben,
dass die Masseinheit der Variablen X und ¥ im Diagramm mit gleichen Lingenmass dargestellt
wird. Diese Bedingung fithrt aber oft zu verzerrten Abbildungen je nach dem, in welchen
Masseinheiten die zwei Variablen ausgedriickt sind, oder wie stark ihre Standardabweichungen
voneinander verschieden sind.

Zur Uberbriickung dieses Problems wurde ein Koeflizient y=i,/iy eingefiihrt, wo iy das
Bereich der Variablen X auf | cm Léngenabschnitt der X-Achse, iy das Bereich der Variablen Y
aul 1 cm Langenabschnitt der -Achse ausdriickt. Die aus der Fachliteratur iibernommenen, mit
dem Koeflizienten y erginzten Formeln sind hier als Formeln (16)—(27) angefiihrt.

Fiir die Konstruktion einer Korrelationsellipse wird in der vorliegenden Arbeit auch eine
andere Losung beschrieben, bei der von einem Einheitskreis ausgegangen wird, der dann aul
Grund der r-Werte (Korrelationskoeffizienten) zu einer Ellipse abgeflacht, verdreht, auf das
erwiinschte Mass vergrossert und schliesslich in einem Koordinatensystem mit beliebig
erwihlter Masseinteilung der X- und Y-Achse die gewiinschte Ellipse aufgezeichnet wird. Dieser
Vorgang ist in Abb. 5. veranschaulicht. Die Rechenarbeit, die Bestimmung der Ellipsenpunkte
erfolgt den Formeln (28)—(31) geméss und nach dem in Tab. 2. gezeigten Schema.

Die Begriffe des Toleranz- und Konfidenzgiirtels, bzw. der Ellipse (Abb. 1.), sowie die
Symmetrieverhiltnisse der Korrelationsellipse werden auch erdrtert und in Abb. 2., 3. und 5.
graphisch dargestellt. Abb. 4. veranschaulicht die Toleranzellipse des besprochenen Beispiels bei
P=10% und s=1, d. h. im Grdssenmass von einer Einhéit der Standardabweichung.

Tab. 1. X-, sowie Y-Koordinaten der zur Konstruierung der Korrelationsellipse
benotigten Punkte aul Grund der Gleichung (14). *Masszahlen des angefiihrten Beispiels.

Tab. 2. Koordinaten des Perimeters der Korrelationsellipse nach Anwendung einer
Verdrehung. *Masszahlen des angeliihrten Beispiels.

Abb. 1. Regression (A) und Korrelation (B). a) Toleranzgiirtel; b) Konlflidenzgiirtel; c)
Toleranzellipse; d) Konfidenzellipse; e) Hauptachse.
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Abb. 2. Die vier Berithrungspunkte der Korrelationsellipse und ihres Tangentenrechtecks.

Abb. 3. Symmetrieverhiltnis der Korrelationsellipse mit den zwei, auf verschiedene Weise
berechneten Regressionsgeraden.

Abb. 4. Die mit Hilfe der Masszahlen des besprochenen Beispiels konstruierte Toleranz-
ellipse bei P=10% und s=1.

Abb. 5. Konstruktion der Korrelationsellipse mit Hilfe von Verdrehen. Lage des Punktes i
des Einheitskreises auf dem Perimeter der Ellipse. A. Der Kreis; B. Abflachen; C. Verdrehen; D.
Vergrossern; E. Erwilhlen der neuen Masseinteilung der X- und Y-Achse.

ITocTpoenne n HCMOIh30BaHHEe LIHIICA KOPPEJIANHN

A. IIBAB

Hay4Ho-neernenioBaTenbekuit MHCTHTYT cenbekoro xosaficrsa, Benrepekoit Axkanemun Hayk, MapTonsanrap (Benrpus)

Pe3jwme

ITpu uzo6paxenyu KOPPENALHN ABYX CIy4¥aiiHEIX BEIHYHH B OPOTOrOHANLHOH CHCTEME
KOOpJHHAT, NOCTPOEHHME JUIMICA KOPPENANHH B 3HAYHTENBHOH Mepe obJerdaer OUEHKY
PACCEHBAHMA TOYEK, pa3HYEHHE BLINAIOIIMXCA KOMOHMHALMI, ONpene/ieHHe IMJIOTHOCTH
pacnpenesieHHs To4eK, TOYEYHBIX KNACTEPOB.

s >naunca KOppeasUMy H3BeCcTHO ypasHeHHe [1]

Y=Y+byx(X - X)+v /h2—(X - X),

2 0, —1
DL & hx=sx\/Fp/o("+1) (" ))

Sy n—2 n

rae

{cMOTpH pHCYHOK 2.).

IMocrpoenue oceit 3nMNCca OO YKa3aHHLIM YPaBHEHHAM MPEMMNOJIATAET, YTO eAHHUIBI
JnHHEL nepemeHHbIx X B Y kakuMu Ob1 OBH He OBLIH, HA PHCYHKE JOJDKHBI MMETh OWHAKOBYO
IUTMHY. 3TO YCIOBHE YaCcTO BEAET K HCKAXKEHHIO PHCYHKA 3aBHCHMO OT TOT0, KAKOBBI CIHHHILI
H3MEPCHHS OBYX NEPEMEHHbIX BEJIMIMH HIIH OT CTEIEHH UX PACCEHBAHMS.

[as npeogonenns dToHl TPYAHOCTH BBeNH KO3hOHUMEHT y=iy/iy, [Ae Iy OGMACTE
nepemerHod X B 1 cM ocu X, iy obnacTs mepemennoii YB 1 cM ocu Y.

Berpeyatouisecs B CnenuanbHOMH IMTEPATYPe YPABHEHAR, AOMONHEHHBIE KOYDhHUIHEH-
TOM y MOKA3LIBAKOT yPABHEHMUA, IPUBENCHHBIE B AaHHOI paboTe ([161—27]).

B paboTe npupefenHa 1 Takas BO3MOXHOCTE IOCTPOEHHS 3JLTHICA KOPPE/IALHH, KOrna
OHO HaYHHAETCA M3 OKPYXHOCTH ONpEJENEHHOTO paauyca, 3aTeM OKPYXHOCTh IOPMHAPYIOT B
JUIHIC COTNIACHO KO3(OHUHEHTAM KOPpENsUHM (r), NOBOPA4YHBAIOT, YBEIHYHBAIOT [0
TpebGyeMbix pa3MepoB, 3aTEM CTPOAT HUIHIIC O cBOGOHO BLIODaHHOMY NMoApa3AeNeHHIo Ocer
X u Y. Bce 510 nokasano Ha puoyske 5. Cam pacyer, onpefeNieHHe To4eK IIAICA BeAeTCH o
ypaerernaM [281—[31] ¢ momomeio cxemaTHYeckol Tabmuunl 2,

Pabota obcyxmaeT TakKe IOHATHA NONOCA TOJNEPAHTHOCTH, NOJI0CA JOBEPHS H JLIHIIC
TOJIEPAHTHOCTH H goBepus. (Puc. 1), a Takxe yC/IOBHA CHMMETPHH DJUIHICA KOPPEJSISIHH.
OTo mnokasaHo Ha pHcyHKax 2., 3. u 5. Ha pHcyHke 4. mpuBeaeH npHMep 2/IHEICA
TOJMEPAHTHOCTH P=10% u s=1, T. . B OOHOM CTaHOAPTHOM pasMepe.

Taba. 1. KoopausaTel X, Y To9ek OKPYKHOCTH JUIS TOCTPOEHHS JUIHIICA KOPPEJISIHH,
HA OCHOBaHMH ypaBHeHHA (14). *CraTHCTHYECKHE TIOKA3ATENH.
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Tabs. 2. KoopmuHaTbl TnepHMeTpa UIHNCA KOPPENsSOMH OPH  I[IOBOpPOTE.
*CTaTHCTHYECKHE TIOKA3aTe IH.

Puc. 1. Perpeccus (A) u koppensauus (B). a) nonoca TonepanTHocTH. b) nonoca noBepus.
€) JLTHIC TOIEPARTHOCTH. d) JIUIKIC [OBEPHA. €) [IABHAS OCh.

Pyc. 2. OrpanuTHBaIoNHi MPAMOYTONbHUK H HEThIPE TOYKH CONPHKOCHOBEHHSA 3JIIMIICA
KOPpe/IsLMH.

Puc. 3. CHMMeTpH4ECKAA CBA3b 3/UIHIICA KOPPEIAIMH C ABYMS BHOAMH PETrPECCHOHHBIX
IPSAMBIX.

Puc. 4. Ilpumep nocrpoenus umnca. P=10%, s=1.

Puc. 5. TlocTpoeHHe JJUIHNCA KOPPENSUHHE NOBOPOTOM. MECTO TOYKH OKPYKHOCTH
ofo3HaveHHOH i B a;unnce. A. OkpyxsaocTb. B. JloBeaeHne oKpyXHOCTH 10 HOPMBI DJUIHIICA.
C. lNopopor. 1. Veenuuenue pasmepos, E. Tleperpanynposka.



