Szakmai beszamolé a T43242 sz. OTKA zardjelentéséhez

A jelen 43242 szami OTKA a megel6z6 30314, 16448, 1911 és 1810
szdmi OTKAk egyenes folytatasa. Ezen OTKAk téméaja logika, algeb-
ra, algebrai logika és relativitaselmélet logikai alapozésa. Az algebrai
logikai kutatdasoknak az az egyik alapmotivuma, hogy ugyanazt a je-
lenséget logikai, algebrai és geometriai nyelven is leirja és a logikai,
algebrai, valamint geometriai leirasok kozott egy preciz ,atjarast” de-
finidl. A relativitaselméleti téridé vizsgalatok felépithetok a geomet-
ria keretei kozott, tehat természetes modon illeszkednek a most véazolt
kapcsolatrendszerbe. Az algebrai logika, matematikai logika, és relati-
vitaselmélet kutatasainkban szervesen Osszefliggd részek, és ezen 06sz-
szefliggést kivanjuk/kivantuk hangstlyozni munkénkban.

A témak osszefliggése miatt az eredmények alabbi témakorei sok he-
lyen fedik egymast, egy-egy eredmény tobb cimszé ald is kivankozik.

Algebrai logikdhoz kapcsoldédd munkék és eredmények

A definidlhatosag-elmélet jelen OTKA-nak egyik centralis témaja.
Ezt az elméletet relativitaselméleti fontossdga miatt Einstein mun-
katarsa Reichenbach kezdeményezte 1920 tajan, tamaszkodva Hilbert
és Padoa korabbi ilyen iranyu vizsgalataira. Az elméletnek atiité lendii-
letet adott Tarski 1935-0s definicidelmélet cikke, majd Tarski egész
életmiive (direkt vagy indirekt formaban). Az elméletnek ismét 1j
lendiiletet adott Beth (Tarski egykori asszisztense), Makkai Mihdly,
Chang, Shelah és Pillay, Hodges és sok mas mai — gyakran Shelah-hoz
kapcsolodd — modellelmélész munkaja.

A definicidéelmélet legalabb négyféle alakban jelenik meg munk&ink-
ban: egyrészt a matematikai logika modellelmélete egy fejezeteként,
masrészt a sziikebb értelemben vett algebrai logika egy lényeges feje-
zeteként, az algebrdban mint az amalgamacids tulajdonsagok (vala-
mint epimorfizmusok sziirjektivsége) és varidnsaik vizsgalata, és a rela-
tivitaselméleti munkankban mint az un. megfigyelésorientalt és elméleti
fogalmak kapcsolata.

A kiilonbozo elméletekben definialhaté fogalmak algebrat alkotnak.
Attdl fligg, hogy mik az algebra miiveletei és elemei, hogy milyen lo-
gikai nyelvet hasznalunk a definidlds folyamén. fgy keletkeznek pl.
a cilindrikus, poliadikus, reldcié- és dinamikus algebrak. A hasznalt
logika definidlhatdsagi tulajdonsagai a megfelel algebraosztaly amal-
gamaciohoz kapcsolédé tulajdonsigainak felel meg. (Ezen algebrai tu-
lajdonsagok vizsgdlatat Tarskin kiviil Jonsson, McKenzie, Daigneault
valamint szdmos 1930 koriil publikalé csoportelmélész kezdeményezte. )
Példaul az un. Beth definidlhatésagi tulajdonsag, amely az impliciten
és expliciten definialt fogalmak egybeesésérol szol, a megfelel¢ algebra-

osztalybeli epimorfizmusok sziirjektivségével ekvivalens.
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Néhany eredmény ebben a téméban, mely jelen OTKA keretében
szlletett:

A csak véges sok valtozodjelet hasznald elsérendii logika és ennek az
un. Beth-féle definidlhatdsagi tulajdonsdga fontos, intenziven kutatott
teriilet pl. a szamitastudomanyban. Bizonyitottuk, hogy a Beth de-
finidlhatosagi tulajdonsaga pontosan akkor van meg egy csak véges sok
valtozojelet hasznéld elsorendii logikdnak ha a logika Osszes relacidjele
legfeljebb egyargumentumi. Ha viszont csak véges modelleket en-
gediink meg és megkotést tesziink a végesvaltozés logika modelljeinek
szamossagara, akkor az n > 1 valtozdjelet hasznalo logikaknak pon-
tosan akkor van meg a Beth definidlhatdségi tulajdonsiga ha legfel-
jebb n + 1 szamossagi modelleket engediink meg. Az eredményeket a
megfeleld cilindrikus algebrak kozti epimorfizmusok sziirjektivitasanak
vizsgalataval kaptuk. Ld. Andréka-Comer-Madarasz-Németi-Sayed
[ACMNSO7].

Tarski tanitvanyaként és munkatarsaként, Don Pigozzi irta meg az
alapveté Henkin-Monk-Tarski algebrai logikai meghatarozé monogréfia
definidlhatésagelméletre ill. amalgamacios tulajdonsagra vonatkozd
,Kiséro-cikkét”. Ez az Algebra Universalis-ban 1971-ben megjelent cikk
Osszegzi a Tarski iskola fontosnak tartott nyitott kérdéseit a téméban.
E kérdések egy részét korabban felvetette Comer, Daigneault, John-
son, McKenzie és masok. Az Osszes még nyitvamaradt kérdést si-
keriilt kimeritéen megvalaszolnunk a [M07]-ben és a [MS07]-ben. Egy,
a problémamegoldasok altal felvetett ujabb Madarasz-Németi kérdést,
hogy van-e cilindrikus algebrakbol allé varietas, melyre igaz az amal-
gamacié de nem igaz a szuperamalgamécié, sikeriilt pozitivan megoldani
[SS06]-ban. Ld. Madardsz [M07], Madardsz-Sayed [MS07] és Sagi-
Shelah [SS06].

A kvéziprojektiv relacidalgebrékat Tarski definidlta 1941-ben, sok
koziik van a matematika megalapozasahoz és a halmazelmélethez. A
relacidalgebrak lényegében a 3-valtozos logika algebrai és a kvazipro-
jekcidk a halmazelméleti par-képzést szimulaljak. A neat-beagyazas
fogalma Henkintdl szarmazik és annak felel meg, hogy 1j valtozojeleket
vezetiink be a logikaba.

A kvaziprojektiv relacidéalgebrak reprezentaciotétele az elsorendii lo-
gika valamint a végesvaltozos logikak szerkezetének megértéséhez 1é-
nyeges informaciot szolgaltat, valamint a szamitastudomanyban so-
kat hasznaljak pl. tételbizonyité programmokhoz. Megmutattuk, hogy
tetszoleges kvaziprojektiv relacidalgebraban definidlni lehet véges-di-
menzios cilindrikus algebraknak olyan sorozatat, melyben minden tag
neat-reduktuma a kovetkezének és minden tag relaciéalgebra-reduktu-
ma izomorf a kiindulé algebrdaval. Minden el6fordulé definicié un. term-
definicid, tehat definiciéelméleti szempontbdl a lehet6 legjobban kezel-

het6. Fontos alkalmazésa ezen eredménynek, hogy a kvaziprojektiv
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relacidalgebrak reprezentaciétételére 1j, minden eddigitdl eltérd bizo-
nyitast szolgaltat. Ld. Simon [Si07].

Foglalkoztunk cilindrikus algebrak neat-bedgyazasi tulajdonsagaival.
Példaul vizsgaltuk, hogy hogyan nyerhetok kvézi poliadikus algebrak
minél altalanosabb cilindrikus-tipusu algebrakbol. Bevezettiink ehhez
egy cilindrikus algebrakndl altalanosabb algebra osztalyt. Megmutat-
tuk, hogy az igy kapott cilindrikus-tipusu algebrak neat beagyazhato-
saganak sziikséges és elégséges feltétele a Leon Henkin nevéhez fiizodo
merry-go-round azonossagok teljesiilése. Megmutattuk tovabba, hogy
a témaban fontos un. Resek-Thompson tételben szerepld gyengitett C4
axioma ekvivalens a szubsztitucidk kommutativitasaval. Ld. Feren-
czi [FO7a, FO7b], Ferenczi-Sagi [FS06].

Vizsgaltunk elsérendit modellekhez rendelhet6 cilindrikus algebrakon
valoszintiségeket, példaul ilyen valoszintiségek konstrudlhatésagat. Ld.
Ferenczi [FO05].

Megadtuk végtelenitett (infinitary) kvaziazonossdgokkal valé axio-
matizacidjat a szabad Kleene-algebrdaval paraméterezett Jénsson-féle
dinamikus algebraknak. Erdekessége az axiomatizacionak, hogy az
altalunk megadott kvdziazonossdgok valédi osztélyt alkotnak (cserébe
viszont nagyon atlathaté az axiomdk tartalma). A kérdésre, hogy
elég-e halmaznyi sok ezek koziil az axiomak koziil ugyanerre a fela-
datra, konnyen lehet, hogy nincs egyértelmii valasz (tehat, hogy a
kérdés fiiggetlen a ZFC-t6l). Azért gondoljuk, hogy ez lehetséges,
mert a problémat kapcsolatba hoztuk kiilonféle nagy-szamossag hi-
potézisekkel. Ez az eredmény is mutatja a kutatasi téma résztémainak
szoros Osszefonddéasat: ezen eredmény példaul az algebrai logika, kisza-
mithatésagelmélet, és a matematika megalapozasa témék mindegyiké-
hez relevans. Ld. Henk [HO3].

Az algebrai logikanak fontos fejezete a kategériaelméleti logika. Jelen
team munkéssidga e teriileten is a 70-es évekig vezetheto vissza, ld.
pl. az ,injektivitds-logikai” kozelitésmddot [ANT7], mely napjainkban
is népszeri és virdgzik [AHS07]. E teriileten is sikeriilt tovabblépni,
egyrészt a matematika és logika kategoriaelméleti megalapozasa terén
a Makkai Mihaly akadémikus nevéhez kapcsolodé FOLDS ,, First order
logic with dependent sorts” kozelitésmadd szellemében [Ma97], masrészt
a relativitaselmélet kategdériaelméleti megkozelitése iranyaban az SDG
(synthetic differential geometry) elméleten keresztiil. Az SDG egyfajta
axiomatikus relativitaselméletnek is tekinthet6. Ezek koziil az elsérol
Makkai [Ma05], [Ma07] Interneten elérheté publikédcidira utalunk mint
a projektum beszamolasi id6szakaban keletkezett eredményekre.

,Higher dimensional categories” (HDc-k) az a ldncszem, amely 6sz-
szekoti a matematika alapozé (kategdria-) alkalmazasokat és a fizikai
alkalmazasokat. Részletesebben: A matematika alapozasanal kiindu-

lunk abbdl, hogy a halmazok Set osztalya helyett van egy Topos -unk,
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melynek objektumai jatszak a halmazok szerepét. Felmertl a probléma,
hogy ebben az alap-Topos -ban nincsenek nagy kategéridk (mert azok
valédi osztélyok lennének). Ezért vesziink egy nagyobb univerzumot,
melynek objektumai a kategoridk, de ekkor ez a nagyobb univerzum
mar 2-dimenzids kategoria (mert a természetes transzforméciok a funk-
torok, mint parhuzamos nyilak kozott hatnak). Ez az egyre t6bb di-
menzio sziikségessége nem all meg semmilyen véges szamnal, igy ju-
tunk el az w-dimenzids kategoridk elméletéig. Mindez végiil a ,,Higher-
dimensional categories” HDc elméletéhez vezet. A HDc kiilonboz6
kérdéseihez kapcsolodnak Makkai Mihaly team-tagunk fent idézett ku-
tatasai. Ld. Makkai [Ma05], [Ma07].

Orvendetes fejlemény, hogy Univerzdlis Logika cimmel nemzetkozi
egyluittmiikodés szervezodik az absztrakt modellelmélet és algebrai lo-
gika egy olyan részteriiletén, ahol 1971 6ta az eredeti kezdeményezok
kozott voltunk és ahol intenziven dolgoztunk régoéta. 2005 marciusban
nagy nemzetkozi konferenciat tartottak Montreux-ben, ahol meghivott
plenaris el6addk voltunk, és a kovetkezd nagy nemzetkozi konferencian
is, melyet Kindban tartottak 2007-ben, ismét meghivott plenaris el6addk
voltunk. Meghivtak a Logica Universalis 0jsag szerkesztobizottsagaba,
és a Logica Universalis Konyvsorozat Advisory Board-jaba. ,,Univer-
sal Algebraic Logic” ciml konyviink ebben a témaban a Birkhauser
Verlagnal van megjelendben. Ld. Andréka-Németi-Sain [ANSa07].

Modellelmélet, matematikai logika, kiszamithatdsagelmélet

Elméletek definicios ekvivalenciajat vizsgaltuk. Egyszerii, szemléle-
tes példat adtunk két elméletre, melyek nem definiciésan ekvivalensek,
de mindegyik definiciésan visszavezetheté a masikra. Ld. Andréka-
Madardsz-Németi [AMNO5].

A tipuskihagyasi tétel a matematikai logika modellelméletének egyik
sokat hasznalt eszkoze, az elsérendii logikaban felirt elméletek modelljei
finom-szerkezetének vizsgdlatdban fontos. A véges modell elméleti és
szamitastudomanyi alkalmazasok idészertivé tették annak vizsgélatat,
hogy az elsorendii logika véges sok valtozét hasznald szeletei koziil me-
lyek rendelkeznek ezen tulajdonsaggal. Bizonyitottuk, hogy a 2-nél
tobb valtozojelet hasznéld szeletek nem rendelkeznek a tipuskihagyasi
tulajdonsaggal, mig a 2-valtozos szeletek rendelkeznek a tulajdonsaggal
abban a specidlis esetben mikor csak atomos elméleteket néziink. Az
volt a jol megalapozott sejtés, hogy a 2-valtozos szelet rendelkezni fog
a tipuskihagyési tulajdonsiggal. Bizonyitottuk, hogy a véarakozassal
ellentétben, az elsérendii logika 2-valtozos szelete mégsem rendelkezik
a tipuskihagyasi tulajdonsaggal. Ennek az eredménynek szamottevo
algebrai logikai kovetkezménye is van, pl. 2-dimenzids cilindrikus al-
gebrak esetében a reprezentalhatdsaghdl nem kovetkezik a teljes repre-
zentalhatésag. Ld. Andréka-Németi-Sayed [ANS07], [ANO7].
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Modellelméletben tovabbi 1j eredmények jelentek meg, 1d. Sagi [S04],
Sagi-Shelah [SS05].

Godel nemteljességi tétele, Church tétele a bizonyithatésag eldonthe-
tetlenségérdl, Tarski tétele a szemantika definidlhatatlansagardl olyan
tételek, melyek a logikai és filozofiai igazsdg fogalom megértéseben for-
radalmat jelentettek és az altalunk is hasznalt elsérendli logikanak
az alapozasokban valé alkalmazhatésagahoz vezettek. E mély tételek
bizonyitasa, paradox maddon, az onreferencidaval kapcsolatos igazi el-
lentmondésokat ,,fogja munkara” pozitiv tudas nyerésére. E technika
analizdldsa, mély megértése, 1j bizonyitasok keresése lényegesen il-
leszkedik a jelen projektumba, hiszen pl. az idoutazéassal kapcsolatos
un. ,,Nagypapa Paradoxon” (ami a kovetkez6: ha vissza tudok menni
id6ében és megolom a nagypapamat, akkor hogyan sziilethettem meg
és mentem vissza megdlni a nagypapdmat) ugyanilyen tipusi de nem
igazi ellentmondés. Az id6utazas idedja pedig tobbszor felbukkan az
altalanos relativitaselméleti téridokkel kapcsolatban, mert pl. a forgd
anyag létrehozta téridokben szinte mindig vannak un. idészerii zart
gorbék. A fent idézett tételek bizonyitasat egyszerisitettiik, a dia-
gonalasi lemmat eliminaltuk és a ,,Hazug Paradoxon”-t helyettesitettiik
mas, szintén szemléletes paradoxonokkal. Ezek soran a tételeket alta-
lanosabb alakban tudtuk kimondani, igy azok tobb esetben alkalmaz-
hatok. A Kluwer 1ij sorozatdaban (Logic, Epistemology and the Unity
of Science) késziil egy kotet, mely az un. Hazug Paradoxonnak van
szentelve (a paradoxon koézépkori torténete plusz Stephen Read, a St.
Andrews-i Egyetem filozéfia professzoranak cikke plusz erre adandé
vélaszok és viszontvélaszok). Felkértek, hogy vegyiink részt a megira-
sdban, a cikk megjelenés alatt van. Ld. Serény [S04, S06, SO07].

Logikai kiszamithatosdagelmélet téméaban a kovetkezd eredményeket
kaptuk. Egy korabban bevezetett nemklasszikus szamitasi modell al-
kalmazasara adtunk szép példat, nevezetesen megmutatuk, hogy &l-
talanositott intervallumokra alapuld szamitasok esetén linearis méreti
kiszamitassal eldontheto egy adott PSPACE-teljes probléma. Azt is
meghataroztuk, hogy milyen szintaktikus megszoritassal esik egybe az
altalanositott intervallumra alapulé kiszamitasokkal eldontheté nyel-
vek osztalya PSPACE-szel. Ld. Vélyi [VO7b] és Valyi-Nagy [NVO07a]-
INVOT7d].

A Church-Turing Tézist (CTT a tovdbbiakban) vizsgaltuk szeman-
tikaelméleti valamint komplexitaselméleti oldalrél. (a) Modellelméleti
ekvivalens megfogalmazast adtunk a CTT-re, miszerint egy fiiggvényt
pontosan akkor tekintiink hatékonyan kiszamithatonak ha van Turing
Gép, ami kiszamitja. Egy formulat hatékony eldontésnek hivunk, ha az,
hogy egy elem teljesiti a formulat vagy sem, az csak véges sok un. atomi
relaciotol fligg. Bizonyitottuk, hogy egy reldciéhoz van Turing Gép ami
eldonti pontosan akkor, ha a relaciot lehet olyan formulaval definialni,
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ami hatékony eldontés. (b) A CTT fenti szemantikai megkozelitésének
a kovetkezd bonyolultsdgelméleti alkalmazasat kaptuk. Ha egy formula
un. hatékony eldontés, akkor minden x 6roklédéen véges halmazra van
egy véges tranzitiv H halmaz, ami tigymond ”fixalja” a formulat x -
re (azaz H minden veges U végkiterjesztése ugyanugy viselkedik mint
H, a formuldra és x-re nézve természetesen). Ezt felhasznalva lehet
definialni egy probléma un. fixacié-bonyolultsagat. Jeldlje FP azon
problémakat, melyek fixacio-bonyolultsdga polinomialis. Ismert tartal-
mazas: NP része PSPACE, és mivel PSPACE zart komplementalasra,
azért coNP is része PSPACE-nek. Jelenleg PSPACE a legjobb ismert
fels6 korlatja NP-nek is és coNP-nek is. Ezt a fels6 becslést javitottuk
meg FP-vel (ami szintén zart komplementélasra). Bizonyitottuk, hogy
FP is fels6 korlatja mind NP-nek mind coNP-nek és ugyanakkor FP
része PSPACE-nek. Ld. Henk [H04].

A kiszamithatosagelmélet egy 1j, felfutéban levo aga az un. ,Hy-
percomputation”, mely tobbek kozott azt vizsgdlja, hogy a fizika 1j
eredményei és a komputer-forradalom (pl. Internet térhéditésa) fényé-
ben milyen ujfajta szamitégépmodelleket lehet és érdemes felallitani.
A relativisztikus téridékre épiilé kiszamithatésag elsé felfedezdi kozé
tartozik a jelen OTKA-teambé]l Németi Istvan és Mark Hogarth. Ugy
tlnik, hogy az altalanos relativitaselmélet téridé-fogalma azt sugallja,
hogy az ,,aktudlis végtelen” valamilyen értelemben fizikai valosag lehet
és ennek felhasznalasaval olyan szamitégépeket lehet tervezni, mely
Turing-kiszamithatatlan fliggvényeket kiszamit. Ez Gj megvilagitasba
helyezi a Church-Tézist és a matematika alapjaira vonatkozé Hilbert
programm tujragondolasara 6sztonoz.

Mark Hogarth cikkeiben a geometriai vonatkozasokra helyezi a sulyt
és azt vizsgalja, hogy a kiszamithatdsagi hierarhiaban milyen ,,ma-
gasan” levo figgvényeket lehet az altala konstrudlt, anti-de-Sitter téri-
dékre épiil6 ,szamitdgéppel” kiszamitani. Ld. Hogarth [Ho04].

Németi Istvan tarsszerzoivel a forgd, elektromosan toltott fekete-
lyuk Kerr-Newmann téridejét hasznalja egy olyan computer megszer-
kesztésére, mely nem-Turing kiszamithato fliggvényeket kiszamit. Ezen
a konkrét példan azt vizsgalja, hogy az elméleti fizika és a kozmoldgia
legtijabb fejleményei hogyan hatnak vissza a matematikai logika alap-
fogalmaira. Ld. Németi-David [NDO6].

A Logic in Hungary 2005 konferencian erdsen jelen volt e téma, a ran-
gos nemzetkozi résztvevokkel megvitatasra kertilt jelentosége, részletei.
Pl. John Earman (Pittsburgh USA) is egyetértett abban, hogy e téma
egyik jelentOsége, hogy a matematika és fizika alapozdsanak lényeges
kérdéseit Osszekapcsolja, tovabba 1j motivaciot szolgaltat a matema-
tika, kozmoldgia, filozéfia olyan kozponti kérdéseinek vizsgalatahoz mint

pl. végtelen-e a fizikai vilagunk és milyen értelemben, lesz-e ,,Nagy
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Reccs”, van-e alsé hatara annak, hogy egy bitnyi informaciét meny-
nyi anyaggal lehet kédolni. A Pittsburghi Egyetem Tudomaéanyfilozéfiai
szeminariumén feldolgoztdk [NDO6] cikkiinket olvasészemindrium for-
majaban.

Relativitaselmélet valtozatainak elsorendi logikal axiomatizalasa

A térid6 elmélet (relativitas elmélet, fekete lyukak stb.) kévetkeze-
tes logikai megalapozasan dolgozunk. Ilyen alapozas fontossagat mar
Hilbert is és Godel is hangsilyozta. A matematika méara mér sike-
resnek bizonyult alapozasaban kulcsfontossagu, hogy az elsérendii lo-
gika keretein beliil torténik. Az ilyenirdanyu tanulsdgokat felhasznélva
a térido elmélet alapozasat is az elsérendli logika keretében kivanjuk
felépiteni. A megeléz6 OTKA projektumok keretében kimunkaltuk
a specialis relativitas elmélet elsorendii logikai axiomatizalasat Spec-
rel néven. Jelen OTKA projektum munkédjaban a f6 ertfeszitések a
korabbi években kapott axiémarendszerek altaldnos relativitdselmélet
felé valo kiterjesztésére iranyultak.

A specialis relativitaselmélet matematikai vizsgalataban az un. Alex-
androv-Zeeman tételt kiterjedten hasznaljak. Ez a tétel azt mondja,
hogy a valds szamnégyesek minden olyan permutacioja, mely megorzi
a ,45 fokos d6lésszogii” egyeneseket, az Osszes egyenest is megorzi. Ez
a tétel nem terjed ki olyan fliggvényekre, melyek nem permutaciok, ha-
nem csak a koordinatarendszer kicsi részén vannak értelmezve. Az iro-
dalomban azt gondoltédk, hogy ez a tény lesz a ,szlik keresztmetszete”
az altaldnos relativitdselméletbeli téridok vizsgalata felé valé elmoz-
dulasnak. Kimondtuk és bizonyitottuk az Alexandrov-Zeeman tétel
olyan élesitését, melyet mar lehet ilyen ,lokalis” fliggvények esetében is
hasznalni. Jelenleg ez az irodalomban fellelhet6 legerdsebb altalanosi-
tasa az Alexandrov-Zeeman tételnek. Ez az eredmény felfoghaté egy
fogalmi analizisbeli 1épésnek, mert azt mondja meg, hogy milyen tipusi
lokalizalas nem lesz elég az altalanos relativitasbeli téridék leirasaban.
Ld. Madarasz-Németi-T6ke [MNT04].

Az altalanos relativitas elmélet iranyaba val6 elsé tovabblépésiink
annak vizsgalata volt, hogy Specrel alkalmas-e a gyorsulé (tehat nem
inercidlis) megfigyelék vilagképének lefrasara. Azt kaptuk, hogy a gyor-
sulé és inercidlis megfigyelék kapcsolatat leir6 AxCmv axiémat vala-
mint egy elegans 1j indukciés axiomasémat, az IND -et, sziikséges és
elégséges Specrel-hez hozzavenni ahhoz, hogy a gyorsulé megfigyeloket
is tudjuk a specialis relativitaselméletben kezelni. Az igy kibovitett
Specrel+AxCmv+IND elmélet az elsérendii logika keretein beliil marad
és lehet6vé teszi az olyan fontos téridé elméleti elvek bizonyitasat (és
pontos megfogalmazasat) mint az un. Iker Paradoxon vagy a gravitaci6

orakra valo hatasa. Ez egyben egy ugynevezett reverz-matematikai
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eredmény, mert azt mutatja meg, hogy a matematikai analizis eszkozté-
rabdl mit sziikkéges beemelni Specrel -be ahhoz, hogy a gyorsuld vonat-
koztatési rendszereket (masszdval gyorsulé megfigyelSket) is kielégitGen
lehessen targyalni.

Megjegyezziik, hogy a fenti IND axiomaséma nemcsak a halmazel-
méleti komprehenzié-axiémasémaval analég, hanem ugyanaz mint amit
a nem-sztenderd ideji kiszamithatésagelméletben hasznaltunk a je-
len OTKA korébbi verzidiban (példdul a Floyd program-bizonyitdsi
modszer bizonyitaselméleti erejének jellemzése ill. kalibréldsa soran).
Ez is mutatja a résztémak szoros osszekapcsolodasat.

A Specrel fenti médon AxCmv -vel és az IND axiémasémaval kibo-
vitett valtozatat Accrel-nek neveztiik el. Az Accrel axiémarendszerbél
levezettiik az iker-paradoxont (az elsérendii logika szokdsos, preciz bi-
zonyitési rendszerével). Tovabba megmutattuk, hogy Accrel -bdl az
IND nélkiil nem bizonyithaté az iker-paradoxon. Ld. Madarasz-Németi-
Székely [MNSz06] és [AMNSz03].

A gyorsulé megfigyeloket is kezelni tudo, elsérendii logikan beliil ma-
rado Accrel nevil elméletben a gravitacidt gyorsulassal ,,szimuldltuk”,
és 1gy a gravitacionak az ido lelassulasat el6idézé altalanos relativisz-
tikus hatasarol preciz, matematikai tételeket bizonyitottunk. Einstein
ekvivalencia-elvén keresztiil tobbféleképpen is formalizaltuk és bizonyi-
strudltunk egy olyan modelljét Accrel -nek, ahol két kiilonb6z6 meg-
figyel6 ugyanolyan nagysagu gravitaciot észlel, de az egyik éraja mégis
lassabban jar mint a masiké. FEzzel megmutattuk, hogy nem a gra-
vitacié nagysag-kiilonbsége felel az orak lelassulasaért. Tovabba bi-
zonyitottunk egy olyan allitdst is Accrel -bél, ami lényegében véve azt
fejezi ki, hogy az alacsonyabb gravitacios potencialon levé megfigyelok
6rai jarnak lassabban. Ld. Madardsz-Németi-Székely [MNSz07].

A fenti eredmények elismeréseként a European Science Foundation
Exploratory Workshop on ,, Applied Logic in the Methodology of Science”
(Bristol, UK, 2006 marcius) workshopra meghivak egyik fiatal mun-
katarsunkat, hogy tartson el6adast ,, Reconstruction of physical theories
in first order logic” cimmel.

Az altalanos relativitdselmélet szamara adtunk egy Genrel nevii axi-
omarendszert, és bizonyitottuk ennek teljességét a Lorentz-sokasagokra
nézve, azaz bizonyitottuk, hogy Genrel modelljei — bizonyos definicids
ekvivalencia erejéig — pontosan az altalanos relativitaselmélet irodalméa-
ban leggyakrabban hasznalt Lorentz sokasdgok. Genrel természetes fo-
lytatasa a korabbi Accrel elméletnek. Kevés, egyszeri, jol attekintheto
elsorendii logikaban megfogalmazott axiémabdl all. Ez a teljességi tétel
megnyitja az utat afelé, hogy a matematika megalapozasaban oly sike-
res reverz matematikai modszereket az altalanos relativitaselméletben

is alkalmazni lehessen. Ld. Andréka-Madardsz-Németi [AMNO7].
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A relativitaselmélet logikai analizisét kiterjesztettiik a korabban si-
kerrel vizsgalt kinematikai aspektusokrél a dinamikai aspektusokra is.
Ezzel megindult a relativisztikus dinamika (példaul Einstein hires £ =
mc? felfedezése) logikai analizisének kiépitése. A relativisztikus tomeg-
novekedési tételt nagyon természetes, tisztan geometriai axiomakbdl
bizonyitottuk. Megmutattuk, hogy ezekbdl a szikar, ckonomikus axio-
makbdl a relativisztikus impulzusmegmaradés tétele még nem kovetke-
zik. Ugyanakkor, hasonlbéan lattaté és szemléletes egyszerii geometriai
axiomakbdl bizonyitottuk az utobbit is. Tovdbbmenve, megmutattuk,
hogy e dinamikai megmaradastételeknek mik a tisztan geometriai ek-
vivalensei. Ld. Andréka-Madarasz-Németi-Székely [AMNSz07].

A relativitaselméletek elsérendli logikai axiomatizalasan belil spe-
cidlis részcél ezen elméletek fragmentumainak vizsgdlata. Egy ilyen
fragmentum a modalis logikai un. ,kauzalis” fragmentum. Itt a , kauza-
litas” binér relacié két ,esemény” kozott van definidlva, és ,x K y” je-
lentése: ,,az y esemény benne van az x esemény jovobeli fénykupjaban”.
Ezzel kapcsolatban a kovetkezd két eredményt kaptuk. Jelolje Q a
racionalis szamok halmazat, R a valés szdmok halmazat, és legyen
n tetszéleges 1-nél nagyobb természetes szam. 1.Tétel: A (Q", K)
struktira monadikus méasodrendii elméletének ,,minden-létezik V3" frag-
mentuma (IT3) nem rekurzivan felsorolhat6. 2. Tétel: Az (R", K) struk-
tira monadikus masodrendii elméletének ,minden V7 fragmentuma
(I1}) sem rekurzivan felsorolhat6. Ld. Valyi [V07a, VO7b].

Tovabbi matematikai fizikai eredménvek

Godel kozmoldgiai modelljének logikai szellemii vizsgalata soran egy
érdekes szembeforgasi jelenségre bukkantunk. A jelenség lényege az,
hogy a sok szempontbdl fontos zart idészerii gorbéken az idéorienta-
ci6 ellentétes az 6ket 1étrehozd forgd anyag forgasi irdnyéaval (egy jol
meghatarozott értelemben). Ez a jelenség élesen ellentmond a zért
id6szertt gorbék fizikaban jelenleg elfogadott magyarazataval. Ugyane-
zen jelenséget megtalaltuk az 6sszes hasonld szellemi altaldnos relati-
vitaselméletben vizsgalt téridomodellben is. Még a sok szempontbdl
,kilogd” Tipler - van Stockum modellben is kimutattuk ezt a szembe-
forgast. Ld. Andréka-Németi-Wiithrich [ANWOT7].

Numerikus szimulaciokat irtunk gorbiilt téridébeli palydk kiszamita-
sara. Példaul elektromosan toltott forgd fekete lyuk téridejében a geo-
detikusok differencidlegyenlet rendszerének a felirdsa (nagyon-nagyon
bonyolult képlet, kézzel gyakorlatilag lehetetlen), valamint ennek az
egyenletrendszernek a numerikus megoldasa, kiillonbozo kezdeti feltéte-
lek esetén. Vagyis tetszoleges helyrél, tetszoleges sebességgel (tachion
is!) induld részecske életutjat ki tudjuk rajzoltatni. Egy egyszeriibb
eset, ahol nincs elektromosan toltve a forgo fekete lyuk, megtekintheto
Andai Attila honlapjén, http://www.math.bme.hu/ andaia/work /kerr/

index.html
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Az n-dimenziés Hilbert-tér feletti kvantummechanikai allapottér (n-
level quantum system) térfogatat kiszamittottuk, az allapottéren értel-
mezett kiilonbozé Riemann-metrikdk szerint. Tovabba kiszamitottuk
az &llapottér skalargorbiiletét kiillonbozo visszahtzott metrikdk (pull-
back metrics) mellett. Ld. Andai [AOT7a].

Az n-valtoz6s normalis eloszldasok maximalizaljdk az entrépiat (adott
varhat6 érték és széras mellett). Az entrépia a gq-Rényi entrépia spe-
cidlis esete, nevezetesen a q=1 esetben kapjuk vissza az entropiat. A
g-Rényi entrépiat maximalizal6 eloszlasok csalddjanak a geometridjat
vizsgaltuk. Ezen a téren mar tobbféle metrikat bevezettek, geomet-
riai, algebrai, statisztikai megfontolasok alapjan. Definidltunk egy pa-
raméteres metrikat, mely kiillonboz6 paraméterek mellett visszaadja a
mar ismerteket, és ,atjarhatosagot” biztosit kozottiik. Ezen altalanos
(paraméteres) metrika mellett meghataroztuk a geodetikusok egyen-
letét, melynek néhany megoldasit megadtuk, meghataroztuk a Rie-
mann-, Ricci- és skalargorbiiletét a térnek. Ennek eredményeképpen
megmutattuk, hogy g-paraméter (mely a ¢-Rényi entrépidban szerepel)
hogyan befolyasolja két , kozeli” eloszlas megkiilonboztethetetlenségét.
Az altalanos relativitaselméletben hasznalt differencidl geometriat al-
kalmaztuk, valamint szamoldsok kozben az altrelnél kifejlesztett szi-
muldcidkat futtattuk ellenérzésként. Ld. Andai [A07D].

A majdnem komplex sokasdgok integralhatdsagaval kapcsolatban ér-
dekes 1j témat vizsgaltunk. A kérdés, amit vizsgaltunk pontosan meg-
fogalmazva abbdl all, hogy amennyiben adott egy valds differencialha-
t6 sokasag, az érintonyalabjan pedig az i-vel szorzas operatora, ko-
ordinatazhaté-e lokalisan a sokasidg komplex szamokkal? Erre egy
sziikséges és elegend§ feltételt ad a Newlander-Nirenberg tétel (1957),
melynek bizonyitdsa nagyon nehéz. Uj, fiiggetlen bizonyitast adtunk
erre a tételre Yang—Mills-elmélet segitségével , fizikus” 6tleteket hasznal-
va. A bizonyitds lépései soran kapott allitasok onmagukban is érdekesek.
Specidlisan 4 dimenziéban pedig egy 1j, még erdsebb integralhatosagi
tétel mondhato ki. A tétel alkalmazasairdl: gyors, egyszerii bizonyitas
adhaté a tvisztor-elmélet alaptételére (Penrose 1976, ill. Atiyah-Hitchin-
Singer 1978), miszerint egy félig konformélisan lapos 4-sokaség tvisztor-
tere komplex sokasag. Tovabba 6 dimenzidban belathatd, hogy komp-
lex strukturak létezése kapcsolatban van N=1 szuperszimmetrikus Yang-
Mills elméletek klasszikus megoldasaival. Ennek a kapcsolatnak a vizs-
galatdban is nagy segitség a fentebb emlitett Newlander-Nirenberg tétel
ujfajta megkozelitése. Ld. Etesi [E04].

A gravitaciés insztantonok mind a modern elméleti fizika, mind a
differencial-geometria, algebrai geometria fontos térosztalyat képezik.
Belattuk, hogy egy un. hiper-Kahler, aszimptotikusan lokélisan lapos
(ALF) gravitaciés insztanton un. Hausel-Hunsicker-Mazzeo kompakti-

fikaltjanak a metszetforméja definit. Ennek segitségével ezek a terek
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topologikusan osztdlyozhatok, ezt a listat tartalmazza cikkink. Ld.
Etesi [E06].

Az altalanos relativitaselmélet néhany fontos globalis eredményének
felhasznalasaval osztalyoztuk egy aszimptotikusan lapos relativiszti-
kus térido folott értelmezett Yang—Mills elmélet vakumait homotopia
erejéig. Kideriilt, hogy e homotopia-osztdlyok hasonld szerkezetiliek
mint a Minkowski-téridé esetében, ha a téridok kauzdlis strukturajat is
figyelembe vessziik. Ez azt eredményezi, hogy egy altalanos Yang—Mills
elmélet nem lehet lényegesen kiilonb6zo, mint a szokasos Minkowski-tér
feletti. Ld. Etesi [E07a].

Legyen S egy kompakt, iranyitott Riemann-feliilet, melynek genusza
nagyobb, mint 1. Erdekes, természetes dualitast talaltunk az S-en
értelmezett Hitchin-elmélet, mint 2 dimenziés konform térelmélet és az
S X R-en definialt 2+1 dimenziés vakum &ltalanos relativitas-elmélet
kozott. Az ilyen tipusi dualitdsokat AdS/CFT-dualitdsnak vagy Mal-
dacena-sejtésnek nevezik. Az altalunk talalt kapcsolat matematikailag
precizen megfogalmazott. Ld. Etesi [E07b].

Kiszamoltuk a fentebb mar emlitett ALF gravitaciés insztantonok fe-
lett értelmezett Yang—Mills insztantonok modulusterét, ezaltal egységes
képbe gyurtunk tobb korabbi szorvanyos eredményt a témaban. Ld.
Etesi-Jardim [EJO7].

Munkénk visszhangja. jelenlétiink a nemzetkozi tudoméanyos életben

, Logic in Hungary 2005” cimmel nemzetkozi konferenciat rendeztiink
Budapesten, 2005 augusztus 5 és 11 kozott. A konferencia alapmoti-
vuma kiilonbozé tudomanyteriiletek logikai alapozasa, és a konferencia
témai k6zott kiemelt téma volt a halmazelmélet (azaz a matematika lo-
gikai alapozdsa), algebrai logika és a téridé-elméletek logikai alapozésa.
A konferencian e témék Osszefiiggését, egységét hangsulyoztuk. Tobb
résztvevo is kiemelte, hogy kiilonosen vonzoé volt szamara, hogy e témak
egyiitt voltak egy konferencian és igy mindegyik témabeli el6adasokat
meg tudta hallgatni, mig egyébként egy olyan konferenciara nem tu-
dott volna elmenni mely téméajanak nem specialistaja. (Egy kutatd
altaldban csak egy téma specialistaja.) T6bben javasoltak hogy maskor
is szervezzilink hasonld témadsszedllitasu konferenciat. A konferencia
tiszteletbeli elnoke Hajnal Andrés és Surdnyi Janos volt. A konferencia
szervezobizottsagaban a jelen OTKA tagjai koziil sokan résztvettek, pl.
Andréka Hajnal és Németi Istvan (tarselnokok), Sagi Gabor (titkar),
Csirmaz Lészl6 és Ferenczi Miklds (tagok). Meghivott el6addk a kon-
ferencidan a jelen OTKA tagjai kozil Mark Hogarth, Madaréasz Judit
és Makkai Mihédly, és tobb OTKA-tag is el6adott a konferencidn. Az
eldadasok absztraktjai megtalalhatok az Atlas honlapon, http://atlas-
conferences.com/cgi-bin/abstract /caqb-01. A konferencia honlapja:

http://www.renyi.hu/conferences/1h05/.
11



Ez a konferencia az OTKA kutatasi munkaterv Osszes témajahoz
relevans.

Szamos rangos konferenciara meghivtak plenaris eléadast tartani.
Algebrai Logika téméban a mér emlitett két konferencidn (Montreux,
Svejc, 2005 és Xian, Kina, 2007) kiviil meghivott eléadék voltunk a
nagy varséi Trends in Logic III konferencian 2005-ben. Relativitas-
elmélet logikai felépitése témaban meghivott plenaris el6adast tartot-
tunk a mar emlitett bristoli konferencian kiviil a berlini First-order
Logic’ 75 konferencidn (2003), a relativitdselmélet egyik fellegvaraban,
Oxfordban, a ,,Conference on Philosophical and Foundational Issues
in Spacetime Theories” konferencidn (2004), a Workshop on Logic of
Space konferencian (Freiburg, 2004), a ,Mathematics, Physics and Phi-
losophy in the Interpretations of Relativity Theory” nemzetkozi kon-
ferencian (PIRT, Budapest, 2007), a Symposium on Logic and Physics
konferencian (Utrecht, 2008). A relativitdselmélet és kiszdmithatosag
vizsgalata témaban felkértek meghivott plendris el6adas tartasara a
kovetkez6 konferencidkon: Current Trends in Theory and Practice of
Computer Science SOFSEMO06 Praga 2006, Computability in Europe
2006: Logical Approaches to Computational Barriers, Swansea UK
2006, Unconventional Computing, Bécs, 2008.

Harvey Friedman és Martin Davis a matematikai logika és mate-
matika alapjai téma meghatarozo egyéniségei. A gondozasukban meg-
jelené FOM (Foundations of Mathematics) bulletin board-ot t6bb mint
800 ,,elofizetd” koveti rendszeresen. Harvey Friedman kezdeményezésére
tobb esszét tettiink kozzé a FOM-on a logika és relativitaselmélet té-
maban. Ezeknek kb. 2/3 -4t Friedman irta és 1/3 -at mi irtuk és
természetesen utalunk egymasra. Ld. a FOM 2004 januari és februari
archivumat.
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