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1. Bevezetés

Az elektronszerkezet pontos szamitasa rendkiviil fontos a
modern kvantumkémiaban és anyagtudomanyban. Ehhez az
elektronkorrelacié hatékony kezelése alapvetd és nagy
kihivast jelento feladat. Az elmult évtizedekben tapasztalt
ugrasszerli matematikai, algoritmikus és szamitastechnikai
fejlodésnek koszonhetéen a tenzorhaldzat-algoritmusok
mara olyan Aaltalanos eszkoztarra notték ki magukat,
melyekkel hatékonyan vizsgalhatok a nagy kihivast jelentd
erésen korrelalt molekularis rendszerek.

Egy atom vagy molekula -elektronszerkezetét leird
hullamfiiggvény  megfeleld  kozelitéséhez ~ minden
kivalasztott modszer esetén egyfajta kompromisszumot kell
talalnunk a megkivant pontossag és a hozzatartozo szamitasi
bonyolultsdg kozott. Mig az un. gyengén korrelalt
elektronrendszerek vizsgalatakor a stirliségfunkcional-
elmélet (DFT) [1] és a coupled cluster (CC) [2-4] mbdszerek
napjaink vezetd algoritmusainak szdmitanak, nem létezik
olyan univerzalis moddszer, mely alkalmazhatdo lenne
elektronok kozotti erds korreldcio esetében, mint példaul a
nyilt héjjal rendelkezd atmenetifém-klaszterek [5,6]. A
parositatlan elektronok kozotti kdlesonhatas kovetkeztében
az erésen korrelalt rendszerek nem irhatok le egy vezetd
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tehat 4j modszerek kidolgozasara van sziikség.

Az er6s korrelaci6  hatdsai  megjelennek  mas
tudomanyteriileteken is, mint példaul szilardtestfizikaban,
magfizikaban és kvantumoptikdban. Egy forradalmian 0j
modszer, a suriséegmatrixos renormalasicsoport (DMRGQ)
algoritmus [7], S. R. White munkassaganak koszonhetden
1992 ota lehetdvé teszi erGsen korrelalt spin- és
elektronrendszerek hatékony szamitasat az alacsony
dimenziés szilardtestfizika teriiletén [8]. Ezek olyan
anyagcsaladokat irnak le, melyekben az elektronok mozgésa
csak kvazi egy vagy maximum két dimenziora korlatozodik.
Az ilyeneket leird6 modellben a részecskék egy diszkrét
lancon vagy racson mozoghatnak, és kozben egymassal is
kolesonhatnak.

A DMRG a problémat az Gn. matrixszorzat-allapotos (MPS)
reprezentacié hasznalataval kezeli [9,10], ahol minden
racsponthoz egy matrixot rendeliink, és ezek szorzataval
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irjuk le a teljes d-racspontos hullamfiiggvényt. A
DMRG-algoritmus ezeknek a matrixoknak az elemeit
hatarozza meg iterativ modon, szamitasi bonyolultsdgat a
matrixok méretei hatarozzak meg, szoros kapcsolatban allva
a racspontok kozotti korrelacid ¢és Osszefonddottsag
erésségével [11,12]. A reprezentaciot még altaldnosabba
tehetjiik, ha matrixok helyett tenzorokat alkalmazunk, és
ezek segitségével épitjik fel a hullamfliggvény 1n.

e

Analég modon egy molekula minden pdlydjdihoz
rendelhetiink egy matrixot vagy tenzort, €s a teljes
hullamfiiggvényt  kifejthetjiik  tenzorszorzat-allapotos
reprezentacioban. A DMRG els6  kvantumkémiai
alkalmazasa (QC-DMRG) szintén S. R. White nevéhez
kothetd [19], amit hamarosan két sikeres implementacid
kovetett [12,20]. Koszonhetden az elmult két évtized
eredményeinek [16,21-27], napjainkra a kvantumkémiai
DMRG egy teljesen j megoldast kinal az erésen korrelalt
molekularis rendszerek vizsgalatahoz.

2. Tenzorhalézat algoritmusok

Egy d  molekulapalyaval  rendelkez6  molekula
hullamfiiggvénye masodkvantalt formalizmusban felirhato

W) => ... U, 04,7) [o1) ® - ® |ag)

a;=1 ag=1

alakban, ahol betdltésiszdm-reprezentacioban az o; az
egyrészecskés bazison négyféle érteket (n,=4) vehet fel:
lires, egyszeresen betoltott felfelé vagy lefelé mutato spinnel,
illetve kétszeresen betdltott ellentétes spinnel. A d+1 indexes
U tenzor az ismeretlen hullamfiiggvény paramétereket jeloli,
melynek elemeit a molekula Schrodinger-egyenletének
megoldasabol kapjuk. A y a kiilonbozo sajatfiiggvényeket
indexeli. Az U egyiitthatotenzor grafikus szemléltetése az 1.
abran lathato.
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1. Abra. Egyiitthatotenzor grafikus dbrazolasa
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Konnyen belathato, hogy az U egylitthatdtenzor mérete a
molekulapalydk ndvekvé szamaval ,felrobban”, mivel
skalazodasa exponencialis. A probléma egzakt megoldasa
tehat csak kicsi, d~20 palyas rendszerekre lehetséges. Ezért
olyan kozelit6 megolddsra van sziikség, ami az
egyiitthatotenzor adattomaritett valtozatat biztositja az altal,
hogy csak a legfontosabb altérbe esd vetiiletet tartja meg a
hullamfiiggvény leirasakor. A tovabbiakban csak egy adott
sajatfiiggvényt vizsgalva (elhagyva a y indexet), egy ilyen
reprezentaciot biztosit a matrixszorzat-allapotos megoldas,
ahol az U tenzort az egyes molekulapalyakhoz rendelt 4
matrixok szorzataval irjuk le, azaz

rd—1

Z Sy Av(an, m)Ag(my, iz, mp) - - Ag(ma—1, o)

m=1  my ;=1

U(oa,...,aq) =

ami grafikusan szemléltetve a 2. abran lathato.

2 As * [44] o [4;] ™ Taq] Ae 6
g P o

2. Abra. Egyiitthatotenzor grafikus dbrazolasa MPS reprezentacioban

Egy adott a,-hez tartozd A; és A, komponenstenzorok a
gyakorlatban egyindexes vektorok, r; pedig a matrixok
rangjat jeloli, azaz a nem nulla elemek szamat az egyes
dimenziok mentén. Amennyiben r; ~ 4° egészen a lanc
kézepéig, ugy az eredeti d-indexes egyﬁtthatétenzor egzakt
ha sikeriil a matrixok m;, rangjat egy véges érték alatt tartam.
A DMRG-algoritmus éppen egy olyan optimalizacios
eljaras, mely az A; matrixoknak egy olyan optimalis
sorozatét adja amivel az eredeti d—indexes egyﬁtthat(')tenzor
mellett [7,9,12]. Amennyiben matrixok helyett tenzorokat
hasznalunk, Ggy még altalanosabb halozatokat kaphatunk
[13-18], amint azt a 3. abran lathatjuk.

3. Abra. Hullimfiiggvény tenzorhalézat reprezenticioja és a
komponenstenzor

Ez esetben minden a,;-hez tartozé6 komponenstenzornak z;
indexe van, azaz z; ,laba”. A folytonos vonalak
Osszegzéseket jeldlnek a halozatban. A tenzorhaldzat
algoritmusok esetében a harom 6 kérdéskor: 1) mi legyen a
tenzorhaldzat topologidja, 2) hogyan valasszuk meg a
komponenstenzorok rangjat, 3) milyen egyrészecskés bazis
valasztasa az optimalis egy adott molekula esetében.
Mindezekre valaszt kaphatunk a kvantuminformacio-
elmélet szamos koncepciojanak alkalmazasaval.

3. Kvantuminformacioé-elmélet

Amennyiben egy d palyat tartalmazd rendszert részekre
osztunk, és csak egy részrendszer tulajdonséagait vizsgaljuk,
bizonyos esetekben mar akkor is informaciot kaphatunk a
teljes rendszerrél. A részrendszerek kozotti korrelaciok
ugyanis a kolcsonhatdsok révén kialakulé fizikai
viselkedésr6l ~ hordoznak  fontos  informaciot. A
kvantuminformdacio-elmélet (QIT) [28] egyik f6 eredménye
éppen az ily modon tarolt informacid kinyerése. A QIT
napjaink egyik legdinamikusabban fejlédé  6nallo
tudomanyaga, igy a cikk keretein beliil csak egy kivalasztott
nagyon sziik szegmensével foglalkozunk.

Ha egy d molekulapalyat tartalmazé rendszert két részre
osztunk oly médon, hogy az egyik részrendszer csak egy, mig
a masik d-1 molekulapalyat tartalmazzon (4.a abra), akkor
képezhetjiik az un. egypalyas redukalt stirliségmatrixot. Ebbol
meghatdrozhatd az  egypdlyds von  Neumann-féle
kvantuminformacios entropia (s;), melynek értéke 0 és In 4
kozott valtozhat [29,30]. A zérus érték azt jelenti, hogy az
adott molekulapalya egyaltalan nem korreldlt a tobbi
molekulapalyan 1év6 elektronokkal. A maximalis érték pedig
azt jelenti, hogy ennek a molekulapalyanak a legnagyobb a
hozzéjarulasa a teljes korrelacidhoz [34] (és az tn. korrelacios
energidhoz). Ez az egypalyas Uin. dsszefonddottsag teljes
mértékben kvantumos eredetll, azaz nem létezik klasszikus
analogidja. A fenti eljarast elvégezve két kivalasztott
molekulapélyara (4.b ébra) az un. kolcsonds informacio, I; =
s;j — s; — 5;, megadja azt, hogy ez a két palya egymassal
mennyire korrelalt (s; a kétpalyds entropia) [31,32]. A
kolesonds informacio egyszerre tartalmaz klasszikus és
kvantumos  korrelaciokat [33]. A moddszert tovabb
altalanositva sokféleképpen rendezhetjiik a molekulapalyakat
részrendszerekbe, €s vizsgalhatjuk ezek egymassal valo
korrelacioit, tobbek kdzott a tobbelektronos kémiai kotéseket.
Ezen feliill gyakran 1étezik egy optimalis felosztas, amikor a
részrendszerek szerkezete éppen megegyezik az adott
molekula kémiai kotési képével [34]. A részrendszer
stiriségmatrix-spektrumanak vizsgalata pedig lehetdvé teszi a
kémiai kotések tipusainak meghatarozasat [35].

(a) (b)
TR O X XK X X X JOU X X IO

i i J

4. Abra. A hullamfiiggvény felosztisa részrendszerekre az egypalyés
entropia (a) és kétpalyas kolesonos informacio (b) szamitasahoz

A kvantuminformacios entropiak egyfajta ,,fekete-doboz”
algoritmust biztositanak a kémiai kotések kialakulasanak és
felbomlasanak vizsgalatahoz [36,37], az Un. aktiv tér
hatékony kivalasztasdhoz [16,29,36,38], az egy- ¢és
multireferencias tulajdonsagok vizsgalatahoz [39]. A fenti
eljarast egy kivalasztott példan keresztiil mutatjuk be, mely a
kémiai kotések szerkezetének megvaltozasa a [Cu,0,]*"
izomerizacidja soran [36]. A két izomer esetén a 6. és 7.
abran lathatd modon igen eltéréek az egypalyas
entropiaprofilok (a palyakhoz rendelt korok mérete aranyos
s; értékével) és a kolesonds informacio profilok (az [;
matrixelemek erdsségét kiilonbozé szinek jeldlik). Elséként
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megallapithato, hogy a bis(pu-0xo0) izomer joval korrelaltabb,
ugyanis az egypalyas entropiak altalaban 20%-kal
nagyobbak, de egyes palyak esetében (3, 14, 34) ez az arany
szinte haromszoros. Az aktiv tér palyainak kivalasztasakor
tehat a két izomerre a palyak szerepét mas sorrendben
célszert figyelembe venni ahhoz, hogy a legkisebb legyen az
informacioveszteség a szamitasok soran. A peroxo izomer
esetén [;-nek nagy értékei vannak a 3-14 és 13-15
palyaparokra, melyek az oxigén-oxigén kot és lazitd
palyaparokat irjak le. A bis(p-oxo) izomerre viszont a 3, 13,
14, 34, 35 palyak egyarant erGsen korreldltak a négy
réz-oxigén kotésnek megfelelden.

- -1 43 1 #13 (1.55H)
10 a1 0. s %
i . °
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5. Abra. Az egypalyas entropia, a kétpalyas kolcsonds informacio és a
vonatkoz6 molekulapalyak térbeli szerkezete a bis(p-0x0) izomerre.
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6. Abra. Az egypalyas entropia, a kétpalyas kolesonds informacio és a
vonatkozé molekulapalyak térbeli szerkezete a pu—n”: m? peroxo izomerre.

Mindezek mellett a kvantuminformacios entropiak
segitségével lehet megtervezni egy adott molekulara a
tenzorhaldzat-algoritmus optimalis topologidjat [17,29,36],
meghatarozni a tenzorkomponensek optimalis rangjat
[12,30] és elvégezni a bazisoptimalizalast [13,40].

4. Uj hatékony multireferencias hibrid algoritmusok

A kiilonféle modszerek a teljes hullamfiiggvény mas és mas
reprezentacioit célozzdk meg, ¢és mivel mindegyik
algoritmus csak egy kozelité megoldast tesz lehetévé, nem
meglepd, ha ezek a hullamfliggvény mas és mas
tulajdonsagait adjdk vissza eltérd pontossaggal. A
tenzorhaldzat algoritmusok példaul a statikus korreldcio,
mig az egydeterminans alapu, hagyomanyos CC modszer a
dinamikus korrelacio hatékony meghatdrozasat biztositja.
Természetesen adodik, hogy a két modszer 6tvozésével egy
még hatékonyabb eljarashoz juthatunk: A DMRG alapu
kiilséleg  korrigadlt coupled cluster (DMRG-TCCSD)
modszer [41,42,43] nagy hatékonysaggal alkalmazhato
olyan esetekben, amikor az erésen korrelalt rendszerekre
kidolgozott CC mddszerek mar magas szamitasi igényiik
miatt nem kivitelezhetok [44].

&e"ergia

7. Abra. A DMRG-TCCSD multireferencias algoritmus sematikus képe.

Az Uj algoritmus alapétlete tobb évtizede ismert, de
alkalmazhatosaganak feltétele, hogy kozel egzaktul meg
tudjuk hatarozni az erdsen korrelalt molekulapalyak altal
definialt teljes aktiv tér an. CAS hullamfiiggvényét, ami
csak napjainkra  valt lehetévé a DMRG- és
TNS-algoritmusoknak koszonhetéen. Ehhez eldszor az
Osszes molekulapalyat tartalmazd Hilbert-teret két részre
osztjuk, aktiv térre és kiilsé térre (CAS és EXT), és a CAS
altéren a DMRG-vel nagy pontossaggal meghatarozzuk a
hullamfiiggvényt. A DMRG-b6l kapott MPS alaku
hullamfiiggvénybdl kinyerjiik az egyszeres és kétszeres
gerjesztések amplitadoit, és ezeket taplaljuk be a
CC-algoritmusba. A CC-modszer ezaltal nem a referencia
Hartree—Fock-determinansra épiil, hanem a DMRG altal
meghatarozott referencia hullamfiiggvényre, ami mar a
legfontosabb (statikus) korrelaciokat magaban foglalja.
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Ecc -
I DMRG TCCSD-vel . 98.1%

98 - 97.4%
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94 -

92

90

Visszanyert korrelaciés energia [%]

CCsD CCsD(T)  CCsDTQ (12,12) (12,19) (12,21)

8. Abra. A DMRG-TCCSD multireferencias algoritmus hatékonysagi
tesztje a Cr, molekulara.

A CAS-EXT optimalis felosztast szintén a kvantum-
informéacids entropiakkal hatarozzuk meg: a CAS altérbe azon
molekulapalyakat vessziik bele, amelyeknek a legnagyobb az
egypalyas  kvantuminformacids  entropidja, vagyis a
legdsszefontabbak a tobbi palyaval [29,44]. A modszer
sematikus vazat a 8. abra szemlélteti, mig hatékonysagi
tesztjének eredményét a Cr, molekulara a 9. abran foglaltuk
Ossze. A referenciaként alkalmazott egzakt megoldas egy
CAS(48,42) DMRG-szamitas [45]. Az abran jol lathato, hogy
a DMRG-TCCSD joval kisebb CAS terek mellett is igen
pontos megoldast biztosit a DMRG(48,42) referencidhoz
képest, a szamitasi igény toredéke mellett. A modszer tovabbi
nagy elénye, hogy megfeleldé matematikai precizitassal
analizalhato, és rendelkezik egy kvadratikus hibahatarral [43].

Az Erésen Korrelalt Rendszerek ,,Lendiilet” kutatocsoport
altal fejlesztett Budapest-QC-DMRG programcsomag
magaban foglalja a kvantuminformacio-elméletre épiilé
optimalizacios eljarasokat, és kozel masfél évtizede a viladg
szamos kutatoegyetemén és kutatdintézetében alkalmazzak
nagy sikerrel.
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Quantum information encoded in molecules: electronic- structure of transition-metal clusters

For the approximation of the wave function of the electronic
structure of an atomic or molecular system, any method
chosen will have to compromise between the demanded
accuracy on the one hand, and the high computational
complexity of the task on the other. While Density
Functional Theory (DFT) and Coupled Cluster (CC) or
Quantum Monte Carlo (QMC) methods are in this sense
standard methods for the quantitative study of large weakly
correlated systems, there has been no method-of-choice
solution for finding a sufficiently accurate, data-sparse
representation of the exact many-body wave function, if
many electrons are strongly correlated. Therefore,
computational schemes aiming to describe quasi-degenerate
electronic structures of chemical systems are still unreliable,
and these multiconfiguration systems form one of the most
challenging computational problems in quantum chemistry.

Due to the many-electron interactions present, strongly
correlated problems cannot be sufficiently described by
small perturbations of a single Slater determinant. For the
treatment of other many-particle systems, e.g., spin systems,
alternative representations have been proposed, resulting in
the development of so-called Matrix Product States (MPS).
The MPS method represents the wave function of a system of
d components, or “sites” (corresponding, e.g., to molecular
orbitals) by forming products of d matrices, each belonging
to one component of the system. The computational
complexity of the task is now governed by the size of these
matrices, related to the eigenvalue spectrum of the
corresponding subsystem density matrices, characterizing in
a formal way the so-called entanglement among the different
components. MPS is formed by a linear arrangement of the
components, while more recently the approach has been
generalized to socalled Tensor Network States (TNS),

allowing a more flexible connection of the components of
the respective system. Identical, but independent approaches
were devised in numerical mathematics under the term of
tensor product approximation, where low-rank factorization
of matrices is generalized to higher order tensors.

In quantum chemistry, the MPS and TNS representation can
be used to approximate the full-CI wave function. By this
new concept of datasparse representation, an accurate
representation of the electronic structure will then be
possible in polynomial time, if the exact wave function can
be approximated to a sufficient extent by moderately
entangled TNS representations.

Quantum information theory has also appeared in quantum
chemistry, giving a fresh impetus to the development of
methods in electronic structure theory. Recent progresses in
optimization tasks connected directly to the manipulation of
entanglement, which is in fact the key ingredient of the TNS
methods, have already matured to provide a variety of tools
to carry out calculations in a black-box manner. Therefore,
TNS approaches live their renaissance, in particular, making
possible the treatment of problems in quantum chemistry that
are intractable by standard techniques as DFT or CC.

k ok ok ok ok

The aim of the present paper is to give a pedagogical
introduction to the theoretical background of this novel field,
and demonstrate the underlying benefits through numerical
applications on transition metal clusters. Fingerprint of
correlations among the molecular orbitals will be determined
by using concepts inherited from quantum information
theory, and combination of TNS algorithms with
conventional methods will also be presented.
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