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Rijeé¢, dvije skolnicimaii ...

Vizualizacija apstraktnih matematickih struktura neeuklidske geometri-
je je teska, iako ne i nemoguca.

Standardni euklidski modeli za neeuklidske geometrije, poput elipti¢ne i
hiperboli¢ne geometrije , razvijeni su kako bi pruzili vizualnu podrsku onima
koji pokusavaju razumjeti te geometrije.

Lénart, veliki zagovornik integracije sferne geometrije u nastavni plan
i program geometrije, razvio je materijal i pribor za poducavanje i ucenje
sferne geometrije, nazvan Léndrtova sfera . Materijali omoguéuju u¢enicima
istrazivanje sferne geometrije koristeé¢i realnu sferu i sferne ekvivalente
Sestara i ravnala.

Od 1990-ih, za poducavanje euklidske geometrije sve se vise koristi soft-
veri za dinami¢nu geometriju (DGS), kao sto su Cabrii Sketchpad HR 5.03.

Svojstva dinamiéne geometrije omogucuju ucenicima brzo i jednostavno
istrazivanje istinitosti pojedinih nagadanja. Stovise, ovi ra¢unalni programi
olaksavaju istrazivanja koja promicu proces nagadanja.

Jedna od najvaznijih znacajki dinami¢ne geometrije je njezino razvijanje
intuicije i poticanje u¢enickog ’istrazivanja’ u geometriji te njezina velika i
jednostavna uporaba u vizualizaciji (¢ak i ”teskih” numerickih i apstraktnih
¢injenica).

U geometriji koja se temelji na istrazivanju ucenici su uvedeni u proces
matematizacije koji se sastoji od eksperimentiranja, nagadanja, definiranja
pretpostavki i objasnjenja (dokaza).

Proces matematizacije moguce je provesti i kroz nekoliko korakas:

Eksperimentiranje: Ukljucuje konstruiranje geometrijskih oblika i in-
terakciju s njima, mjerenje pojedinih dijelova geometrijskih objekata, te
gledanje posebnih slu¢ajeva pomicanjem geometrijskih objekata.

Pretpostavka: Aspekti mjerenja i pomicanja geometrijskih objekata
uporabom softvera omogucuju ucenicima kreiranje pretpostavki o odnosu
izmedu razli¢itih svojstava stvorenih oblika.

Objasnjenje (dokaz): U ovom koraku od ucenika se trazi pronalazenje
dokaza njihovih nagadanja. Kod ucenika uporaba DGS-a moze lako
proizvesti brojne konfiguracije/tvrdnje za koje uceniku nije potrebna daljnja
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provjera. Stoga je vazno da ih ucitelji izazovu pitanjem zaSto misle da je
odredeni rezultat istinit.

Ova induktivna priroda softvera daje ucenicima prigodu nauciti euklid-
sku geometriju putem istrazivanja.

Unato¢ tome $to se DGS ve¢ dugo koriste za poducavanje euklidske
geometrije, oni su tek nedavno koristeni za poducavanje sferne geometrije.

Svrha ove knjige je omoguéiti/pokazati kako ucenici mogu u matema-
tici istrazivati sfernu geometriju koriste¢i Sketchpad kao alat te potrebu
dokazivanja vlastite pretpostavke ste¢ene pomocu njega.

Na ovaj nacin zelimo ukazati na moguénost ucenje zasnovanog na soft-
veru dizajniranog za poducavanje sferne geometrije.

Nedavni razvoj snaznih novih softvera, kao §to su Cabri Geometry i
Sketchpad HR 5.03 s moguénoséu pomicanja/dinami¢nog mijenjanja, stvo-
rio je neprekidne varijacije moguéih geometrijskih objekata koje omoguéuju
ucenicima brzo i jednostavno stvaranje pretpostavki u euklidskoj geometriji.

Medutim, razvijeno je malo softvera kojima bi ucenici mogli istraziti
sfernu geometriju.

Dakle, raspolazemo s malo literature o tome kako ti softveri mijenjaju
okruzenje za ucenje sferne geometrije.

U ovoj knjizi pokuSat ¢emo, izmedu ostalog, pruziti nastavnicima i
ucCenicima materijale i datoteke kako bi stekli iskustvo sa Sketchpadovim
datotekama priredenima za poucavanje i ucenje sferne geometrije koje ¢ée
tako pretvoriti ucionice (s racunalima, tabletima i mobitelima) u labora-
torij u kojem ucenici mogu istrazivati nove odnose i nagadati.

Istrazivanje matematickih relacija i testiranje pretpostavki u ovom
okruzenju dinamiéne geometrije ¢ini ovu vrstu softvera snaznim alatom za
ucenje.

Stovise, oéekujemo da ée uporaba ove knjige i datoteka te radnih listi¢a
motivirati u¢enike za deduktivni dokaz.

X %k %k %k Xk

Sveucilisni profesor matematike na Prirodoslovno-matematickom fakul-
tetu u Zagrebu, Mladen Ali¢, koji je bio i prvi predsjednik Hrvatskog
matematickog drustva, 90-ih godina proslog stolje¢a formulirao je tzv. Alicev
poucak o skolstvu.

Glavna tvrdnja tog poucka je bila: Kadgod je hrvatsko skolstvo
“rasteretilo” neki predmetni kurikul citav svijet ¢ primjene krenule su up-
ravo u smjeru, onoga Sto je u Hrvatskoj izbaceno.

On je dao niz argumenata/dokaza o sadrzajima koji su izbaceni iz
odredenih kurikula, a suvremeno ih drustvo treba.
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Ovdje ¢emo navesti samo njegov argument o sfernoj geometriji i
trigonometriji. Usporedbom ranijih udzbenika (i kurikula) s dana$njim,
uocava se da su 50-tih godina proslog stolje¢a (neposredno prije nego je
satelit s psom Lajkom, kao prvim zivim stvorom, poslan u putanju oko
Zemlje) iz srednjoskolskog matematickog kurikula izba¢ene sferna geomet-
rija i sferna trigonometrija, iako je u tom trenutku bilo oc¢ito da svijet krece
u stratosferu i koristenje satelita oko Zemlje i da je znanje o tome viSestruko
(i u opleobrazovnom i u usko struénom smislu) vrijedno.

Dakle, umjesto poucavanja populacije o sfernim pojmovima, bez ikakvog
opravdanog razloga su ti isti pojmovi izbaceni iz skolstval!

Kao nastavak takve aktivnosti kasnije su izbaceni i iz visokoskolskih
kurikula/kolegija. Jedva su ”ostavljene” naznake u nekim stru¢nim pred-
metima.

Jedna od rijetkih visokoskolskih ustanova, koja od svojih zacetaka
njeguje izucavanje sferne trigonometrije je Geodetski fakultet Sveucilista u
Zagrebu.

Do 1994. godine izucavao se predmet Geodetski racun €iji sadrzaj je
obuhvac¢ao goniometriju, trigonometriju u ravnini i sfernu trigonometriju.

Mozemo re¢i da je to klasi¢an sadrzaj matematickih disciplina primije-
njenih u praksi.

Malom reformom, taj predmet je ukomponiran u Matematiku 2 s mini-
malnim brojem sati. Provedbom Bolonjskog procesa, 2008. godine uvodi se
i predmet Sferna trigonometrija. Osnovni cilj predmeta je obnova i nado-
gradnja srednjoskolskih vjestina iz trigonometrije ravnine na teoretska i
prakti¢na znanja i trigonometrije sfere s posebnim naglaskom na primjenu
u geodeziji i geoinformatici.

Nagli smo trag o sfernoj geometriji jos na dva hrvatska sveucilista.
Na zagrebackom sveucilistu sferna geometrija je uklopljenana na PMF-u u
kolegiju Neeuklidska geometrija u 1. poglavlju Modeli ravninske geometrije
odjeljku 1.2. Model sfere S2.

Nesto drukcije koncipirana je sferna geometrija na rijeckom Sveucilistu.

U Opcoj informaciji odjela za matematiku opisan je program Neeuklidske
geometrije:

Geometrija je znaZajan dio matematike te zauzima veéi dio oba-
veznih matematickih sadrZaja koji se obraduju u osnovnoj i srednjoj
Skoli. ZaZetnik geometrije kao znanstvene discipline je starogrZki
matematicar Euklid te je povijest razvoja geometrije koju mi danas
nazivamo euklidska geometrija trajao viSe od 2000. godine te pred-
stavlja jedan od najznaCajnijih dijelova povijesti matematike.

Za konzistentno, potpuno i neproturjefno aksimomatsko zasni-
vanje geometrije presudne su bile upravo tzv. neeuklidske geomet-
rije. Kao 8to se sadrZaje euklidske geometrije uvode ulenicima od
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samog poletka Skolovanja, isto je moguée i sa sadrZajima neeuklid-
skih geometrija.

Ovaj program cjeloZivotnog obrazovanja nudi polaznicima aktivno
sudjelovanje u otkrivanju karakteristika neeuklidskih geometrija
te razlika izmedu euklidske i neeuklidske geometrije uz pomoé
Léndrtove sfere (http://lenartsphere.com/) i ratunalnih programa.
Posljedica toga je 1 bolje poimanje same euklidske geometrije.

Program je namijenjen odraslim polaznicima, matematiarima i
nematematiarima kao dodatna edukacija iz matematike.

OCekuje se da e polaznici nakon zavrSeng programa biti sposobni:

- razlikovati euklidsku, sfernu, projektivnu i hiperboliinu
ravninsku geometriju,

- opisati barem jedan model svake od uvedenih ravninskh geo-
metrija,

- samostalno koristiti Lénartovu sferu i besplatne raZunalne
programe za prikaz osnovnih objekata u pojedinim geometri-
jama.

I na kraju navedimo rije¢i i misli Istvana Lenarta iz 2002. godine
kojima se oslikava stanje i u nagoj hrvatskoj nastavi, a koji ukazuju na nase
motive i namjere pisanja ove knjige te stvaranje prateéih datoteka s listi¢ima
za rad.

Ideje, argumenti za nastavu komparativne geometrije.

Sto zna&i predavati komparativnu geometriju?

0d niZih razreda osnovne Skole paralelno ulimo geometriju u
ravnini i sfernu geometriju, koristeéi manipulativne alate, a
kasnije i racunala. 0d sedmog do osmog razreda zalutamo i u svi-
jet Bolyaijeve geometrije.

Volim poulavanje: povremeno predajem dvadeset godina, a redo-
vito dvanaest godina. Sada ne govorim kao ulitelj prakticar. Tre-
bala su mi desetljeca kako bih shvatio koju ulogu zapravo Zelim
igrati. Dakle: ja sam odgajatelj, ucitelj i student ucitelj, u-
€itelj nastavnih ideja. Bavim se osmiSljavanjem i testiranjem me-
toda, postupaka i alata koji obrazovanje &ine ugodnijim, Sarenijim
i korisnijim za sve sudionike.

Materijala je puno, sati matematike sve manje - gdje da strpamo
nove ideje? Skola nema novca - kako kupiti novu opremu? Nastava,
obitelj, domaca zadaca, posebna nastava - kada bismo trebali upoznati
nove ideje?

Pro8le, 2002. godine, koja je za mene bila prekrasna, proputovao
sam zemlju od Nagyatdda do Satoraljatdjhelyja, od Gyora do Makéa.



p.q%

Razgovarao sam s mnogim edukatorima i drZao predavanja iz matematike
tisucama (nije pretjerivanje!) uZenika na izloZbama i u Skolama.
Posvuda sam naiSao na dobronamjernost i izraze odobravanja: od
laika i strucnjaka, mladih i starih.

Unatol svemu tome, moja su iskustva potvrdila jednu davno na-
metnutu misao.

Nastava matematike u zemlji i inozemstvu prolazi kroz razdoblje
krize, €iji je najoZitiji znak raspoloZenje javnosti. Pitajmo slje-
de¢ih deset ljudi koje sretnemo: Sto misle o matematici? 0 geo-
grafiji? 0 knjiZevnosti? 0 autoSkoli? Procijenimo rezultate! Koli-
ko smo glasova dobili za svaku tvrdnju: ”Da, smatram da je ovo ko-
risno.” ”Da, bilo je zanimljivo i lijepo.” ”To je lijepa stvar, ali meni naZalost
neshvatljiva.” ”Mrzim.” ¢

Za one koje ova anketa nije uvjerila, proulite broj prijavlje-
nih na pojedine smjerove visokog obrazovanja dvadesetak godina
unatrag do danas! Moramo biti slijepi i gluhi da ne primijetimo
gubitak prestiZa matematike.

Ovaj proces ne polinje u visokom obrazovanju. Prije desetak
godina to je bila rijetkost, a danas se sve CeSCe Cuje pitanje:
"U€itelju, zaSto trebam znati logaritme ili trigonometrijske
funkcije?" I - molim vas, nemojte to krivo shvatiti - osjecam da
ni mnogi moji kolege nisu sigurni u odgovor! Doista: kako mate-
maticki pojmovi pomaZu u situacijama svakodnevnog donoSenja od-
luka, u privatnim i gradanskim problemima, u procjeni mase infor-
macija koje hrle na nas? Nije 1li to samo neka pretjerana igra,
logitka zagonetka shvacena preozbiljno? Sto zapravo Zelimo reéi
naSim ufenicima uz pomo¢ matematike?

Matematika je za mene slobodan izbor temelja, razmjena miSlje-
nja izmedu partnera koji se medusobno poStuju i samostalno raz-
misSljanje.

Jednosistemsku, nepogreSivu matematiku smatram zastarjelom,
mrtvom i nepoucljivom. Jednosistemska matematika je u oStroj su-
protnosti sa svime Sto danaSnji mladi ljudi doZivljavaju u veéini
podruja zivota: politici, ekonomiji, izboru posla, privatnom Zi-
votu. NajvaZnija zadaca Zivog, suvremenog matematifkog obrazovanja
je osposobiti mlade ljude za samostalno razmiSljanje, upoznavanje
situacija odluka i njihovo rjeSavanje.

Sukladno tome, u bilo kojem podrulju matematike moramo prikazati
nekoliko moguéih sustava i metoda, ostavljajuéi pravo i duZnost
izbora naSim uCenicima.

Komparativna geometrija ima za cilj implementirati ovaj pristup
viSe polaziSta u matematici.
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Osnove su vel izradene, a odgovarajuca nastavna sredstva i udz-
benici izdani. Klasicno djelo Gyorgya Hajésa iz knjiZevnosti na
madarskom jeziku takoder sadrZi mnogo korisnih sfernih informacija.
UdZbenik Attile Kadlm&na "Elementi neeuklidskih geometrija" daje
sustavno, komparativno objaSnjenje geometrije ravnine, sferne geo-
metrije i Bolyaijeve geometrije. Molim vas, nemojte shvatiti kao
neskromnost ako spomenem, izmedu ostalog, set sfera za crtanje,
udZbenik i teZaj za ufitelje koji sam razvio.

Bavim se detaljnim primjerima koje ufitelj praktiZar moZe smat-
rati lako razumljivima, korisnima, iznenadujuéima i zabavnima za
svoje uZenike. Zelio bih pokazati da, osim razvoja matematickih
i pedago8kih teorija, postoje i - mogu tako re€i, manji - zadatci
kojima moZemo ostvariti sve te ciljeve u radu Skole.

Za8to se uz ravninu i sferu odmah ne pozabavimo i Bolyaijevom
geometrijom?

Ne, jer po mom miSljenju prvi i najvaZniji korak je usporediti
ravninu i sferu. Ako smo kod naSih ufenika olabavili kruti, jedno-
sistemski nacin razmiSljanja, oni puno lakSe upoznaju nove, dru-
gaZije svjetove. Osim toga, geometrija ravne plohe i sferne plohe
jo8 je Zivopisnija od najjednostavnijih modela Bolyaijeve geomet-
rije. No, Zelio bih naglasiti da je put ravnina-sfera-polusfera,
kao metoda koja vodi do Bolyaijeve geometrije, put koji mogu ra-
zumjeti i voljeti Cak i tinejdZeri.

Navodim neke karakteristike sferne geometrije koje bi mogle biti
iznenadujuée onima koji su navikli na geometriju ravnine.

1. Svaka sferna toZka ima suprotnu, najudaljeniju toZku od sebe
(Sjeverni pol - Juzni pol)

2. Sferne krivulje: sferna glavna kruZnica (ekvatorijalna, kruz-
nice duZine da - kruZnice zemljopisne Sirine izvan ekvatora
ne!)

3. Sferna udaljenost zmedu dviju sfernih tocaka: duljina kracleg
glavnog luka koji ih povezuje; a za suprotne tocke, duljina
bilo kojeg poluluka, tj. 180°.

4. Svakoj sfernoj tocki moZe se dodijeliti glavna kruZnica
(ekvator); dvije sferne totke (kutne totke) mogu se dodijeliti
svakoj glavnoj kruZnici. Odnos se naziva polaritet ili dvojnost.

5. Kut nagiba dva glavna luka takoder se moZe mjeriti sfernom
glavnom konturom, duZ ekvatora koja odgovara vrhu kuta (bag
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10.

11.

12.

kao Sto se kut nagiba dviju kruZnica moZe mjeriti duZz ekvatora).
To zna€i da se sljedeli izraz moZe protumaciti za sferu:
"zbroj jedne stranice trokuta i kuta nasuprot njoj".

. Pod "stranicama sfernog trokuta" podrazumijevamo kraée glav-

ne lukove koji spajaju vrhove, tj. razmake (Eulerove trokute).

Za Eulerove trokute, bas kao i na ravnini, nejednakost tro-
kuta je istinita; a takoder je istina da jednaki kutovi leZe
nasuprot jednakim stranicama, a veli kutovi leZe nasuprot ve-
€im stranicama.

Zbroj kutova trokuta moZe varirati od 180° do 540°. Zbroj
kutova je tocno 180° ako jedan od tri vrha pada na kraci

glavni luk definiran s druga dva; i toZno 540° ako bilo koji
vrh pada na najdulji glavni luk definiran s druga dva. Drugim
rijeCima: u oba ekstremna slu€aja, tri vrha se nalaze na jed-
noj glavnoj kruZnici, ali za 180° trokut znafi samo jedan glav-
ni luk, a za 540° punu glavnu kruZnicu! Kod 180° kutovi trokuta
su: 0°, 180°, 0°; kod 540° kutovi trokuta su: 180°, 180°, 180°.

. Postoje jednom pravokutni, dvaput pravokutni i trostruko

pravokutni sferni trokuti.

PouCci o sukladnim trokutima: stranica-stranica-stranica,
kut-stranica-kut i stranica-kut-stranica vrijede na isti nacin
kao i na ravnini. Poucak kut-kut-stranica na sferi - za raz-
liku od ravnine - opcenito ne vrijedi!

Sluaj kut-kut-kut - u potpunoj suprotnosti s ravninom - do-
voljan je za sukladnost! Dva su trokuta na sferi slicna samo
ako su i sukladna. Razmotrimo, na primjer, pravilne sferne
trokute: kut vrlo malog trokuta, koji se degenerira u tocku,
varira od 60° do kuta od 180° degeneriranog trokuta, koji se
pretvara u punu glavnu kruZnicu.

Svaki sferni trokut ima polarni sferni trokut Ziji su vrhovi
vrhovi izvornog trokuta. Bilo koji kut trokuta nadopunjuje
suprotnu stranicu polarnog trokuta do 180°; bilo koja stranica
trokuta zaokruZuje kut nasuprot stranici polarnog trokuta do
180°. Slijedi da, ako su zadani kutovi trokuta, a,b,c, tada

se trokut moZe konstruirati na sljedeli nafin: uzmemo stranice
180°—a, 180°—b,180°—c, iz njih moZemo konstruirati polarni
trokut, a od polarnog trokuta Zeljeni, originalni trokut: on
¢e imati kutove a,b,c.
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Misaoni proces na ravnini gotovo u potpunosti vrijedi i na sfe-
ri, zbog Cega pristup vezan za ravninu snaZno sugerira pogrjeSan
zaklju€ak: ovdje viSe nema rjeSenja!

Medutim, ako pogledamo sferoid i konstruiramo njegovu simetra-
lu kuta, moZemo vidjeti da sferoid ima povlaStenu toZku: srediSte
simetrije. Bilo koja glavna kruZnica koja prolazi kroz ovu tocku
dijeli jednakokraZan na dva zrcalno sukladna sferna trokuta. Svaki
od tih trokuta zadovoljava uvjete - dakle postoji beskonaZan broj
rjeSenja na sferi koja uklju€uje nejednake trokute!

Zahvalni smo svim ¢itateljima koji ¢e nam se, ¢itajuéii rjeSavajuéi za-
datke iz ove knjige kao i onima koji ¢e uporabljivati priredene radne listice
i prateée datoteke, ukazati na pogrjeske ili bolja i ljepsa rjeSenja, a koja
¢emo, ufamo se, u nekom sljede¢em izdanju ugraditi u ovu knjigu.

ilenart@cs.elte.hu
nikol.radovic@geof.unizg.hr
a.rybak@uwb.edu.pl
mario.brkic@geof.unizg.hr
petar.mladinic@zg.ht.hr



1. Uvod

Luka i Jurica zale se Matkagima na zadatke iz geografije. U 8koli su uéili strane svijeta
i kretanje po globusu... UG ELIICA ZORICA

ZA DOMACU MI JE ZADACU
ZADALA ZADATAK KOJI NITKO NUE
ZNAO RIJESITI NA NASTAVI.

VJEROJATNO
OPET MISLIS
DA JE
NEPRAVEDNA
PREMA TEBL.

=
PITALA ME JE LI MOGUCE NA ZEMLJI
1ZGRADITI KUCU TAKO DA SE, KAD
GOD SE POGLEDA KROZ
PROZOR, UVIJEK VIDI JUG

&4 2

KUCA IMA 4
ZIDA | NA SVAKOM
JE ZIDU
PROZOR?

ODGOVORIO SAM DA CU SE VRATITI NA POGETNI POLOZAJ U OBA
"SLUCAJA. U PRVOM CU SLUCAJU DOCI S ISTOKA, A U DRUGOM SA SJEVERA.
TVOJA JE TVRDNJA -

DJELOMICNO TOCNA. EVO MOJEG

ZADATKA SVIMA
VAMA: ako se stalno
kre¢emo na

sjeverozapad, kamo
éemo stici? A

Mozete li pomo¢i Matkacima
rijesiti geografske probleme koje
su im Luka i Jurica zadali? Jesu li
Juriéini odgovori toéni? Postoj li

mjesto na Zemlji za Lukinu kuéu?
Ako postoji, gdje je to mjesto? Ako
ne postoji, obrazloZite zasto ne
postoji...

OPET CEMO SE VRATITI
NA POCETNI POLOZAJ. SAMO
CEMO DOCI S JUGOISTOKA.

na Dani¢in
zadatak?

Problemi gibanja na globusu:
- strip zadatak iz Matke broj 113, rujan 2020.
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1. Uvod 3

Sferna geometrija ima Siroku primjenu. U matematici se primjenjuje
pri izucavanju geometrijskih tijela, u trigonometriji, topologiji, kalkulusu,
projektivnoj geometriji, diferencijalnoj geometriji, konaé¢nim geometrijama,
teoriji kompleksnih brojeva i teoriji funkcija.

Mnogi su koncepti sferne geometrije veé prezentirani u kurikulu skolskog
zemljopisa.

Geografski koordinatni sustav pomaze u uvodenju koncepata sferne geo-
metrije.

Nadalje, primjenjuje se i u:

klasi¢noj i modernoj fizici

e anorganskoj i organskoj kemiji
e kristalografiji

e znanosti o Zemlji

e astronomiji

e navigaciji

e umjetnickom i tehnickom crtanju
e industrijskom dizajnu

e inZenjerstvu

e geofizici i astrofizici

e balistici

e geodeziji

Pri suvremenim geodetskim mjerenjima, kad se radi o velikim udaljenos-
tima, mora se uzeti u obzir sferni oblik Zemlje.

Posebno su vazne formule za rjeSavanje sfernih trokuta, tj. trokuta koji
leze na sferi.
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Ovaj su problem poznavali ve¢ i stari Grei. To je dovelo do razvoja sferne
geometrije.

U udzbeniku J. Majcena: Geometrija [29.] iz 1920. na
str. 81. o razvoju sferne geometrije pise i sljedece:
Sferna je trigonometrija postojala usporedno

FEOMETRI A

VISE RAZREDE SREDNJIH U011LISTA
s astronomskim istraZivanjima, kako su
AL TRIGONOMETRILI A

A oBouni ) ih udesili HIPARH, onda Menelaj (1.

vijek pr. Kr.), pa Ptolemej. 0d Grka je
poznavanje te grane geometrije na Inde

(u 5. vijeku), a od ovih na Arape, medu
kojima se osobito istakao astronom Al-
Battani (u 9. vijeku), pa Abw’l Wafa (u
10. vijeku) koji je prvi potpuno dokazao
poucak o sinusima.

Sfernu je trigonometriju sistematski

upotpunio Regiomontan (u 15. vijeku) koji
je prvi udesio poucak o kosinusu za rjesavanje sfernih trokuta,

premda prvi tragovi za poznavanje toga poulka vode sve do Inda
(u 5. vijeku).

Za noviji razvoj sferne trigonometrije stekli su osobitih zas-
luga J. Neper!' (u 16. i na poetku 17. vijeka), L. Euler i R.
J. Boskovi¢ (u 18. vijeku), pa K. F. Gaufl (u 18. i 19. vijeku)

i A. Mobius (u 19. vijeku).

J. Majcen u istoj knjizi, u trecem dijelu ili poglavlju koji naziva Sferna

trigonometrija, navodi:

I. O sfernim trokutima uopce.

34. Sferni kut i sferna daljina
35. Sferni trokut

36. Polarni trobridi i pripadni sferni trokuti

II. Pravokutni sferni trokut.
37. Deset formula za pravokutni sferni trokut
38. Neperovo pravilo

39. Opceno rjesenje pravokutnoga trokuta

1J. Napier Merchistonski (poznat i kao Napair, ili Neper)
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ITI. Kosokutni sferni trokut.
40. Poucak o sinusima
41. Poucak o kosinusu za stranicu i za kut
42. Povrsina sfernog trokuta
43. Astronomski zadaci:

1. Odredivanje geogr. Sirine na Zemlji
2. Najvece kruznice, sferne daljine i kutovi na nebeskoj kugli

3. Primjeri
44. Opceno rjesenje kosokutnih sfernih trokuta

45. Rjesenje sfernog trokuta primijenjeno na zadace

Detaljno i danas aktualno je to! Kao $to je to bilo vrlo aktualno nekada!
Kako bismo to potvrdili, pogledajmo dio sadrzaja udzbenika Geometrij-

ska vjezbenica [57.] koji su napisali K. Zahradnik i D. Segen 1898. godine.
U drugom poglavlju se obraduje:

Sferna geometrija
Rjesavanje pravokutna sfernoga trokuta
Primjena pravokutna sfernoga trokuta
Razrjesavanje kosokutna sfernoga trokuta
Primjena kosokutna sfernoga trokuta

kkokokk

Kao uvod u temu pogledajmo sljedeca tri primjera. Oni najbolje ilustri-
raju/ukazuju primjenu opéeg skolskog znanja na probleme sferne geometrije
koji su se nekada poucavali, a danas su napusteni.

Problem 1.

a) Gdje éemo stiéi ako se stalno krecemo na zapad?
b) Gdje éemo stici ako krenemo na sjever?

c) Gdje éemo stici ako se stalno kreéemo prema sjevero-zapadu?
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Problem 2. Postoji li moguénost podizanja zgrade koja na svakoj od 4
strane ima prozor kroz koji se uvijek vidi jug?

Tret¢i je problem iz knjige Non-Fuclidean Adventures on the Léndrt
Sphere [26.] koju je napisao Istvan Léndart 1996. godine.

Problem 3. Medvjed Zivi u brlogu. U potrazi za hranom prijede 100 km
na jug. Nakon toga se kreée 100 km na zapad. I napokon promijeni smjer
kretanja te krene na sjever. Na nasSe iznenadenje vrati se natrag u brlog.

Koje je boje medvjed?

Koje je boje| 1A\ [ €A ¥ § T

Matkaci imaju problem koji im je zadao nastavnik
zemljopisa i biologije, a koji je nasao
Z?E:.L}O u knjizi Neeuklidski dozivljaji
madarskog matemagiéara Istvana
Lénarta.

KOJE JE
BOJE
MEDVJED?

KAO DA JE TO NEKI
; PROBLEM... &

UNASEM ZA- 3
DATKU NE ZNA
SE VRSTA
MEDVJEDA.

POGLEDASU
KNJIGU KAD ZNAS
VRSTU MEDVJEDA.

MEDVJED U POTRAZI ZA HRANOM OD BRLOGA PRIJEDE 500 KM "?‘
PREMA JUGU. ZATIM SKRENE 500 KM PREMA ZAPADU TE
500 KM PREMA SJEVERU.

KAKO JE TO
R MOGUCE DA SE
VRATIO U 8VOJ
”éﬁfgﬁﬁéﬁ” . ~\q% BRLOG? TONIE
TANJA MED- ; 7 TOCAN PODATAK.
VJEDA. MEDO
SE NE MOZE
VRATITI U

TOCAN
PODATAK!

1 Koje je boje medvjed? | je li se
mogao vratiti u svoj brlog?

Tipitno proucavanje geometrije u suvremenom poucavanju utemeljeno
je na euklidskoj geometriji ravnine koja ne korespondira s realno§éu naseg
”kretanja na Zemlji”. Razumijevanje ucenika i prihvacanje pojmova sferne
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geometrije vazno je za razumijevanje i objasnjavanje fizickog svijeta oko nas.

Proucavanje sferne geometrije nije apstraktno jer su ucenici dobro upo-
znati sa sferama. Ako ucenici dobiju odgovarajuce alate, ovo proucavanje
moze biti vrlo zanimljivo. Uéenici mogu lako razmotriti mnoge elementarne
poucke iz ravninske euklidske geometrije i istraziti ih na sferi.

Ovaj pristup usporedbe ravninske i sferne geometrije omogucuje
ucenicima razumjeti da je euklidska geometrija jedna od mnogih geometrija.

To je i predlozeno u Standardima za nastavu matematike [64.] u kojima se
elaborira da ucenici, koji namjeravaju studirati, euklidsku geometriju trebaju
shvacati kao jednu od mnogih aksiomatskih sustava. Ovo shvac¢anje ostvaruje
se usmjeravanjem ucenika na istrazivanje svojstava drugih geometrija kako
bi se uvjerili da temeljni aksiomi i definicije dovode do sasvim razlicitih i
¢esto kontradiktornih zakljucaka.

Skromna pocetna ilustracija ovih Cinjenica sadrzana je u naznacenim
problemima 1., 2.1 3.

Prema Lénartu, postoje ¢etiri prednosti ucenja sferne geometrije:

1. Analizirajuca aktivnost

Usporedba rezultata iste aktivnosti u ravnini i na sferi pomaze uceniku
dublje razumijevanje nastalih razlika.

2. Shvacanje situacije

U vedini slucajeva ucenik je bolje i vise upoznat s nizom aktivnosti i
njihovom matemati¢ckom pozadinom na ravnini nego na sferi. Dakle,
konstruiranje novih situacija i novih koncepata razumijevanjem onih
poznatih od znatne je pomoéi uc¢eniku da mu novi koncepti postanu
pristupacniji.

3. Ucenik sam postavlja problem

Kad ucenik razumije kako su odredeni koncepti ravninske i sferne geo-
metrije medusobno uskladeni u danom sustavu modi ¢e prevesti novi
problem ravninske geometrije u drugi problem sferne geometrije ili
obrnuto.

4. Ponovno razmatranje odbacenih ideja

Kada nastavnik iskaze novu tvrdnju Cesta reakcija ucenika je nepri-
hvacanje te tvrdnje ili barem sumnja u nju. Tada ucenik pokusSava s
protutvrdnjom ili protuidejom.

Kad ucenici stvaraju vlastita nagadanja/hipoteze na temelju svojih is-
trazivanja Sketchpadom postaju svjesni ¢injenice da oni moraju dati dokaz
tih nagadanja.
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Dakle, povjerenje u ovo okruzenje je preduvjet za pronalazenje dokaza.

Matematicar G. Polya opisao je ovaj proces ucenja:

. nakon Sto smo potvrdili pou&ak u nekoliko posebnih sluia-
jeva, prikupili smo jake induktivne dokaze za to.

Induktivna faza nadvladala je naSu pofetnu sumnju i dala nam
Evrsto povjerenje u poufak. Bez takvog samopouzdanja jedva da bi-
smo smogli hrabrosti poduzeti dokaz koji nije nimalo izgledao kao
rutinski posao. Kad ste uvjereni da je poufak istinit, poZnete
ga dokazivati.

Sketchpad zapravo ne moze generirati dokaze, nego daje eksperimentalne
podatke koji omoguéuju snazno uvjerenje koje treba motivirati u¢enike na
dokazivanje.

Medutim, nagi ucenici moraju biti upoznati s deduktivnom prirodom
matematike i znati da empirijske metode ne objasSnjavaju zaSto je neko
nagadanje opcenito istinito.

U knjizi Dokazivanje i dokaz u nastavi matematike pomocu Sketchpada
i drugi tekstovi [10.] autor Michael de Villiers navodi nas na promisljanje i
poucava o jednom od osnovnih pojmova u matematici - dokazu.

DOKAZIVANJE | DOKAL Pri tome propituje uobi¢ajeno tumacenje rijec¢i dokaz
e e e kao potvrde neke matematicke tvrdnje te otvara nove
iorueiTeksTOV o poglede na svrhu dokaza kao i na doprinos dokaza pri
konstruiranju novih znanja.
Citatelj ¢e tako osvijestiti da postoje razli¢ite svrhe
dokaza: dokaz kao objasnjenje, kao otkrice, kao prov-
jera, kao izazov, kao sistematizacija . Svaka od ovih
uloga dokaza teorijski je obrazlozena i poprac¢ena broj-
nim i potpuno razradenim primjerima aktivnosti za
ucenike. Za nastavnika knjiga predstavlja prekrasno
vrelo teorijskih pogleda na to $to bismo s ucenicima
mogli raditi i konkretnih materijala koji pokazuju na koji je to nac¢in moguce
uciniti.

MICHAEL DE VILLIERS

BIBLIOTEKAHUNI.

HUNFS,

Primjena tehnologije sastavni je dio svih predlozenih aktivnosti. No,
tehnologija nije sama sebi svrha, ve¢ je uvijek u funkciji metodike nastave
matematike. Ona je snazno podupiruce sredstvo koje ¢e omogucéiti u¢eniku
otkrivanje matematickih svojstava, propitivanje uzroka i posljedica te razu-
mijevanje veza medu matematickim objektima.

Proces matematizacije mora se zavrsiti deduktivnim dokazom. No, neka
su istrazivanja pokazala da ucenici ne trebaju dokaz u Sketchpadovom
okolisu. Pretpostavlja se da je ova koncepcija usko povezana s njihovim
vjerovanjima i edukacijskim iskustvima u vezi s matematikom.

Proces matematizacije (eksperimentiranje, nagadanje i objasnjenje) sas-
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tavni je dio matematicke kulture i namijenjen je svim ucenicima na svim
razinama geometrijskog obrazovanja (u euklidskoj geometriji).

Medutim, s obzirom na neeuklidske geometrije, trebamo li od ucenika
traziti deduktivni dokaz?

To je retoricko pitanje i aktivnost na toj razini u okviru sferne geometrije
prepustamo nastavnicima i uéenicima.

Ova je knjiga, izmedu ostalog, motivirana i potrebom da nas-
tavnicima, ucCenicima i studentima te zainteresiranoj javnosti ponudimo
tekst /materijale/datoteke koji ée im omoguditi postizanje 4. i 5. van
Hieleove razine znanja ucenika uz opéeobrazovne i svakodnevne pojmove
potrebne svakom suvremenom Covjeku.

Iako je Sketchpad (DSG) transformirao okruzenje ucionice u energiénije,
dinamié¢nije i privla¢nije mjesto koje poti¢e na razmisljanje, to ne znaci da
zagovaramo zamjenu koristenja u ucionici realnih sfera sa Sketchpadom.

Mora se naglasiti da je jedini nacin da bilo koja geometrija postane
stvarna i da ucenici ostvare duboko razumijevanje osnovnih geometrijskih
pojmova taj da ucenici fizicki dodiruju i igraju se realnim predmetima i
realnim priborom. (I ne trebamo preferirati zamjenu virtualnog i realnog
pribora tj. jednoga s drugim nego kao nadopunu u ucenju i pouc¢avanju.)
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2. Datoteke 1 radni listié¢i

Lénartova radionica s najmladim ucenicima
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Ovdje ¢emo kreirati radne listi¢e u skladu s kurikulom.

Uz svaki listi¢ kreirat ¢emo i1 Sketchpadovu datoteku za rad.

Kreirat ¢emo listi¢ s pitanjima prema Lénartovoj ideji i pitanjima iz
njegove knjige Non-Fuclidean Adventures on the Lénadrt Sphere - Investi-
gations in Planar and Spherical Geometry [26.].

Odgovore na pitanja postavljena u listi¢cima naé¢i Cete u poglavlju
6. Ravninska geometrija nasuprot sferne geometrije na stranicama od 127.
i dalje (u tablicama).

Razmatrajuéi pitanja iskazana u listi¢u/listi¢ima i usporedujuéi odgo-
vore za probleme u ravnini i na sferi, dobit ¢e se iskustvo i ¢injenice koje su
nuzne za daljnji rad na ostalim problemima komparativne geometrije.

2.1. Prvi problem: temeljni elementi

Ovaj odjeljak sadrzi pet listi¢a koje u¢enicima pruzaju osnovne ideje i vjezbe
koji ¢e im trebati za rad na Lénartovoj sferi. U problemu 2.1. i 2.2 uéenici
odreduju sferni ekvivalent tocke i pravca. Bas kao sto rade u ravninskoj
geometriji, oni se moraju sloziti oko ovih najjednostavnijih elemenata prije
nego $to mogu graditi slozenije oblike.

Buduéi da na sferi nema pravaca, problem 2.2. jest presudan za
ucenikovo razumijevanje osnovne razlike izmedu te dvije geometrije i pre-
duvjet je za gotovo sve druge probleme/istrazivanja.

U problemu 2.3. u¢enici uce kako koristiti sferno ravnalo za mjerenje
udaljenosti na sferi.

U problemu/zadatku 2.4. uéenici pronalaze metode za konstruiranje po-
larnih tocaka i ekvatora - oblika koji ne postoje u ravnini, ali su vazni u
mnogim sfernim konstrukcijama.

U problemu 2.5. uéenici grade mali sferni kutomjer od komada sferne
prozirnice.

Koristite ove prve probleme kao uvod u sfernu geometriju, ali ne do-
pustite da va8i ucenici zaglave u rjesavanju ovih osnovnih pojmova dugo.
Ideje u ovom poglavlju prikladno ¢e ih pripremiti za vige sofisticirane prob-
leme koji se pojavljuju kasnije u knjizi.

Koristite avanturisticke karte, ako vise volite otvoreniji pristup nastavi.
Ako vige volite strukturirane lekcije, umjesto toga koristite Vodice za stu-
dente. Priruc¢nik za nastavnike koji slijedi nakon svakog Vodica za studente
sadrzi rjeSenja i prijedloge.

kkokokk

U ovom odjeljku razmotrit ¢emo pet istrazivanja/problema/zadataka:

2.1. Koji je najjednostavniji oblik?
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2.2. Moze li se nacrtati pravac na sferi?
2.3. Kako mjeriti udaljenost?
2.4. Kako se moze konstruirati ekvator i polarne tocke?

2.5. Kako se moze koristiti kutomjer za mjerenje kutova na sferi?

1. radni listié¢: Koji je najjednostavniji oblik?

Zarad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Koji je najjednostavniji
oblik?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.
1. Otvorite Sketchpadovu datotekuKoji je najjednostavniji oblik?.gsp
i priredite model sfere.

2. Na Sketchpadovoj datoteci nacrtajte u ravnini elemente za koje sma-
trate da su najjednostavniji. Iste te elemente nacrtajte na sferi.

3. Argumentirajte zasto ih smatrate najjednostavnijim elementima geo-
metrije.

4. Koji su to elementi? Nabrojite ih!
5. Koji objekti u ravnini odgovaraju objektima na sferi?

6. Sto je isto, a §to razli¢ito tim objektima u ravnini i na sferi? Zasto je
to tako?

7. Kako se ti elementi definiraju u ravnini, a kako na sferi?

Usporedite ravninu i sferu
1. a) Nacrtajte barem dva oblika na svojoj sferi koja ne mozete crtati
u ravnini.
b) Opisite oblike i objasnite zasto ne mozete nacrtati ove oblike u
ravnini.
2. a) Na svojoj sferi nacrtajte najmanje dva oblika koja mozete nacr-
tati u ravnini.
b) Opisite oblike i objasnite zasto ih mozZete nacrtati u ravnini.

3. Raspravite o svojim nalazima sa svojim partnerom ili grupom.
Pogledajte koliko razlika mozete nac¢i izmedu ravnine i sfere.

Uputa: Odgovore na ova pitanja moZete pronaci u odgovarajucoj tablici
u kojoj se usporeduju ove cinjenice u poglavlju 6. stranica 127.
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2. radni listié: Moze li se nacrtati pravac na sferi?

Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka MoZe 1i se nacrtati
pravac na sferi?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.

Otvorite Sketchpadovu datoteku MoZe 1i se nacrtati pravac na
sferi?.gsp i priredite model sfere.

Na Sketchpadovoj datoteci nacrtajte u ravnini dvije razlicite tocke A i
B. Iste te elemente nacrtajte na sferi.

Konstrukcija u ravnini

1.

2.

Nacrtajte dvije razlicite tocke u ravnini. Oznacite ih A i B.
Spojite tocke A i B s tri razlic¢ita pravca ili krivulje.

Nacrtajte najkraé¢i put izmedu tocaka A i B ako to jo§ niste uéinili.
Uporabite ravnalo da produzite svoju najkracu stazu dok ne dosegne
rubove svojeg papira.

Kad biste mogli zauvijek produljiti krajeve svojeg pravca, bi li se ikada
sreli?

. Po temu se najkra¢i put izmedu tocaka A i B razlikuje od ostalih

putova koje si nacrtao?

a) Na koliko dijelova tocke A i B dijele vas pravac?
b) Koliko je od ovih odsjec¢aka konacno dugo?

¢) Koliko ih je beskona¢no dugih?
Koliko razli¢itih pravaca mozete nacrtati kroz jednu to¢ku u ravnini?

Koliko razli¢itih pravaca mozete nacrtati kroz dvije tocke u ravnini?

Konstrukcija na sferi

1.

Kakav Cete oblik dobiti kada dvije tocke na sferi spojite najkrac¢im
mogucéom stazom?

. Sto ¢e se dogoditi kada ovu putanju produzite u oba smjera oko sfere?

Nacrtajte dvije razlicite tocke na svojoj sferi. Oznacite ih A i B.

. Razapnite konac na sferi izmedu dviju tocaka A i B kako biste pronasli

najkraéi put izmedu tocaka. Nacrtajte crtu duz napete uzice pomocu
markera.
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5. Pokusajte ravnalom ”spojiti” ove tocke na sferi. Sto opazate?

6. Nacrtajte liniju izmedu tocaka A i B pomocu sfernog ravnala i
prosirite je sto je viSe moguce u oba smjera.

7. Upravo ste stvorili glavnu kruznicu na sferi. Opisite je!

8. a) Na koliko lukova tocke A i B dijele vasu glavnu kruznicu?
b) Koliko je od ovih lukova konaénih?

¢) Koliko ih je beskonaéno dugih?

9. Odredite koji rubovi vageg sfernog ravnala ocrtavaju lukove glavnih
kruznica, a koji ne.

10. Koliko glavnih kruznica mozete nacrtati kroz jednu tocku na sferi?

a) Koliko glavnih kruznica mozete nacrtati kroz dvije tocke na sferi?

b) Je li vas odgovor tocan za bilo koje dvije tocke na sferi?

Usporedite ravninu i sferu

1. Koliko ¢injenica mozete uociti o pravcima u ravnini i o glavnoj kruznici
na sferi?

2. Odlucite sto mislite da je jednostavnije: pravci u ravnini ili glavne
kruznice na sferi. Zasto?

3. Sada pokusajte preokrenuti svoj argument. Navedite razloge zasto su
linije jednostavnije na povrsini koju niste izabrali gore.

Odgovori se nalaze na stranici 130.

3. radni listi¢: Kako mjeriti udaljenost?

@5 Zarad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Kako mjeriti udaljenost?.gsp.
— i model sfere s ostalim priborom.
Otvorite Sketchpadovu datoteku Kako mjeriti udaljenost?.gsp i
priredite model sfere.
Cesto morate izmjeriti udaljenost izmedu dvije figure.

e Opisite kako mjeriti udaljenost u ravnini.
e Opisite kako se mjeri udaljenost na sferi.

e U svakom sluc¢aju objasnite koje mjerne jedinice mozete koristiti.



2. Datoteke i radni listiéi 17

Konstrukcija u ravnini

1

[\)

w

W

. Nacrtajte dvije razli¢ite tocke u ravnini. Oznacite ih A i B.

. Izmjerite udaljenost izmedu tocaka A i B.

. Nacrtajte stazu kojom ste izmjerili udaljenost.

. Zasto je ovo jedina staza po kojoj mozete mjeriti udaljenost izmedu
tocaka A1 B?

Konstrukcija na sferi

Kako mozete izmjeriti udaljenost izmedu dviju tocaka na sferi?

1. Nacrtajte dvije razlicite tocke na svojoj sferi. Oznacite ih A i B.

2. Nacrtajte cijelu glavnu kruznicu koja sadrzi ove dvije tocke.

Koliko lukova spaja tocke A i B?

Uporabite oznake stupnjeva na vasem sfernom ravnalu kako biste
izmjerili duljinu svakog od njih u stupnjevima.

Kolika je udaljenost izmedu tocaka A i B?

Koju ste mjeru luka odabrali kao udaljenost? Objasnite zasto ste
odabrali ovu mjeru.

Opisite par to¢aka na sferi izmedu kojih je moguée mjeriti naj-
krac¢u udaljenost duz vige od jednog luka.

Postoji li par tocaka u ravnini izmedu kojih je moguée mjeriti
udaljenost duz vise od jednog segmenta?

Kolika je najveéa moguéa udaljenost izmedu dviju tocaka u
ravnini?

Kolika je najveta moguéa udaljenost izmedu dviju tocaka na
sferi?

Kolika je najkrac¢a moguca udaljenost izmedu dviju tocaka u
ravnini?

Kolika je najkraca moguca udaljenost izmedu dviju tocaka na
sferi?
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Usporedite ravninu i sferu

1.
2.

Sto mozete uociti o mjerenju udaljenosti u ravnini i na sferi?

Mislite li da je mjerenje udaljenosti jednostavnije u ravnini ili na sferi?
Zasto?

Sada pokusajte preokrenuti svoj argument. Navedite razloge zasto je
mjerenje udaljenosti jednostavnije na povrsini koju nisi izabrao gore.

Odgovori se nalaze na stranici 152.

4. radni listié: Kako se mogu konstruirati ekvator i polarne tocke?

Priredite model sfere i pribor.

Ekvator Zemlje otprilike je glavna kruznica. Ova glavna kruZnica ima
dva sredista ili polarne tocke: Sjeverni i Juzni pol. Na sferi nazivamo veliku
kruznicu ekvatorom, a polarne tocke glavne kruznice nazivamo njezinim
polovima.

Slijede tri odvojene konstrukcije na sferi. Svaku konstrukciju zapoénite
s cistom sferom.

1.

> 89

konstrukcija: Nacrtajte tocku na svojoj sferi. Ovo ¢e biti polarna tocka
(pol). Uporabite svoje sferno ravnalo i Sestar za konstruiranje ekvatora
koji odgovara ovoj polarnoj tocki (polu). Opisite svoju konstruktivnu
metodu.

. konstrukcija: Nacrtajte tocku na svojoj sferi. Ovo ¢e biti tvoja prva

polarna tocka (pol). Pronadite nac¢in da konstruirate suprotnu polarnu
tocku (pol). Opisite svoju metodu.

konstrukcija: Nacrtajte glavnu kruznicu. Pronadite nacin da konstru-
irate polarne tocke (polove) koji odgovaraju ovoj glavnoj kruznici.
Opisite svoju metodu.

Usporedite svoje metode konstruiranja s drugima u tvojem razredu.
Kolika je udaljenost izmedu bilo kojeg para polova?

Kolika je udaljenost izmedu pola i ekvatora?

Pretpostavimo da je grad u kojem zivite pol Zemlje.

a) Opisite mjesto vaseg suprotnog pola.
b) Opisi ekvator svog rodnog grada.

. Pronadite grinicki meridijan (0° zemljopisne duzine) na globusu. Gdje

su polarne tocke glavne kruznice koje uklju¢uju ovaj meridijan?
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Usporedite ravninu i sferu

Ima li smisla u ovom slucaju napraviti usporednu tablicu izmedu ravnine i
sfere kao $to smo radili u prethodnim listi¢ima? Zasto da ili zaSto ne?

5. radni listié: Kako se moze koristiti kutomjer za mjerenje kutova
na sferi?

Zmadete koristiti kutomjer za mjerenje kutova u ravnini. Mozete li koristiti
taj kutomjer za mjerenje kutova na sferi?

Uporabite komad sferne prozirne folije za napraviti kutomjer kojim se
moze mjeriti kutovi na sferi.

Izrada sfernog kutomjera

Samo jedna grupa v vasem razredu treba napraviti 1. korak.

1. korak: Morate izrezati prozirnu foliju na komade tako da svaka grupa
u vasem razredu moze napraviti vlastiti kutomjer. Stavite prozirnicu
na vasu sferu. Uporabite svoj sferni Sestar za nacrtati kruznicu koja
ima rupu na prozirnici kao njezino srediste i polumjer 25°. Oznagcite
tocku otprilike na sredini izmedu kruznice i ruba prozirnice. Koris-
tite ovu tocku kao srediste i nacrtajte drugu kruznicu polumjera 25°.
Oznacite dodatne tocke kao sredista i uporabite svako srediste da nacr-
tate kruznicu koja ima radijus od 25°. Odaberite sredisnje tocke tako
da kruznice budu blizu jedan drugoj ali da se ne dodiruju. Uklonite
prozirnu foliju sa sfere i uporabite skare za pazljivo je izrezati na ko-
made tako da je na svakom komadu po jedna kruznica. Podijelite
jedan od ovih prozirnih dijelove svakoj grupi u vagsem razredu. Ako je
potrebno, uporabite drugu prozirnu foliju za izradu dodatnih komada.

Svaka grupa u vasem razredu treba izvesti preostale korake.

2. korak: Oznacite polarnu to¢ku na svojoj sferi. Uporabite svoje sferno
ravnalo za crtanje odgovarajuceg ekvatora. Zatim oznacite svaki deseti
stupanj duz ekvatora.

3. korak: Pretvorite svoj komad prozirnice u disk tako da pazljivo skroz
obrezete vanjski rub kruga. Zatim zalijepite omc¢u od prozirne trake
ovog diska na sferu tako da se njegova sredi$nja toc¢ka poklapa s polom
koji ste oznacili na sferi.

4. korak: Uparabite svoje ravnalo da poravnate svaki par nasuprot oz-
nake na ekvatoru sfere sa srediSnjom tocka diska. Zatim nacrtajte
tanke crtice svakih deset stupnjeva po disku.
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5. korak: Odaberite par okomitih lukova i podebljajte ih. Dovrsite svoj
prakti¢ni kutomjer s diskom probijanjem male rupe to¢no u sredistu.

6. korak: (Neobavezno) Kako bi kutomjer trajao dulje, uporabite ravnalo
i marker da prati tvoje lukove. (Nastojte da ne ostane trajna tinta na
vagoj sferi. Mozete linije obrisati alkoholom.)

1. Na vagoj sferi nacrtajte dva luka glavnih kruznica koje imaju za-
jednic¢ku krajnju tocka. Uporabite kutomjer za mjerenje za oba formi-
rana sferna kuta. Sto uocavate za ove kutove?

2. Uporabite svoj disk kutomjer i svoje sferno ravnalo za konstruirati
kut od 50°. Konstruirajte kut od 100°, kut od 200° i 3. kut od 300°.

3. a) Kako mozete uporabiti svoje sferno ravnalo za mjerenje bilo kojeg
kuta?

b) Koje su prakti¢ne prednosti manjeg kutomjera s diskom koji ste
upravo napravili?

Usporedite ravninu i sferu

Usporedite metode mjerenja kutova u ravnini i na sferi? Sto je zanimljivije?

2.2. Drugi problem: paralelnost i okomitost

U ovom odjeljku razmotrit ¢emo tri istrazivanja/problema/zadataka:
3.1. Koliko totaka mogu dijeliti dvije linije?
3.2. Kako izgledaju okomite crte na sferi?

3.3. Koliko zajednickih okomica mogu imati dva pravca?

Paralelne linije i okomite linije imaju neke iznenadujuce razlike u ravnini
i sferi. Listi¢i u ovom poglavlju naglasavaju ove razlike.

U tekstovima koji slijede u ovoj knjizi nalaze se za nastavnike i uc¢enike
rjeSenja i sugestije.

U listi¢u 3.1. ucenici istrazuju paralelne i presje¢ne parove linija.

Buducdi da paralelne linije ne mogu stajati na sferi, ovaj listi¢ pruza vazan
primjer kako je sferna geometrija nedosljedna s jednim od najosnovnijih
aksioma euklidske ravninske geometrije - s postulatom o paralelama.

Listi¢ 3.1. neophodan je ako ovu knjigu koristite za formalno prouc¢avanje
sferne geometrije, buduéi da pokazuje temeljni razlog da sferna geometrija
je neeuklidska geometrija.
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Listi¢ 3.2. predstavlja lijep nastavak lekcije 2.1. jer istrazuje moguca
sjecista triju razli¢itih linija.

Listiéi 3.2. 1 3.3. istrazuju neke od razlika izmedu okomitih linija na dvije
razliCite povrsine.

Listi¢ 3.2. definira i istrazuje svojstva pravca okomitog na jedan drugi
pravac.

U listi¢u 3.3. ucenici istrazuju svojstva linije koja je okomita na najmanje
dvije druge crte. Oba listi¢a usporeduju te pojmove ravninske i sferne ge-
ometrije.

Listi¢ 3.2. je od pomod¢i kao uvod za 3.3.

1. radni listié: Koliko tocaka mogu dijeliti dvije linije?

Za rad c¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Koliko toZaka mogu
dijeliti dvije linije?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.

Konstrukcija u ravnini

1. korak: Nacrtajte pravac. Oznacite ga .

2. korak: PokuSajte nacrtati drugi pravac koji nema zajednicku tocku s
pravcem [. Oznacite ga a.

3. korak: Pokusajte nacrtati pravac koja ima tocno jednu tocku za-
jednicku s [. Oznacite ga b.

4. korak: Pokusajte nacrtati pravac koji ima to¢no dvije tocke zajednicke
s pravcem [. Oznacite ga c.

5. korak: Pokusajte nacrtati pravac koji ima vise od dvije zajednicke
tocke s pravcem [. Oznacite ga d.

1. Koje su konstrukcije bile moguce u ravnini?
2. Koji su vasi pravci paralelni? Zasto?

3. Opisite sve razli¢ite nacine na koje se dva razli¢ita pravca mogu pre-
sijecati u ravnini.

Konstrukcija na sferi
Hoce 1i vasi zakljucci biti isti za glavne kruznice na sferi?

1. Izvedite iste korake na sferi kao $to ste u ravnini, zamjenjujuéi pravce
s glavnim kruznicama. Pratite koje su konstrukcije moguce na sferi.
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2. Opigite sve nacine za koje se dvije glavne kruznice mogu sjeéi na sferi.

3. Mogu li dvije glavne kruznice ikada biti paralelne?

Usporedite ravninu i sferu

1. Koliko sjecista imaju dva pravca u ravnini a koliko sjecista dvije glavne
kruznice na sferi?

2. Mislite li da je sjeciSte dvaju pravaca jednostavnije u ravnini ili na
sferi? Koji je slucaj intrigantniji? Zasto?

3. Sada pokusSajte preokrenuti svoj argument. Navedite razloge zasto je

sjeciste dviju linija jednostavnije ili intrigantnije na povrsini koju oda-
berete gore.

Odgovori se nalaze na stranici 134.

2. radni listié: Kako izgledaju okomite crte na sferi?

@5 Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Kako izgledaju okomite
— crte na sferi?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.
Okomite se linije sijeku na poseban nac¢in u ravnini i na sferi.

e Opisite dva okomita pravca u ravnini.

e Opisite dvije okomite glavne kruznice na sferi.

Konstrukcija u ravnini

1. korak: Nacrtajte dva pravca koja se sijeku i dijele ravninu na podrucja
koja su sva sukladna.

2. korak: Izmjerite i oznacite sve kutove u svakoj tocki sjecista ovih dvaju
pravaca.

1. Dva pravca koje ste konstruirali su okomita jedan na drugog. Uocite
$to mozete zakljuciti o okomitim pravcima u ravnini.

Kako izgledaju okomice na sferi?
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Konstrukcija na sferi

1.

korak: Nacrtajte dvije glavne kruznice koje dijele vagu sferu na po-
druéja koja su sva kongruentna.

. korak: Izmjerite i oznacite sve kutove u svakoj tocki presjeka ovih dviju

okomitih glavnih kruznica.

. Dvije glavne kruznice koje ste konstruirali su okomite jedna na drugu.

Zabiljezite sva zapazanja koja mozete napraviti za okomite glavne
kruznice na sferi.

Odgovori se nalaze na stranici 134.

Usporedite ravninu i sferu

1.

Koliko ¢injenica mozete uociti za okomite pravce u ravninu i za
okomite glavne kruznice na sferi?

. Mislite li da su okomite crte zanimljivije u ravnini ili na sferi? Zasto?

Sada poku8ajte preokrenuti svoj argument. Navedite razloge zasto su
okomite linije zanimljivije na povrsini koju niste odabrali gore.

3. radni listié: Koliko zajednickih okomica mogu imati dva pravca?

Za rad c¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Koliko zajedniZkih
okomica mogu imati dva pravca?.gsp.i model sfere s ostalim priborom.

Ako je pravac okomit na dva druga pravca odjednom, onda je on za-
jednicka okomica za te pravce.

e Istrazite zajednicke okomice dvaju pravaca u ravnini.

e Istrazite zajednicke okomice dviju glavnih kruznica na sferi.

1.
2.

Koliko zajedni¢kih okomica mozete nacrtati u 1. koraku?

Koliko biste zajednic¢kih okomica mogli nacrtati u 2. koraku?

Konstrukcija u ravnini

1.

korak: Nacrtajte dva pravca koji se sijeku. Zatim pokusSajte nacrtati
neke pravce koji su okomiti na oba.

. korak: Nacrtajte dva paralelna pravca. Zatim pokusSajte nacrtati neki

pravac koji je okomit na oba.

Hoce li vasi zakljucci o zajednickim okomicama biti isti na sferi?
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Konstrukcija na sferi

1.

2.

korak: Nacrtajte dvije razli¢ita glavne kruznice.

korak: Izmjerite i oznacite sve kutove u svakoj tocki presjeka ovih dviju
okomitih glavnih kruznica.

. Koliko zajednickih okomice znadete nacrtati na bilo koje dvije glavne

kruznice?

Usporedite ravninu i sferu

1.

Koliko ¢injenica mozete uociti o zajednickim okomicama u ravnini i o
zajednickim okomicama na sferi?

. Mislite li da su uobicajene okomice jednostavnije u ravnini ili na sferi?

Zasto?

Sada poku8ajte preokrenuti svoj argument. Navedite razloge zasto su
zajednicke okomice jednostavnije na povrsini koju niste odabrali gore.

Odgovori se nalaze na stranici 136.

2.3. Tredéi problem: mnogokuti

Je li mogucée nacrtati poligon sa samo dvije stranice?
Koja podruéja mozete stvoriti pomocu tri linije?
Koliko trokuta moze imati ista tri vrha?

Koliki je zbroj kutnih mjera jednog trokuta?

Moze li trokut imati vise od jednog pravog kuta?

1. radni listié: Je li moguée nacrtati mnogokut sa samo dvije stran-

ice?
@5 Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Je 1i moguée nacrtati
- mnogokut sa samo dvije stranice?.gsp. i model sfere s ostalim pri-
borom.

Nacrtali ste mnogo razli¢itih mnogokuta, kao sto su trokuti, cetverokuti,
peterokuti i Sesterokuti.
Odredite je li moguée nacrtati dvostrani mnogokut.
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Konstrukcija u ravnini

Nacrtaj dvije zrake/polupravca sa zajednickom pocetnom tockom.

1.

2.

Hoce li se dvije zrake sastati u nekoj drugoj tocki ako ih produzimo?

Dvije zrake dijele ravninu na razli¢ita podruéja. Opisite veli¢inu i oblik
podrucja.

Mnogokut je zatvoreni lik s ravnim stranicama. Objasnite da li je
moguce stvoriti dvostrani mnogokut u ravnini.

Konstrukcija na sferi

Mozete li napraviti dvostrani mnogokut na sferi?
Nacrtajte lukove dviju razli¢itih glavnih kruznica pocevsi od iste tocke
na vag8oj sferi.

1.

2.

Progirite dva luka. Sastaju li se dva luka u jo$ jednoj tocki?

Dva luka dijele sferu na razli¢ita podrucja. Opisite veli¢inu i oblik
podrucdja.
a) Napisite definiciju mnogokuta na sferi.

b) Jesu li neka od podrugja koje ste stvorili na svojoj sferi mno-
gokuti?

. Mnogokut na sferi koji ima to¢no dva kuta naziva se dvokut. Mjera

svakog kuta u mnogokutu ne moze biti veéa od 180°. Srafiraj jedan
dvokut na tvojoj sferi.

. Izmjerite oba kuta dvokuta i opisite svojstvo koje vrijedi za kutove

bilo kojeg dvokuta.

Izmjerite obje stranice dvokuta i opiSite dva svojstva koja vrijede za
stranice bilo kojeg dvokuta.

Usporedite ravninu i sferu

1.

2.

Uocite na koliko nac¢ina mozete nacrtati dvije zrake sa zajednickom
pocetnom tockom u ravnini i dva luka glavnih kruznica sa zajednickom
pocetnom tockom na sferi.

Sto mislite koja je povrsina jednostavnija u ovom sluc¢aju: ravnina ili
sfera? Zasto?
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3. Sada pokusajte preokrenuti argument. Navedite razloge zasto bi moglo
biti jednostavnije.

Odgovori se nalaze na stranici 136.

2. radni listié: Koja podruc¢ja mozete stvoriti pomocu tri linije?

Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Koja podruZja moZete
stvoriti pomocu tri linije?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.
Kada se tri linije sijeku, one dijele povrsinu na nekoliko podrucja.

e [strazite podrucja koja mozete stvoriti koristeéi tri pravca u ravnini.
e [strazite podrucja koja mozete stvoriti pomocu tri glavne kruznice na
sferi.
Konstrukcija u ravnini

Svaki par razli¢itih pravaca u ravnini je paralelan ili se sijece. Napravite
crteze za demonstraciju svakog mogucéeg slucaja za tri razlicita pravca u
ravnini.

1. Za svaki crtez odredite koliko podrucja stvaraju tri pravca.

2. Za svaki crtez odredite koliko podru¢ja ima konaénu povrsinu, a koliko
podrucja imaju beskonaénu.

Koje vrste podruéja mozete stvoriti s tri glavne kruznice na sferi?

Konstrukcija na sferi

Nacrtajte tri glavne kruznice na svojoj sferi.

1. Koliko podrucja mozete stvoriti s tri razli¢ite glavne kruznice na sferi?
Navedite sve moguce odgovore na ovo pitanje.

2. Za svaki primjer koji ste naveli u gornjem odgovoru odredite koliko
podrucja ima konaénu povrsinu a koliko imaju beskonaénu.

3. U jednom od gornjih slucajeva stvorili ste podrué¢ja koja su trokuti.
Trokuti su sukladni ako im su odgovarajuce stranice sukladne i odgo-
varajuci kutovi sukladni. Koristite svoj crtez napravljen za ovaj slucaj
i pronadite par sukladnih trokuta na suprotnim stranama vase sfere.
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a) Oznacite svaki takav par trokuta na svojem crtezu s razlicitim
bojama.

b) Koliko takvih parova trokuta stvaraju vase tri glavne kruznice?
4. Nacrtajte jedan od ovih trokuta na prozirnu foliju.

a) Slaze li se trokut to¢no na svojeg sukladnog partnera?
b) Objasnite kako mozete to toéno uklopiti.

c) Takav par trokuta zove se refleksni par trokuta. Objasnite zasto
je ovaj naziv dobar za ove parove trokuta.
Usporedite ravninu i sferu

1. Koliko slucajeva mozete napraviti s tri razli¢ita pravca u ravnini i s
tri glavne kruznice na sferi.

2. Sto mislite da je jednostavnije: tri pravca u ravnini ili tri glavne
kruznice na sferi? Zasto?

3. Sada pokusSajte preokrenuti svoj argument. Navedite razloge zasto tri
linije su jednostavnije na povrsini koju odaberete gore.

Odgovori se nalaze na stranici 157.

3. radni listié: Koliko trokuta moze imati ista tri vrha?

Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Koliko trokuta moZe imati
ista tri vrha?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.
Pretpostavimo da odaberete tri tocke.

e Istrazite koliko razli¢itih trokuta mozete dobiti spajanjem tocaka u
ravnini pomo¢u duzina.

e Istrazite koliko razlicitih trokuta mozete dobiti spajanjem tocaka na
sferi pomocu lukova.
Konstrukcija u ravnini

Nacrtajte tri nekolinearne tocke u ravnini. Konstruirati trokut s te tri tocke
kao vrhovima.

1. Koliko razli¢itih duzina mozete nacrtati izmedu dviju tocaka u
ravnini?
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2.

Koliko razlicitih trokuta mozete nacrtati s tri ista vrha?

Na koliko razli¢itih na¢ina mozete spojiti tri tocke na sferi za nacrtati
trokut?

Konstrukcija na sferi

1.

korak: Nacrtajte tri tocke na svojoj sferi, pazeéi da sve tri tocke nisu
na istoj glavnoj kruznici i da nijedna od tri tocke nije jedna nasuprot
ostalima. Oznacite svoje tocke A, Bi C.

. korak: Konstruirajte sferni trokut s tockama A, B i C kao vrhovima.

. Koliko razlicitih lukova glavne kruznice mozete nacrtati izmedu dviju

tocaka, pod pretpostavkom da tocke nisu jedna nasuprot drugoj?

. Pokazite da tocke A, B i C u vasoj konstrukciji ne odreduju jedin-

stveni trokut na istoj sferi. Uporabite markere razli¢itih boja kako
biste prikazali razli¢ite trokute odredene s ove tri tocke.

a) Koliko razli¢itih sfernih trokuta mozete nacrtati s tockama A, B
i C kao vrhovima?

b) Objasnite kako ste odredili taj broj.

. Dvije tocke na sferi dijele glavnu kruznicu koja prolazi kroz njih na

dva luka. Uvijek izaberemo kraci od dva luka kada konstruiramo sferni
trokut.

a) Navedite primjer sfernog trokuta koji se pridrzava ove nove defini-
cije.

b) Objasnite kako ¢e ova nova definicija pojednostavniti vase daljnje
istrazivanje trokuta na sferi.

Usporedite ravninu i sferu

1.

2.

3.

Uocite koliko mozete napraviti trokuta u ravnini i trokuta na sferi.
Mislite li da su trokuti jednostavniji u ravnini ili na sferi? Zasto?

Sada poku8ajte preokrenuti svoj argument. Navedite razloge zasto su
trokuti jednostavniji na povrsini koju odaberete gore.

Odgovori se nalaze na stranici 159.
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4. radni listié¢: Koliki je zbroj kutnih mjera u trokutu?

Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Koliki je zbroj kutnih
mjera u trokutu?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.
Ako zbrojite mjere kutova trokuta, dobivate li uvijek istu vrijednost?

e Istrazite zbroj mjera kutova ravninskih trokuta.

e Istrazite zbroj mjera kutova sfernih trokuta.

Konstrukcija u ravnini

Nacrtajte dva trokuta tako da je jedan potpuno u drugom. Izmjerite unu-
tarnje kutove svakog trokuta.

1. Objasnite zasto je zbroj mjera unutarnjih kutovi ravninskog trokuta
uvijek isti.

Koliki je zbroj mjera unutarnjih kutova sfernog trokuta?

Konstrukcija na sferi

Nagcrtajte tri trokuta: prvi trokut potpuno unutra drugog i drugi potpuno
unutar treéeg. Izmjerite unutarnje kutove svakog trokuta.

1. Nadite zbroj mjera kutova svakog od svojih sfernih trokuta.
2. Objasnite zasto dobivate razli¢ite odgovore za razlicite trokute.

3. a) Sto mislite koji je najmanji moguéi zbroj kutnih mjera za sferni
trokut?

b) A koji je najveéi? Objasnite svoje razmisljanje.

Usporedite ravninu i sferu

1. Uocite na koliko natina mozete odrediti zbroj mjera kutova trokuta u
ravnini i na sferi.

2. Mislite li da je zbroj mjera kutova za ravninski trokut jednostavniji ili
za sferni? Zasto? Koji slucaj je zanimljiviji? Koji ¢e slu¢aj vjerojatnije
potaknuti veze izmedu mjerenja kuta i drugih svojstava trokuta?

3. Sada pokusajte preokrenuti svoj argument. Navedite razloge zasto ste

odabrali povrsinu koju ste odabrali gore da je jednostavnije ili zanim-
ljivije odredivanje zbroja mjera.

Odgovori se nalaze na stranici 140.
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5. radni listi¢: Moze li trokut imati viSe od jednog pravog kuta?

Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Moze 1i trokut imati viSe
od jednog pravog kuta?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.
Mozda ste ve¢ naucili neka posebna svojstva pravokutnih trokuta.

e Provjerite mozete li konstruirati trokut s vise od jednog pravog kuta.

Konstrukcija u ravnini

Konstruiraj pravokutni trokut u ravnini.

1. Objasnite zasto je nemoguce da trokut u ravnini ima viSe od jednog
pravog kuta.

Moze li trokut na sferi imati vige od jednog pravog kuta?

Konstrukcija na sferi

1. korak: Nacrtajte tocku P. Zatim nacrtajte ekvatorijalnu veliku
kruznicu koji ima P kao polnu tocku.

2. korak: Iz tocke P povuci okomicu na svoj ekvator.

3. korak: Nacrtajte tri druge okomice. Oznacite tocke sjecista na ekva-
toru A, B,C,i D.

4. korak: Izmjerite kutove trokuta APAB, APAC, i APAD.

5. korak: Izmjerite stranice trokuta APAB, APAC, i APAD.

1. a) Odredite zbroj mjera triju kutova u svakom od ovih trokuta. Je
li zbroj mjera unutarnjih kutova sfernih trokuta uvijek 180°7

b) Opisite svaki odnos koji ste uocili izmedu povrsina ovih trokuta
i zbroja njihovih kutnih mjera.

2. Nacrtajte trokut koji ima toc¢no tri prava kuta. Zabiljezite duljine
njegovih stranica i zbroj njegovih kutova.

3. Dva trokuta zadovoljavaju uvjet KKS (kut-kut-stranica) ako su dva
para odgovarajuéih kutova sukladna i par odgovarajuéih stranica nije
ukljucen u sukladnost kutova. Svaki par trokuta u ravnini mora biti
sukladan ako zadovoljavaju KKS uvjet. Uporabite pravokutne trokute
koje ste nacrtali u ovoj istrazi i objasnite zasto KKS uvjet ne jamci
sukladnost za trokute na sferi.
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4. Dva trokuta zadovoljavaju uvjet SSK (stranica-stranica-kut) ako su
dva para odgovarajuéih stranica sukladna i par odgovarajué¢ih kutova
koji nisu uklju¢eni u ove stranice su sukladni. Na ravnini SSK uvjet
jaméi sukladnost samo za odredene parove trokuta. Primjerice, ako
su oba trokuta pravokutni trokuti, tada uvjet SSK jam¢ci njihovu suk-
ladnost.Uporabite pravokutne trokute koje ste nacrtali za ovu istragu
kako biste objasnili zasto SSK uvjet ne jaméi sukladnost za pravokutne
trokute na sferi.

Usporedite ravninu i sferu

1. Uocite na koliko nacina mozete nacrtati trokute s pravim kutom u
ravnini i s pravim kutovima na sferi.

2. Mislite li da su trokuti s pravim kutom jednostavniji u ravnini ili na
sferi? Zasto?

3. Sada pokusSajte preokrenuti svoj argument. Navedite razloge zasto
niste odabrali povrsinu koja je gore jednostavnija.

Odgovori se nalaze na stranici 142.

2.4. Cetvrti problem: sli¢nost i kongruencija/sukladnost
e Mozete li konstruirati slicne mnogokute?
e Po ¢emu su posebna dva trokuta ¢iji su odgovarajuéi kutovi sukladni?

e Koji uvjeti jamce sukladnost sfernih trokuta?

1. radni listi¢: Mozete li konstruirati slicne mnogokute?

Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka MoZete 1i konstruirati
sliZne mnogokute?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.

Dva su mnogokuta sli¢na ako su im odgovarajuéi kutovi sukladni i nji-
hove odgovarajuce stranice proporcionalne.

e Odlucite mozete li nacrtati sli¢cne mnogokute u ravnini i na sferi.

Konstrukcija u ravnini

1. korak: Konstruirajte trokut.
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2. korak: Konstruirajte drugi trokut sa stranicama upola kra¢im od odgo-
varajucih stranica vaSeg prvog trokuta.

3. korak: Izmjerite i oznacite sve stranice i kutove u svakom trokutu.
1. Objasnite zasto su vasa dva trokuta sli¢ni trokuti.

Mozete li nacrtati par sliénih trokuta na svojoj sferi?

Konstrukcija na sferi

Slijedite iste korake koje ste uéinili u konstruiranju u ravnini. Pocnite s
prili¢no velikim trokutom.

1. Jesu li trokuti koje ste nacrtali na svojoj sferi sli¢ni trokuti? Zasto da
ili zasto ne?

2. Dva mnogokuta su sli¢na ako i samo ako su (1.) svi odgovarajuéi kutovi
jednake mjere i (2.) sve odgovarajuée stranice proporcionalne.

a) Odredite je i moguée nacrtati par mnogokuta na vasoj sferi koji
zadovoljava prvi dio ove definicije. Nacrtajte primjere.

b) Odredite je li moguée nacrtati par mnogokuta na vasoj sferi koji
zadovoljava drugi dio ove definicije. Nacrtajte primjere.

¢) Sto mozete zakljuciti o slicnim mnogokutima na sferi?

Usporedite ravninu i sferu

1. Uocite na koliko nac¢ina mozete nacrtati slicnost u ravnini i sli¢nost na
sferi.

2. Mislite li da je slicnost jednostavnija u ravnini ili na sferi? Zasto?

3. Sada pokusSajte preokrenuti svoj argument. Navedite razloge zasto je
slicnost jednostavnija na povrsinu koju ste odabrali gore.

Odgovori se nalaze na stranici 146.

2. radni listié: Sto je posebno kod dva trokuta ¢iji su odgovarajuéi
kutovi sukladni?

@5 Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Sto je posebno kod dva
o~ trokuta €iji su odgovarajuc¢i kutovi sukladni?.gsp. i model sfere s
ostalim priborom.
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e Istrazite moraju li dva trokuta biti sliéna ako su odgovarajuéi kutovi

sukladni.

e [strazite moraju li dva trokuta biti sukladna ako su odgovarajuéi ku-

tovi sukladni.

Konstrukcija u ravnini

1.

korak: Nacrtajte trokut na jednom komadu papira. Oznacite svaki kut
u blizini njegovog vrha.

. korak: Odrezite svaki od tri kuta vaSeg trokuta.

korak: Pomaknite kutove kako biste pokusali stvoriti jos jedan trokut
koji imaju iste kutove ali sa stranicama koje imaju razli¢ite duljine od
duljina stranica prvog trokuta.

. Koliko razli¢itih trokuta mozete napraviti pomocu ta ista tri kuta?

. Ako dva trokuta imaju sva tri para odgovarajucéih kutova sukladna,

tada kazemoo da trokuti zadovoljavaju uvjet KKK (kut-kut-kut). Sto
je posebno o dva ravninska trokuta koji zadovoljavaju uvjet KKK?

Ako par ravninskih trokuta zadovoljava KKK uvjet, jam¢i li to da su
ta dva trokuta sukladna?

Hoce li uvjet KKK jamciti ili slicnost ili sukladnost trokuta na sferi?

Konstrukcija na sferi

Morat Cete izrezati barem jednu prozirnicu da biste napravili ovu konstruk-

ciju.

1.

3.

korak: Nacrtajte trokut na svojoj sferi. Kako biste kasnije pratili ku-
tove, oznacite svaki kut u blizini njegovog vrha drugom bojom ili oz-
nakom.

. korak: Stavite prozirnu foliju preko jednog kuta trokuta tako da je

vrh kuta ispod rub prozirnice. Ucrtajte kut na prozirnicu i produljite
stranice kuta dok se gotovo ne presijeku. Zatim izrezite kut i obojite
ga tako da odgovara izvornom kutu na sferi.

korak: Ponovite 2. korak za druga dva kuta.
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. korak: Okrenite svoju sferu tako da je vas izvorni trokut na dnu. Slozite

tri kuta u vrhove tvoje sfera. Pomaknite kutove i pokusajte oblikovati
novi trokut koji ima ova tri kuta kao vrhove. Mozda zelite oznaciti
stranice kutova kako biste ih lakse vidjeli.

. korak: Kada ste formirali trokut, zalijepite tri kuta zajedno. Zatim

ponovno okrenite svoju sferu i usporedite svoj novi trokut s izvornim
trokutom.

. Kako se va$ trokut napravljen od prozirnih folija moze usporediti s

originalnim trokutom koji ste nacrtali na sferi?

. Koliko razli¢itih sfernih trokuta mozete napraviti koriste¢i ista tri

kuta?

. Sto je posebno kod sfernih trokuta ¢iji su odgovarajuéi kutovi suk-

ladni?

. Pomijesajte svoje sferne kutove s onima koje su napravili drugi u

vasem razredu i zatim pokusajte oblikovati sferne trokute. Sto ste
uocili?

Usporedite ravninu i sferu

1. Uocite na koliko nactina mozete napraviti ravninske trokute koji zado-

voljavaju KKK uvjet i sferni trokute koji zadovoljavaju KKK uvjet.

2. Mislite li da je ravnina ili sfera jednostavnija u ovom slu¢aju? Zasto?

3. Sada pokusSajte preokrenuti svoj argument. Navedite razloge zasto je

jednostavnija povrsina koju ste odabrali gore od ove druge.

Odgovori se nalaze na stranici 147.

3. radni listi¢: Koji uvjeti jamée sukladnost sfernih trokuta?

Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Koji uvjeti jamZe
sukladnost sfernih trokuta?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.

Sjecate li se koje kombinacije sukladnih stranica i kutova jamce suklad-

nost dva trokuta u ravnini?

e Testirajte ove kombinacije kako biste pronasli koje takoder jamée suk-

ladnost sfernih trokuta.

e Pronadite neke kombinacije sukladnih stranica i kutova koje jamce

sukladnost sfernih trokuta ali ne i trokuta u ravnini.
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Konstrukcija u ravnini

Mnogo je uvjeta koji jamce da su dva trokuta u ravnini sukladni. Primjerice,
dva trokuta zadovoljavaju SSS (stranica-stranica-stranica) uvjet ako su sva
tri para odgovarajucih stranice dvaju trokuta sukladna. Bilo koji par trokuta
koji zadovoljavaju SSS uvjet moraju biti kongruentan.

1. Kopirajte sljedeéi popis moguéih uvjeta sukladnosti. Zaokruzite uvjete
koji jamce sukladnost trokuta u ravnini. Prekrizite one koji ne zado-
voljavaju.

SSS KKK KKS SSK KSK SKS

2. Za svaki uvjet koji ste prekrizili nacrtajte dva trokuta u kojima su
odgovarajuéi navedeni dijelovi sukladni, ali trokuti nisu sukladni.

Koje kombinacije sukladnih kutova i stranica jamce sukladnost trokuta
na sferi?

Konstrukcija na sferi

1. Odredite koje kombinacije odgovaraju¢ih sukladnih dijelova jamce
sukladnost sfernih trokuta. Napravite crteze na svojoj sferi koji
pokazuju koji uvjeti rade, a koji ne.

Usporedite ravninu i sferu

1. Uocite na koliko nac¢ina mozete utvrditi koji uvjeti sukladnosti trokuta
u ravnini vrijede a koji uvjeti sukladnosti za trokute na sferi.

2. Sto mislite koja je povrsina jednostavnija u ovome slu¢aju: ravnina ili
sfera? Zasto?

3. Sada pokusajte preokrenuti svoj argument. Navedite razloge zasto ste
odabrali gornju povrsinu da je jednostavnija.

Odgovori se nalaze na stranici 148.

2.5. Peti problem: kruznice
e Koja su neka svojstva kruznice na sferi?
e Kakvi su neki odnosi u skupu koncentri¢nih kruznica?

e Koliki je omjer opsega kruznice i njezinog promjera duljine 17
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1. radni listié¢: Koja su neka svojstva kruznice na sferi?

Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Koja su neka svojstva
kruznice na sferi?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.

e Usporedi kruznice u ravnini s kruznicama na sferi. Kakve sli¢nosti i

razlike mozete pronaci?

Konstrukcija u ravnini

1.

korak: Nacrtajte tocku u ravnini. Zatim nacrtajte kruznicu sa
srediStem u toj tocki. Nacrtajte polumjer kruznice.

. korak: Nacrtajte promjer kruznice, tetivu kruznice i tangentu na

kruznicu.

. Navedite neka svojstva koja su istinita za bilo koju kruznicu u ravnini.

. Objasnite zasto svaka kruznica u ravnini ima samo jedno srediste.

Konstrukcija na sferi

1.

korak: Nacrtajte tocku na svojoj sferi. Oznacite tocku P. Uporabite
svoj sferni Sestar za nacrtati kruznicu kojoj je srediste tocka P. Upora-
bite svoje sferno ravnalo za nacrtati polumjer kruznice.

. korak: Koristite svoje sferno ravnalo za nacrtati promjer kruznice,

tetivu kruznice i tangentu na kruznicu.

korak: Nacrtajte tocku koja je nasuprot tocke P. Oznaclite ovu
suprotnu tocku P’.

. Nacrtajte neke tocke na kruznici i izmjerite udaljenost od svake tocke

do P'. Je li P’ jos jedno srediste kruznice? Zasto da ili zasto ne?

. Zatim uporabite svoje sferno ravnalo za mjerenje polumjera kruznice

od sredista P kako biste izmjerili polumjer iste kruznice iz suprotne
tocke P'. Kako ove udaljenosti usporediti?

Pogledajte listu svojstava kruznica u ravnini koju ste napravili. Odre-
dite koja od tih svojstva vrijede za kruznice na sferi.

Sferni Sestar moze nacrtati kruznice s polumjerima manjim od ili jed-
nakim 90°. Objasnite kako se crta kruznica ¢iji polumjer iznosi 120°.
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Usporedite ravninu i sferu

1.

Uoéite na koliko nac¢ina mozete nacrtati kruznice u ravnini i kruznice
na sferi.

. Mislite li da su kruznice jednostavnije u ravnini ili na sferi? Zasto?

Sada poku8ajte preokrenuti svoj argument. Navedite razloge zasto su
kruznice jednostavnije na povrsini koju ste birali gore.

Odgovori se nalaze na stranici 150.

2. radni listié: Kakvi su neki odnosi u skupu koncentri¢nih
kruznica?

Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Kakvi su neki odnosi u
skupu koncentriZnih kruZnica?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.

Skup koncentri¢nih kruznica odnosi se na sve kruznice s istim sredistem.

e Nacrtajte dio skupa koncentri¢nih kruznica u ravnini i skupa koncen-

triénih kruznica na sferi.

e Usporedite ova dva skupa.

Konstrukcija u ravnini

1.

2.

korak: Nacrtajte tocku u ravnini. Oznacite tocku P.
korak: Nacrtajte kruznicu sa sredistem P i polumjerom 3 cm.

korak: Nacrtajte drugu kruznicu sa sredistem P i polumjerom od 3+3
cm, tj. 6 cm.

korak: Nacrtajte jo§ jednu kruznicu sa srediStem i polumjerom od
3+ 3+ 3 cm, tj. od 9 cm.

. Upravo ste konstruirali nekoliko ¢lanova iz skupa koncentri¢nih

kruznica u ravnini. Je li moguée nastaviti ovaj proces crtanja zau-
vijek, pod pretpostavkom da imate dovoljno veliki Sestar?

. Kako kruznice postaju vece, ¢ini se da su manje zakrivljene. Mozete li

pronadi kruznice u svojem skupu koncentriéne kruznica koje su toliko
velike da su pravci? Drugim rije¢ima, ako imate dovoljno velik Sestar,
mozes li ga se dovoljno otvoriti za nacrtati pravac? Objasnite.
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3. Mozete li konstruirati sve manje i manje koncentri¢ne kruznice dok ne

konstruirate jednu malu da je samo tocka?

4. Mozete li pronadi bilo koje dvije razli¢ite kruznice u svojem skupu

koncentri¢nih kruznica koje su kongruentne jedna drugoj?

Kako se skup koncentri¢nih kruznica na sferi razlikuje od skupa koncen-
triénih kruznica u ravnini?

Konstrukcija na sferi

Ponovite iste korake na sferi koje ste izveli u ravnini, zamjenjuju¢i mjeru
polumjera od 3 cm s polumjerom mjere od 30°. Polumjeri vagih kruznica
trebaju mjeriti 0°, 30°, 60° i 90°.

1.

Upravo ste konstruirali nekoliko koncentri¢nih kruznica na sferi. Moze
li se nastaviti ovaj proces konstruiranja zauvijek, pod pretpostavkom
da imate dovoljno velik Sestar?

. Mozete li pronaéi kruznice medu svim tim koncentri¢nim kruznicama

koje su vece od glavne kruznice? Drugim rije¢ima, mozete li otvoriti
svoj sferni Sestar dovoljno Siroko kako biste nacrtali sferni ekvivalent
pravca?

Mozete li konstruirati sve manje i manje koncentri¢ne kruznice dok ne
konstruirate jednu tako malu da je samo tocka?

Mozete li pronadi bilo koje dvije razli¢ita kruznice u svojem skupu
koncentri¢nih kruznica koje su kongruentne jedna drugoj?

Usporedite ravninu i sferu

1.

Uocite na koliko na¢ina mozete nacrtati koncentricne kruznice u
ravnini i koncentri¢ne kruznice na sferi.

. Mislite li da su koncentri¢ne kruznice jednostavnije na sferi ili u

ravnini? Zasto? I koji od ova dva slucaj zanimljiviji?

Sada pokuSajte preokrenuti svoj argument. Navedite razloge zasto
niste odabrali povrsinu gore i koja je jednostavnija ili zanimljivija.

Odgovori se nalaze na stranici 151.
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3. radni listié: Koliki je omjer opsega kruznice i njezinog promjera?

Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Koliki je omjer opsega
kruznice i njezinog promjera?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.

Mozda ste prije usporedili opseg kruznice s njezinim promjerom.

e Provedite vlastite pokuse kako biste odredili priblizan omjer opsega i

promjera kruznice u ravnini i na sferi.

Konstrukcija u ravnini

1.

korak: Namotajte konac oko kruznog ruba ¢ase za pice, plasti¢ne ¢ase
ili bilo koje druge okrugle posude i supljeg predmeta. Zamolite part-
nera da oznaci opseg kruznice na predmetu.

. korak: Na ravnom papiru razvucite konac u pravac. Zamolite svog

partnera da izmjeri i zabiljezi duljinu opsega. Izrazite svoj odgovor u
centimetrima.

korak: Stavite okrugli predmet na ravni papir i nacrtajte njegov kruzni
rub.

korak: Izmjerite i zabiljezite promjer kruznice u centimetrima.

. Odredite omjer opsega i promjera.

. Odaberite drugi okrugli predmet, manji ili ve¢i i ponovite postupak.

Zabiljezite svoje rezultate.

Ostaje li omjer opsega i promjera isti za manje i vete kruznice? Ob-
jasnite Sto znate o ovom poznatom omjeru.

Hoce li omjer opsega i promjera biti isti za kruznice na sferi?

Konstrukcija na sferi

1.

korak: Namotajte konac oko kruznog ruba istog okruglog predmeta
koji ste koristili u svojoj konstrukciji u ravnini. Zamolite partnera da
oznaci opseg kruznice na predmetu.

. korak: Rastegnite konopac na povrsinu vase sfere. Zamolite svog part-

nera za mjerenje, koristeéi sferno ravnalo, opsega oznactenog na pred-
metu, a zatim zabiljezite njegovu sfernu duljinu. Izrazite svoj odgovor
u stupnjevima.
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. korak: Stavite svoj okrugli predmet na povrsinu vasSe sfere i nacrtajte

oko njega kruzni rub.

. korak: Zatim uporabite svoje sferno ravnalo da izmjerite sferni prom-

jer kruznice i da zabiljezite njezinu duljinu. Izrazite svoj odgovor u
stupnjevima.

. Odredite omjer opsega i promjera vase kruznice.

. Odaberite drugi okrugli predmet, manji ili ve¢i, i ponovite postupak.

Zabiljezite svoje rezultate.

. Objasnite Sto se dogada s omjerom opsega i promjera za kruznice ¢ija

veli¢ina varira.

. Je li moguce nacrtati kruznicu ¢iji je opseg dvostruko veéi od njezinog

promjera? Objasnite zasto da ili zasto ne.

Usporedite ravninu i sferu

1. Uocite na koliko na¢ina mozete napraviti omjer opsega i promjera za

kruznice u ravninu i isti omjer za kruznice na sferi.

2. Sto mislite koja je ploha jednostavnija u ovom sluéaju: ravnina ili

sfera? Zasto?

3. Sada pokusSajte preokrenuti svoj argument. Navedite razloge zasto

niste odabrali povrsinu gore koja je jednostavnija.

Odgovori se nalaze na stranici 152.

2.6. Sesti problem: povriina

e Mozete li uvijek koristiti kvadratne jedinice za mjerenje povrsine?
e Kako mozete izmjeriti povrsinu trokuta?

e Kako mozete priblizno odrediti povrsinu kruga?

1. radni listi¢: Mozete li uvijek koristiti kvadratne jedinice za
mjerenje povrsine?

Kvadrat je ¢etverokut s cetiri sukladne stranice i Cetiri prava kuta.

Za rad C¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Mozete 1i uvijek

koristiti kvadratne jedinice za mjerenje povrZine?.gsp. i model
sfere s ostalim priborom.
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e Konstruirajte kvadrat i podijelite ga na manje sukladne kvadrate. Is-

trazite ovu konstrukciju u ravnini i na sferi.

e Za mjerenje povrSina u ravnini rabimo kvadratne jedinice. Istrazite

koje jedinice mozete uporabiti za mjerenje povrsina na sferi.

Konstrukcija u ravnini

1.
2.

4.
5.

korak: Nacrtajte kruznicu sa sredistem O.

korak: Konstruirajte dva okomita promjera kruznice. Oznacite tocke
sjecista A, B,C' i D.

korak: Nacrtajte duzine AB, BC,CD i DA.

korak: Nacrtajte duzinu okomitu na duzine AB i CD koja takoder
prolazi kroz tocku O. Nacrtajte drugu duzinu kroz tocku O okomito
na duzine AD i BC'. Oznacite nove tocke sjecista E, F,G 1 H.

. Usporedite stranice ¢etverokuta ABCD.
. Usporedite kutove ¢etverokuta ABCD.

Usporedite stranice i kutove ¢etiriju manjih ¢etverokuta OFAH, OH DG, OGCF
i OFBE.

Jesu li ovi manji etverokuti sliéni velikom cetverokutu ABCD?

Koji su od ovih ¢etverokuta kvadrati?

Je li mogucée konstruirati kvadrat na vasoj sferi?
Je li mogucée kvadrat na sferi podijeliti na manje sukladne kvadrate?
Je li moguce izmjeriti sfernu povrsinu kvadratnim jedinicama?

Konstrukcija na sferi

Ponovite istu konstrukciju na sferi koju ste ucinili u ravnini. Nacrtajte
lukove glavnih kruznica umjesto duzina koje ste nacrtali u ravnini.

1.
2.

Usporedite stranice sfernog ¢etverokuta ABCD.
Usporedite kutove sfernog ¢etverokuta ABCD.

Usporedite stranice i kutove ¢etiri manja sferna Cetverokuta
OFAH,OHDG,OGCF i OFBE.

Jesu li ovi manji cetverokuti sliéni velikom cetverokutu ABCD?

. Koji su od ovih ¢etverokuta kvadrati?
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Usporedite ravninu i sferu

1. Uocite na koliko natina mozete podijeliti kvadrat u ravnini a kako
podijeliti pravilni ¢etverokut na sferu.

2. Mislite li da je dijeljenje kvadrata u ravnini jednostavnije od dijeljenja
pravilnog cetverokuta na sferi? Zagto?

Odgovori se nalaze na stranici 154.

2. radni listié: Kako mozete izmjeriti povrsinu trokuta?

Ako konac¢nu figuru podijelite na dijelove, povrsina cijele figure mora biti
jednaka zbroju povrsina dijelova.

e Dokazite da je to to¢no ako ravninski trokut podijelite na dva trokuta.

e Pronadite nac¢in da pomocu stupnjeva izmjerite povrsine trokuta na
sferi. Ako je potrebno, promijenite svoju definiciju povrsine kako biste
osigurali da je povrsina bilo kojeg trokuta jednaka zbroj povrsina nje-
govih dijelova

@5 Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Kako mozete izmjeriti
o~ povriinu trokuta?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.

Konstrukcija u ravnini

1. korak: Nacrtajte trokut.

2. korak: Svoj trokut crtanjem podijelite na dva manja trokuta duzinom
od jednog vrha do suprotne stranice.

1. a) Nadite povrsinu velikog trokuta.
b) Odredite povrsine dvaju malih trokuta.
c) Je li povrsina velikog trokuta jednaka zbroju povrsina tih dvaju

malih trokuta?

2. Nacrtajte mnogokut s vise od Cetiri stranice. Podijelite mnogokut na
trokute. Objasnite zaSto mozete odrediti povrsinu bilo kojeg mno-
gokuta ako znate odrediti povrsinu trokuta.

Kako mozete izmjeriti povr8inu trokuta na sferi?
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Konstrukcija na sferi

1.

2.

4.

korak: Nacrtajte sferni trokut.

korak: Podijelite svoj trokut na dva manja trokuta crtanjem luka
glavne kruznice od jednog vrha do suprotne stranice.

korak: Pronadite mjere kuta u velikom trokutu i dodajte njih gore.

korak: Odredite zbroj mjera kutova svakog od ta dva manja trokuta.

a) Zbrojite mjere kutova dva mala trokuta. Zbog toga je zbroj jed-
nak zbroju mjera kutova velikog trokuta?

b) Objasnite mozemo li definirati povrsinu sfernog trokuta kao zbroj
njegovih kutnih mjera.

. Sferni eksces trokuta definiramo kao 180° manje zbroj mjera njegovih

kutova. Svaki trokut na sferi ima mjere kutova koje se zbrajaju do
najmanje 180°. Sferni eksces je uvijek broj veéi ili jednak nuli. Sto je
vedi trokut, to je veéi njegov sferni eksces.

a) Uporabite svoja mjerenja kuta iz Konstrukcija na sferi za odrediti
sferne ekscese svoja dva mala trokuta i velikog trokuta.

b) Kakav je odnos izmedu ova tri broja (ekscesa)?

a) Nacrtajte dva sferna trokuta, od kojih je jedan potpuno unu-

tar drugog. Pronadite sferni eksces za svaki trokut. Izrazite svoj
odgovor u stupnjevima.

b) Kako se ova dva odgovora mogu usporediti?

Objasnite zasto je razumno definirati podrucje za sferni trokut kao
njegov sferni eksces.

Usporedite ravninu i sferu

1.

2.

3.

Uocite na koliko nacina mozete izmjeriti povrsine u ravnini i izmjeriti
povrsine na sferi.

Sto mislite koja je povrsina jednostavnija u ovom slu¢aju: ravnina ili
sfera? Zasto? I koja povrsina je zanimljivija?

Sada pokusajte preokrenuti svoj argument. Navedite razloge zasto ste
odabrali povrsinu gore koja je jednostavnija ili zanimljivija.

Odgovori se nalaze na stranici 155.
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3. radni listi¢: Kako mozete priblizno odrediti povrsinu kruga?

Ako u krug upiSete pravilan mnogokut, povrsina mnogokuta manja je od
povrsine kruga. Ako oko kruga opisete pravilan mnogokut, tada je povrsina
mnogokuta veéa od povrsine kruga.

Ako povecate broj stranica bilo kojeg od ovih pravilnih mnogokuta,
povrsina mnogokuta je sve bliZe i blize povrsinu kruga.

e Uporabite upisane i opisane mnogokute kako biste dobili pribliznu
vrijednost za podruéje ravninskog kruga.

e Uporabite istu metodu za aproksimaciju povrsine kruga na sferi.

Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Kako moZzete pribliZno
odrediti povriinu kruga?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.

Konstrukcija u ravnini

1. korak: Nacrtajte kruznicu i zabiljezite njezin polumjer.
2. korak: Upisite pravilan 12-erokut u krug.

3. korak: Opisite pravilan 12-erokut oko kruga.

1. Nadite povrsinu upisanog mnogokuta.
2. Odredite povrsinu opisanog mnogokuta.

3. Izracunajte prosjek povrsina upisanih i opisanih mnogokuta kako biste
dobili dobru aproksimaciju povrsine vaseg kruga.

4. Provjerite svoju procjenu pronalazenjem tocne povrsine kruga. Koliko
ste bili blizu?

Konstrukcija na sferi

1. korak: Nacrtajte kruznicu i zabiljezite njen polumjer.

2. korak: Nacrtajte 12 polumjera kruznice tako da svaki par susjednih
polumjera ¢ini kut od 30°.

3. korak: Upisite pravilni mnogokut s 12 stranica. Izmjerite kut.

4. korak: Opisite pravilni 12-erokut. Izmjerite kut.
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1. Odredite povrsinu upisanog mnogokuta koriste¢i ¢injenicu da je
povrsina sfernog trokuta jednak njegovom sfernom ekscesu. (Da biste
pronagli sferni eksces trokuta zbrojite mjere unutarnjih kutove i
oduzmite od 180°.)

2. Odredite povrsinu opisanog mnogokuta.

3. Izracunajte prosjek povrsina upisanih i opisanih mnogokuta kako biste
dobili dobru aproksimaciju povrsine vaseg kruga.

4. Formula za povrsinu sfernog kruga u stupnjevima je P = (1 — cosr),
gdje je r sferni radijus kruga. Uporabite ovu formulu da odredite to¢nu
povrsinu vaSeg kruga. Koliko je tocna povrsina blizu aproksimacije
koju ste napravili koriste¢i pravilni 12-erokut?

5. Povrsina polusfere je 360°. Odredite sferni radijus sfernog kruga s

polovinom povrsine polusfere. Konstruirajte ovaj krug na svojoj sferi.

2.7. Sedmi problem: iznenadenja na sferi

e Sto je posebno kod trokuta upisanih nad promjerom kruznice?

e Koja su neka svojstva trokuta upisanog u oktant?

e Kako mozete konstruirati Napierov peterokut?
1. radni listié: Sto je posebno kod trokuta upisanih nad promjerom
kruznice?

e Upisite trokut u kruznicu tako da jedna stranica trokuta bude promjer
kruznice. Zatim izmjerite kutove trokuta.

e Koja posebna svojstva imaju trokuti ove vrste u ravnini?

e QOdredite vrijede li ova svojstva i za sferne trokute upisane u kruznicu.

Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Sto je posebno kod
trokuta upisanih na promjeru kruga?.gsp. i model sfere s ostalim pri-
borom.

Konstrukcija u ravnini

1. korak: Konstruirajte kruznicu sa sredistem O. Konstruirajte promjer
s krajnjim tockama A i B.
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2.

korak: Odaberite drugu tocku C na kruznici i nacrtajte tetive CA i
OB.

korak: Izmjeri kut ACB. Izmjerite kutove CAB i CBA i zbrojite
njihove mjere.

korak: Odaberite drugu toc¢ku D na kruznici i ponovite postupak.

. Ponovite za ostale tocke na kruznici. Sto opazate o kutovima ove vrste

upisanog trokuta?

Hoce li ista svojstva vrijediti i na sferi?

Konstrukcija na sferi

1.

korak: Konstruirajte kruznicu sa sredistem O. Konstruirajte promjer
s krajnjim tockama A i B.

. korak: Odaberite drugu tocku C na kruznici i nacrtajte tetivu CA i

CB.

korak: Izmjerite sferni kut AC'B. Mjere sfernih kutove CAB i CBA
zbrojite.

korak: Odaberite jo§ dvije tocke D i F na kruznici i ponovite 2. i 3.
korake za svaku tocku.

. Ponovite za ostale tocke na kruznici. Sto opazate o kutovima ove vrste

upisanog trokuta?

Usporedite ravninu i sferu

1.

Uocite na koliko nacina mozete napraviti ovaj tip trokuta u ravnini i
na sferi.

. Sto mislite koja je ploha jednostavnija u ovom slu¢aju: ravnina ili

sfera? Zasto?

Sada pokusajte preokrenuti svoj argument. Navedite razloge zasto ste
odabrali povrsinu gore da je jednostavnija.

Koja su neka svojstva upisanog trokuta u oktantu?

Odgovori se nalaze na stranici 156.
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2. radni listié: Koja su neka svojstva upisanog trokuta u oktantu?

Sferni trokut s tri prava kuta naziva se oktantom jer je takvih trokuta osam i
pokrivaju cijelu sferu bez praznina ili preklapanja. Oktant ima neke neobiéne
znacajke. Istrazit ¢ete posebnu vrstu trokuta upisanog u oktant.

e Izvedite konstrukciju u nastavku. Zatim nagadajte o svojoj konstruk-
ciji.
e Pokusajte dokazati svoje pretpostavke.

Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Koja su neka svojstva
upisanog trokuta u oktantu?.gsp.i model sfere s ostalim priborom.

Konstrukcija na sferi

1. korak: Konstruirajte oktant. Oznacite njegove vrhove K, L i M.

2. korak: Nacrtajte bilo koju tocku O unutar trokuta AK LM i spojite
ovu tocku s tri vrha. Produzite svaki novi luk iza tocke O dok ne
presijece suprotnu stranicu trokuta AK LM. Oznacite tocke sjecista

R,QiR.
3. korak: Spojite tocke R, () i R kako biste konstruirali trokut APQR.

1. a) Izmjerite tri stranice trokuta APQR i zbrojite njihove mjere.
b) Zapisite sve pretpostavke koje mozete napraviti o stranicama
trokuta AFQR.
2. a) Izmjerite sve kutove u tockama R, @ i R.

b) Sto mozete reéi o glavnim kruznicama KR, LQ i MR u trokutu
APQR?

w

. Pokus8ajte dokazati bilo koju pretpostavku koju ste uoblic¢ili u ovom
listicu.

3. radni listié: Kako mozete konstruirati Napierov peterokut!?

U peterokutu PQRST postoji pet nesusjednih pari stranica: PQ i RS, QR
i ST, RSiTR, STiPQ te TPiQR.

!John Napier (1550.-1617.) bio je poznati skotski matematicar i izumitelj. U svojim
istrazivanjima sferne geometrije otkrio je ovaj neobican oblik. Nazvao ga je Pentagramma
Mirificium, §to na latinskom znaci ”¢éudesna petokraka zvijezda”. Sto je cudesno u ovoj
konstrukciji?
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e Nacrtajte ravninski peterokut tako da se jedan od tih parova sastoji od
dvije okomite stranice (recimo, PQ i RS su okomite jedna na drugu).

e Pokazite da mozete u ravnini nacrtati peterokut sa svim tim parovima
okomitih stranica.

e Pokazite da mozete na sferi nacrtati peterokut koji se sastoji od svih
ovih parova okomitih stranica.

@5 Zarad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Kako moZete konstruirati
h Napierov peterokut?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.

Konstrukcija u ravnini

1. Nacrtajte peterokut PQRST s nesusjednim stranicama PQ i RS
medusobno okomitim.

2. Pokazite da mozete nacrtati peterokut PQRST sa_svim iljec@m
parovima medusobno okomitih susjednih stranica: PQ i RS, QR i
ST,RSiTR,STiPQ,TPiQR.

Konstrukcija na sferi

1. korak: Nacrtajte trokut AAPQ s totno jednim pravim kutom u tocki
A.

2. korak: Produzite hipotenuzu P(Q preko tocke ) tako da udaljenost
nove krajnje tocke od tocke P je 90°. Oznacite ovu novu krajnju tocku
B.

3. korak: Produzite stranicu AQ) preko tocke (). Zatim nacrtajte okomicu
na glavnu kruznicu PB u tocki B tako da sije¢e produzenu stranicu
AQ u tocki R. Sada imate novi pravokutni trokut s oznakom ABQR.

4. korak: Ponovite korake od 1. do 3. za trokut ABQR. Sada imamo jos
jedan pravokutni trokut s oznakom ACRS.

5. korak: Ponovite korake od 1. do 3. za trokut ACRS.

6. korak: Nastavite ovaj proces stvaranja novih pravokutnih trokuta.

1. Opisite $to se dogada dok nastavljate ovaj proces konstruiranje novih
pravokutnih trokuta.

2. Koliko ste pravokutnih trokuta konstruirali pocevsi od trokuta
NAPQ?
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3. Sto mozete reéi o parovima nesusjednih stranica sfernog peterokuta
PQRST?

2.8. Osmi problem: poplo¢avanje

U ovom problemu razmotrit ¢emo sljedece:
e Koja su poplo¢avanja na sferi?
e Kako mozete konstruirati nogometnu loptu?
e Kako mozete poplocati sferu s tri razli¢ite vrste pravilnih mnogokuta?
e Kako mozete upisati Platonova tijela u sferu?

e Kako mozete "uvecati” Platonova tijela i poplocati sferu?

1. radni listié: Koja su poplocavanja na sferi?

Zatvoreni oblici tvore poplo¢avanje povrsine ako oblici pokrivaju ci-
jelu povrsina bez praznina ili preklapanja. Ove zatvorene oblike nazi-
vamo ploc¢icama. Poplocavanje je Cisto ako su mu sve ploéice sukladne.
Poplocavanje je polucisto ako ima ploc¢ica koje nisu sukladne, ali ipak ima
konacan broj razlic¢itih oblika plocica.

e Koristeéi samo pravilne mnogokute, konstruirajte primjere ¢istih
i polucistih poplocavanja u ravnini i na sferi. OpiSite svako
poplocavanje.

Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Koja su poploZavanja
na sferi?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.
Konstrukcija u ravnini

1. korak: Postoje tri vrste ¢istih poplocavanja u ravnini koje koriste
pravilne mnogokute kao plocice. Skicirajte primjer svake vrste.

2. korak: Postoje mnoge vrste polucistog poploc¢avanja u ravnini koje
koriste samo pravilne mnogokute kao plocice. Skicirajte dvije vrste.

3. korak: Skicirajte poplocavanje koje ne koristi mnogokute kao plocice.

1. Za svaki od Sest poplocavanja koje ste izradili odluéite koliko ¢e plocica
biti potrebno za poplo¢iti cijelu ravninu.

2. Objasnite je li veli¢ina plocica bitna kod poplocavanja u ravnini.

Po ¢emu se poplocavanje na sferi razlikuju od poplo¢avanja u ravnini?

s
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Konstrukcija na sferi

N\

1. korak: Nacrtajte luk OA ¢ija je mjera 70,5°. Nacrtajte kruznicu sa
sredistem O i polumjerom OA.

2. korak: Nacrtajte jos dva radijusa OB i OC kruznice tako da kutovi
izmedu svakog para radijusa iznose 120°.

3. korak: Konstruirajte suprotnu tocku sredista O i oznacite je D.
Izbrisite sve na svojoj sferi osim tocaka A, B,C'i D.

4. korak: Smatrajte tocku A polnom tockom i nacrtajte ekvator. Ponovite
s tockama B, C i D. Mnogokuti koje stvaraju ova Cetiri ekvatora ob-
likuju poplo¢avanje na sferi.

1. a) Opisite poplocavanje koje tvore cetiri ekvatora.

b) Kakve pravilne sferne mnogokute nalazite u ovom poploc¢avanju?

c¢) Koliko je svake vrste pravilnih mnogokuta u vasem poplo¢avanju?

d) Bez stvarnog mjerenja, mozete li odrediti mjeru stranica ovih
mnogokuta?

2. Izmjerite neke stranicee plocica. Sto ste pronagli?

3. Objasnite je li broj plocica bitan u poplocavanju na sferi.

4. Objasnite je li veli¢ina ploé¢ica bitna kod poplocavanja na sferi.

Usporedite ravninu i sferu

1.

Uocite na koliko nacina mozete napraviti poplo¢avanje u ravnini i
poplocavanje na sferi.

. Mislite li da su poplo¢avanja jednostavnije u ravnini ili na sferi? Zasto?

Sada poku8ajte preokrenuti svoj argument. Navedite razloge zasto su
poplocavanja jednostavnija na povrsina koju niste odabrali gore.

Odgovori se nalaze na stranici 158.

2. radni listié: Kako mozete konstruirati nogometnu loptu?

Pogledajte nogometnu loptu. Poplo¢ana je pravilnim peterokutima i
Sesterokutima.

e Konstruirajte poplo¢avanje nogometne lopte na svojoj sferi.
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Ovo izvanredno poplocavanje koristi se za vise od prekrivanja nogomet-

nih lopti. Arhitekt iz Sjedinjenih Drzava Buckminster Fuller (1895. -

1983.) koristio je ovaj oblik za konstrukciju geodetskih kupola. Godine 1985.

kemicari su otkrili molekulu Cyg, sugerirajuéi da ima strukturu nogometne

lopte i predlozili naziv buckminsterfulllerene - ili buckyball, skrac¢eno - u znak

priznanja arhitektu i njegovim kupolama. Kasnije, kada je Cgg kristaliziran,

predlozena struktura je potvrdena i buckminsterfuleren je postao treci oblik

kristalnog ugljika (dijamant i grafit su druga dva). _
Zarad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Kako moZete konstruirati @5

nogometnu loptu?.gsp. i model sfere s ostalim priborom. o~

Konstrukcija na sferi

Ova konstrukcija moze trajati dugo. Koristite sve precace koje nadete na
putu. Koristenje markera s posebno finim vrhom moZe vam pomoéi da
to¢énije radite.

1. korak: Konstruirajte jednakostrani¢ni trokut sa stranicama mjere
63, 4°. Cijelu sferu prekrijte s trokutima ove vrste, pazeéi da se trokuti
ne preklapaju i da izmedu njih nema razmaka. (Moguéi precac je
izrezati predlozak iz komada prozirnice i zatim crtajte obris predloska
dok ne pokrijete cijelu sferu.) Konstruirali ste sferni ikosaedar.

2. korak: Odaberite jedan od ovih trokuta i konstruirajte okomite sime-
trale svake stranice. Ovo dijeli trokut u Sest manjih trokuta, svaki s
jednim pravi kutom.

3. korak: Konstruirajte simetrale kutova Sest centralnih kutova u jed-
nakostrani¢nom trokutu. Oznacite tocke u kojima simetrale kutova
sijeku suprotne strane.

4. korak: Izvedite korake 2. i 3. u svih dvadeset jednakostrani¢nih
trokuta.

5. korak: Uporabite markere jarkih boja za spajanje susjednih tocaka
presjeka. Napravite svoje poploc¢avanje tako da izgleda poput prave
nogometne lopte bojeéi neke od podrucja.

3. radni listi¢: Kako mozete poplocati sferu s tri razlié¢ite vrste
pravilnih mnogokuta?

Nogometna lopta je sferno poplocavanje koje rabi dva razli¢ita pravilna
mnogokuta kao svoje plocice. Mozete li napraviti sferno poplocavanje koje
rabi viSe pravilnih mnogokuta?
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e Rabedi tri razli¢ite vrste pravilnih mnogokuta kao plocica, konstrui-

rajte sferno poploc¢avanje.

Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Kako moZete poploZatii

sferu s tri razliZite vrste pravilnih mnogokuta?.gsp.imodel sfere
s ostalim priborom.

Konstrukcija na sferi

Ova konstrukcija ima mnogo koraka. Pronadite precace i koristite th! MoZete
rabiti markere razli¢itih boja za uzastopne korake ove konstrukcije.

. korak: Konstruirajte tri glavne kruznice tako da svaka bude okomita

na druge dvije. Stvorili ste osam jednakostrani¢nih trokuta za plocice
sfere. Svaki od ovih trokuta ima tri prava kuta.

. korak: Pronadite sredista stranica trokuta. Spojite sredinu svake stra-

nice s njezinim nasuprotnim vrhom. Sad imate Sest pravokutnih
trokuta u svakom od jednakostrani¢ni trokuta.

. korak: U svakom pravokutnom trokutu konstruirajte simetrale kutova

i oznagite njihova sjecista.

. korak: Uporabite svijetli marker za spajanje svakog para susjednih

sjeciSta simetrala kutova. Spojite svako sjeciste s jos tri sjeciSta. Vase
poplocavanje je gotovo!

. Koje wvrste sfernih mnogokuta nalazite u svojem zavrsnom

poplocavanju?

. Koliko ste od svake vrste mnogokuta uporabili za poploc¢avanje sfere?

. Koje se vrste mnogokuta susreé¢u u svakom vrhu poplocavanja? Ko-

liko?

4. radni listi¢: Kako mozete upisati Platonova tijela u sferu?

Platonova? tijela su poliedri ¢ije su sve strane sukladni pravilni mnogokuti i
koji se sastaju u svakom vrhu na isti nac¢in. Cvrsto tijelo je upisano u sferu
ako svaki njegov vrh lezi na povrsini sfere.

2Johannes Kepler (1571. - 1630.) je poznati njemacki matemati¢ar i astronom.
Pokusao je dokazati da sfere upisane i okolo opisane Platonovim tijelima opisuju orbite
planeta oko Sunca. Kasnije je Kepler shvatio da su putanje planeta elipti¢ne. Procitajte
o Keplerovim idejama i opisite ih poblize.
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e Izgradite pet Platonovih tijela tako da to¢no stanu unutar sfere.

e Ukrasite svoju ucionicu tako sto ¢ete objesiti svoja uspisana Platonova
tijela.

Mreze u sljede¢im konstrukcijama trebaju biti na tvrdom papiru. One se
mogu konstruirati ru¢no, ali ih se mnogo lakse i brze konstruira koristenjem
racunalnog programa kao sto je Sketchpad te ih se nakon toga isprinta.

Za rad Ce vam trebati Sketchpadova datoteka Kako moZete upisati
Platonova tijela u sferu?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.

Konstruiranje tetraedra

1. korak: Napravite mrezu tetraedra s duljinom svake stranice priblizno
16,59 cm.

2. korak: Izrezite mrezu i sastavite tijelo.

Konstruiranje heksaedra ili kocke

1. korak: Napravite mrezu heksaedra s duljinom svake stranice priblizno
10,16 cm.

2. korak: Izrezite mrezu i sastavite tijelo.

Konstruiranje oktaedra

1. korak: Napravite mrezu oktaedra s duljinom svake stranice priblizno
14,38 cm.

2. korak: Izrezite mrezu i sastavite tijelo.

Konstruiranje dodekaedra

1. korak: Napravite mrezu dodekaedra s duljinom svake stranice priblizno
7,24 cm.

2. korak: Izrezite mrezu i sastavite tijelo.

Konstruiranje ikosaedra

1. korak: Napravite mrezu ikosaedra s duljinom svake stranice priblizno
10,67 cm.

2. korak: Izrezite mrezu i sastavite tijelo.
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1. Usporedite svoje metode za konstruiranje razli¢itih Platonovih tijela.

2. Zamislite da mozete napuhati svoja upisana Platonova tijela dok ne
postanu sfernog oblika. Usporedite svoja tijela ravnih stranica s nji-
hovim ”napuhanim” parnjacima. Pronadite neke slicnosti i razlike
medu njima.

5. radni listi¢: Kako mozete ”uvecati” Platonova tijela i poplocati
sferu?

Postoji pet poploc¢avanja sfere koja koriste toc¢no jednu vrstu pravilnog mno-
gokuta kao plocicu. Ako zamislite napuhavanje Platonovih tijela dok ne
postanu sferna, dobit ¢ete ideju o tome kako izgledaju. Svako poplocavanje
nazivamo prema odgovarajuc¢cem ¢vrstom tijelu: sferni oktaedar, sferni hek-
saedar ili kocka, sferni tetraedar, sferni dodekaedar i sferni ikosaedar.

e Konstruirajte svih pet sfernih Platonovih tijela na svojoj sferi.

Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Kako moZete "uveéati"
Platonova tijela i poploZati sferu?.gsp.i model sfere s ostalim pri-
borom.

Konstrukcija na sferi

Koristite drugu boju za svaku konstrukciju. Umjesto konstruiranja svih pet
tijela na istoj sferi, mozda ¢ete htjeti konstruirati prva tri na paru prozirnih
folija i zadnja dva izravno na sferu ili na drugi par prozirnih folija.

1. korak: Sferni oktaedar: Nacrtajte tri glavne kruznice tako da je svaka
glavna kruznica okomita na druge dvije. Ove tri glavne kruznice tvore
sferni oktaedar.

2. korak: Sferni heksaedar ili kocka: Konstruirajte teziste (sjeciste
tezisnica) svakog trokuta u vasem sfernom oktaedru. Spojite svako
teziSta s tri susjedna tezisSta. Rezultat je sferni heksaedar ili kocka.

3. korak: Sferni tetraedar: Odaberite jednu stranu sferne kocke i oznacite
dva dijagonalno nasuprotna vrha. Sada pogledajte suprotnu stranu i
oznacite dva vrha koji ne leze na glavnoj kruznici prolazeéi kroz veé
oznacene tocke. Konacno, spojite svaku tocku koju ste oznaéili s druge
tri. Konstruirali ste sferni tetraedar.
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4.

korak: Sferni dodekaedar: Uzmite jedan brid sferne kocke. (Ovaj brid
trebao bi mjeriti priblizno 70, 5°.) Konstruirajte sferni jednakostrani-
¢ni trokut koji ima ovu stranicu. Konstruirajte teziste ovog jednakos-
trani¢nog trokuta. Koristite olovku druge boje za nacrtati tri luka koji
povezuju vrhove trokuta s njegovim tezistem. Ovo su tri brida sfernog
dodekaedra. Bilo koja dva susjedna brida ovog poploc¢avanja imaju
kut od 120° izmedu sebe. Koristeéi ove informacije i imajuéi na umu
da su svi bridovi iste duljine, zavrsite konstruiranje strana sfernog do-
dekaedra. Nastavite s ovim procesom na sferi za konstrukciju ostalih
strana.

. korak: Sferni ikosaedar: Konstruirajte okomite simetrale na svaki brid

sfere dodekaedra tako da se sijeku u sredistu svake strane sfernog
dodekaedra. Vi ste konstruirali sferni ikosaedar.

2.9. Deveti problem: polarni trokuti

Kako se konstruira polarni trokut?
Kako su povezani kutovi i stranice u paru polarnih trokuta?
Sto je posebno o visinama polarnih trokuta?

Sto je posebno kod simetrala kutova u trokutu i okomitih simetrala
njegovih stranica?

Sto je posebno kod linija kroz polovista stranica trokuta?

1. radni listié¢: Kako se konstruira polarni trokut?

Za svaki trokut na sferi postoji srodni trokut koji se naziva polarni trokut.
U ovom listi¢u konstruirat ¢emo takav trokut.

Nacrtajte sferni trokut. Svaka stranica vaSeg sfernog trokuta dio je
glavne kruznice koja ima dvije odgovarajuce polne tocke. Za svaku
stranicu vaSeg sfernog trokuta, odaberite polnu toc¢ku koja je na istoj
strani glavne kruznice kao i sam trokut. Spojite ove tri polne tocke
kako biste konstruirali polarni trokut.

Koja zanimljiva svojstva mozete otkriti o svom sfernom trokutu i nje-
govom odgovarajuéem polarnom trokutu?

Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Kako se konstruira
polarni trokut?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.
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Konstrukcija na sferi

1.

2.

korak: Nacrtajte trokut. Oznacite njegove vrhove A, B'i C.

korak: Promotrimo stranicu AB i glavnu kruznicu kroz stranicu AB.
Primijetite da glavna kruznica dijeli cijelu sferu na dvije polusfere.
Jedna od ovih polusfera sadrzi trokut AABC. Druga polusfera je
prazna. S glavnom kruznicom kao ekvatorom nacrtajte polarnu tocku
koja lezi na polusferi koja sadrzi trokut. Oznacite ovu polarnu tocku
C*.

korak: Ponovite korak 2. za stranicu BC. Oznacite polarnu tocka A*.

korak: Ponovite korak 2. za stranicu C'A. Oznacite polarnu tocka B*.

. korak: Spojite tocke A*, B* i C*. Upravo ste konstruirali polarni

trokut AA*B*C* trokuta AABC.

. Konstruirajte polarni trokut trokuta AA*B*C*. Sto ste pronasli?

2. radni listi¢: Kako su kutovi i stranice povezani u paru polarnih
trokuta?

U prethodnom listi¢u naucili ste kako konstruirati par polarnih trokuta.

e [strazite odnos izmedu kutova i stranica trokuta i njemu odgo-

varajuceg polarnog trokuta.

Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Kako su kutovi i
stranice povezani u paru polarnih trokuta?.gsp.i model sfere s os-

talim priborom.

Konstrukcija na sferi

1.

2.

korak: Nacrtajte sferni trokut AABC.
korak: Konstruirajte njegov polarni trokut AA*B*C*.
korak: Izmjerite sve kutove jednog trokuta.

korak: Izmjerite sve stranice drugog trokuta. i

. korak: Odaberite jedan od kutova koji ste mjerili u prvom trokutu.

Pronadite odgovarajuéi kut u drugom trokutu. Sada pronadite stra-
nicu drugog trokuta koja je nasuprot ovom odgovaraju¢em kutu. Do-
dajte mjeru kuta iz prvog trokuta mjeri stranice iz drugog trokuta.
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6. korak: Ponovite korak 5. za druga dva kuta u prvom trokutu.

1. Nagadajte o odnosu stranica i kutova u parovima polarnih trokuta.
2. Ponovite konstrukciju i mjerenja s trokutom razli¢itog oblika. Je li se

vaSa pretpostavka jos drzi?

3. radni listié: Sto je posebno u visinama polarnih trokuta?

Visina trokuta je pravac koji prolazi vrhom trokuta i okomit je na stranicu
nasuprotnu vrhu.

e Istrazite neka svojstva triju visina trokuta u ravnini.

e Konstruirajte i istrazite tri visine sfernog trokuta i tri visine odgo-
varajuceg polarnog trokuta.

Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Sto je posebno u @5
visinama polarnih trokuta?.gsp. i model sfere s ostalim priborom. -

Konstrukcija u ravnini

Nacrtajte trokut i njegove tri visine.

1. Sto mozete reéi o tri visine? Zabiljezite svoju pretpostavku.

Konstrukcija na sferi
1. korak: Nacrtajte sferni trokut ABC' i njegov polarni trokut AA*B*C*.
2. korak: Nacrtajte tri visine trokuta AABC.

3. korak: Nacrtajte tri visine trokuta AA* B*C*.

1. Zabiljezite sve svoje pretpostavke o visinama sfernog trokuta i visi-
nama njemu odgovarajuteg polarnog trokuta.

2. Je li korak 3. u konstrukciji bio neophodan?

4. radni listié: Sto je posebno kod simetrala kutova u trokutu i za
okomite simetrale njegovih stranica?

Simetrala stranice trokuta okomica je koja prolazi kroz njezino poloviste.
Simetrala kuta u trokutu je pravac koji prolazi kroz jedan od vrhove trokuta
i raspolavlja kut u tom vrhu.



o8 Komparativna geometrija

e [strazite svojstva simetrala kutova i simetrala stranice ravninskih i
sfernih trokuta.

e [strazite ta svojstva u sfernim trokutima i njima odgovarajuéim po-
larnim trokutima.

_ Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Sto je posebno kod
@5 simetrala kutova u trokutu i za okomite simetrale njegovih stranica?.gsp.
A i model sfere s ostalim priborom.

Konstrukcija u ravnini

1. korak: Nacrtajte trokut AABC i tri simetrale njegovih stranica.
Oznacite njihovu toc¢ku konkurencije® P.

2. korak: Izmjerite udaljenosti od tocke P do svakog od vrhova A, Bi C.

3. korak: Nacrtajte tri simetrale kutova u trokutu ABC. Oznacite nji-
hovu to¢ku konkurencije Q.

4. korak: Izmjerite udaljenosti od tocke @ do svake od stranica AB, BC
i CA.

1. Srediste kruznice upisane u trokut zove se srediste trokutu upisa-
ne kruznice. Srediste kruznice opisane oko trokuta zove se srediSte
trokutu opisane kruznice. Konstruirajte upisanu i opisanu kruznicu
trokutu ABC.

2. Objasnite vezu izmedu srediSta upisane kruznice, srediSta opisane
kruznice, simetrala kutova i simetrala stranica trokuta.
Konstrukcija na sferi
1. korak: Nacrtajte sferni trokut AABC i njegov polarni trokut
ANA*B*C*.

2. korak: Nacrtajte tri simetrale kutova u trokutu AABC'. Oznacite nji-
hovu to¢ku konkurencije Q.

1. Istrazite ulogu ovih simetrala kutova u polarnom trokutu AA*B*C*.
(Produzite simetrale kutova ako je potrebno.)

2. Opisite tocku @ i njen odnos prema trokutu AABC i trokutu
NA*B*C*.

3Zajednicko sjeciste 3 i vise pravaca naziva se konkurentnom tockom.
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3.

Tockom @ nacrtajte trokutu AABC upisanu kruznicu i opisanu
kruznicu polarnog trokuta AA*B*C*.

5. radni listié: Sto je posebno kod linija kroz polovista stranica
trokuta?

Tezisnica trokuta je duzina koja spaja vrh trokuta s polovistem nasuprotne
stranice trokuta.

e [strazite teZziSnice trokuta u ravnini i na sferi.

e Konstruirajte i istrazite glavne kruznice koje povezuju polovista stra-

nica sfernog trokuta s odgovarajuéim polovistima stranica njegovog
polarnog partnera.

Za rad ¢ée vam trebati Sketchpadova datoteka Sto je posebno kod
linija kroz poloviita stranica trokuta?.gsp.i model sfere s ostalim
priborom.

Konstrukcija u ravnini

1.

2.

1.

korak: Nacrtajte trokut AABC' i oznacite poloviste svake stranice.

korak: Spojite svako poloviste stranice sa suprotnim vrhom trokuta
kako biste dobili tri tezignice trokuta.

Sto mozete reci o ove tri tezisnice? NapiSite svoju pretpostavku.

Konstrukcija na sferi

1.

korak: Nacrtajte sferni trokut AABC i konstruirajte tri njegove
teziSnice. Vrijedi li vasa pretpostavka o teziSnicama trokuta u ravnini
i za sferne trokute?

. korak: Konstruirajte polarni trokut AA* B*C* trokuta AABC.

korak: Oznacite poloviste svake stranice trokuta AA*B*C*.

korak: Nacrtajte glavnu kruznicu koja prolazi polovistima stranica AB
i A*B*. Ucinite isto za stranice BC' i B*C* i za stranice CA i C*A*.

. Glavna kruznica koja prolazi polovistima dviju odgovarajuéih stranica

u paru polarnih trokuta naziva se srednjepolarnom. Sto mozete reéi o
tri srednjepolarne kruznice za par polarnih trokuta? Objasnite svoju
pretpostavku.
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Usporedite ravninu i sferu

1. Jesu li polovista stranica trokuta u ravnini i na sferi jednaka? Po ¢emu
se razlikuju?

2.10. Deseti problem: reflektiranje na sferi

e Sto se dogada s tockom ako je reflektirate uzastopno preko tri okomite
glavne kruznice?

e Koje oblike mozete stvoriti ako reflektirate tocku preko stranica ok-
tanta?

1. radni listié: Sto se dogada s tockom ako se reflektira uzastopno
preko tri okomite glavne kruznice?

e Konstruirajte tri glavne kruznice na sferi tako da svaka od njih je
okomita na druge dvije. Istrazite Sto se dogada s tockom kada je uza-
stopno reflektirate preko svake od tri glavne kruznice.

e Sto se dogada s trokutom kada ga reflektirate uzastopno preko tri
okomite glavne kruznice?

_ Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Sto se dogada s totkom
@5 ako se reflektira uzastopno preko tri okomite velike kruZnice?.gsp.
A i model sfere s ostalim priborom.

Konstrukcija u ravnini

1. korak: Konstruirajte tri glavne kruznice tako da svaka bude okomita
na druge dvije. Oznacite ove glavne kruznice a, b i c.

2. korak: Nacrtajte tocku P koja ne lezi ni na jednoj od tri glavne
kruznice. Reflektirajte ovu to¢ku P preko glavne kruznice a i njezinuu
sliku oznacite tockom ). Reflektirajte tocku @ preko glavne kruznice
b i oznacite njezinu sliku tockom R. Na kraju, reflektirajte tocku R
preko glavne kruznice c i njezinu sliku oznacite tockom P’.

1. Izmjerite udaljenost izmedu toc¢aka P i P’ i opisite svoje rezultate.

2. Odaberite drugi redoslijed za tri glavne kruznice, recimo b, ¢, a. Re-
flektirajte tocku P preko glavnih kruznica b, ¢ i a tim redom. Oznagcite
krajnju totku S. Izmjerite udaljenost izmedu tocaka P i S. Sto
nalazite?
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3.

4.

Odaberite drugu toc¢ku i pronadite njezinu sliku/tocku nakon iste tri
refleksije. Opisite svoje rezultate.

Rezimirajte svoje nalaze iz ovih konstrukcija.

2. radni listi¢: Koje oblike mozete stvoriti ako reflektirate tocku
preko stranica oktanta?

Mozda ste prije reflektirali oblike koristeéi pravce kao svoja zrcala. Slijedite
isti postupak za reflektiranje oblika preko glavne kruznice na sferi. U ovom
listi¢u uporabitit éete tri luka oktanta kao zrcala za preslikavanje u tri re-
fleksije. Rezultati od ove refleksije pokazuju zanimljivo svojstvo oktanta.
Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Koje oblike moZete

stvoriti ako reflektirate totku preko stranica oktanta?.gsp.imodel

sfere s ostalim priborom.

Konstrukcija na sferi

1.

2.

korak: Konstruirajte oktant. Oznacite njegove vrhove K, L i M.

korak: Nacrtajte tocku O unutar trokuta AK LM i spojite ovu tocku
s tri vtha K, L i M.

korak: Reflektirajte trokut AKLO preko stranice KL kako biste
kreirali trokut AK LP. Zatim reflektirajte trokut ALMO preko stra-
nice LM kako biste kreirali trokut ALMQ@. Na kraju, reflektirajte
trokut AM KO preko stranice M K za kreirati trokut AM K R.

. Izmjerite kutove u vrhovima K, L i M. Sto mozete reéi o zbroju mjera

kutova u ova tri vrha?

. Je li PQR trokut ili je PLQM RK Sesterokut?

Izmjerite kutove u vrhovima P, @ i R. Koliki je zbroj ove tri mjere
kutova?

Izmjerite dijelove na koje totka K dijeli stranicu PR. Ucinite isto za
tocku L i stranicu QR i tocku M i stranicu R(Q). Sto ste pronasli?
Kakve su tocke K, L i M u trokutu APQR?

¢s
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Anna Rybak na radionici
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Sferna geometrija

a) Medunarodni kurikul

Predlazemo da se sferna geometrija, kao dio komparativne geometrije, uvrsti
u nastavni plan i program matematike.

Postoji niz tema koje pripadaju gotovo svim nastavnim planovima i
programima diljem svijeta, a koje se odnose na Euklidsku geometriju i ge-
ografiju. Ove zajednicke teme daju osnovu za ukljucivanje sferne geometrije
u materijal.

Sljedeéa tablica daje pregled koncepcije. Sfernu geometriju koristimo za
objasnjenje osnovnih pojmova euklidske geometrije i geografskog koordi-
natnog sustava.

Donja tablica navodi teme iz podrucja geometrije koje se pojavljuju
u kurikulu matematike u svakoj zemlji (prvi stupac tablice), drugi stupac
predlaze odgovarajuée sadrzaje iz podruéja sferne geometrije, trec¢i pred-
stavlja problemski pristup temi o kojoj je rije¢, ¢etvrti opisuje osnovne ak-
tivnosti koje ucenik radi kako bi rijesio probleme navedene u treéem stupcu.

Ovdje dajemo samo klju¢ne rijeci jer su potpuni detalji izvan opsega
ovog poglavlja.

”Skolska”

mate- | Sferna geometrija | Pristup temeljen na | Aktivnosti  ucenika
matika (u veéini problemu (predloZeni | (ako nije drugacije
slucajeva geomet- problemi - ako mnije | naznaceno, T U

rija u ravnini)

drugacije naznaceno,
i u ravnini i na sferi)

ravnini i na sferi)

Tocke, pravac, | Tocke, pravac, | Sto je ravno? Promatrajte

duzina duzina Koliko pravaca pro- | Zemljinu sferu u
lazi kroz dvije tocke? | usporedbi s ravnom
Koliko tocaka dijele | povrSinom, crtajte
dva pravca? figure 1  donosite
Koliko odsjecaka | zakljucke.

¢ine dvije tocke na
pravcu?
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Udaljenost

Udaljenost

Mozemo 1li na jed-
nak nacin mjeriti
udaljenost tocaka u
ravnini i na sferi?

Naznacite dvije
tocke A i B. Spo-
jite ih  raglicitim
crtama.  Pronadite

liniju koja pokazuje
najkra¢i put izmedu
njih. Produzite ovu
liniju  koliko  god
mozete. Izmjerite
udaljenost A i B
ravnim/sfernim
ravnalom.

Sto je mjerenje?

Odnos izmedu
jedinice 1 broja
jedinica  potreb-

nih za mjerenje
duljine predmeta

Sto je mjerenje?

Odnos izmedu
jedinice 1 broja
jedinica  potreb-

nih za mjerenje
duljine predmeta

Razlicite jedinice za
mjerenje udaljenosti.

Teme vezane uz geo-
grafiju i povijest.

Medusobni Medusobni Sto je daleko ili | Pokazite gradove na
polozaj, putanje | polozaj, putanje | blizu? Kako pro- | globusu i izmjerite
kretanja kretanja cijeniti  medusobni | njihovu  udaljenost
polozaj i kretanje? ravnalom. Izrazite
pribliznu udaljenost
izmedu gradova u
kilometrima.
Kruznice Kruznice Koliko sredista ima | Konstruirajte,
kruznica? mjerite, promatrajte
Postoji 1i najveca | i donosite zakljucke.
kruznica?
Koliki  je  omjer
opsega 1 promjera
kruznice?
Kutovi Kutovi Kakvi kutovi pos- | Nacrtajte
toje? tocku i dvije
Mozemo li na jednak | zrake/meridijana

nac¢in mjeriti kutove
u ravnini i na sferi?

iz ove tocke. Oni
dijele povrsinu na
dva kutna podrucja.
Opisite podrucja.
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Paralele, okomice,
sjeciste

Paralele, okomice,
sjeciste

Koliko  zajednickih
tocaka dijele dva
pravca? Koliki je kut
presjeka?

Mozete li pronadi
okomite pravce na
Zemljinoj sferi?
Mozete 1li pronadi
paralelne linije?
Sijeku i se dva
pravca? Ako da,
koliko  zajednickih

tocaka imaju?

Mnogokuti Mnogokuti Koliki je najmanji | Spojite dva pola sfer-
broj stranica mno- | nim segmentima. Sto
gokuta? ste pronasli?

Trokuti Trokuti, Eulerovi | Pronadite razlike | Eulerov i ne-Eulerov

trokuti i sliénosti izmedu | trokut. Zbroj unu-
trokuta u ravnini i | tarnjih kutova.
na sferi. Pravokutni trokuti.

Tales i Lexell.

Simetrale kutova i | Simetrale kutova i | Definirajte simetrale | Ucenici konstru-

okomite simetrale | okomite simetrale | stranica, simetrale | iraju pravce i tocke

stranica stranica kutova, visine i | trokuta, vrijedne
teziSnice trokuta. | paznje i izvode
Opisi njihov broj i | zakljucke.

svojstva u zadanom
trokutu.

Sliénost 1 suklad-
nost trokuta

Sliénost 1 suklad-
nost trokuta

Koliko je podataka
potrebno  da  se
pokaze da su dva

Ucenici konstruiraju
elemente mno-
gokuta/trokuta i

mnogokuta suk- | izvode zakljucke.
ladna?

Isto pitanje  za

trokute.

Cetverokuti Cetverokuti Razlike i sli¢nosti | Ucenici konstru-
izmedu posto- | iraju u ravnini/na
janja 1 klasifikacije | sferi: trapez, upisani
cetverokuta u | trapez, paralelo-
ravnini i na sferi. gram, romb, pra-

vokutnik, kvadrat,
deltoid, Khayyam-
Saccherijev,  Lam-
bertov  cetverokut

itd.




68

Komparativna geometrija

Poplocavanje rav- | Poplocavanje Poplocavanje ili | Ucenici rade

nine sfere plocice izradene od | pokuse/eksperimen-
ponavljaju¢ih  uzo- | tiraju i prezentiraju
raka  geometrijskih | rezultate svog rada.
likova istog oblika.
Razlike i sli¢nosti
izmedu ravnih i
sfernih plocica.

Mjerenje povrsine | Mjerenje povrsine | Kako izmjeriti | Procijeniti povrsinu
povrsinu podrucja? | podruc¢ja u ravnini i
Koja je  mjerna | na sferi; procijeniti
jedinica? Kako | povrsinu geografskih
izmjeriti  povrsinu | oblika na kugli ze-
mnogokuta?  Kako | maljskoj.
izmjeriti ~ povrsinu | Eksperimenti S
krugova? mjerenjem povrsine

na dvije povrsine.

Pitagorin poucak

Pitagorin poucak

Vrijedi 1li Pitagorin
poucak na sferi?

Rasprava: Sto
Pitagorin poucak
izrazava u ravnini?

Moze 1li se ovaj
poucak primijen-
iti na sferu? Ako
da, kako? Ako ne,
postoji  1li  druga
opcija?

Prijedlog da se sferna geometrija i trigonometrija uvrste u
temeljni kurikul matematike u Hrvatskoj

Odredbe Hrvatskog temeljnog matematickog kurikula dopustaju ustvrditi
da ¢e ukljucivanje sferne geometrije i trigonometrije u realizirane sadrzaje
obogatiti provedbu ove osnove i pridonijeti potpunijem ostvarivanju nas-

tavnih ciljeva.

U temeljnom nastavnom planu i programu za osnovnu i nizu sred-
nju 8kolu, izmedu ostalog, ¢itamo: Ucenici uspostavljaju i razumiju veze
i odnose medu matematickim objektima, idejama, pojmovima, prikazima 1
postupcima te oblikuju cjeline njihovim povezivanjem. Usporeduju, grupi-
raju 1 klasificiraju objekte i pojave prema zadanome ili izabranom kriteriju.
Povezuju matematiku s vlastitim iskustvom, prepoznaju th na primjerima 1
iz blizine te primjenjuju na drugom podrucju kurikula. Time ostvaruju jas-
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nost, pozitivan stav i otvorenost prema matematici te povezuju matematiku
sa sadrzajima ostalih predmeta i Zivotom tijekom procesa cjeloZivotnoga
ucenja. a opet simultano uéenje geometrije u ravnini i na sferi omogucuje
vam usporedbu svojstava matematickih objekata i kombiniranje matematike
s vlastitim iskustvima i zapazanjima.

Citamo i: Ucenici smisleno prikazuju matematicke objekte, obrazlazu
rezultate, objasnjavaju svoje ideje i biljezZe postupke koje provode. - razvoj
takvih vjestina poticat Ce se istrazivackim radom ucenika koji se provodi u
cilju otkrivanja svojstava likova na sferi.

Zanimljiv je i tekst: Ucenje matematike karakterizira razvoj i nje-
govanje logickoga 1 apstrakinoga misljenja. Poucavanjem ¢ ucenjem mnas-
tavnoga predmeta Matematika ucenici se suocavaju s izazovnim problemima
koji ih poticu na promisljanje, argumentiranje i dokazivanje te donoSenje
samostalnih zakljucaka. Ucenici postavljaju matematici svojstvena pitanja
koja stvaraju 1 istraZuju na njima zasnovane matematicke pretpostavke,
uocene pravilnosti © odnose. Stvaraju i vrednuju lance matematickih ar-
gumenata, zakljucuju indukcijom i dedukcijom, analiziraju te primjenjuju
analogiju, generalizaciju 1 specijalizaciju. Primjenjuju poznato u nepoznatim
sttuacijama i prenose ucenje iz jednoga konteksta u drugi. Razvijaju kriticko
misljenje te prepoznaju utjecaj ljudskih cimbenika i vlastitih uvjerenja na
zakljucivanje. Proces misljenja razvijen nastavom matematike ucinkovito
primjenjuju u svome svakodnevnom Zivotu. - bavljenje geometrijom i sfer-
nom trigonometrijom na istrazivacki nac¢in omogucit ¢e uc¢enicima razvijanje
vjestina analiziranja, zaklju¢ivanja i argumentiranja.

Zahvaljujuéi uvrstavanju sferne geometrije i trigonometrije u nastavni
plan i program, ucenici ¢e takoder imati priliku ¢esée raditi problemskom
metodom i koristiti se informacijskom tehnologijom, posebice za izvodenje
konstrukcija i racunalnih simulacija u ravnini.

Teme za obiteljske razgovore

Nasa iskustva na javnim manifestacijama popularizacije znanosti (Festivali
znanosti, Znanstveni piknici, Znanstveni muzeji i dr.) pokazuju da je ovo
podrucje znanja vrlo zanimljivo i izazovno, ne samo za mlade, veé i za
roditelje, bake i djedove. Imajuéi to u vidu, postavili smo neke teme za
razgovor kod kuce, medu ¢lanovima obitelji. Ove rasprave priblizavaju Vi-
soku znanost ljudima koji se mozda nikada nisu smatrali sposobnima za
samostalno otkrivanje znanja.

Prijedlog 1. Gdje u nasem okruzenju promatramo razli¢ite geometrij-
ske sustave? Mozemo li jedan sustav zamijeniti drugim?
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Prijedlog 2. Jesu li Bartolomeu Diasu, Vascu da Gami, Kolumbu,
Magellanu na putovanjima bile potrebne matematika i fizika?

Prijedlog 3. Nas zrakoplov leti od Varsave, Poljska, do Chicaga, SAD.
Vrijeme je vedro pa vidimo impresivnu ledenu masu Grenlanda ispod. Zasto
nasa ruta leta prolazi preko Grenlanda?

Prijedlog 4. Koja je razlika izmedu papirnate i narancine geometrije?
Objasni to svom bratu na kori znanstvene narance.

Prijedlog 5. Objasnite svojoj mladoj sestri zasto ne moze zagladiti na-
ljepnicu velike filmske zvijezde na povrsini staklene sfere bez ikakvih nabora.

b) Hrvatski kurikul
Sferna geometrija u osnovnoj skoli

Prilikom implementacije sadrzaja predstavljenih u tablicama, mozete koris-
titi radne listove iz poglavlja 2. ili njihove fragmente. Na uciteljima je da
odaberu radne listove koji ¢e se koristiti u odredenim satovima.

Tablice sadrze temeljne nastavne sadrzaje iz Hrvatskog temeljnog nas-
tavnog plana i programa za osnovnu $kolu uz prijedloge sadrzaja iz podrucja
sferne geometrije koji se mogu implementirati istovremeno s ovim natukni-
cama:
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Matematika 1. razred - 140 sati godiSnje

Odgojno-obrazovni Sadrzaj Sadrzaj sferne geometrije
ishodi
MAT OS C.1.1. Geometrijska  tijela | Oznacava kugle i razli¢ito zakriv-
Izdvaja i imenuje | (kugla, valjak, kocka, | ljene povrsine (npr. listove kelja,
geometrijska tijela i | kvadar, piramida, | ¢ipsitd.) u njihovoj okolini. Opaza
likove i povezuje ih s | stozac) i likovi | razli¢ito zakrivljene povrsine i ra-
oblicima objekata u | (trokut, kvadrat, | zlikuje ih od ravnine.
okruzju. pravokutnik,  krug).

Ravne i zakrivljene

plohe.
MAT OS C.1.2. Ravne i zakrivlje- | Crta crte na zakrivljenim plohama
Crta i razlikuje ravne | ne crte. Prosireni | i govori po ¢emu se razlikuju od
i zakrivljene crte. sadrzaj: otvorene, | pravaca u ravnini.

zatvorene i izlomljene
crte.

MAT OS C.1.3.
Prepoznaje i istice
tocke.

Tocka. Tocka
sjeciste crta.

kao

Oznacava tocCke na povrsini lopte
flomasterima, ¢ackalicama, priba-
dacama i sl. Na povrsini lopte crta
crte i oznacava tocke sjecista tih
linija.

Matematika 2. razred - 140 sati godiSnje

Odgojno-obrazovni
ishodi

Sadrzaj

Sadrzaj sferne geometrije

MAT OS C.2.1.
Opisuje i crta duzine.

Duzina kao najkraca
spojnica dviju tocaka.
Krajnje tocke. Stra-
nice kvadrata, pra-
vokutnika i trokuta.
Bridovi geometrijskih
tijela.

Trazi najkraéi put izmedu tocaka
na sferi. Otkriva da je najkraci put
sferni segment.

MAT OS D.2.2.
Procjenjuje, mjeri i
crta duzine zadane
duljine.

Procjena i mjerenje
duljine duzine. Ra-
¢unanje s jedinicama
za mjerenje duzine
(u skupu brojeva do
100).

Procjenjuje udaljenosti na sferi.
Odreduje (prema svojoj masti) je-
dinicu za mjerenje udaljenosti na
kugli i tom jedinicom mjeri.
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Matematika 3. razred - 140 sati godisSnje

Odgojno-obrazovni
ishodi

Sadrzaj

Sadrzaj sferne geometrije

MAT OS C.3.1.
Opisuje i crta tocku,
duzinu,  polupravac
i pravac te njihove
odnose.

Pravac, polupravac i
duzina kao dijelovi
pravca.

Zadaje sfernu liniju, odnosno
skup tocaka koje sferu dijele na
dva sukladna dijela. Usporeduje
sferni pravac s ravnim pravcem u
ravnini. Oznacava sferne segmente
na sfernoj ravnoj liniji,

MAT OS C.3.2.
Prepoznaje i
crta pravce u ra-
zli¢itim medusobnim
odnosima.

Pravci koji se sijeku.
Crtanje usporednih i
okomitih pravaca.

Ispituje medusobni polozaj sfernih
linija. Mogu li sferni pravci biti
paralelni? A okomiti?

MAT OS C.3.3.
SluZzi se Sestarom u cr-
tanju i konstruiranju.

Crtanje i konstruira-
nje Sestarom (kruz-
nica, pravokutnik i
kvadrat). PrenoSenje
duzine zadane duljine.

Koristi sferno ravnalo i sferni
Sestar. Konstruira kruznice na
sferi. Moze li se na sferi konstru-
irati kvadrat? Zasto da ili zagto
ne?

MAT OS D.3.1.
Procjenjuje, mjeri i
crta duzine zadane
duljine.

Procjena, mjerenje i
crtanje duzine zadane
duljine. Jedinice za
mjerenje duzine (mm,
cm, dm, m, km).
Racunanje s jedini-
cama za mjerenje
duzine (u  skupu
brojeva do 1000).

Crta linije odredene duljine na
sferi pomocu sfernog ravnala.
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Matematika 4. razred - 140 sati godiSnje

Odgojno-obrazovni
ishodi

Sadrzaj

Sadrzaj sferne geometrije

MAT OS C.4.1.
Odreduje i crta kut.

Pravi, siljasti i tupi
kut. Crtanje kuta.

Crta kutove na sferi. Pokazuje
kutove na globusu, npr. kutove
izmedu meridijana, s vrhom u
polu, koji se kutovi mogu konstru-
irati na sferi (o$tri, pravi, tupi)?

MAT OS C.4.2.
Razlikuje 1 opisuje
trokute prema du-
ljinama stranica te
pravokutni trokut.

Vrste trokuta prema
duljini stranica
(jednakostranicni,
raznostranicni, jedna-
kokraé¢ni). Pravokutni
trokut.

Stvara trokute na sferi. Provjer-
ava koje se vrste trokuta mogu ob-
likovati. Na sferi otkriva trokute
koji ne postoje u ravnini, npr.
na globusu pokazuje trokut s tri
prava kuta, a na naranci gradi
trokut s tri tupa kuta.

MAT OS C.4.3.
Opisuje i konstruira
krug i njegove ele-
mente.

Krug i kruznica.
Konstrukcija kruga i
njegovih  elemenata
(kruznica, polumjer,
srediste).

Stvara (pomoéu sfernog Sestara)
ili promatra (npr. paralelu na
globusu) kruznicu na sferi i odgo-
vara na sljedeca pitanja: Koliki je
polumger sferne kruznice? Koliko
dug moZze biti? Koliko sredista ima
sferna kruznica?
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Matematika 5. razred - 140 sati godiSnje

Odgojno-obrazovni Sadrzaj Sadrzaj sferne geometrije
ishodi
MAT OS C.5.1. Skupovi totaka u | Podsje¢a na skupove tocaka na
Opisuje skupove | ravnini: tocka, pravac, | sferi: ravna linija, segment, trokut.
tocaka u ravnini te | polupravac, duzina, | Postoji i na sferi simetrican
analizira i primjenjuje | kut. Vrste kutova. | isjecak? Mogu li dva sferna pravca
njihova  svojstva i | Sukladne duzine. | biti paralelna? MoZete unijeti lok-
odnose Sukladni kutovi. | sodromu.

Simetrala duzine.

Kutovi uz presjecnicu

usporednih pravaca.
MAT OS C.5.2. Konstrukcija kva- | Pita se koji se od sljedeéih likova
Opisuje 1 crta/kon- | drata. Konstruk- | moze konstruirati na kugli. Stvara
struira geometrijske | cija pravokutnika. | mozaike na sferi.
likove te stvara motive | Konstrukcija jed-
koristeéi se njima. nakostrani¢noga i

jednakokra¢noga

trokuta. Konstrukcija
kruznice i  kruga.
Dijelovi kruznice i
kruga.

MAT OS C.5.3.
Osnosimetri¢no i cen-
tralnosimetri¢no pres-
likava skupove tocaka
u ravnini.

Osna simetrija. Cen-
tralna simetrija.

Konstruira  osnosimetri¢ne i
srediSnje simetriéne figure na
sferi. Odreduje os simetrije i/ili
srediste simetrije (ako postoji) za
figure na sferi.

MAT OS D.5.1.

Mjeri i crta kutove,
odreduje mjere sus-
jednih i vrénih kutova.

Mjera Klasi-
fikacija kutova.
Susjedni kutovi. Vrsni
kutovi.

kuta.

Podsjeca na pitanja o kutovima na
sferi. Ispituje medusobnu ovisnost
vrsnih kutova na sferi. Istrazuje
medusobnu ovisnost susjednih ku-
tova na sferi.
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Matematika 6. razred - 140 sati godiSnje

Odgojno-obrazovni
ishodi

Sadrzaj

Sadrzaj sferne geometrije

MAT OS C.6.1.
Konstruira kut i nje-
govu simetralu.

Kut. Simetrala kuta.
Konstrukcije kutova
60°,120°, 30°, 90°.
Prosireni sadrzaj:
Konstrukcija trokutu
upisane kruznice.

Konstruira kut na sferi i njezinu
simetralu. Provjerava moze 1i se
krug upisati u svaki sferni trokut.

MAT OS C.6.2.
Konstruira  trokute,
analizira njihova

svojstva i odnose.

Trokut. Odnosi stra-
nica i kutova trokuta.
Visina trokuta. Suk-
ladnost trokuta. Tri
osnovne konstrukcije
trokuta.

Klasificira sferne trokute prema
stranicama i kutovima. Ispituje
zbroj mjera unutarnjih kutova
u sfernom trokutu. Odreduje
znacajke sukladnih trokuta na
sferi.

MAT OS C.6.3.
Konstruira cetveroku-
te, analizira njihova
svojstva i odnose.

Cetverokuti - kon-
strukcija ~ kvadrata,
pravokutnika, parale-
lograma i romba.

Koje cCetverokute vidimo na
globusu? Koji se cCetverokuti
mogu konstruirati na sferi?

Prosireni sadrzaj:

Skiciranje, crta-

nje/konstrukcija

trapeza i deltoida.
MAT OS D.6.2. Povrsina i opseg | Ispituje zbroj mjera unutarnjih
Racuna i primjenjuje | trokuta i paralelo- | kutova u trokutu i ¢etverokutu na
opseg 1  povrdinu | grama. Zbroj mjera | kugli. Pokusavam rijesiti problem:
trokuta i ¢etverokuta | unutarnjih kutova | kako izra¢unati povrsinu sfernog

te mjeru kuta.

trokuta i cetverokuta.

trokuta?
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Matematika 7. razred - 140 sati godiSnje

Odgojno-obrazovni Sadrzaj Sadrzaj sferne geometrije
ishodi
MAT OS C.7.1. Mnogokuti. Pravilni | Konstruira pravilne poligone na
Crta 1 konstruira | mnogokuti. sferi, posebno pravilan ¢etverokut.
mnogokute i ko- Postoji 1i mnogokut na sferi koji
risti se mnjima pri ima manje od tri stranice? Otkriva
stvaranju  slozenijih kocku na sferi.
geometrijskih motiva.
MAT OS D.7.3. Povrsina i opseg mno- | Slicno kako izra¢unati povrsinu
Odabire strategije za | gokuta. sfernog trokuta. Razvija strategiju
racunanje opsega 1 za izra¢unavanje povrsine mno-
povrsine mnogokuta. gokuta na sferi.
MAT OS D.7.4. Opseg kruga. | Razmatra kako izracunati duljinu
Racuna i primjenjuje | Povrsina kruga. | kruga i povrsinu kruga na sferi.
opseg i povrsinu kruga | Duljina kruznog luka. | Ispituje je li omjer duljine kruznice
i njegovih dijelova. Povrsina kruznoga | i njezinog promjera na sferi kon-
isjecka i kruznoga | stantan.
vijenca.

Geometrija i sferna trigonometrija u gimnaziji

Uvodna napomena:

Ako ucenici koji ulaze u nizu srednju $kolu nisu u osnovnoj skoli

obradivali teme vezane za sfernu geometriju, prije pocetka uvrstavanja sferne
geometrije i trigonometrije u gimnagzijski nastavni plan i program treba or-
ganizirati pripremnu nastavu na kojoj ¢e ucenici imati priliku upoznati se
s nastavnim pomagalima i sprava za sfernu geometriju te otkriti temeljne
pojmove geometrije na plohi sfere, osnovna svojstva geometrijskih likova na

sferi te razlike izmedu geometrije u ravnini i geometrije na sferi.

Savjeti su u odjeljku Kako to izvesti u praksi? stranica 80. te tabele u
odjeljku Sferna geometrija u osnovnoj skoli stranica 70.

Tablice sadrze programske stavke iz Hrvatskog temeljnog kurikuluma za
gimnazije zajedno s prijedlozima sadrzaja iz podrucja sferne geometrije i
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sferne trigonometrije koji se mogu provoditi istovremeno s ovim stavkama.

Gimnazija Matematika 1. razred - 105 sati godisnje

Odgojno-obrazovni
ishodi

Sadrzaj

Sadrzaj sferne geometrije

MAT SS C.1.1.

Opisuje i konstruira

Na sferi konstruira simetriéni

Konstruira i anali- | simetralu duzine, | isjecak, teziSte i teziSte trokuta.

zira polozaj karak- | teziSnicu i teziSte | Ispituje moze li se na svakom sfer-

teristicnih tocaka | trokuta te definira | nom trokutu opisati kruznica, a

trokuta. i konstruira srediSte | zatim definira i odreduje srediste
trokutu opisane | kruznice opisane sfernom trokutu.
kruznice.

MAT SS C.1.2. Sukladnost  trokuta. | Odreduje  karakteristike  po-

MAT SS D.1.2. Talesov poucak o pro- | dudarnosti sfernih trokuta.

Primjenjuje  Talesov | porcionalnosti duzina. | Odreduje karakteristike sli¢nosti

poucak o propor- | Sliénost trokuta. | sfernih trokuta.

cionalnosti duzina i | Primjene sukladnosti

sliénost trokuta. i sli¢nosti.

MAT SS D.1.3. Trigonometrijski Istrazuje i otkriva odnos sredisnjeg

Primjenjuje omjeri. Primjena | kuta u glavnoj kruznici koju ¢ini

trigonometrijske trigonometrijskih ravnina koja prolazi srediStem

omyjere. omjera u planimetriji. | sfere s udaljenosti krajnjih toc¢aka

luka na koji se kut oslanja. Is-
trazuje i1 otkriva odnos sredisSnjeg
kuta u glavnoj kruznici koju ¢ini
ravnina koja prolazi srediStem
sfere s odgovarajué¢im kutom na
sferi.
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Gimnazija Matematika 2. razred - 105 sati godisnje

Odgojno-obrazovni
ishodi

Sadrzaj

Sadrzaj sferne geometrije

MAT SS C.2.3.

MAT SS D.2.1.
Primjenjuje znanja o
kruznici i krugu.

Kruznica i krug.
Kruzni luk i kruzni
isjecak. Poucak
0 obodnome i

sredisnjemu kutu.

Stvara (pomocu sfernog Sestara)
ili promatra (npr. paralelu na
globusu) kruznicu na sferi i odgo-
vara na sljedeca pitanja: Koliki je
polumger sferne kruznice? Koliko
dug moZze biti? Koliko sredista ima
sferni krug? Ispituje odnos izmedu
srediSnjeg kuta i upisanog kuta u
sfernoj kruznici ako se temelje na
istom luku.

MAT SS C.2.4.

MAT SS D.2.2.
Primjenjuje poucak o
sinusima i poucak o
kosinusu.

Poucak o sinusima.
Poucak 0 kosi-
nusu. Primjena u
planimetriji.

Otkriva princip izra¢unavanja vri-
jednosti sinusa i kosinusa sfernih
kutova pozivajuéi se na vrijednosti
sinusa i kosinusa kutova u ravnini.

Gimnazija Matematika 3. razred - 105 sati godisnje
Gimnazija Matematika 4. razred - 96 sati godiSnje
U 3.1 4. razredu ne uvode se novi sadrzaji iz podrucja sferne geometrije,
izvannastavne aktivnosti mogu se organizirati tako da nalikuju sfernoj geometriji
i njezinim primjenama, npr. u zemljopisu, ako su ucenici zainteresirani.

Gimnazija Matematika 1. razred - 140 sati godisSnje
Gimnazija Matematika 2. razred - 140 sati godisSnje
Predlaze se implementacija sadrzaja sferne geometrije i trigonometrije kao u slu¢aju
Gimnazija Matematika 3. razred - 140 sati godisnje
Gimnazija Matematika 4. razred - 128 sati godisnje
Predlaze se implementacija sadrzaja sferne geometrije i trigonometrije kao u sluc¢aju
Gimnazija Matematika - 105 sati godiSnje
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Gimnazija Matematika 1. razred - 175 sati godisnje
Gimnazija Matematika 2. razred - 175 sati godisnje

Predlaze se implementacija sadrzaja sferne geometrije i trigonometrije kao u sluc¢aju
Gimnazija Matematika 1. razred - 105 sati godisnje
Gimnazija Matematika 2. razred - 105 sati godisnje

Gimnazija Matematika 3. razred - 175 sati godisnje
Predlaze se implementacija sadrzaja sferne geometrije i trigonometrije kao u sluc¢aju
Gimnazija Matematika 3. razred - 105 sati godisnje

1:

Odgojno-obrazovni Sadrzaj Sadrzaj sferne geometrije

ishodi

MAT SS B.3.8. Primjena Analizira gradivo koje se odnosi
MAT SS C.3.5. trigonometrijskih na Pitagorin poucak na sferi;
Primjenjuje trigono- | funkcija koristi trigonometrijske funkcije

metrijske funkcije.

na sferi i sferni ekvivalent
Pitagorinog poucka za rjeSavanje
problema; takoder iz podrucja
zemljopisa.

Gimnazija Matematika 4. razred - 175 sati godisnje
U 4. razredu prakticki nema novih sadrzaja iz podrucja sferne geometrije,
izvannastavne aktivnosti mogu se organizirati tako
da nalikuju sfernoj geometriji
i njezinim primjenama, npr. u zemljopisu, ako su ucenici zainteresirani.
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Gimnazija Matematika 1. razred - 210 sati godisSnje
Predlaze se implementacija sadrzaja sferne geometrije i trigonometrije kao u sluc¢aju
Gimnazija Matematika 1. razred - 105 sati godisnje
i:

Odgojno-obrazovni Sadrzaj Sadrzaj sferne geometrije
ishodi

MAT SS C.1.1. Karakteristicne tocke | Razmatra problem
Konstruira i anali- | trokuta. Povr§ina | izrac¢unavanja povrsine sfernog
zira polozaj karak- | trokuta. trokuta. Izvodi formulu za
teristicnih tocaka povrsinu sfernog trokuta. UG¢i
trokuta. pojam sfernog ekscesa.

Gimnazija Matematika 2. razred - 210 sati godisSnje
Gimnazija Matematika 3. razred - 210 sati godisSnje
Gimnazija Matematika 4. razred - 192 sata godiSnje

Predlaze se implementacija sadrzaja sferne geometrije i trigonometrije kao u sluc¢aju
Gimnazija Matematika 2. razred - 105 sati godisnje
Gimnazija Matematika 3. razred - 175 sati godisnje
Gimnazija Matematika 4. razred - 105 sati godisnje

Gimnazija Matematika 3. razred - 245 sati godisnje
Predlaze se implementacija sadrzaja sferne geometrije i trigonometrije kao u sluc¢aju
Gimnazija Matematika 3. razred - 175 sati godisnje

Gimnazija Matematika 4. razred - 224 sata godiSnje
U 4. razredu prakticki nema novih sadrzaja iz podrucja sferne geometrije,
izvannastavne aktivnosti mogu se organizirati tako da nalikuju sfernoj geometriji
i njezinim primjenama, npr. u zemljopisu, ako su ucenici zainteresirani.

Kako to izvesti u praksi?

c) Nastavna sredstva

3.1. Nastavna sredstva

Zapravo, popis nastavnih sredstava koja podrzavaju provedbu gore

prikazanog koncepta ovisi o kreativnosti nastavnika i ucenika. Autori
predlazu sljedeéi skup pomagala od kojih se moze kreirati ”zbirka” za rad:

e model Lénartove sfere i skup instrumenata
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e globusi - raznih vrsta i velicina,

e kuglice, bozi¢ne kuglice, baloni, lopte itd.

e sve fotografije i ilustracije koje prikazuju elemente neeuklidske geo-
metrije u prirodi i ué¢incima ljudske aktivnosti (umjetnost, uporabni
predmeti, itd.)

Kao dio pribora za sfernu geometriju predlazemo prirodne objekte, tj.
plodove jabuke, narance, lubenice, dinje itd.

Rezanjem i izrezivanjem ovih plodova izravno dobivamo znanje o sfernim
pojmovima.

Naravno, predlazemo i razlicite velic¢ine plasti¢nih i/ili staklenih lopti
po kojima se mogu flomasterima u boji crtati i konstruirati sferni objekti
pomocu sfernog Sestara te mjeriti pomocu sfernog ravnala i kutomjera.

Uz realnu uporabu pribora predlazemo i virtualni pribor sadrzan u
priredenim Sketchpadovim datotekama za rad te uporabu Sketchpada u
radu s radnim listi¢ima i rjeSavanju zadataka.
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3.2. Lénartove sfere i skup instrumenata za sfernu geometriju

Lénartov pribor za sfernu geometriju

Ovdje prilazemo crteze i slike pribora koji je na¢inio Istvan Lénart i koje
moze svaki nastavnik, u¢enik i student naciniti ili nabaviti za svoje potrebe.

Lénartov pribor za crtanje i mjerenje na sferi

Pomocu ovog ili slicnog konstruiranog pribora konstruiraju se i mjere
objekti na sferi. Jedan od takvih objekata konstruiran je na plasti¢cnom
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modelu Lénartove sfere.

Jednakostrani¢ni trokut na Lénartovoj sferi

Vocée kao pribor za sfernu geometriju

Evo nekoliko slika cijelih plodova i njihovog rezanja i izrezivanja.

Lubenica i meridijani
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Jabuka i dvokut

Naranca

Nektarina

Pribor za crtanje i mjerenje objekata na sferi moze se samostalno
naciniti.
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Primjeri klasiénih Sestara

Evo primjera klasi¢nih euklidskih Sestara koji se mogu upora-
biti kao sferni Sestari zamjenom/dodatkom na koji se onda stavlja
olovka/flomaster /marker za crtanje kruznice na sferi.

Klasiéni Sestari s dodatkom za uporabu na sferi
Ravnalo i kutomjer
Kolega Ivan Hiti iz Varazdina nacinio je ravnalo i kutomjer u jednom

komadu. Pomoc¢u njega se mogu mjeriti objekti u ravnini i na sferi jer je
nacinjen od savitljive plastike.

Ravnalo i kutomjer za mjerenje u ravnini i na sferi
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Pisalice

Svaki korisnik koji uporabljuje realni pribor za crtanje po sferi lako moze
odabrati olovku, flomastre ili marker u boji. Ovdje ilustracije radi da-
jemo nekoliko slika tih pisalica koje se onda stavljaju u otvor dodatka na
klasi¢nom Sestaru.

Razlicite pisaljke

Krojacki metar

Za mjerenje udaljenosti na sferi tj. na nacrtanim/konstruiranim objektima
na realnom modelu sfere dovoljno je uzeti krojacki metar ili neki drugi
savitljivi alat koji se moze pri mjerenju staviti na sferu.

Krojacki metar

Vezice, gumice i ¢ackalice

Vezice, gumice i cackalice sluze za uporabu u oznactavanju na vocu.
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Plasti¢ne vezice, gumice i cackalice

Plasticna lopta i sfera

Plasti¢na lopta Postolje za sferu
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Plasti¢na prozirna sfera: dvije polusfere

Dodatak: klasi¢ni pribor za ravninsku geometriju

Klasiéni pribor za geometriju ravnine su dva trokuta, ravnalo, kutomjer i
klasi¢ni Sestar. Pomocu tih se alata crtaju/konstruiraju uobic¢ajeni ravninski
geometrijski objekti/likovi.

Pomocu stapi¢a mogu se istrazivati i prikazivati realni medusobni
polozaji pravaca u ravnini/na klupi.

Klasiéni pribor za geometriju: ravnalo, Stapiéi kao modeli pravaca
trokuti, kutomjer i Sestar
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3.3. Pribor za sfernu trigonometriju

Za potrebe izracunavanja u trigonometriji i sfernoj trigonometriji ovdje,
informacije radi, navodimo neka dZepna rac¢unala i softver.

Dzepna rac¢unala

Dzepna kvalitetna ra¢unala su proizveli Casio, Texas Instrumentsi HP. Nji-
hovi proizvodi se mogu lako nabaviti. Softver Photomath se moze pronaci na
intertnetu i pomocu njega se mogu izracunavati pojedine veli¢ine iz konkret-

nih zadataka.

Na internetu se mogu pronac¢i mnogi virtualni kalkulatori za ove potrebe
racunanja.

U Windowsima je ugraden kalkulator koji se takoder moze uporabiti za
izracune.

Na pametnim telefonima, primjerice na ¢Phoneu ili nekom drugom, pos-
toje kvalitetni kalkulatori.

OH— B+ HYEBE
-ruu|lm

Dzepna racunala, Photomath, windows i iPhone kalkulator
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Posebice spominjemo uporabu softvera Sketchpad u kojem se nalazi vrlo
kvalitetno racunalo povezano s ostalim svojstvima ovog softvera.

Evo jednog primjera uporabe u rjesavanju kosokutnog sfernog trokuta.
Mijenjajuéi parametre a, 3 i v dobivaju se rjeSenja niza zadataka iste vrste
koja se onda mogu dinamicno istrazivatii tabelirati.

Formule potrebne za izra¢unavanje trigonometrijskih vrijednosti u sfer-
noj (i u ravninskoj) trigonometriji lako se upisuju u Sketchpadovo rac¢unalo.

Na adresi https://easelgeo.app/ nalazi se besplatan softver za crtanje
i mjerenje objekata sferne geometrije.

Drugi softver koji se takoder moze prilicno uéinkovito koristiti uz ovu
knjigu je Cinderella, koja je dostupna (v. 2) kao besplatni softver na:
https://cinderella.de/tiki-index.php?page=Download+Cinderella.2&bl

Ono sto ¢ini Cinderellu/Pepeljugu priliéno jedinstvenom je to $to se
unutar softvera moze prebaciti izmedu nacina euklidske, hiperboli¢ne i
elipticke geometrije i jednostavno dinamicki provjeriti i usporediti ono sto
ostaje nepromjenjivo u razli¢itim na¢inima, a $to se mijenja.

U mapi GSP datoteke, u kojoj su Sketchpadove datoteke za rad a koja
se nalazi uz ovu knjigu, priredena je datoteka Poincaréov model hiperbolicne
geometrije pomocu koje se mogu crtati, mjeriti i dinamiéno istrazivati ob-
jekti i velic¢ine hiperbolicke geometrije.

Mjesto

Cini se da bi bilo dobro da navedena nastavna sredstva budu stalno dostupna
u nastavi. Stoga predlazemo da se u razredu uredi ”interdisciplinarni kutak”
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u kojem ¢Ce na stolu biti izlozeni najraznovrsniji rekviziti, dok ¢e fragment
zidnih novina biti mjesto gdje ¢ete moéi objesiti ilustracije, probleme za
razmisljanje, graficki prikazati prezentirani rezultati rada ucenika itd.

Ovo rjesenje olaksava koristenje metode kompariranja u bilo kojem
trenutku sata. Naravno, plasticni modeli iz kompleta Lénartove sfere, nami-
jenjeni istrazivackom radu ucenika u skupinama, bit ¢e postavljeni na prik-
ladno mjesto.

3.4. Prijedlog organizacije nastave
Nastava komparativnom metodom moze se organizirati u dva oblika:

e u obliku zajednickog rada, pri ¢emu se moze koristiti prezentacija po-
jedina¢nih rekvizita, a pitanja koja formulira nastavnik potaknut ée
raspravu,

Primjer: Kada pokazujete nogometnu loptu, mozete postaviti pitanje:
Vidite li ovdje geometrijske figure? Ako je tako, koji su? Kako éemo ih
imenovati? Koje su njihove komponente? Slice li ove figure figurama
konstruiranim u ravnini? Sto je slicno? Sto je drugaéije?

Lopta moze ”kruziti” medu ucenicima (ili mozda vise razlicitih lopti?).
Vazno je da ucenici javno istupaju, govore o svojim spoznajama bez
straha da ¢e biti ukoreni. Tema im je nova i ¢ine prve korake u izgradnji
novih znanja.

e u obliku grupnog rada (ili samostalnog rada, ako to broj nastavnih
sredstava dopusta), gdje ucenici izraduju konstrukeije u ravnini i na
sferi za rjesavanje problema. Potom slijedi izlaganje rezultata rada i
sazeta rasprava u kombinaciji s utvrdivanjem zakljucaka.
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4. Sferna trigonometrija

Istvan Lénart na predavanju studentima
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Razmotrit ¢emo 4 sljedece teme:

1.

2.

3.

4.

Trigonometrijske funkcije u ravnini
Sferna udaljenost i euklidski kut; sferni kut i euklidski kut
Trigonometrijske funkcije na sferi

Pitagorin poucak na sferi

O sfernim ekvivalentima poucka o sinusu i poucka o kosinusu treba
raspravljati u teorijskom dijelu o sfernoj trigonometriji.

Ako je ova podjela tema dobra, bit ¢e Cetiri nastavna lista (radni listovi).
U sljedeé¢im prijedlozima listova ispravan tekst oznacen je crnom bojom, a
komentari, prijedlozi, pitanja za raspravu - plavom bojom.

4.1. Prva tema: trigonometrijske funkcije u ravnini

1. radni listi¢: Postoje li odnosi izmedu stranica i kutova u pra-
vokutnom trokutu?

1.

Znate da mozete izrac¢unati visinu stabla na temelju duljine njegove
sjene. Pogledate crtez:

Izvor: http://edudu.pl/sciaga-twierdzenie-talesa,43a28a1d6067e959dd85



96

Komparativna geometrija

i podsjetite se da mozete koristiti omjer:
h 1,5

8 1,2

Imajte na umu da ne morate znati visinu covjeka ili duljinu njegove
sjene. Potrebno je znati samo omjer ove dvije velicine.

O cemu ovisi ovaj omjer?

. Otvorite datoteku Sketchpada. (U datoteci je pravokutni trokut i

ucenik ¢e stvoriti druge pravokutne trokute u ovom trokutu, kao $to
je prikazano na slici.)

Anna datoteka.gsp.

. Nacrtajte nekoliko pravokutnih trokuta ”u jednom trokutu” kao Sto

je prikazano na slici:

C

Izvrsite odgovarajuca mjerenja i ispunite tablicu:

Trokut AABC ANAED AAFG
Omjer |BC| |DE| |FG|
|AB| — |AE| |AG|

. Sto uocavate?

. Koji je kut zajednicki svakom od razmatranih trokuta? Govori li nesto

o ovom kutu ono §to ste uocili dok ste ispunjavali tablicu?

. Provjerite svoja zapazanja tako da konstruirate pravokutne trokute

s drugim siljastim kutovima (mozete koristiti program Sketchpad) i
napravite sli¢ne izracune kao u gornjoj tablici.
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Omjer koji ste pronasli je tangens Siljastog kuta, koji je uobicajen
u trokutima koji se razmatraju.

Vrijednosti trigonometrijskih funkcija giljastog kuta definirane su omjer-
ima duljina stranica pravokutnog trokuta. Te omjere nazivamo sinus, kosinus
i tangens Siljastog kuta.

Tangens Siljastog kuta u pravokutnom trokutu je omjer duljine
nasuprotne i prilezeée stranice trokuta.

Postoje i drugi omjeri: sinus, kosinus i kotangens. Informacije o tim
funkcijama pronaéi ¢ete u 10. poglavlju, gdje se raspravlja o teoretskim
osnovama ravninske trigonometrije, ali ako Zelite, mozete sami provjeriti
koji su omjeri stranica u pravokutnim trokutima s istim Siljastim kutom
konstantni. Na taj na¢in mozete sami definirati omjere za sinus, kosinus i
kotangens.

4.2. Druga tema: sferna udaljenost i euklidski kut; sferni kut i
euklidski kut

2. radni listié: trigonometrijske funkcije u sfernoj geometriji

Htjeli bismo koristiti trigonometrijske funkcije u sfernoj geometriji, ali te
su funkcije definirane sa stajalista euklidske geometrije. Kako ih mozemo
koristiti na sferi?

1. Bududi da trigonometrijske funkcije izrazavaju odnose izmedu kutova
i duljina stranica pravokutnog trokuta u kojem se taj kut nalazi,
potrebno je da sfernu udaljenost i sferni kut izrazimo udaljenostima
(duljinama) i kutovima u ravnini.

Pripremite bilo koji kuglasti predmet u koji mozete zabosti ¢ackalicu,
pribadacu i sl. Takav predmet moze biti npr. jabuka, naranca, polis-
tirenska kuglica.

2. Zabodite dvije ¢ackalice u povrsinu pripremljenog predmeta i spojite
ih gumicom.
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Gumica predstavlja sferni segment. Njezina se duljina moze mjeriti
u sfernim jedinicama duljine. Prisjetite se jedinica u kojima mjerimo
udaljenost na sferi. Ima li to veze s mjerenjem kutova? Pokusajte ovu
sfernu udaljenost izraziti kutom u euklidskoj ravnini. OpiSite svoju
metodu.

. Mozda ne ¢e biti lako. Mozda vam fotografija ispod moze pomodi

napraviti prijelaz izmedu sfere i ravnine:

Kojem kutu odgovara cijeli glavni krug na kugli? Kako onda mozete
izraziti dio ove glavne kruznice, odnosno sferni segment koji ste
oznacili u odnosu na kut kojem odgovara cijela glavna kruznica? U ko-
jim ¢ete jedinicama mjeriti duljinu sfernog odsjecka i pripadni ravnin-
ski kut? Razlikuju li se te mjere jedna od druge?

. Sada pogledajmo kut na sferi i razmislimo ima li on ikakve veze s

ravnim kutom. Na kori narance nacrtajte sferni kut. Pokusajte ovaj
sferni kut izraziti preko kuta u euklidskoj ravnini. (Tinta je na kori;
nakon eksperimenta mozete sigurno pojesti narancu.) Opisite svoju
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metodu. Pogledajte fotografiju ispod:

5. Mozete li sada otkriti $to je zajednicko kutu na sferi i udaljenosti
izmedu dviju toc¢aka na sferi, odnosno duljini sfernog segmenta?

Naéi ¢éete informacije o ovoj i dodatnim slikama u 5. poglavlju (stra-
nica 116. - pogledajte crtez pod naslovom Udaljenost tocaka A i B) i
u 10. poglavlju, ali prvo pokusajte izvuéi vlastite zakljucke.

6. Najvazniji zakljucak iz ovog dijela vaseg istrazivackog rada je sljededi:

Na sferi se duljina sfernog segmenta (to jest, duljina luka) mjeri u
stupnjevima i jednaka je mjeri sredisnjeg kuta koji pripada tom luku.
Dakle, u sfernoj trigonometriji trazit ¢emo vrijednosti trigonometrij-
ske funkcije stranica ili kutova u sfernim trokutima. Ovo je malo tesko
za ljude koji su se do sada bavili samo geometrijom i trigonometrijom
u ravnini, ali moramo imati na umu da je sfera potpuno drugaciji
7 geometrijski svijet” od ravnine.

4.3. Treca tema: trigonometrijske funkcije na sferi
3. radni listié: trigonometrijske funkcije na sferi

Ponovimo problem iz prethodnog radnog lista: Htjeli bismo koristiti
trigonometrijske funkcije u sfernoj geometriji, ali ¢e se te funkcije defini-
rati sa stajalista Euklidske geometrije. Kako ih mozemo koristiti na sferi?

1. Zapamtite: na sferi mjerimo i udaljenosti i kutove u stupnjevima. Veé
znate da se sferna udaljenost i sferni kut mogu izraziti preko ravnin-
skih kutova. Mozete izracunati trigonometrijske vrijednosti kutova u
ravnini.
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2. Dakle, pokusajmo izracunati vrijednosti trigonometrijskih funkcija ku-
tova koji odgovaraju sfernim udaljenostima i kutovima.

Pogledajte slike u nastavku.

i analizirajte donju tablicu:

H udaljenost A ‘dio glavne kruinice‘ sin A ‘ cos A H
180° pola 0 -1
90° cetvrtina 1 0

Imajte na umu da smo ovdje izracunali vrijednosti trigonometrijske
funkcije sfernih segmenata, koristeéi odnos njihovih duljina s njihovim
odgovarajuéim ravninskim kutovima. Koristili smo znanje o vrijednos-
tima trigonometrijskih funkcija polukuta i pravog kuta.

3. A sto ako udaljenost nije takav dio glavne kruznice za koji mozemo
odmah naznaciti vrijednost trigonometrijskih funkcija?

Sada pogledajte sliku ispod:

a zatim na sferi nacrtajte bilo koji trokut koji imate na raspola-
ganju (naranc¢ina povrsina, kuglica od stiropora itd.), vrhove mu na-
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zovite A, B, C, unutarnje kutove na tim vrhovima takoder oznacite kao
A, B,C i stranice nasuprot ovim kutovima redom s a, b, c. Izmjerite
stranice i kutove svog trokuta. Ako imate pribor za sfernu geometriju
(Lénértov pribor za sferu ili drugi pribor), mjerenja ¢e biti laka: koris-
tit ¢ete sferni kutomjer za mjerenje kutova i sferno ravnalo za mjerenje
stranica. Ako koristite narancu ili polistirensku kuglu, morat cete se
vise potruditi: morate izra¢unati koji je dio glavne kruznice strani-
ca trokuta i izraziti duljinu te stranice u stupnjevima, zatim morate
izracunati koliki dio punog kuta je kut trokuta i izrazite mjeru tog
kuta u stupnjevima.

Nakon izvrsenih mjerenja i izracuna, ispunite donju tablicu pomocu
vrijednosti trigonometrijskih funkcija i racunanja vrijednosti s kalku-
latorom:

Kut

Sinus | Kosinus | Tangens | Stranica | Sinus Kosinus | Tangens
kuta | kuta kuta stranice | stranice | stranice

Q| | »~

Sto uocavate?

. Znate da postoje odnosi izmedu trigonometrijskih funkcija istog kuta

u ravnini. Najvazniji od njih su:

sin? o + cosa =1

gdje o oznacava kut.
Jesu li sliéni odnosi istiniti na sferi?

Stavite A, B, C redom za « i za svaki od ovih kutova provjerite jesu li
gornje formule tocne na sferi. Zatim stavite a, b, cumjesto a i napravite
test koji ste radili za sferne kutove A, B, C.

Sto uocavate?

O tome ¢ete saznati u 10. poglavlju, ali prvo pokusSajte formulirati
vlastite zakljucke.

. Odgovorite na pitanje: Koja je razlika izmedu izra¢unavanja vrijed-

nosti trigonometrijskih funkcija u ravnini i na sferi?
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Pogledajte 10. poglavlje za sazetak, ali prvo pokusajte formulirati
vlastiti odgovor.

4.4. Cetvrta tema: Pitagorin poucak na sferi
4. radni listi¢: Pitagorin poucéak na sferi

U ravnini mozemo izrac¢unati ”nedostajuée” mjere kutova i duljina stranica
pravokutnog trokuta koristeci trigonometrijske funkcije i Pitagorin poucak.
Je li to moguce i na sferi? Postoje li odnosi izmedu stranica sfernog pra-
vokutnog trokuta ili izmedu njegovih kutova koji omogucuju rjeSsavanje
takvih trokuta?

1. Konstruirajte pravokutni trokut u ravnini (u Sketchpadovoj datoteci),
imenujte njegove stranice. Zapisite Pitagorin poucak koristeéi oznake
stranica koje ste napravili u konstruiranom trokutu. Pokusajte na bilo
koji na¢in opravdati napisani obrazac. Mozete napraviti odgovarajuca
mjerenja i izracune, a mozete napraviti i "nacrtni” dokaz.

2. Razmislite i pokusajte planirati:

Kako na sferi provjeriti je li Pitagorin poucak istinit? Moze li ”sferni”
Pitagorin poucak poprimiti isti oblik kakav poznajemo iz geometrije
ravnine?

Prije nego $to otvorite odgovor, pokusajte sami razmisliti o problemu.

3. Na modelu sfere nacrtajte sferni pravokutni trokut s jednim pravim
kutom. Vrh s pravim kutom oznac¢imo slovom C, ostale vrhove slovima
A i B. Hipotenuzu oznaé¢imo slovom ¢, stranicu/katetu nasuprot vrhu
A slovom a, a kut nasuprot vrhu B ozna¢imo slovom b.
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4. Ispitajte obrazlozenje u nastavku. PokusSajte sami dirigirati njegove
fragmente, ako volite takve teorijske izazove.

Pokusajmo pronaéi odnos izmedu stranica konstruiranog trokuta. Za
ovo, razmotrimo cijelu sferu na kojoj ste konstruirali trokut AABC.
Neka je tocka O srediste te sfere. Tada su odsjecci OA, OB i OC
polumjeri sfere, a stranice a,b i ¢ imaju iste mjere kao i kutovi
/BOC,ZAOC i ZAOB (mozemo to objasniti pomoéu mjere kuta
luka).

To je prikazano na donjoj slici:

Kroz bilo koju tocku D na polumjeru OB povucimo ravninu DEF
okomitu na OA. Ona sijece tri ravninﬁBﬁOAC’ i OAB, a za-
je@éke su linije odredene odsje¢cima DE, EF i FD. Tada su DF
i EF okomite na OA (zasto?)

Stoga je ZEFD = <A.

Ravnina DEF je okomita na ravninu OAC, a ravnina OBC' je okomita
na ravninu OAC. Stoga je njihovo sjeciste DE okomito na ravninu
OAC, a DE okomito na OC i na EF. Dakle, imamo &etiri prava
kuta: Z/OFD,/OFE,/OEDi /FED.
Uzmite u obzir kvocijent

|OF|

|oD|’

Mozemo ga transformirati u sljedeéi oblik:

|OF| B |OE| |OF)|
|OD|  |0OD| |OE|

Koristedi se definicijama trigonometrijskih omjera, uo¢avamo da je
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|OF]
m = COS¢c,
|OE|
m = Ccosa,
OF
ﬁ = cosb.

Dakle, jednakost
|OF| |OE| |OF)|
|OD| ~ |OD| |OE|

dovodi do jednakosti
cosc = cosa - cosb

koji se smatra sfernom verzijom Pitagorinog poucka.

Odgovorite na pitanje: po ¢emu se Pitagorin poucak razlikuje u ravnini
i na sferi?

Pogledajte 10. poglavlje za sazetak, ali prvo pokusajte formulirati
vlastiti odgovor.

Rad srednjoskolaca je na otkrivanju Pitagorinog poucka na sferi (to¢nije

na pokazivanju da na sferi Pitagorin pouc¢ak nema oblik kao u ravnini).

Odgovarajuce konstrukcije, mjerenja i izracune napravili su u¢enici jedne

od nizih srednjih skola u Biatystoku tijekom nastave koja se izvodila na
Institutu za racunalne znanosti na Sveucilistu u Biatystoku. Medu ostalim,
stvorene su takve strukture:
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Ispisali su rezultate svojih istrazivanja na Skolskoj plo¢i, potvrdujudi
hipotezu da Pitagorin poucak kakav poznajemo iz geometrije ravnine na
sferi nije tocan (v. sl.).

4.5. Peta tema: Primjeri sferne trigonometrije

U sljede¢em listi¢u razmotrit ¢emo pitanja i odgovore na:
Koliko je vas grad udaljen od ...? U kojem smjeru morate skrenuti da
stignete do ...?

5. radni listi¢: Primjeri sferne trigonometrije

Problem

Od nastanka muslimanske vjere, gdje god su zivjeli sljedbenici islama,
dakle prvenstveno na Bliskom istoku, sjevernoj Africi i Spanjolskoj, bilo
je vrlo vazno odgovoriti na pitanja: Gdje je Meka? U kojem smjeru da se
okrenemo prema Meki?

Kako bi odgovorili na ovo pitanje, arapski znanstvenici razvili su sfernu
trigonometriju u 8. - 14. stoljecu.

Primijenite nauéene poucke - analizirajte primjere

U lekcijama posveéenim dokazivanju poucaka sferne trigonometrije raz-
matrali smo dvije metode rjesavanja navigacijskih problema, odnosno onih
vezanih uz putovanje - odredivanje udaljenosti izmedu tocaka na globusu i
smjerova kretanja: metode ”"nacrtaj i izmjeri” i metode ”izracunavanja”.

Gore postavljeni problem nije se - u vrijeme kada je nastao - mogao
rijeSiti iscrtavanjem odgovarajuéih putanja na sferi i mjerenjem kutova i
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udaljenosti. Stoga je rijeSen racunalnim metodama, koristeéi sferni poucak
o sinusu i sferni pou¢ak o kosinusu.

Primjer 1. Koliko je udaljen London od Bagdada?

RjeSenje. Na nasem pojednostavljenom crtezu neka tocka B oznacCava
London, a totka C Bagdad.

Karta prikazuje priblizno geografske koordinate oba grada:

London (51, 30°S,0,10°Z), Bagdad (33, 20°S, 44, 26°I).
Trazimo duljinu luka a. Izrac¢unavamo potrebne elemente trokuta ABC"
A - razlika geografskih Sirina oba grada: A = 44, 26°140, 10°Z = 44, 36°,
b - udaljenost Bagdada od Sjevernog pola: b = 90° — 33, 20° = 56, 80°,
c - udaljenost Londona od Sjevernog pola: ¢ = 90° — 51, 30° = 38, 70°.
Prema sfernom poucku o kosinusa je

cosa = cos bcosc + sinbsinccos A.

Zamjenjujemo poznate vrijednosti i nakon racunanja dobivamo

cosa = 0,8014.

Pomoc¢u trigonometrijskih tablica ili kalkulatora dobivamo:

a = 36, 74°.

Dakle, duljina luka glavne kruznice koja povezuje London i Bagdad
iznosi 36, 74°. Opseg Zemlje je 40074 km, sto je 360°, pa je udaljenost izmedu
Londona i Bagdada jednaka
36, 74

=4 k
360 089 km

40074 km -

Primjer 2. U kojem se smjeru trebamo okrenuti prema Jakarti (u
odnosu na sjever) da bismo se suocili s Mekom?
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RjeSenje. Na naSem crtezu neka tocka B oznacava Meku, a tocka C'
Jakartu. Geografske koordinate oba grada su sljedece:
Meka (21, 26°S, 39,49°I), Jakarta (6,08°J, 106, 45°I).

Trazimo kut u vrhu C.

Prema poucku o sfernom sinusu imamo:

Izracunajmo potrebne elemente trokuta ABC":

A =106, 45°—39,49° = 66,96°, ¢ = 90° — 21, 26° = 68, 74°, a = 71, 08°.

Ovo je udaljenost izmedu Meke i Jakarte, izra¢unata metodom razma-
tranom u prethodnom primjeru. Jednaka je 7912 km.

Uvrstavanjem izracunatih vrijednosti u formulu za sinC' i sredivanjem,
dobivamo:

sin C' = 0, 9066,

a odavde je
C = 65,04° = 65°24’.

To znaéi da se treba u Jakarti okrenuti prema Meki prema sjeveru, a za-
tim okrenuti za 65, 04° u smjeru suprotnom od kazaljke na satu (najjednos-
tavnije opravdanje za smjer rotacije moze biti promatranje nacrtanog crteza
ili polozaj medusobnih tocaka kojima odgovaraju oba grada na globusu).

Istrazivanje

1. Rijesite navedene zadatke crtanjem na sferi i mjerenjem udaljenosti i
kutova. Usporedite svoje rezultate mjerenja s dobivenim rezultatima
izracuna.
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2. Odaberite mjesto na zemaljskoj sferi koje biste jako voljeli posjetiti.
Kolika je udaljenost vaseg grada do tog mjesta. RijesSite ovaj problem
metodom mjerenja i proracuna.

3. Pronadite Sao Tome, jezero Edward i Aleksandriju na karti. Navigi-
rajte najkra¢im putem od Aleksandrije do Sao Tomea.



5. Temeljni koncepti i pojmovi
sferne geometrije

Michael de Villiers u radu s nastavnicima u Hrvatsko]
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Pri proucavanju razli¢itih grana matematike/geometrije uvijek se na
pocetku moramo upoznati s temeljnim konceptima i pojmovima. Uéinimo

to i za sfernu geometriju.

Nabrojimo pojmove sferne geometrije o kojima ¢e biti rije¢ u ovom i
ostalim poglavljima (bez u ovom trenutku nekog sustavnog redanja):

sferna tocka

‘ srediSte sfere

sfera

radijus sfere

srediSte sfere

standardna sfera

dijametralno suprotne tocke
(primjerice Sjeverni i Juzni pol)

glavna kruznica

longituda (geografska duzina)

antipodalna tocka

latituda (geografska sirina)

polusfera

lukovi glavne kruznice

sferna udaljenost

sferni luk

sferna krivulja

sferna udaljenost i mjerenje

ortodroma i loksodroma

ekvator i meridijan

mala kruznica

paralele i okomice

podnevnik

poligoni

polarne tocke ili polovi

slicnost 1 sukladnost (kongruentnost)

kut dviju sfernih krivulja

kruznice kut kursa
pojam povrsine azimut
polarni trokuti: pravokutni, kosokutni | trobrid

presjek sfere i ravnine

probodiste i diraliste pravca i sfere

sferni dvokut

sferni trokut

zemljopisna Sirina i duzina

stranica sfernog trokuta

kut sfernog trokuta

pravokutni sferni trokut

Eulerov sferni trokut

polarni trokut

sferni kut sferni eksces
polara pol
k ok ok ok ok

5.1. Aksiomi i neke tvrdnje sferne geometrije

Ravninska se geometrija temelji na aksiomima.

Pretpostavljamo da je ¢itatelj upoznat s aksiomima ravninske geomet-

rije.
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Prisjetimo se da u ravnini imamo nekoliko nedefiniranih pojmova koji
su temelj na koji se aksiomatski sve nadograduje. Postoje tri vrste izjava:
definicije, aksiomi i poucci.

Definicija je izjava koja toc¢no kaze $to pojam znaci.

Aksiom je izjava kojom se pretpostavlja istinitost Cinjenice o kojoj se
raspravlja. Odnosno, aksiom je izjava Cija se istinitost uzima zdravo za go-
tovo bez dokaza.

Aksiomi bi trebali postaviti neka temeljna svojstva sustava.

Poucak je iskaz Cija se istinitost utvrduje putem dokaza koriStenjem
aksioma i drugih poucaka koji su ve¢ dokazani.

(Nazivi lema i korolar odnose se na vrste poucaka. Izraz propozicija moze
se odnositi na poucak ili aksiom.)

Aksiom je ponekad izjava koja je ocigledna.

Ponekad se moraju pretpostaviti izjave ¢ija istinitost nije ocita.

Cak i ako neki aksiomi nisu o¢iti, prikaz aksioma jasno pokazuje §to su
pretpostavke u raspravi. S druge strane, poucak je izjava Cija istinitost nije
ocCita i treba je dokazati.

Sada mozemo sagledati i aksiomatiku sferne geometrije. Slicno kao i u
ravninskoj geometriji, i u sfernoj ¢emo takoder imati nedefinirane pojmove:
tocka, glavna kruznica i sfera.

Nage razumijevanje ovih pojmova i njihova znacenja doéi ée iskljuéivo
iz aksioma i naSeg prethodnog znanja euklidske geometrije. Tocka je isti
pojam u obje geometrije. Glavna kruznica je analogon pravcu dok je sfera
analogon ravnine.

Konkretno, pretpostavit éemo da se sfera sastoji od tocaka jednako uda-
ljenih od jedne tocke (sredista) u prostoru.

Pretpostavit ¢emo da je glavna kruznica presjek ravnine kroz srediste
sfere sa sferom.

Poucci se dokazuju isklju¢ivo na temelju pretpostavki iz aksioma i iz
prethodno dokazanih poucaka.

Citatelj se moze zapitati zasto bismo to uéinili. Postoji nekoliko odgo-
vora.

Prvo, sva matematika koristi pretpostavke koje nisu dokazane. Jednos-
tavno je lijepo biti eksplicitan o tome koje su te pretpostavke.

Drugo, sferna aksiomatika temeljit ¢e se na pretpostavkama iskljucivo
na intrinzi¢nim svojstvima sfere.

Kad imamo aksiome sferne geometrije, trebali bismo provjeriti zadovol-
java li sfera polumjera r ove aksiome da bismo zakljucili da poucci koji
proizlaze iz aksioma vrijede za sferu radijusa r.

Za vecinu aksioma ova Ce provjera biti jednostavna, ali u nekim
slucajevima zahtijevat ¢e malo posla.
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Na§ sustav aksioma pokuSava minimizirati broj aksioma. Ovdje ¢emo
navesti aksiome kako ih je naznatio Marshall Whittlesey u knjizi Spheri-
cal Geometry and Its Applications [59].

Navest ¢emo, bez dokaza, i neke poucke koje za vjezbu treba dokazati.
Ili prihvatiti kao istinite u daljnjoj uporabi kao dokazane.

U euklidskoj geometriji ravnine uzima se da je pravac model skupa re-
alnih brojeva R.

Ovo poistovjeéivanje toc¢aka i realnih brojeva omogucuje definiranje poj-
ma udaljenosti izmedu tocaka.

Glavna se kruznica, sli¢no brojevnom pravcu u ravnini, rabi na sferi.

Za kruznicu polumjera 1 vrijedi da ako neku pocetnu tocku oznac¢imo
s 0 (niSticom), mozemo se gibati po toj kruznici u smjeru suprotnom od
smjera kazaljke na satu koji se moze smatrati pozitivnim smjerom, a drugi
se moze smatrati negativnim.

Svakoj tocki kruznice mozemo pridruziti pozitivni realni broj kad se
gibamo u smjeru suprotnom od kazaljke na satu i negativni ako se kre¢emo
u smjeru kazaljke na satu.

Ono §to pridruzivanje na kruznici ¢ini drugacijim od pridruzivanja na
brojevnom pravca u ravnini je to $to se nakon obilaska kruznice, tj. nakon
2rm (8to je duljina kruznice) vra¢amo na pocetnu tocku 0.

Dakle, svakoj tocki kruznice pridruzeno je beskona¢no brojeva oblika
xr+ k-2rm k € Z dok je tocki brojevnog pravca uvijek pridruzen jedan
jedini realni broj x.

Evo sfernih aksioma i nekih tvrdnji koji slijede iz aksioma. Ovdje ne
dokazujemo navedene tvrdnje. To ostavljamo Citatelju za vjezbu.

Aksiom (A-1) Sfera i glavna kruznica su skupovi toéaka. Postoje naj-
manje dvije tocke na sferi.

Aksiom (A-2) Postoji pridruzivanje izmedu tocaka glavne kruznice i
toc¢aka/realnih brojeva skupa R.

Ovaj aksiom omogucuje koordinate to¢aka na glavnoj kruznici.

Dvije tocke na sferi koje su dijametralno suprotne su antipodalne.

Aksiom (A-3) Tocka na sferi nema vise od jedne antipodalne tocke.

Tvrdnja. Ako glavna kruznica sadrzi tocku, sadrzi i antipodalnu tocku.

Aksiom (A-4) Ako dvije razlicite tocke na sferi nisu antipodalne, tada
postogi jedinstvena glavna kruznica koju one definiraju.

Tvrdnja. Kroz bilo koju tocku postoji barem jedna glavna kruznica.

Tvrdnja. Svaka tocka ima antipodalnu tocku.

Aksiom (A-5) Duvije razlicite glavne kruznice sijeku se u najmange jed-
noj tocki.

Tvrdnja. Dvije razlicite glavne kruznice sijeku se u tocno dvije tocke
koje su antipodalne.
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Tvrdnja. Ako je C izmedu A i D i B izmedu A i C, tada je B izmedu
AiD, aC jeizmedu B i D.

Aksiom (A-6) Za svaku glavnu kruinicu postoji takva tocka da se
glavna kruznica sastoji od tocaka na sfernoj udaljenosti od jedne cetvrtine
opsega glavne kruznice od dane tocke.

Tvrdnja. Antipod pola iz Aksiomu (A-6) je jedina druga tocka koja
zadovoljava isto svojstvo.

Tvrdnja. Glavna kruznica je skup svih tocaka na sferi ¢ija je sferna
udaljenost jednaka c¢etvrting kruznice od njegovog pola.

Tvrdnja. Svaka tocka je pol neke glavne kruznice.

Aksiom (A-7) Polusfera je sferno konveksna.

Tvrdnja. Ako su dvije tocke na suprotnim stranama glavne kruznice i
nisu antipodalne, tada luk izmedu njih lezi na glavnoj kruznici.

Aksiom (A-8) Pretpostavimo da za sferne kutove <A1B1Cy i

VRN VRN
A2 B2y, vrijedi A1B1 = AsBs.

7\ 7\
Tada je <A1 B1C1 = <AsByCs ako i samoA1B1C7 = AsBy(Ch.
a) Sfera

Sfera je skup svih tocaka prostora koje su jednako udaljene od ¢vrste tocke
O koja se zove srediste sfere, a ta je udaljenost radijus r ili polumger sfere.

Dakle, sfera je skup S(O,7) = {T € R*d(O,T)=r,r € R*}

Sfera sa sredistem u ishodistu O prostornog koordinatnog sustava i
polumjera 1 zove se standardna sfera.

Sferna tocka je tocka na sferi.

Svaka sferna tocka odreduje drugu sfernu tocku koju zovemo dijametral-
nom suprotnom tockom.
Primjerice, Sjeverni i Juzni pol su dijametralno suprotne tocke.
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b) Krivulje, lukovi i kutovi na sferi

5.2. Sferne krivulje, glavne kruznice i kruznice

Krivulje koje leze na sferi zovemo sfernim krivuljama.

Sferne krivulje na dinji, lubenici i breskvi

Posebno su vazne sferne krivulje glavne kruznice ili ortodrome i male
kruznice. One se dobiju kao presjeci sfere ravninama.

y.

Glavna i mala kruznica, dvije polusfere

Ako sferu presijetemo ravninom kroz njezino srediste, dobivamo glavnu
kruznicu sfere.

Na globusu postoje ekvator (ili polutar) i meridijani (ili podnevnici). To
su glavne polukruznice dok su paralele (ili latitude) male kruznice. Ekvator
je glavna kruznica.
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Ekvator, meridijani i paralele

Ekvator, tri meridijana, dijametralno suprotne tocke

Pitanja:
1. Postoje li na sferi dvije usporedne glavne kruznice?

2. Koliko se moze nacrtati glavnih kruznica kroz dvije dijametralno
suprotne tocke?

3. Koliko se moze nacrtati glavnih kruznica kroz dvije tocke koje nisu
dijametralno suprotne?

5.3. Sferna udaljenost

Kroz dvije tocke A i B na sferi koje nisu dijametralno suprotne tocke,
tj. nisu krajnje tocke promjera, prolazi beskonatno mnogo malih kruznica,
ali samo jedna glavna kruznica. (Zasto? Obrazlozite ovu tvrdnju!)
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Svakoj glavnoj kruznici pridruzujemo dvije tocke na sferi koje zovemo
polarnim tockama ili polovima glavne kruznice.

Te se tocke nalaze na pravcu kroz srediste sfere koji je okomit na ravninu
glavne kruznice i njihova je medusobna udaljenost jednaka promjeru sfere.

Primjerice, ekvator je glavna kruznica kojoj su Sjeverni i Juzni pol po-
larne tocke.

Polarne tocke: Sjeverni i Juzni pol

Pod sfernom udaljenoséu totaka A i B razumijevamo duljinu manjeg
TN\
luka AB glavne kruznice kroz A i B.

Udaljenost tocaka Ai B
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Luku A/E pripada potpuno odreden kut <AOB = «.

Koristimo stupnjeve (ili radijane) za mjerenje udaljenosti duz glavne
kruznice.

Ako su dvije tocke dijametralno suprotne (nasuprotne), tada sferna uda-
ljenost iznosi 180°.

Kut <AOB = « i duljina luka |A/§| =R -«

TN\
Ako je kut izmjeren u radijanima, onda je duljina luka AB dana s

TN\
|AB| =R - a.
Za preracunavanje jedne mjere u drugu i obrnuto vrijede

|A/§|:R'arce:R'E, (3:|A/§|'g
0 R

pri tome je e kut u stupnjevima i arc e kut mjeren radijanima.

Za koeficijent preracunavanja o vrijedi

180°
™

o=1rad = = 57,2958° = 3438’ = 206265".

U sfernoj se geometriji rabi kutna mjera iako su mjere ravnopravne.

7N\
Primjer 1. Sferna udaljenost izmedu Dresdena i Petersburga iznosi AB =

1433 km . o omw
1433 km ili e = 6371 km -57,3°=12,89° = 12°53".
Srednji je polumgjer Zemlje kao sfere 6371 km.

Pod kutom dviju sfernih krivuljo razumijevamo kut koji zatvaraju nji-
hove tangente u sjecistu P;.
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tangenta na zelemi krivitlju

fangenia na crvenu ]\'l‘j\‘h’/jl/

Kut izmedu sfernih krivulja ki 1 ko

Ako je jedna krivulja meridijan, onda se dio luka sjeverno od P; u navi-
gaciji zove kut kursa c.

Smjer krivulje od P; prema P, mjeri se azimutom 9.

Azimut je ograni¢en na interval 0° < § < 360°.

5.4. Paralelnost i okomitost

Glavne kruznice na sferi S su medusobno okomite ako su im spojnice
polova medusobno okomite (ortogonalne).

U euklidskoj je geometriji pramen paralelnih pravaca karakteriziran kao
skup pravaca sa zajednickom okomicom, dok u sfernoj geometriji, kako nema
paralelnih glavnih kruznica, vrijedi sljede¢a tvrdnja:

Neka su l,m € S razlicite glavne kruznice. Tada postoji jedinstvena
glavna kruznica n koja je okomita na obje, [ Ln,m1n.

Pritom su tocke Py, P, presjeka od [ i m polovi od n.
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Za vjezbu dokazite tvrdnju!

Glavna kruznica n okomita je na glavne kruznice m il

5.5. Sferni dvokut

Dio sfere omeden s dvije glavne polukruznice zove se sferni dvokut.

Dvokut je omeden svojim kutom izmedu pripadnih glavnih kruznica, tj.
pripadnih tangenata u tocki presjeka na te kruznice. Taj kut zovemo sferns
kut dvokuta.

Dvokuti na voéu
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angenta  tangenta”

Dvokut

Kut a dvokuta moze biti bilo koji kut izmedu 0 i 7 radijana ili 0° i 180°.

Dvije glavne kruznice odreduju na sferi ocito cetiri dvokuta od kojih su
po dva dijametralno suprotna te su kongruentna.

Povrsina P, sfernog dvokuta s kutom « je razmjerna kutu «, tj. vrijedi

P,=k-a,a € RT.

Za « = 7 povrsina dvokuta je polusfera koja ima povrsinu
P, = 2R%r

pa je k = 2R?.
Dakle, vrijedi
P, = 2R%.

Sferna duljina mjerena na meridijanu Zemlje od ekvatora do mjesta M
zove se geografska Sirina ¢ mjesta M.

5.6. Sferni trokut

Neka su A, B i C tri tocke na sferi koje ne leze na jednoj istoj glavnoj
kruznici.

Ako se svakim parom tocaka polozi glavna kruznica, tada ¢e nastati tri
duzine/luka A/_B\, AC i BC. Bitno je da se uzima kraéi od dva moguéa luka.
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Ako lukom glavne kruznice povezemo po dvije od triju tocaka, dobit
¢emo sferni trokut ANABC.

Sferni trokut AABC

Lukove tih glavnih kruznica zovemo stranicama sfernog trokuta.
One u kutnoj mjeri predoc¢uju kutove izmedu svakog para polumjera
OA,0OB i OC i te mjere oznacavamo a, b i c.

Sferni trokut AABC': stranice i kutovi

Kutovi sfernog trokuta su kutovi izmedu dvije ravnine odgovarajuéih
glavnih kruznica i oznacavaju se s a, 8 i 7.
Stranice i kutovi sfernog trokuta zovu se elementi sfernog trokuta.

CXOE
NN

Elementi sfernog trokuta AABC
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Sferni trokut kojemu je jedan kut 90° zove se pravokutni sferni trokut.

Stranica nasuprot pravog kuta je hipotenuza c, a stranice ai b su katete.

Sferni trokuti mogu biti jednakokracni, jadnakostraniéni ili raznostrani-
cni.

Pravokutni sferni trokut

Sferni trokut moze imati jedan, dva ili tri prava kuta.

Primjeri pravokutnih sfernih i ravninskog trokuta na Zemlji

Eulerov trokut je sferni trokut kojemu su stranice kruzni lukovi glavne
kruznice manji od 180°.

Dva sferna trokuta AABC i AA'B'C’ na sferi su sukladna ili kongru-
entna ako su im korespodentni elementi jednaki.

Iz definicije sfernog trokuta slijedi

0<a,b,c< Rm

0<a,f,v<m.
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5.7. Trobrid

Spojimo li vrhove A, B i C sfernog trokuta AABC' sa sredistem sfere,
dobit ¢emo trobrid koji ima bridne kutove a, b, ¢ i plosne kutove «, 3, 7.

Trobrid

TN\ TN\ N\
U sfernom trokutu AABC' jesu AB = ¢, AC = biBC = a i zovu se
stranicama sfernog trokuta.
Sferni kutovi trokuta AABC bit ¢e jednaki plosnim kutovima trobrida,
tj. <A=a, <B=p0i<C=n.

5.8. Glavna svojstva sfernog trokuta

Za Eulerov trokut sa stranicama a,b i ¢ i nasuprotnim kutovima a, 3 i
~ vrijedi:
1. 0° <a+b+c<360°

2. 180° < a + f + 7 < 540°
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3. a+ b > c je nejednakost trokuta
(zbroj duljina dviju stranica veéi je od duljine treée stranice)

4. la—bl<c
(razlika duljina dviju stranica manja je od duljine treée stranice)

5. e =a+ [+ v — 180° zove se sferni eksces trokuta
6. a+ B =~y+180°

7. a) Nasuprot veéeg kutu « lezi dulja stranica i obrnuto.

b) Jednakim su kutovima nasuprotne stranice jednakih duljina.

_ 2 s
8. P=¢-R* g5

— R2¢
e

= R?arc e

5.9. Polarni trokut zadanog trokuta

Krajnje tocke Py i P, promjera sfere, koji je okomit na ravninu glavne
kruznice nazvane polara, zovemo polovima.
Sferna udaljenost izmedu pola i neke tocke glavne kruznice iznosi 90°.

i pol P,

Pol, polara i udaljenost

Polarni trokut ANA'B'C’ pridruzen sfernom trokutu AABC zovemo
sferni trokut kojemu su vrhovi polovi zadanog trokuta.
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Polarni trokut AA’B'C’ trokuta AABC

Svakom sfernom trokutu AABC' pridruzen je njemu polarni trokut
NA'B'C'. T obratno!
o

Polarni trokut AA’B'C’ trokuta AABC u prvom oktantu

Kutovi sfernog trokuta i odgovarajuce stranice polarnog trokuta su su-
plementni isto kao $to su suplementne stranice sfernog trokuta i njemu
pridruzenog polarnog trokuta.

Vrijedi:

a' =180° — o, b’ = 180° — 3,¢ = 180° —

o =180° —a, 8 =180° — b,y = 180° — c.
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sferne geometrije

Lénartova radionica o sfernoj geometriji
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U ovom poglavlju naznacit ¢emo sli¢nosti i razlike te analogije izmedu
ravninske i sferne geometrije. Usporedba dviju geometrija i njihovih pojmo-
va, problema i rjeSenja omoguéit ¢e bolje razumijevanje ravninske geometrije
i prihvacanje sferne geometrije.

Svaki odjeljak u kojem usporedujemo ravninske i sferne objekte ”struk-
turiran” je s ¢etiri koraka:

a) Objekt u ravnini.

b) Objekt na sferi.

¢) Usporedba ravninskog i sfernog objekta.

)
)
)
)

d

Dodatno istrazivanje povezano sa zemljopisom.

Sastavni dio su radni listi¢i u kojima e se precizirati pitanja i is-
trazivanja te pratece Sketchpedove dinami¢ne datoteke iz kojih ¢e se dobiti
odgovori ili otkriti ¢injenice.

6.1. Pravci

U ravnini su temeljni objekti tocke, a linearni objekti su duzine,
polupravci i pravci. Na sferi nema linearnih objekata, nego su objekti ”za-
krivljeni”, tj. kruznica i njezini dijelovi su temeljni objekti uz tocke.
Zadatak 1. Zadane su dvije razlicite tocke A i B u ravnini ili na sferi.
Povezite tocke A i B s tri razli¢ita pravca ili krivulje.

a) Koji objekt predocuje najkraci put u ravnini, a koji na sferi?

b) Na koliko i kakvih dijelova je tockama A i B podijeljen pravac ili
odgovarajuéi objekt na sferi?

¢) Koliko pravaca u ravnini ili kruznica na sferi odreduju dvije tocke?

Odgovore na ova i ostala pitanja i istrazivanja/otkrica iz ovog dijela ge-
ometrije ¢itatelj ¢e naci u radnom listi¢u i uporabom Sketchpada ili realnog
pribora.

Sada samo naznacujemo da su duzina i luk kruznice korespodentni ob-
jekti u ravnini i na sferi, odnosno da su pravac i kruznica korespodentni
pojmovi.
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Najkraca udaljenost izmedu tocaka A i B

Pravci.gsp.

Usporedba 1. Usporedbe ravninskih i sfernih pojmova koji su zapisani u
tablici bit é¢e u radnom listicu 1 pratecoj datoteci naznacene i ”otkrivene”.
Ovdje ih navodimo zbog cjelovitosti usporedbe i mogucih odgovora na pi-

tanja/zadatke u listi¢ima.

U ravnini

Na sferi

Pravac je beskonacan.

Glavna kruznica je konacna.

Pravac nema srediste

Glavna kruznica ima, osim sredista, 2 an-
tipodalne tocke (primjerice, ekvator ima
Sjeverni i Juzni pol)

Ako se gibamo po pravcu u
ravnini, onda se ne mozemo
vratiti u polaznu tocku.

Ako se gibamo po glavnoj kruznici sfere,
onda se uvijek vra¢amo na polaznu tocku.

Jednim parom tocaka odreden
je jedan jedini pravac.

Te tocke dijele pravac na
3 dijela: dva beskonacna
polupravca i jednu konacénu
duzinu.

Parom tocaka koje nisu dijametralno
suprotne odredena je jedna jedina glavna
kruznica. Dvije tocke dijele glavnu
kruznicu na dva konacna dijela (dva
luka).

Ako su tocCke mnasuprotne, tada one
odreduju bezbroj glavnih kruznica.

Segment na pravcu je najkraci
dio izmedu dviju tocaka.

Manji luk glavne kruznice je najkraéi dio
izmedu dviju toc¢aka na kruznici.

DuZina izmedu A 1 B

Luk glavne kruznice izmedu A i B

Pravac u ravnini

Glavna kruznica na sferi

Istrazite dodatno 1. Izaberite

dva grada na globusu i jednoj od pri-

padajuéih  karata. Nacrtajte najkracu putanju zrakoplovom izmedu tih

gradova.

Na globusu pronadite barem dva grada koji su jedan masuprot drugome
kao Sto su, primjerice, Ho Si Min iz Vijetnama i Lima iz Perua.
Istrazite kako se "ponasa” kapljica vode na ravnini, a kako na sferi.
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Nadite dvije putanje izmedu dva grada na globusu koje su jednake. Jesu
li te putanje najkrace?

6.2. Mjerenje udaljenosti izmedu 2 tocaka ili tocke i pravca

Zadatak 2. Zadane su dvije razlicite tocke A i B u ravnini ili na sferi.
Zadan je pravac p u ravnini. Na sferi je zadana kruzZnica. Izmjerite
medusobnu udaljenost ovih objekata v ravnini i na sferi.

a) Koji objekt predocuje najkracu udaljenost u ravnini, a koji na sferi?

b) Na koliko i kakvih dijelova je tockama A i B podijeljen pravac ili
korespodentni objekt na sferi? Kolike su duljine tih dijelova?

¢) Kojim mjernim instrumentom mjerimo udaljenost u ravnini, a kojim
na sferi?

Udaljenost izmedu toc¢aka A i B te pravca p ili tocke i kruznice na sferi

Odgovore na ova i ostala pitanja i istrazivanja/otkrica iz ovog dijela geo-
metrije ¢itatelj ¢e naéi u radnom listi¢u i uporabom Sketchpada ili realnog
pribora.

Sada samo naznacujemo kako se odreduje udaljenost u ravnini, a kako
na sferi.

Udaljenost.gsp.
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Usporedba 2. Usporedbe ravninskih i sferni pojmovah koji su zapisani u
tablici bit ée u radnom listicu i pratecoj datoteci naznacene i ”otkrivene”.
Ovdje ih navodimo zbog cjelovitosti usporedbe i mogucih odgovora na pi-
tanja/zadatke u listi¢ima.

U ravnini Na sferi

Mjeri se udaljenost izmedu 2 || Mjeri se udaljenost izmedu 2 tocaka na
tocaka na pravcu. glavnoj kruznici.

Dvije tocke mogu biti na bilo || Najveca udaljenost izmedu 2 toc¢aka iznosi
kojoj udaljenosti. 180°.

Nema najveée udaljenosti || To je udaljenost nasuprotnih (dijame-
izmedu tocaka. tralno suprotnih) toc¢aka glavne kruznice.

Izmedu 2 tocaka koje nisu nasuprotne
mjeri se duljina manjeg luka.
Udaljenost je manja od 180°.

Udaljenost izmedu polova iznosi 180°.

Udaljenost izmedu pola i ekvatora je 90°.

Istrazite dodatno 2. a) Polumjer Zemlje je ~ 6400 km. Oznacite dva
grada na globusu i odredite udaljenost izmedu njih. Odgovor zapisite u stup-
njevima.

Kolika je udaljenost u kilometrima?

b) Nadite na globusu mjesto koje je 90° od vaseg doma.

Koliko mjesta vi moZete nacéi s tom udaljenoscu. Izracunajte tu udalje-
nost u kilometrima.

¢) Najmanja udaljenost je nula centimetara u ravnini i nula stupnjeva
na sferi. U tom je slu¢aju u ravnini tocka na pravcu ili na kruznici na sferi.

Odredite kolika je najveéa udaljenost na ravnini, a kolika je najveca
udaljenost za izmjerenu udaljenost od 90° stupmjeva na sferi.

6.3. Presjek dva pravca

Zadatak 3. Zadana su dva pravca u ravnini i dvije glavne kruznice na sferi.

a) Koliko najvise presjecnih toéaka mogu imati dva pravca w ravnini, a
koliko dvije glavne kruznice na sferi? b) Kad oni nemaju presjeka? ¢) Mogu
li oni biti usporedni? d) Mogu li oni imati okomicu?
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Presjeci pravaca u ravnini i glavnih kruznica na sferi

Dijelovi sfere i kutovi izmedu glavnih kruznica

Odgovore na ova i ostala pitanja i istrazivanja/otkri¢a iz ovog dijela ge-

ometrije ¢itatelj ¢e naci u radnom listi¢u i uporabom Sketchpada ili realnog
pribora.

Sada samo naznacujemo polozaj nekih objekata.

&
Presjek pravaca.gsp. Q\;

Usporedba 3. Usporedbe ravninskih i sfernih pojmova koji su zapisani u
tablici bit ée u radnom listicu i pratecoj datoteci naznacene i ”otkrivene”.

Ovdje ih navodimo zbog cjelovitosti usporedbe i mogucih odgovora na pi-
tanja/zadatke u listi¢ima.
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U ravnini

Na sferi

Dva pravca bez zajednickih
tocaka su usporedna

Dvije razlicite glavne kruznice nisu nikada
usporedne jedna s drugom.

Dva pravca s toéno jednom za-
jednickom tockom se sijeku.

Dvije razlicite glavne kruznice nikada ne
mogu imati toéno jednu tocku presjeka.

Dva razlicita pravca nikada
ne mogu imati vise od jedne
tocke presjeka.

Dvije glavne kruznice uvijek imaju to¢no
dvije tocke presjeka.

Dva pravca koja se sijeku ne-
maju zajednicke okomice.

Dvije glavne kruznice koje se sijeku imaju
to¢no jednu okomicu.

Usporedni pravci imaju || Usporedne glavne kruznice ne postoje na
beskonacno zajednickih || sferi.

okomica

Par medusobno okomitih || Par okomitih glavnih kruznica imaju 2

pravaca imaju samo 1 presjek
i odreduju 4 beskonacna (ali
kongruentna) podrucja

presjeka i kreiraju 8 pravih kutova.

Par okomitih pravaca dijeli
ravninu na 4 beskonacna (ali
kongruentna) podrucja

Par okomitih glavnih kruznica dijele sferu
na 4 konacna kongruentna podrucja.

Istrazite dodatno 3. Carl Friedrich Gaufs,

Janos Bolyai ¢ Nikolai

Lobachevsky razmatrajuci problem paralelnosti pravca i drugog pravca
tockom izvan pravca u ravnini zakljucili su da se taj problem mozZe rijesiti
samo aksiomatskom turdnjom. Razjasnite o éemu je rijec! Zasto se taj prob-
lem tisu¢ama godina pokusavao dokazati? Kako glasi taj aksiom? Kako se
zove geometrija u kojoj je taj aksiom zamijenio Euklidov Peti postulat?

6.4. Dvije zrake (luka) sa zajednickim pocetkom

Zadatak 4. Mnogokut je zatvoreni objekt koji u svakom svojem vrhu ima

definirani kut.

U ravnini su zadane dvije zrake, a na sferi dva luka.

a) U kojem slucaju dvije zrake ¢ine/zatvaraju kut?

b) Postoji li u ravnini mnogokut s dvije stranice? Koliko najmanje stra-
nica mora imati mnogokut u ravnini?

c) Je li na sferi mogué mnogokut s dvije stranice? U kojem slucaju je to

moguce?
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d) Kolika je duljina stranice dvokuta? Kako se zove stranica dvokuta?

A

Dvije zrake/polupravca i dva luka

angenta  tangenta””
/

Kut i dvokut

Nl
Dvije zrake.gsp.

Usporedba 4. Usporedbe ravninskih i sfernih pojmova koji su zapisani u
tablici bit ée u radnom listicu i pratecoj datoteci naznacene i ”otkrivene”.

Ovdje ih navodimo zbog cjelovitosti usporedbe i mogucih odgovora na pi-
tanja/zadatke u listi¢ima.
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U ravnini Na sferi

Dvije zrake sa zajednickim || Dva luka glavnih kruznica u paru s
krajem ne mogu se konstru- || polovima tvore dvokut.
irati.

Nemoguée je konstruirati || Moze se konstruirati dvostrani mnogokut
poligon s dvije stranice. koji se naziva dvokut.

Svaki dvokut ima to¢no dva kongruentna
kuta i dvije kongruentne stranice.

Svaka stranica ima duljinu 180°.

Stranicu nazivamo meridijanom.

Dvije zrake sa zajednickim || Dva meridijana s dva zajednicka kraja di-
pocetkom dijele ravninu na || jele sferu na dva (konacéna) dvokuta.
dva beskonatna podrucja.

Istrazite dodatno 4. Pravilni mnogokut ima sve kutove jednake velicine
1 sve stranice jednake duljine.

Objasnite zasto je svaki dvokut pravilan.

Je li mogudée konstruirati jednokutni mnogokut?

6.5. Tri razlicita pravca

Zadatak 5. U ravnini su zadana tri razlicita pravca. Na sferi su zadane tri
glavne kruznice.

a) Koliko podrucja u ravnini i na koji ih nacéin odreduju ti pravci?

b) U kojem slucaju u ravnini i koliko najvige trokuta kreiraju ti pravei?
¢) Koliko podrucja na sferi i na koji ih nacin kreiraju te glavne kruznice?
d) Koliko trokuta na sferi kreiraju te glavne kruznice?

e) Ima li medu trokutima kongruentnih?

Tri pravca.gsp.
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Usporedba 5. Usporedbe ravninskih i sfernih pojmova koji su zapisani u
tablici bit ée u radnom listicu i pratecoj datoteci naznacene i ”otkrivene”.
Ovdje ih navodimo zbog cjelovitosti usporedbe i mogucih odgovora na pi-

tanja/zadatke u listi¢ima.

U ravnini

Na sferi

Ako tri pravca imaju za-
jednicki presjek, onda oni
kreiraju Sest beskonaénih po-
drucja.

Ako tri glavne kruznice imaju zajednicki
presjek, tada one imaju drugi zajednicki
presjek i tada su te tocke nasuprotni
polovi.

U ovom slucaju tri glavne kruznice defini-
raju Sest kona¢nih dvokutnih podrucja.

Ako neki pravac presjeca
druga dva pravca, ali sva
tri nemaju zajednickih pres-
jeka, tada pravci definiraju
Sest beskonaénih podrucja i
jedno konac¢no (trokutasto)
podrudje.

Ako neka glavna kruznica presjeca druge
dvije glavne kruznice, ali sve tri nemaju
zajednickog presjeka, tada one definiraju
osam trokuta s kona¢nom povrsinom.
Parovi trokuta na nasuprotnim strani-
cama sfere su refleksivni (kongruentni)
trokuti.

Tri glavne kruznice kreiraju ¢etiri para re-
fleksivnih (kongruentnih) trokuta.

Ako su dva pravca usporedna,
tada tri pravca definiraju Sest
beskonac¢nih podrucja.
Ako su sva tri pravca us-
poredna, tada kreiraju Cetiri
beskonacna podrucja.

Glavne kruznice ne mogu biti usporedne.

Istrazite dodatno 5. IstraZite maksimalan broj podrucja koji su kreirani
s pravcima u ravning te s glavnim kruznicama na sferi. Ispunite sljedece

rubrike u tablici.

H Broj pravaca u ravnini

| 1]2[3[4][5]6]|n]

a) || Maksimalan broj podrucja koje
definiraju pravci
| Broj glavnih kruznica na sferi [1]2]3]4]5]6]n]
b) | Maksimalan broj podrucja koje
definiraju glavne kruznice
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¢) Odredite zakonitost/opéu formulu f(n) broja podrucja u zavisnosti od
broja pravaca n, odnosno glavnih kruznica.

(Odgovor: a) f(n) =1+ %; b) f(n) =24+ (n—1)n.)

6.6. Trokuti

Zadatak 6. U ravnini su zadane tri nekolinearne tocke. Na sferi su zadane
tri tocke koje misu na istoj glavnoj kruznici i koje nisu nasuprotne.

a) Koliko trokuta u ravnini definiraju te tri tocke?
b) Koliko sfernih trokuta odreduju tri tocke koje nisu nasuprotne?

c) Ako je stranica sfernog trokuta mangi luk glavne kruznice, koliko onda
sfernih trokuta odreduju te stranice?

d) Ako su dvije od triju toéaka na sferi polovi, koliko se onda moZe kreirati
trokuta na sferi?

A A

5 cl® C

Tri tocke u ravnini
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Tri tocke na sferi

¢

Trokut.gsp.

Usporedba 6. Usporedbe ravninskih i sfernih pojmova koji su zapisani u
tablici bit ée u radnom listicu 1 pratecoj datoteci naznacene i ”otkrivene”.
Ovdje ih navodimo zbog cjelovitosti usporedbe i mogucih odgovora na pi-
tanja/zadatke u listi¢ima.

U ravnini Na sferi

Svaki par tocaka moze se spo- || Svaki par tocaka koje nisu nasuprotne
jiti s to¢no jednom duzinom. moZe se povezati s dva razlicita luka
glavne kruznice.

Rezultat tri nekolinearne tocke koje nisu
nasuprotne odreduje osam razlicitih sfer-
nih trokuta.

Tri nekolinearne tocke defini- || Ako definiramo da je stranica sfernog

raju tri duzine. trokuta kraci od dva luka, onda je situacija
Tri nekolinearne tocke || jednostavnija.
kreiraju jedan jedini trokut. Tada tri nekolinearne tocke odreduju

jedinstveni sferni trokut.

Dvije tocke na sferi koje su nasuprotne ne
odreduju jedinstvenu glavnu kruznicu.
Ako su dva od tri vrha polovi, onda te
tri tocke ne odreduju jedinstveni sferni
trokut.

Istrazite dodatno 6. Ako trokut ma sferi ima dva nasuprotna vrha, is-
trazite koliko ima lukova (meridijana) duljine 180° koji povezuju ta dva vrha.
Koliki je broj trokuta definiranih u tom slucaju?
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6.7. Zbroj izmjerenih kutova trokuta

Zadatak 7. Zadani su trokut u ravnini i na sferi.

a) Koliki je zbroj mjera unutarnjih kutova ravninskog trokuta?

b) Koliki je zbroj mjera kutova sfernog trokuta?

c) Je li zbroj mjera kutova konstantan?

d) Ako zbroj nije konstantan, koliki je onda najmanji, a koliki najveci

zbroj kutova?

e) Za koji trokut je najmangi zbroj mjera kutova, a za koji je najvecéi?

Zbroj kutova.gsp.

Usporedba 7. Usporedbe ravninskih i sfernih pojmova koji su zapisani u
tablici bit ée u radnom listicu i pratecoj datoteci naznacene i ”otkrivene”.
Ovdje ih navodimo zbog cjelovitosti usporedbe i mogucih odgovora na pi-

tanja/zadatke u listi¢ima.

U ravnini

Na sferi

Zbroj mjera unutarnjih ku-
tova trokuta je 180°.

Zbroj mjera unutarnjih kutova trokuta
ima razli¢ite vrijednosti stupnjeva ovisno
o veli¢ini trokuta.

Najveéi mogudi trokut ima sve vrhove na
istoj glavnoj kruznici.

Ovaj trokut ima tri kuta od 180° pa je
zbroj mjera kutova 540°.

Ovo vrijedi i za degenerirani trokut kad su
tri vrha kolinearna.

Najmanji moguéi trokut ima sva tri vrha
na istoj glavnoj kruznici i jednu stranicu
koja lezi na druge dvije.

Tada degenerirani trokut ima dva kuta od
0° i jedan od 180° pa je zbroj tih mjera
kutova 180°.

Dakle, zbroj mjera kutova trokuta vedi je
ili jednak 180° i manji ili jednak 540°.

Za nedegenerirane trokute zbroj mjera ku-
tova vedi je od 180° i manji od 540°.




6. Ravninska geometrija nasuprot sferne geometrije 141

Istrazite dodatno 7. a) Nacrtajte luk duljine 90° i konstruirajte dvije
okomice s njihovim presjekom. Istrazite koliki je tada zbroj kutova sfernog
trokuta.

b) Za bilo koji konveksni sferni cetverokut istraZite koliki je tada nag-
manji © najveci zbroj kutova.

6.8. Trokuti s pravim kutom

Zadatak 8. Zadani su pravokutan trokut u ravnini i na sferi.
a) Koliko ukupno pravih kutova mogu imati ovi trokuti?

b) Koji poucci o sukladnosti trokuta garantiraju da su dva ravninska
trokuta sukladna?

¢) Koji pouéci o sukladnosti trokuta ne garantiraju sukladnost trokuta na
sferi?

Pravi kut i pravokutni sferni trokuti

Pravokutni trokut.gsp.



142 Komparativna geometrija

Usporedba 8. Usporedbe ravninskih i sfernih pojmova koji su zapisani u
tablici bit ée u radnom listicu i pratecoj datoteci naznacene i ”otkrivene”.
Ovdje ih navodimo zbog cjelovitosti usporedbe i mogucih odgovora na pi-
tanja/zadatke u listi¢ima.

U ravnini Na sferi

Trokut moze imati najviSe || Trokut moze imati jedan, dva ili tri prava
jedan pravi kut. kuta.

Poucak KKS garantira kad su || Pou¢ak KKS ne moze garantirati kad su
dva trokuta kongruentna. dva trokuta kongruentna.

Poucak SSK garantira kad su || Pou¢ak SSK ne moze garantirati kad su
svaka dva pravokutna trokuta || dva trokuta kongruentna.
kongruentna.

Istrazite dodatno 8. Razmotrite istinitost sljedecih tvrdngji:

a) Pitagorin poucak ne vrijedi za pravokutne trokute na sferi, Sto jasno
pokazuje trokut s tri prava kuta. Za jednakostranicni trokut tada vrijedi, koje
god mjerne jedinice koristimo, a® + a® = a® i wvijek implicira da je a = 0.

b) Os simetrije dijeli jednakokracni trokut na dva refleksivna pravokutna
trokuta. Ovi refleksni trokuti imaju ista tri kuta pa su osnovni kutovi jed-
nakokracnog trokuta sukladni.

6.9. Sukladnost trokuta

Kada dva ravna trokuta nazivamo sukladnima?

Postoji nekoliko na¢ina da se odgovori na ovo pitanje. Jedan od mogudéih
odgovora: Dva ravninska trokuta nazivamo sukladnima ako se jedan moZe
tocno pokriti drugim. S ovom definicijom refleksivni, zrcalni ravninski
trokuti takoder se smatraju sukladnim. Da bismo pokrili dva refleksna
trokuta jedan s drugim, moramo izadci iz ravnine u trodimenzijski prostor.

Evo, primjerice, trokuti AACM i AABM mogu se presavijati jedan na
drugi u prostoru.
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A

H

Kada dva sferna trokuta nazivamo sukladnima?

Na ovo pitanje moze se odgovoriti na nekoliko nacina. Mislite 1i da su
ova dva sferna trokuta sukladna ili ne?

To su refleksni, zrcalni trokuti. Nije ih moguce to¢no pokriti jedne s
drugima cak i ako izademo u trodimenzijski prostor.

Ne mozete ih bas ovako usporediti a ne mozete ih ni ovako.

Postoje mnoge teme unutar i izvan matematike, kao §to je kristalografija,
gdje se one ne mogu smatrati sukladnima.

Ako ih zelimo smatrati sukladnima ovdje i sada, tada moramo dati drugu
definiciju sukladnosti.

Definicija: Dogovorimo se da se ovdje i sada dva trokuta u ravnini i na
sferi nazivaju sukladnima ako se za svaku stranicu jednog trokuta u drugom
trokutu nalazi stranica iste duljine, a za svaki kut kut od iste veli¢ine nalazi
se u drugom trokutu.
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Prema ovoj definiciji, ako su Sest podataka u dva trokuta ista, nazivaju
se sukladnim.

Sljedeée pitanje je: Je li potrebno provjeriti svih Sest podataka u dva
trokuta da bismo bili sigurni da su sukladni?

Drugim rije¢ima, moramo li usporediti sve tri stranice i tri kuta trokuta
da bismo trokut jednozna¢no (u smislu sukladnosti) definirali? Ili je za to
dovoljno manje podataka - u ravnini i na sferi?

Pitanje: Sto podrazumijevamo pod usporedivanjem elemenata trokuta?
Koje alate mozemo koristiti?

U ravnini i na sferi: imamo ravno ravnalo s mjerilom, kojim mozemo
crtati i mjeriti ravnu crtu u ravnini ili na sferi; imamo Sestar kojim mozemo
nacrtati kruznicu bilo koje veli¢ine u ravnini ili na sferi; a imamo kutomjer
kojim mozemo izmjeriti bilo koji kut u ravnini ili na sferi.

Vazna napomena: nije pitanje moze li se iz tri podatka uopée nacrtati
trokut! Ako su tri podatka navedena u ravnini 2 cm, 3 cm, 100 cm, tada se
iz njih ne moze nacrtati trokut. Pitanje je, ako je moguce nacrtati barem
jedan trokut s tri podatka, je li moguée nacrtati samo jedan (u smislu
sukladnosti)?

Obrazlozite svoj odgovor, razmislite o izmjenama na ravnini i sferi! Ako
smatrate da postoji viSe rjeSenja, navedite barem jedan protuprimjer, tj.
dva trokuta koja se podudaraju u trima podatcima, ali nisu sukladna.

1. Stranica-stranica-stranica (SSS)?

2. Stranica-kut-stranica (dvije stranice i kut izmedu njih: SKS)?

3. Kut-stranica-kut (jedna stranica i dva kuta na njoj: KSK)?

L

Kut-kut-stranica (stranica, kut na njoj i kut nasuprot stranici: KKS)?
5. Stranica-stranica-kut (dvije stranice i suprotni kut: SSK)?

6. Kut-kut-kut (unutarnji kutovi trokuta: KKK)?
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7. Je li moguce da dva trokuta imaju jednaka ¢etiri podatka, a opet nisu
sukladni?

Odgovori se nalaze na stranici 171.

6.10. Sli¢nost

Dva su mnogokuta sli¢na ako su im
(1) korespodentni kutovi kongruentni

(2) korespodentne stranice proporcionalne.
Zadatak 9. Zadani su trokut na ravnini i sferni trokut na sferi.

a) Nacrtagte/konstruirajte ravninski trokut s upola kraéim stranicama
zadanog trokuta.

b) Nacrtajte/konstruirajte sferni trokut s wupola kraéim stranicama
zadanog trokuta.

¢) Mogu li se na sferi nacrtati trokuti proporcionalnih duljina stranica i
kutova koji nisu kongruentni?

d) Mogu li se na sferi nacrtati trokuti kongruentnih kutova i nepropor-
cionalnih stranica?

e) Mogu li na sferi biti slicni trokuti?

a

(SN

Sli¢éni trokuti

SliZnost.gsp.
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Usporedba 9. Usporedbe ravninskih i sfernih pojmova koji su zapisani u
tablici bit ée u radnom listicu i pratecoj datoteci naznacene i ”otkrivene”.
Ovdje ih navodimo zbog cjelovitosti usporedbe i mogucih odgovora na pi-

tanja/zadatke u listi¢ima.

U ravnini

Na sferi

Moguce je skalirati neki mno-
gokut na ravnini.

Skalirani mnogokut istog je
oblika, ali razli¢ite veli¢ine.
Korespodentni kutovi sli¢nih
mnogokuta su jednakih mjera,
a korespodentne stranice pro-
porcionalne.

Ne postoje sliéni oblici na sferi koji nisu
kongruentni.

To je nemoguce za skalirane mnogokute na
sferi.

Kad se promijeni veli¢ina figure, mijenja
se 1 njezin oblik.

Ako se kreiraju dva nekongruentna mno-
gokuta, tada mogu korespodentne stranice
biti proporcionalne (primjerice, nekongru-
entni jednakostraniéni trokuti), a korespo-
dentni kutovi ne ¢e biti kongruentni.

Istrazite dodatno 9. Razmotrite sljedece ¢injenice.

a) IstraZite slicnost cetverokuta u ravnini.

b) Konstruirajte na sferi dva cetverokuta s kutovima 90°,90°,90° ¢ 120°,
ali sa stranicama razlicitih duljina.

c) Konstruirajte na sferi dva nekongruentna cetverokuta kojima su kore-
spodentne stranice proporcionalne, ali korespodentni kutovi ceverokuta

nisi kongruentni.

d) Je li istinita tvrdnja da na sferi ne postoje slicni poligoni? ObrazloZite

svoju turdnju!

6.11. KKK uvjet za trokute

Zadatak 10. Zadani su trokut na ravnini i sferni trokut na sferi.

a) Nacrtajgte/konstruirajte u ravnini dva trokuta s jednakim korespodent-
nim kutovima. Jesu li oni kongruentni (sukladni) ili sliéni?

b) Nacrtajte/konstruirajte dva sferna trokuta s jednakim korespodentnim
kutovima. Jesu li oni kongruentni ili slicni?
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<J

Trokuti s korespodentnim kutovima
KKK uvjet.gsp. \;;

Usporedba 10. Usporedbe ravninskih i sfernih pojmova koji su zapisani u
tablici bit ée u radnom listicu i pratecoj datoteci naznacene i ”otkrivene”.
Ovdje ih navodimo zbog cjelovitosti usporedbe i mogucih odgovora na pi-
tanja/zadatke u listi¢ima.

U ravnini Na sferi
Poucak KKK ne garantira da || Poucak KKK garantira da su dva trokuta
su dva trokuta kongruentna. kongruentna.

Ako su trokuti refleksivni par, mozda se
isprva ne ¢e €initi kongruentnima.
Poucak KKK garantira kad su || Sliéni trokuti ne postoje na sferi (osim kad
dva trokuta sli¢na. su kongruentni).

Istrazite dodatno 10. Ako zbroj kutova u trokutu nije to¢no jednak 180°,
moze li se onda takav trokut konstruirati u ravnini?

Ako je zbroj tri sferna kuta veéi od 180°, moZe li se takav trokut nacrtati
na sferi?

6.12. Uvjeti koji garantiraju kongruenciju trokuta

Zadatak 11. IstraZite koji poucci o sukladnosti trokuta garantiraju kongru-
entnost (sukladnost) ravninskih, a koji sfernih trokuta?

KKK uvjet 01.gsp. \;}‘
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Usporedba 11. Usporedbe ravninskih i sfernih pojmova koji su zapisani u
tablici bit ée u radnom listicu 1 pratecoj datoteci naznacene i ”otkrivene”.
Ovdje ih navodimo zbog cjelovitosti usporedbe i mogucih odgovora na pi-

tanja/zadatke u listi¢ima.

U ravnini

Na sferi

Sljedeéi poucci garantiraju
kongruentnost trokuta: SSS,
KKS, SKS i KSK.

Sljedeéi pouéci garantiraju kongruentnost
trokuta: SSS, KKK, SKS i KSK.

Poucak SSK garantira
kongruentnost samo 73,
pravokutni trokut.

Poucak SSK ne garantira kongruentnost
za bilo koji trokut.

Poucak KKK garantira kada
su dva trokuta sli¢na.

Ne postoje na sferi sli¢ni trokuti (osim kad
su kongruentni).

Istrazite dodatno 11. Razmotrite sljedece:

1. Nadite par sfernih trokuta takvih da zadovoljavaju sljedeéa svojstva:

a) Trokuti nemaju pravi kut.

b) Trokuti zadovoljavaju SSK uvjete.

¢) Trokuti nisu kongruentni jedan drugom.

2. IstraZite staze odredene na sferi s dva pravokutna trokuta ¢ije su stra-
nice 1000 km i 50 km respektivno. Tada slucaj SKS garantira kongru-
entnost ova dva trokuta. Treca stranica mora takoder biti kongruentna
1 dvije staze moraju biti jednakih duljina.

6.13. Kruznice

Zadatak 12. Zadane su ravninska kruznica i sferna kruznica.

a) Kojim se jedinicama mjere promger, polumger i lukovi zadanih

kruznica?

b) Koliko sredista ima svaka od zadanih kruznica?

c) Koliki kut zatvaraju tangenta i kruznica u diralistu?

d) Je li polumger polovica promjera za obje vrste kruinica?
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Polumjer i sredista sferne kruznice

Usporedba pojmova ravninske i sferne kruznice

_ $‘,
KruZznice.gsp. @\5

Usporedba 12. Usporedbe ravninskih i sfernih pojmova koji su zapisani u
tablici bit ée u radnom listicu i pratecoj datoteci naznacene i ”otkrivene”.

Ovdje ih navodimo zbog cjelovitosti usporedbe i mogucih odgovora na pi-
tanja/zadatke u listi¢ima.
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U ravnini

Na sferi

Kruznice imaju polumjer,
promjer i lukove.
Buduéi da su ovi oblici

ravninski, mjere se linearnim
jedinicama (primjerice, cm).

Kruznice imaju polumjere, promjere i
lukove koji su na glavnoj kruznici.
Mjere se stupnjevima ili radijanima.

Svaka kruznica
srediste.

ima jedno

Svaka kruznica ima to¢no dva sredista.
Sredista sferne kruznice su dva nasuprotna
pola.

Polumjer kruznice je pola
duljine promjera.

Polumjer kruznice je pola duljine prom-
jera

Tangenta na kruznicu je
okomica na polumjer u di-
ralistu polumjera i kruznice.

Tangenta na kruznicu je okomica na
polumjer u diralistu polumjera i kruznice.

Mnoga ¢e se druga svojstva ravninskih
kruznica na sferi potvrditi, ali neka i ne
ce.

Istrazite dodatno 12. IstraZite ¢ obrazloZite zasto ravninska kruznica ima
jedno sredise, a sferna kruznica dva.

a) Ima li pojam sredista kruznice isto svojstvo u oba slu¢aja?

b) Ako je odgovor ”da”, koje je to svojstvo? Ako je odgovor "ne”, u cemu
se onda razlikuju ta dva pojma?

6.14. Koncentriéne kruznice

Zadatak 13. Zadane su koncentricne kruznice wu ravnini.

sljedeca pitanja.

Razmotrite

a) Postoji li medu koncentricnim kruznicama u ravnini kruznica s najma-
njim i s najveéim polumgjerom? Ako postoje, koliki su tada polumjeri?

b) Postoji li medu koncentriénim kruznicama na sferi kruznica s najma-
njim i s najveéim polumgjerom? Ako postoje, koliki su tada polumjeri?

¢) Postoje li medu koncentriénim kruZnicama u ravnini dvije kongru-

entne?

d) Postoje li medu koncentriénim sfernim kruznicama dvije kongruentne?




6. Ravninska geometrija nasuprot sferne geometrije

151

Koncentriéne kruznice u ravnini i na sferi

KoncentriZne kruZnice.gsp.

Usporedba 13. Usporedbe ravninskih i sfernih pojmova koji su zapisani u
tablici bit ée u radnom listicu 1 pratecoj datoteci naznacene i ”otkrivene”.
Ovdje ih navodimo zbog cjelovitosti usporedbe i mogucih odgovora na pi-

tanja/zadatke u listi¢ima.

U ravnini

Na sferi

Polumjer kruznice je udalje-
nost od sredista kruznice do
bilo koje toc¢ke na kruznici.

Polumjer kruznice ne moze biti veéi od
180°.

Svaka skupina koncentri¢nih
kruznica ima jednu kruZznicu
polumjera 0.

Ta je kruznica to¢no sredisnja
tocka.

Svaka skupina koncentri¢nih kruznica ima
jednu kruznicu polumjera 0° i jednu
polumjera 180°.

Dva sredista su dva nasuprotna pola.

Nema kruznice tako velike da

Kruznica s polumjerom 90° je glavna

razli¢ite kruznice koje su

kongruentne.

je pravac. kruznica i sferni je ekvivalent pravca.
U  skupini  koncentri¢nih || U skupini koncentriénih kruznica svaka
kruznica ne postoje dvije || kruznica ima kongruentnu na dugoj strani

sfere.

Ako je polumjer prve kruznice x stup-
njeva, onda je polumjer kongruentne
polumjera 180° — x.

Istrazite dodatno 13. Neka je srediste koncentricnih kruzZnica Sjeverni
pol. Tada je njegova nasuprotna tocka Juzni pol. Glavna kruznica ovih kon-

centri¢nih kruznica je ekvator.

Postoji beskonacno mnogo parova kongruentnih kruznica razlic¢itih
polumjera. Dva primjera za to su Arkticka kruznica i Antarkticka kruznica.
Navedite jos neki par kongruentnih kruznica na Zemlji.

) ?&
-
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6.15. Omjer opsega i promjera kruznice

Povijesno je problem mjerenja opsega kruznice u ravnini bio i zanimljiv
i izazovan. Uociv§i da je duljina kruznice bitno povezana s duljinom njezina
promjera, otkriveno je da je omjer tih veli¢ina konstantan. Ta je konstanta
broj m. Opseg kruznice s promjerom 27 je o = 2r - 7.
Zadatak 14. Razmotrite omjer opsega i promgjera na ravninskoj i sfernoj
kruznici.

a) Zadanoj ravninskoj kruznici opisite i upiSite pravilni mnogokut. To
ucinite za trokut, kvadrat, pravilni peterokut, pravilni Sesterokut itd.
Izracunajte omjere opsega opisanih mnogokuta i promjera kruznice. To
isto ucinite za upisane mnogokute. Sto mozete uociti o tim omgjerima?

b) Koliko sredista ima kruznica na sferi?
c) Koliki je omjer opsega male sferne kruznice i promjera?

d) Koliki je omjer opsega glavne (najvece) sferne kruznice i promgjera?

Omjer.gsp.

Usporedba 14. Usporedbe ravninskih i sfernih pojmova koji su zapisani u
tablici bit é¢e u radnom listicu i pratecoj datoteci naznacene i ”otkrivene”.
Ovdje ih navodimo zbog cjelovitosti usporedbe i mogucih odgovora na pi-
tanja/zadatke u listi¢ima.

U ravnini Na sferi

Omjer opsega i promjera || Omjer opsega i promjera kruznice varira u
svake kruznice je m. skladu s veli¢inom kruznice.

Za sve male kruznice taj je omjer manji
od .

Omjer raste $to je kruznica veca.

Za mnajveéu moguéu kruznicu (glavnu

kruznicu) taj je omjer jednak 2

Istrazite dodatno 14. IstraZite i odredite koliki je omjer opsega ekvatora
1 promjera.
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6.16. Dijeljenje kvadrata

Razmotrite, nacrtajte/konstruirajte i istrazite pojam cetverokuta i
kvadrata u ravnini i na sferi.

Kvadrat je tetverokut s cetiri kongruentne stranice i ¢etiri prava kuta.

Zadatak 15. a) Konstruirajte u ravnini kvadrat i podijelite ga na cetiri
sukladna/kongruentna kvadrata.

b) Je li mogucée konstruirati kvadrat na sferi?

c) Je li moguée podijeliti kvadrat ma sferi na manje kongruentne
kvadrate?

d) Je li moguée izmjeriti sfernu povrsinu kvadratnim jedinicama?

D - C p G C
T # T r = I_l = Ll
[ #g——d——=ar

* = *

A"I ] A-I " 11 B

B E B

Kvadrat u ravnini i njegova podjela na kongruentne kvadrate

Dijeljenje kvadrata.gsp.

Usporedba 15. Usporedbe ravninskih i sfernih pojmova koji su zapisani u
tablici bit ée u radnom listicu i pratecoj datoteci naznacene i ”otkrivene”.
Ovdje ih navodimo zbog cjelovitosti usporedbe i mogucih odgovora na pi-
tanja/zadatke u listi¢ima.
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U ravnini

Na sferi

Mogucée  je konstruirati

kvadrat.

Nemoguce je konstruirati kvadrat.
Medutim, moze se konstruirati ¢etverokut
s Cetiri kongruentne stranice i ¢etiri kon-
gruentna (ali ne prava) kuta.

Svaki se kvadrat moze podi-
jeliti na manje kvadrate
tako da su svi kongruentni
jedan drugom i sli¢ni velikom
kvadratu.

Cetverokut opisan gore moze se podijeliti
na manje kongruentne cetverokute.
Medutim, ovi manji ¢etverokuti nemaju
niti ¢etiri kongruentna kuta ni ¢etiri kon-
gruentne stranice.

Svaki ima tri prava kuta i jedan kut vedi
od 90°.

Manji cetverokuti
cetverokutu.

nisu sliéni velikom

Istrazite dodatno 15. Objasnite zasto je kvadrat dobar lik za mjeriti

povrsinu podrucja u ravnini.

Objasnite zasto je nemoguéa uporaba kvadrata za tocno mjeriti povrsine

na sferi.

6.17. Povrsina

Zadatak 16. Zadan je mnogokut u ravnini i na sferi.

a) Kojim se jedinicama mjeri povrsina mnogokuta u ravnini, a kojima na

sferi?

b) Navedite formulu za racunanje povrsine ravninskog trokuta.

c) Kako se odreduje povrsina sfernog trokuta?

d) Vrijedi li triangulacija ravninskih i sfernih mnogokuta za odredivanje

povrsine mnogokuta?

Odredivanje povrsine mnogokuta

Povr&ina.gsp.
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Usporedba 16. Usporedbe ravninskih i sfernih pojmova koji su zapisani u
tablici bit ée u radnom listicu 1 pratecoj datoteci naznacene i ”otkrivene”.
Ovdje ih navodimo zbog cjelovitosti usporedbe i mogucih odgovora na pi-

tanja/zadatke u listi¢ima.

U ravnini

Na sferi

Povrsina se moze izmjeriti
kvadratnim jedinicama

Povrsina se moze izmjeriti stupnjevima.

Povrsina se trokuta moze
odrediti tako da se izmjeri os-
novica i visina na nju te se nji-
hove duljine pomnoze i rezul-
tat podijeli s 2.

Povrgina se trokuta odreduje tako da se
odredi zbroj kutova i oduzme od 180°.
Ovo se nagiva sfernim ekscesom trokuta.

Povrgina se  mmnogokuta
odreduje tako da se mno-
gokut triangulira i da se
zbroje zajedno povrsine tih
trokuta.

Povrgina se mnogokuta odreduje triangu-
lacijom i zajednickim zbrojem povrsina
tih trokuta.

Istrazite dodatno 16. Formula za povrsinu sferne kruznice u stupnjevima

Je

P=1-—cosr

gdje je r sferni polumjer.

a) Povrsina polusfere je 360°. Izracunajte sferni polumgjer sferne kruznice
¢ija je povrsina polovica polusfere.

b) Ako je povrsina kruznice %,

kruznice te povrsine?

1

16 % povrsine polusfere koliki su polumjeri

6.18. Trokuti upisani u kruznicu s jednom stranicom i promjerom

Zadatak 17. a) Konstruirajte u ravnini pravokutni trokut kojemu je
zadana jedna stranica (jedna kateta ili hipotenuza).

b) Koji poucak je u "pozadini” konstrukcije?

c) Konstruirajte sfernu kruinicu sa sredistem u tocéki P. Hipotenuza
trokuta na sferi prolazi tokama A, B i sredistem P sferne kruznice.
Na toj sfernoj kruznici odaberimo tocku C. Izmjerite sferne kutove

<ACB,<CAB i <CBA.
Sto mozete uociti?
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d) Je li sferni trokut AABC' pravokutan?

C

Pravokutni trokut u kruznici

@

Trokuti upisani.gsp.

Usporedba 17. Usporedbe ravninskih i sfernih pojmova koji su zapisani u
tablici bit é¢e u radnom listicu 1 pratecoj datoteci naznacene i ”otkrivene”.
Ovdje ih navodimo zbog cjelovitosti usporedbe i mogucih odgovora na pi-

tanja/zadatke u listi¢ima.

U ravnini

Na sferi

Trokut je pravokutan kad
mu je hipotenuza promjer
kruznice

Trokut nije pravokutan.
Mjera kuta nasuprot hipotenuze je veca od
90°.

Mjere dva manja kuta zajedno
daju 90°

Mjere dva manja kuta zajedno daju vise
od 90°.

Mjera najveéeg kuta je kon-
stantna.

Mjera najveéeg kuta nije konstantna.

Ako se spoji srediste kruznice
sa suprotnim vrhom trokuta,
dobiju se dva jednakokracna

trokuta.

Ako se spoji srediste kruznice sa suprot-
nim vrhom trokuta, dobiju se dva jed-
nakokrac¢na trokuta.

Istrazite dodatno 17. IstraZite i odredite povrsinu trokuta NABC'.
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6.19. Poplocavanje

Problem poplocavanja ilustrirat ¢emo jednim Arhimedovim tijelom koje
je uporabljeno u dizajnu nogometne lopte i primjerom obi¢ne djecje lopte
na kojoj se vide dvokuti.

<amg—- —~——

Poplocavanje: Arhimedovo tijelo, nogometna i djecje lopta

Zadatak 18. Zadana je ravnina i sfera.
a) Moze li se ravnina poplocati sukladnim ili sli¢nim likovima?

b) Postoji li neki uvjet/ogranicenje za izgradnju poliedara pomocu mno-
gokuta? Ako postoji uvjet, onda ga navedite i obrazloZite.

c) Moze li se sfera poplocati kongruentnim dvokutima?
d) Moze li se sfera poplocati slicnim sfernim likovima?

e) Moze li se sfera poplocati s vise vrsta razlicitih kongruentnih sfernih
likova?

EL]

£

Poplocavanje.gsp.
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Primjeri poplo¢avanja u ravnini i na sferi

Usporedba 18. Usporedbe ravninskih i sfernih pojmova koji su zapisani u
tablici bit ée u radnom listicu 1 pratecoj datoteci naznacene i ”otkrivene”.
Ovdje ih navodimo zbog cjelovitosti usporedbe i mogucih odgovora na pi-

tanja/zadatke u listi¢ima.

U ravnini

Na sferi

Potreban je beskonacan broj
plo¢ica za poplocati ravni-
nu pravilnim ili polupravilnim
ploc¢icama.

Za poplocati sferu potreban je konacan
broj pravilnih ili polupravilnih plo¢ica.
Broj plocica se mijenja u zavisnosti od
poplocavanja.

Ako imamo oblik poplocava-
nja ravnine, onda ¢e svaki
oblik koji mu je geometri-
jski slican takoder poplocati
ravninu s beskona¢no mnogo
plocica.

Na sferi nema sli¢nih oblika koji nisu suk-
ladni.

Dakle, ne mozemo govoriti o poplo¢avanju
s plo¢icama drugog poploc¢avanja.
Medutim, mozemo govoriti o plo¢icama
iste vrste. Primjerice, ako na sferi postoji
poplocavanje s jednakostrani¢nim kon-
gruentnim trokutima, ne slijedi da ¢e
jednakostrani¢ni kongruentni trokuti raz-
licitih wvelicina takoder proizvesti c¢isto
poplocavanje.

Na ravnini ne postoji dvos-
trani mnogokut pa tako nema
poplocavanja ravnine koja ko-
risti dvostrane mnogokute.

Sfera se moze poplocati kongruentnim
dvokutima (dvostranim mnogokutima)
sve dok kut dvokuta dijeli 360°.

Istrazite dodatno 18. Nacinite/nacrtajte nekoliko Arhimedovih tijela.
Istrazite za svako to tijelo moze li se to poplocavanje prenijeti na sferu.
Konstruiragte svih pet Platonovih tijela na sferi.
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6.20. Formule ravninske i sferne geometrije

Deset formula za sferni pravokutni trokut

(oo

Trobrid i pravokutni trokut AABC

Trobrid OABC ima bridne kutove a,b i ¢, a plosni mu je kut na bridu
OC jednak 90°. Za pravokutni sferni trokut vrijede sljedec¢e formule:

1.
2.

10.

© @ N & & = &8

cosc = cosa - cosb,
sinb = sinc - sin 3,
sina = sinc - sin «,
tga = tgc-cospf,
tgb =tgc- cosa,
tgb =tg - sina,
tga =tga-sinb,
cosc = ctga - ctg [,
cos = cosa - sin [,

cos 3 = cosb - sina.

Formule.gsp.

¢

Usporedba 19. Usporedbe ravninskih i sfernih formula koje su zapisane u
tablici bit ée u radnom listicu i pratecoj datoteci naznacene i ”otkrivene”.
Ovdje ih navodimo zbog cjelovitosti usporedbe i mogucih odgovora na pi-

tanja/zadatke u listi¢ima.
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Druge formule za trokut

Zadatak 19. Neka je zadan trokut AABC sa stranicama a, b, ¢ © kutovima
a, B,7. Neka je opseg o = a + b+ ¢, odnosno s = %(a + b+ ¢). Kako glasi
formula za:

a) povrsinu P trokuta,
b) duljinu visine v,
¢) polumger opisane kruznice r,,

d) polumgjer upisane kruznice r?

U ravnini Na sferi
P = lav,, P = }absiny P:%(a—l—ﬁ—l—y—l&)o),
P=r,-s gdje je r polumjer sfere

P=\s(s—a)(s -0 -0 | tg5=1/te(§) te(52) ta(352) ta(55°)
e=a+ B+ v —180° je sferni eksces

Vg = bsinvy sinv = sinb - sin+y
v =csing sinv = sinc - sin 3

a b c

sina  sinf  sinvy

sin s

S \/ C—a)6-D6=9 | _ \/Sin(s ~a) sin(s — b)sin(s — c)

Istrazite dodatno 19. I obrnuto!
Istrazite mogucnosti povezivanja formula za rjesavanje ravninskih problema
1 formula za sferne probleme.
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6.21. Poucci ravninske i sferne geometrije

Mnogi se pouéci mogu prenijeti iz ravninske na sferne trokute. Na tro-
bridu se to vrlo lako ucava.

Trobrid

Zadatak 20. a) Konstruirajte u ravnini crteze poznatih elementarnih
geometrijskih poucaka: Fuklidov, Menelajev, Cevain, Desarguesov, Pa-
pov, Brianchonov, Pascalov .. ..

b) Koji poucak se moze analogijom "otkriti” na sferi?

c) U cemu su razlike, a u ¢emu isti argumenti?

d) Koji poucci vrijede u obje geometrije, koji ne i koji su modificirani?

Poucci.gsp.

Usporedba 20. Usporedbe ravninskih i sfernih poucaka koji su zapisani u
tablici bit ée u radnom listicu i pratecoj datoteci naznacene i ”otkrivene”.

Ovdje ih navodimo zbog cjelovitosti usporedbe i mogucih odgovora na pi-
tanja/zadatke u listi¢ima.
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U ravnini

Na sferi

Nasuprot sukladnim strani-
cama leze sukladni kutovi. I
obrnuto!

a=bs a=0.

Nasuprot sukladnim stranicama leze suk-
ladni kutovi. I obrnuto!
a=bsa=p

Nasuprot ve¢em kutu lezi veca
stranica. I obrnuto!
a< fB&a<h.

Nasuprot veé¢em kutu lezi vecéa stranica. I
obrnuto!
a< fB&a<h.

Duljina stranice manja je od
zbroja, a vec¢a je od razlike
duljina ostalih dviju stranica
c<a+bc>|a—b

je od razlike duljina ostalih dviju stranica

Duljina stranice manja je od zbroja, a veca

c<a+bc>la—b|.

atfB+y=m

at+fB<y+m
T<a+f+y<3m
O0<a+b+c<2rm

Trokut moze imati 1 pravi
kut.

Trokut moze imati 1, 2 ili 3 prava kuta.

Zbroj kutova trokuta o + 3 +
~v = 180° je konstantan

Zbroj kutova trokuta o + 3 + v nije kon-
stantan

Sferni eksces

e=a+pf+y—7mjee=0.

Sferni eksces
e=a+pf+y—mjee#0.

Poucak o sinusima ravninske i sferne geometrije

Zadatak 21. Ako je u trokutu AABC sa stranicama a,b,c i kutovima
a, B, kut v = 90°, onda je trokut ANABC' pravokutan.

Istrazite koja se tvrdnja dobiva iz poucka za ravninski pravokutan trokut.

U ravnini

Na sferi

Za trokut AABC sa str. a, b, c
i kutovima «, 3, v vrijedi:

kutovima «, 3,y vrijedi:
sina :sinb : sinc = sina : sin 3 : sin~y.

a:b:c=sina:sinf:sin~y.

a sna sina  sina
b sing sinb  sin(
a sna sina  sina
c _ siny sinc  sinvy
b sing sinb  sinf
c__sinvy sinc  sinvy

Za trokut AABC sa stranicama a, b, c i
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Poucak o kosinusima ravninske i sferne geometrije

U ravnini

Na sferi

Za trokut AABC sa str. a, b, c
i kutovima «, 3, vy vrijedi:

c? = a? + b2 — 2abcosH.

b? = c? + a? — 2accos G,

a? = b + 2 — 2bccosa.

Za trokut AABC sa stranicama a, b, c i
kutovima «, (3, v vrijedi:

cosc = cosacosb + sinasinb cosy,

cosb = cos ccosa + sin csina cos (3,

cosa = cos b cos c + sinbsin c cos a.

cosy = —cosa.cos 3 + sinasin Fcos ¢,
cos 3 = — cosy cos & + sin -y sin a cos b,
cosa = — cos 3 cosy + sin B siny cos a.

Istrazite dodatno 20. IstraZite
kutowve.

Pitagorin poucak ravninske i

kako se dolazi do poucka o kosinusima za

sferne geometrije

Zadatak 22. Ako je u trokutu ABC' sa stranicama a, b, ¢ © kutovima ., 3,7
kut v = 90°, onda je trokut ABC' pravokutan i za njega vrijedi ¢ = a? + b>.

I obatno!

Kako glasi poucak iz kojeg slijedi ova tvrdnja?

1li, kako glasi poopéenje Pitagorinog poucka u ravnini?

U ravnini

Na sferi

Za trokut AABC sa str. a, b, c
i kutovima «, g, vy vrijedi:
c? = a® + b? — 2abcosy.

Za trokut ANABC sa stranicama a,b,c i
kutovima «, (3, v vrijedi:
cosc = cosacosb + sinasinb cos~y.

za 7 = 90° = ¢ = a? + b*

za 7 = 90° = cosc = cosacosb

6.22. Poucci elementarne geometrije - istrazivacki projekti

Ovdje ¢emo navesti nekoliko poznatih poucaka ravninske elementarne
geometrije predlazudi istrazivanje kojim ¢emo utvrditi koji od njih vrijede
na sferi, koji ne vrijede i zasto ne vrijede te koji modificirani vrijede na sferi.

Istrazivanje ovih poucaka predlazemo kao projekte koje ¢e ucenici nakon
upoznavanja sa sfernom geometrijom razmotriti u ravnini i na sferi.

Prvo, u ravnini se konstruiraju pomocu Sketchpada zadani objekti i
dinami¢nim promjenama se postize kako to kaze Polya:

. nakon Sto smo potvrdili pou&ak u nekoliko posebnih sluca-
jeva, prikupili smo jake induktivne dokaze za to.
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Induktivna faza nadvladala je naSu pofetnu sumnju i dala nam
Evrsto povjerenje u poufak. Bez takvog samopouzdanja jedva da
bismo smogli hrabrosti poduzeti dokaz koji nije nimalo izgledao
kao rutinski posao. Kad ste uvjereni da je poucak istinit, poc-
nete ga dokazivati.

Uz tekstove poucaka konstruirane su Sketchpadove dinamiéne datoteke
koje vizualiziraju ravninski prikaz i koje daju ¢vrsto povjerenje da je poucak
istinit. Dokaz poucka nije u zaristu ove knjige i on se moze naéi u drugim
knjigama, ali ga ucenik treba u sklopu projekta elaborirati.

Drugo, predlazemo da se vizualiziraju/nacrtaju prikazi na realnoj sferi
iz pribora i da se tako dobiju induktivni primjeri za ili protiv analognog
sfernog poucka. Odgovarajuca tvrdnja, u slucaju projekta, treba biti ¢vrsto
dokazana.

Dakle, uporabom virtualnog i realnog alata istrazuju se neki ravninski
poucci poznati iz povijesti matematike.

Sljedeé¢e ¢emo poucke razmotriti:

a) Brianchonov!' pouéak

Dijagonale koje spajaju nasuprotne vrhove tangencijalnog Sesterokuta
sijeku se u jednoj tocki.
F

Brianchonov poucak u ravnini

Brianchon datoteka.gsp.

Istrazite dodatno 21. IstraZite vrijedi li ovaj poucak na sferi.

1C. J. Brianchon (1783. - 1864.) je francuski matematicar i kemicar.
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b) Cevin? pouéak

Neka su D, E i F redom tocke na stranicama BC,CA i AB trokuta
ANABC. Pravci AD, BE i C'F prolaze jednom tockom ako i samo ako
vrijedi

|AF| |BD| |CE|

|FB| |DC| |EA] ~

|AF| = 7,90 cm

|FB| = 6,20 cm
|BD| =5,70 cm
|DC =538 cm
|CE| = 6,03 cm
|EA|=8.15 cm

|4F| (|BD|\ {|CE|
— (=) )-100
1FB '\ UDC )"\ |E4|

Cevin poucak u ravnini

Ceva datoteka.gsp.

Napomena. Tocka T je konkurentna tocka, a pravci AD, BE i CF
konkurentni pravci.

c) Desarguesov® pouéak

Tockom O wu ravnini prolaze tri pravca a,b,c. Na pravcu a zadane su
tocke A1 1 A, na b tocke By i By, a na c tocke C1 1 Cy. Presjeci
X, Y, Z redom pravaca A1By 1 A3 By, B1Cy i@ BoCs te C1 A1 i CoAg su

2G. Ceva (1647. - 1734.) talijanski matematicar.
37a tri i vise pravaca sa zajednickim sjecistem kazemo da su konkurentni.
4G. Desargues (1591. - 1661.) francuski matematicar.
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tri kolinearne tocke.

Desarguesov poucak u ravnini

Desargues datoteka.gsp.

Istrazite dodatno 22. IstraZite vrijedi li ovaj poucak na sferi.

d) Menelajev pouéak?

Neka su X, Y, Z redom tocke na pravcima BC, AC, AB tako da su dvije
od njih na stranici trokuta NABC, a treéa je na produzetku stranice
tog trokuta.

Tocke X,Y i Z su kolinearne ako i samo ako (s orijentiranim
duzinama) vrijedi
|AZ| |BX| |CY|
|ZB| |XC| |YA|l

_1’

odnosno (bez orijentacije duzina)

|AZ| |BX| |CY| _
|ZB| |XC| |YA|

®Menelaj (70. - 140.), starogrcki matematicar. Njegovo jedino sacuvano djelo je Sphaer-
ica. Sadrzi tri knjige u kojima se razvija teorija sfernih trokuta. U trecoj se knjizi nalazi
ovaj poucak kojeg je dokazao u sfernoj geometriji.
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AZ=20,36 cm

< 7B=6,49 cm
BX=3,80 cm
XC=535cm
CY=3,93 cm
Y4 =28,74 cm

—
(\A_A)(M)(@ .
ZY A CYANZ )
Menelajev poucak u ravnini
¢
Menelaj datoteka.gsp.

Istrazite dodatno 23. IstraZite kako izgleda ovaj poucak na sferi.

e) Papov® poucak

Ako su Ay, As, As tri tocke na jednom pravcu ravnine, a As, Ay, Ag tri
tocke na drugom pravcu te iste ravnine, onda sjecista pravaca Ai1As i
A As, Ay As i AsAg, AsAy i AgAq leZe na jednom pravecu.

Papov poucak u ravnini

SPap Aleksandrijski (oko 290. - oko 350. poslije Krista) anticki matematicar.
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@5 Papova datoteka.gsp.

Istrazite dodatno 24. Istrazite vrijedi li ovaj poucak na sferi.

f) Pascalov’ poucak

Ako su A;,1 = 1,2,...,6 uzastopni vrhovi Sesterokuta upisanog u
kruznicu, K sjeciste od A1As i AyAg, L sjeciste od AsAs i AyAg,
onda se dijagonale Ay A4, AsAs i pravac KL sijeku u jednoj tocki, tj.
konkurentni su.

Pascalov poucak u ravnini

Pascal datoteka.gsp.

Istrazite dodatno 25. IstraZite vrijedi li ovaj poucak na sferi.

g) Ptolemejev® pouéak

Cetverokut je tetivni ako i samo ako je wmozak duljina njegovih dijag-
onala jednak zbroju umnozZaka duljina nasuprotnih stranica.

"B. Pascal (1623. - 1662.) francuski matematicar i fizicar.

®K. Ptolemej (oko 100. - oko 170. poslije Krista) anticki matematicar, astronom i
geograf.
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AB=17,62 cm
CD=12,94 cm
AD =836 cm
BC=13,95cm

AC=15,66 cm
BD =13,75 cm

AB-CD + AD-BC = 215,36 cm®
AC-BD = 215,36 cm?

Ptolemejev poucak u ravnini
Ptolemej datoteka.gsp.
Istrazite dodatno 26. IstraZite vrijedi li ovaj poucak na sferi.

h) Gusié - Mladiniéev poucak

Cetverokut je tangencijalan ako i samo ako su kruznice upisane, u dva
trokuta formirana dijagonalom, tangencijalne jedna drugoj. Dokazan
je u Euklidovoj geometriji. Vidi u [15.] ili u [60.].

Gusi¢ - Mladini¢ev poucak u ravnini

Gusié-Mladiniceva datoteka.gsp.

Istrazite dodatno 27. IstraZite vrijedi li ovaj poucak na sferi.
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Prijedlog skiciranja. Istvan Lénart je predlozio dvije skice poucka.
Jedna je skica pomocu sferne geometrije, a druga je pomocu hiper-
boli¢ne geometrije. Provjerite samostalno vrijedi li ovaj poucak u ove
dvije geometrije!

Lénartove skice Gusi¢ - Mladini¢evog poucka

Istrazite dodatno 28. Odaberite jedan poucak elementarne ravninske
geometrije (primjerice, poucak o teZisnicama, poucak o ortocentru, poucak
o Eulerovom pravcu). Istrazite vrijedi li odabrani poucak na sferi.
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Odgovori na pitanja o sukladnosti trokuta sa stranice 145.

1. Strana-strana-strana ispunjena je i na ravnini i na sferi. Nacrtamo stranicu, s
jednak duljini druge dvije stranice. Tamo gdje se kruznice sijeku nalazi se treéi vrh
trokuta! Postoje Cetiri rjesenja, ali sva daju sukladne trokute prema nasoj definiciji.

2. Stranica-kut-stranica ispunjena je i na ravnini i na sferi. Mjerimo raspon kuta i
mjerimo duljine koje odgovaraju dvjema stranicama na dva kraka kuta. Spajanjem
tako dobivenih krajnjih tocaka dobivamo trokut.

3. Kut-stranica-kut ispunjen je i na ravnini i na sferi. Nacrtamo stranicu i izmjerimo
dva kuta na njezine dvije krajnje tocke. Tamo gdje se sijeku druga dva kraka kuta
nalazi se tre¢i vrh trokuta. Ovdje takoder postoje cetiri rjeSenja, ali sva ona daju
sukladne trokute prema nasoj definiciji.

(Ovdje takoder mozete vidjeti da mozete unijeti podatke koji se uopée ne mogu
koristiti za crtanje trokuta. Primjerice, ako su dva kuta na ravnini pravi kutovi,
tada dva kraka drugog kuta nemaju presje¢nu tocku.)

4. Kut-kut-stranica (stranica, kut na njoj i kut nasuprot stranici)? To se svakako
postize u ravnini, $to se moze vidjeti na viSe nacina.
Zbroj kutova planarnog trokuta je konstantan, pa oduzimanjem zbroja dvaju
zadanih kutova od 180° dobivamo treéi kut, a time se problem moze pratiti do
slucaja 3. kut-stranica-kut.
Mozemo razmisljati drugacije. Dana je stranica AB na kojoj je « kut, a na-
suprot njoj 7 kut. Mjerimo kut o na stranici AB, a na drugom kraku kuta
pocevsi od A povlacimo paralele koje s tim krakom kuta tvore kut . Buduéi
da se presjek izmedu dva kraka kuta stalno povecava, postojat ¢e samo jedna
paralela koja tvori kut v s tim krakom kuta i sijece stranicu AB toéno u kra-
jnjoj tocki B. Ova jedina paralela daje trecu stranicu s krajnjom tockom C.

Pitanje je moze li se bilo koja od dvije metode prenijeti na sferu?

Zbroj kutova sfernog trokuta nije konstantan, pa se prvim nac¢inom ne moze
izracunati treci kut.

Sto nije u redu s drugom metodom koja funkcionira u ravnini?

Raspon kutova u ravnini sve se vise poveéava/mijenja, tako da se odredena duljina
stranice moze pojaviti samo jednom.

Raspon sfernih kutova, s druge strane, odgovara sfernom dvokutu, koji je najsiri
na ekvatoru, ali se suzava u oba smjera.

Ovdje se ne moze iskljuciti da postoji nekoliko opcija.

Sve ovo samo dokazuje da ravninske metode nisu dobre na sferi, ali mozda neka
druga metoda moze biti dobra, a ova tri podatka ipak definiraju sferni trokut.
Sto je istina?

Ova tri podatka definiraju sferni trokut, samo moramo traziti novu metodu kon-
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strukcije, - ili tri podatka ne definiraju sferni trokut i moramo traziti protuprimjer:
dva trokuta koji su jednaki na jednoj stranici, kut na njemu i kut nasuprot, ali
nisu 1i isti?

Uzmite sferni dvokut i izrezite ga na dva trokuta tako da linija rezanja bude okomita
na jednu stranicu. Koliko je podataka istih za dva trokuta? Ako jednakokraénik
prepolovimo to¢no po sredini, dobit ¢emo dva potpuno ista trokuta. Dakle, ovo
nije dobar protuprimjer.

Ali ako ga prerezemo bilo gdje drugdje tako da rez bude okomit na jednu stranicu,
dva su trokuta sukladna

e s jedne strane (duz reza),

e u kutu nasuprot odrezane stranice, budué¢i da se u oba slucaja radi o dva
jednaka kuta jednakokracnog,

e i takoder u kutu na reznoj liniji, jer su oba desno-lijevi kutovi!

(Dva kuta na drugom kraju linije rezanja nisu ista u ovom slucaju.)

Ova tri podatka o sferi ne osiguravaju podudarnost! (Zanimljivo, tesko pitanje:
ovdje protuprimjer sadrzi dva pravokutna trokuta. Je li moguce pronaéi protuprim-
jer u kojem niti jedan od dva trokuta nije pravokutan?)

Stranica-stranica-kut (dvije stranice i kut nasuprot jednoj)? Ova tri podatka ne
osiguravaju podudarnost ni na ravnini ni na sferi.
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¢

Dan je raspon kuta o s vrhom A, stranicom AB i stranicom BC nasuprot kutu
a. Nacrtamo raspon a kuta, izmjerimo duljinu stranice AB na jednom od njezinih
krakova i iz vrha B povuéemo kruznicu polumjera BC. Moguée je da je krak
kuta AC tangenta na kruznicu polumjera BC, u kojem slu¢aju postoji samo jedno
rjeSenje. Medutim, moze se dogoditi da kruznica sijece krak kuta na dva mjesta.
U ovom slucaju, tri odgovarajuc¢a podatka trokuta ABC: i ABC> su medusobno
ista, ali ta dva trokuta nisu sukladna. Ovo uredivanje vrijedi i u ravnini i na sferi.

6. Kut-kut-kut (unutarnji kutovi trokuta)? Preporucljivo je ispitati pravilne trokute.
Oni na najzorniji nacin prikazuju vezu navedenih kutova s dobivenim trokutom.

Ako znamo da je svaki kut ravnog trokuta 60°, jos uvijek ne znamo koliki je trokut.
Postoji beskona¢no mnogo takvih trokuta koji imaju mnogo zajednickih svojstava,
ali nisu sukladni. Oni se nazivaju sli¢énim trokutima. (Ako kazemo da je svaki kut
ravnog trokuta 59°; tada znamo da takav trokut ne postoji.) Ako je, s druge strane,
svaki kut sfernog trokuta 70°, prvo moramo provjeriti pada li zbroj kutova izmedu
180° i 540°. Ako je jedan kut pravilnog sfernog trokuta 70°, onda su i ostali jed-
naki, pa je zbroj kutova 210°. Dakle, takav sferni trokut postoji. Medutim, buduéi
da sve vece stranice imaju sve veée kutove, samo jedan pravilni sferni trokut moze
imati zbroj kutova od 210°. Drugim rijecima: svi sferni trokuti sa sva tri kuta od
70° su sukladni. Ova tvrdnja vrijedi za bilo koja tri zadana kuta. Dakle, vidimo
da je sferni trokut totno odreden sa svoja tri zadana kuta. Takoder mozemo reci
da na sferi nema sli¢nih, ali ne i identi¢nih trokuta: oblik trokuta se mijenja s
povedanjem stranica. (Ako pogledamo u srebrni ukras za boziéno drvce, osoba s
dvostruko veéim nosom gleda u nas, kao iz obi¢nog ravnog zrcala.)

7. Je li moguée da dva trokuta imaju jednaka cetiri podatka, a opet nisu sukladni?

Vrlo je zanimljiv zadatak odabrati bilo koja tri od cetiri podatka i dokazati da ta
tri podatka osiguravaju sukladnost. Postoje samo dvije iznimke: na sferi dva kuta i



174 Komparativna geometrija

stranica nasuprot jednoj, te dvije stranice i kut nasuprot jednoj. Doista, dvostruko
pravokutni trokuti imaju jednake dvije stranice i dva kuta (sva éetiri podatka su
90°), ali nisu sukladni!

Jos jedno pitanje: Sto je s trokutima hiperbolicke geometrije?



7. Koordinatni sustav u E°

Michael de Villiers i Scott Steketee u Hrvatskoj
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Koordinatni sustav u E? jest pravokutni Kartezijev sustav s pravokut-
nim koordinatama, cilindriénim koordinatnim prikazom i/ili sfernim koordi-
natama - koje su definirane i povezane. Razmotrit ¢emo povezivanje GPS-a
s odredivanjem mjesta na sferi, suncani sat, geografske koordinate, avio i
morsku navigaciju.

7.1. Pravokutni koordinatni prikaz

Od koordinatnih sustava kojima se sluzimo u analitickoj geometriji pros-
tora najcesée se primjenjuje pravokutni Kartezijev koordinatni sustav.

Koordinatne osi su tri medusobno okomita usmjerena pravca Ox, Oy, Oz
koji prolaze tockom O koju zovemo ishodistem koordinatnog sustava.

Pravac Oz zove se  — o0s ili 0s apscisa, pravac Oy y — os ili os ordinata
i pravac Oz z — os ili os aplikata.

Ovdje ¢emo koristiti desni sustav.

Na svakoj koordinatnoj osi nalazi se koordinatni sustav na pravcu, tj.
svaka je os ujedno i brojevni pravac.

Koordinatne ravnine su ravnine odredene s dva koordinatna pravca pa
tako imamo zy ravninu, yz ravninu i xz revninu (ili tlocrtnu, nacrtnu i
bokocrtnu ravninu).

Svakoj tocki T' prostora (i obrnuto) pridruzena je uredena trojka (x,y, 2)
realnih brojeva s koordinatnih pravaca.

Realne brojeve z,vy,z zovemo koordinatama tocke T. Realni broj x
zovemo apscisom tocke T' i oznacavamo xr, realni broj yr zovemo ordi-
natom, a zr aplikatom.

Pravokutne Kartezijeve koordinate
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7.2. Cilindri¢ni koordinatni prikaz

Cilindri¢ne koordinate ¢ine polarne koordinate o i ¢ projekcije tocke T
na ravninu xy (tlocrtnu ravninu) i aplikata z tocke T, tj. T'(o, ¢, 2).

Zr

@5 Cilindri¢éne koordinate i veza s Kartezijevim koordinatama

Veze izmedu cilindriénih i Kartezijevih pravokutnih koordinata dane su
sljede¢im relacijama:

T =p0cos8p, Yy=p0siny,z =z,

0=z +y?, <,0:alrctgg :arcsiny, za x > 0.
x p

Zadatci. Evo nekoliko zadataka za vjezbu preracunavanja koordinata
tocke iz jednog u drugi prikaz.

1. Tocka T ima Kartezijeve koordinate (3,4, 5). Odredite cilindri¢ne ko-
ordinate tocke T

2. Tocka T ima cilindri¢ne koordinate (5,55° 7). Odredite Kartezijeve
koordinate tocke T'.
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7.3. Sferne koordinate (prostorne polarne koordinate)

Sferne koordinate sastoje se od udaljenosti tocke T" od ishodista O, kuta
1) izmedu osi z i pravea OT kao i kuta ¢ izmedu osi z i pravca OT" gdje
je T projekcija tocke T na ravninu zy, tj. tocki T pridruzena je uredena
trojka T = (1, p, ).

Sferne koordinate i veza s Kartezijevim koordinatama

7 sin(y) cos(p) 9
X [

7 sin(y) sin(p)

Prikaz veze koordinata na sferi

Veze izmedu sfernih i Kartezijevih pravokutnih koordinata dane su
sljede¢im relacijama:
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r=rsinycosy, y =rsinysing, z =rcosy,

fr2 | 2
r=+z2+y2+22 = arctgzni—i_y, o= arctgg.
z 75
Zadatci. Evo nekoliko zadataka za vjezbu preracunavanja koordinata

tocke iz jednog u drugi prikaz.

1. Tocka T ima Kartezijeve koordinate (3,4, 5). Odredite sferne koordi-
nate tocke T'.

2. Tocka T ima sferne koordinate (5,55°, 60°). Odredite Kartezijeve ko-
ordinate tocke T'.

7.4. Geografske koordinate

U Zborniku 2. hrvatskog geografskog kongresa M. Lapaine i N. Francula
u tekstu Koordinatni sustavi u geografiji pisu:

Cesto se za model Zemljine plohe uzima sfera. Jednadzba sfere
sa srediftem u ishodi&tu pravokutnog Kartezijevog sustava Ozyz
i polumjera R glasi:

22+ % + 22 = R

Takva se sfera naziva Zemljinom sferom. Totka s koordinatama
(0,0, R) naziva se Sjevernim polom, a ona s koordinatama (0,0, —R)
Juznim polom. KruZnica na sferi koja je jednako udaljna od polova
naziva se ekvatorom ili polutarom i ona dijeli sferu na dvije po-
lusfere - polutke. Pravac koji prolazi polovima naziva se os Zemljine
sfere, a ravnina u kojoj se nalazi ekvator - ekvatorskom ravninom.

Kut koji zatvara normala (ujedno i radijusvektor) proizvoljne
tocke M na Zemljinoj sferi s ekvatorskom ravninom naziva se ge-
ografskom Sirinom i oznaZava . Sve totke na Zemljinoj sferi koje
imaju istu geografsku Sirinu leZe na kruZnici koja se naziva pa-
ralelom 1li wusporednicom.

PolukruZnice na zemljinoj sferi koje spajaju Sjeverni i JuZni
pol nazivaju se meridijanima ili podnevnicima. Jedan medu njima
naziva se pocetnim ili nultim meridijanom ...
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Geografske koordinate ¢ i A &ine krivolinijski koordinatni
sustav na sferi. Koordinatne krivulje su paralele i meridijani.

Geografske koordinate su veli¢ine koje odreduju polozaj tocke na Zemlji-
noj povrsini.

Geografske koordinate su geografska Sirina (p)1i geografska duzina ().
Izrazavaju se u stupnjevima, minutama i sekundama. Cesto su izrazene u
decimalnom prikazu stupnjeva (npr. 26°15'18” N = 26, 255°N ).

Geografska Sirina (p) tocke M kut je Sto ga zatvara normala N,
povucena iz tocke M na povrsinu geoida, s ravninom ekvatora. Ratuna se
od ekvatora prema sjeveru ili jugu od 0° do 90°.

Geografska duzina (\) tocke M kut je $to ga zatvara ravnina pocetnog,
nultog meridijana i meridijana tocke M. Oc¢itava se od pocetnog meridijana
prema istoku ili zapadu od 0° do 180°.

Geografske koordinate na Zemljinoj sferi
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Ovdje prikazujemo sliku datoteke priredene za rad.

[Perspektivni prikaz]
[[Ortogonalni prikaz]
Izometricni prikaz]
nagib S-J  nagib I-Z

\

rotiranje

A —
distance
A —

. uveéavanje
promjena

dubina

[PrikaZite presjek paralele i meridijanal

Zemljina sfera: paralele, meridijani, tocke i polovi
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Mario Brki¢ na predavanju
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U ovom poglavlju razmotrit ¢emo projekcije sfere (geografske karte) na:

e ravninu (tj. stereografsku projekciju)
e plast stosca (tj. konusnu projekciju)

e plast valjka (tj. cilindriénu projekciju)

Problem prikazivanja sfere u ravnini

Problem prikazivanja sfere u ravnini je vazan za klasi¢nu navigaciju koja
uporabljuje geografske karte.

Matematicari su dokazali da se sfera ne moze "razmotati/razdijeliti” i
”zalijepiti” na ravninu, tj. da su sferna ploha i ravnina razlic¢ite zakrivlje-
nosti.

U to se lako mozemo uvjeriti izrezemo li dvokute na narancéi i pokusamo
te dijelove”izravnati”. Svaki se taj dio ”slomi” kad ga pokusamo ”izravnati”.

Dvokuti na naranéi

Buduéi da je Zemlja trodimenzionalno tijelo, povrsina cijelog planeta
ne moze biti prikazana bez iskrivljenja. Zbog toga vecina karata prikazuje
ograniceno podrucje za odredenu namjenu. Karte svijeta mogu biti izradene,
ali je potrebno odabrati projekciju koja ¢e najvjernije prikazati odnose dijela
svijeta bitnog za sadrzaj karte.

Karta je dvodimenzionalni, geometrijski pouzdan prikaz trodimenzional-
nog prostora.

Sferni objekti ne mogu biti sukladni/kongruentni ravninskim objektima.
Ti se objekti mogu projicirati na ravninu. Tada se ¢uvaju ili kutovi ili duljine
(oblici).

Projiciranje sfere na ravninu na kojoj ”stoji” sfera poznato je kao stere-
ografska projekcija.

Projiciranje sfere na plast valjka ili plasgt stoSca u kojima su upisane sfere
daje razlicite karte.
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Projiciranje sfere na ravninu ili zakrivljenu plohu (koja se onda
”odmota” - na plast valjka ili stosca) narusavaju neke odnose objekata koji
su uspostavljeni na samoj sferi.

Ovdje samo naznacujemo kako se sfera i njezini objekti preslikavaju u
ravninske objekte.

Tlustracije radi prikazat ¢emo o ¢emu se radi kod prikazivanja i projici-
ranja Zemlje na ravninu.

Temeljno pitanje izrade karte

Kako mozemo prikazati oblike globusa na ravnom listu, poput listova
atlasa? Sferna povrsina i ravna povrsina ne mogu se to¢no preslikati jedna
na drugu. To se moze matematicki dokazati, ali mozemo i izravno ilustrirati.

Papirnati  rucnik se | Papirnati ruc¢nik se | Folija se ne moze za-

moze zagladiti s kar-
tonskog cilindra na stol
bez guzvanja.

moze zagladiti s karton-
skog stoSca na stol bez
guzvanja.

gladiti po naranci ili
tokoladnoj kuglici bez
da se nabora. Ako na
jednom mjestu izgleda
glatko, na drugom d¢e
sigurno biti naborani.

1z kartografske perspektive to znac¢i da niti jedna planarna karta Zemlje
ne moze biti savrsena. Postoje razne kartografske i projekcijske metode, ali
su sve karte iskrivljene. Koju metodu odabrati ovisi o podruéju uporabe.

Projekcije se takoder mogu klasificirati prema tome je li sferna figura
projicirana na ravninu, valjkastu plohu ili stozastu plohu.

Ako sfernu figuru nacrtamo na polusferi i postavimo polusferu na ravnu
podlogu, projekcije na ravnu podlogu mozemo isprobati s tockastim izvorom
svjetlosti, poput reflektora ili svjetla mobilnog telefona.

Razmotrite ove sferne figure:
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Sferne ravne lini-
je, sferne glavne
kruznice.

J édnake
kruznice.

sferne

Geografski koor-
dinatni sustav.

Geografski oblici,
kontinenti i otoci.

a) Izvor svjetlosti je vrlo daleko (”beskonacno”) od sfere i ravnine.
Svjetlosne zrake su priblizno okomite na stol. (Ortogonalna ili okomita pro-

jekcija.)

1)

e

Sferne ravne linije
su iskrivljene u
zakrivljene linije
na ravnini. Sto je
sferna linija bliza

najdubljoj tocki
sfere, manja je
distorzija.

kruznice

Sferni
su iskrivljene u
elipse na ravnoj
plohi, osim onih

Cije je srediste
najniza tocka
sfere gdje ona
dodiruje  ravnu

plohu.

Vecéina okomitih
linija geografskog
koordinatnog
sustava ne 0s-
taje okomita na
ravninu.

Oblik i velicina [|
kopnenih ~ masa
takoder su iskriv-
ljeni na ravnin-
skoj  projekciji.
Sto je sferna linija
bliza najdubljoj
tocki sfere, manja
je distorzija.
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b) Izvor svjetlosti je toéno nasuprot najnize tocke sfere (stereografska

projekcija).

Sferne ravne linije
su iskrivljene u
zakrivljene linije
na ravnini. Sto je
sferna linija bliza

najdubljoj tocki
sfere, manja je
distorzija.

kruznice
kruznice
kada se
projiciraju na
ravou  povrsinu,
osim onih koji
prolaze kroz
najvisu tocku
totno na mjestu
izvora svjetlosti.
Veli¢ina kruznica
se, medutim,
mijenja: Sto su
dalje od najnize
tocke, to su vece.

Sferne
ostaju
cak 1

Pravi kutovi
koordinatnog
sustava  takoder

ostaju pravi ku-
tovi na ravnini.
Vectina linija
koordinatnog
sustava je iskriv-
ljena: projekcija
geografske duzine
obi¢no nije ravna
linija, projekcija
kruznice geograf-
ske &irine nije
ravna kruznica.

Oblik  kopnenih
masa na ravnoj
povrsini se ne
iskrivljuje, ali se
njihova  veli¢ina
mijenja. Na slici
se Juzna Amerika
¢ini puno veéom
od Afrike, iako
je Afrika gotovo
dvostruko vecéa od
Juzne Amerike.
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¢) Izvor svjetlosti je u sredistu sfere. (Sredisnja ili gnomonska projekcija.)

svih

Projekcija
sfernih prava-
ca je pravac u
ravnini, osim
ekvatorijalnih
tocaka paralelnih
s ravninom, koje
nemaju  projek-
cije na ravninu.
Projekcije sfernih
linija koje se sas-
taju na ekvatoru
bit ¢e paralelne.

Kruznice su is-
krivljene u elipse,
osim onih ¢ije je
srediSte najniza
tocka sfere.

Projekcije  kruz-
nica zemljopisne
duzine  bit e
paralelne ravne li-
nije, ve¢ina kruz-
nica zemljopisne
Sirine pretvorit ¢e
se u zakrivljene
linije. Projekcije
pravih kutova
koordinatnog

sustava najcesce
ne ostaju pravi

kutovi.

Na projekeiji je is- ||

krivljen oblik kon-
tinenata.

Postojili projekcija u kojoj se i Sirina i duzina geografskog koordinatnog
sustava mijenjaju u ravne linije na ravnini?

Povijesno gledano, Mercator je prvi na moderan nacin prikazao Zemlju
na ravninu. Mercatorova projekcija (jedno od najveéih kartografskih otkrié¢a
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Mercatorova karta

u svjetskoj povijesti) temelji se na osnovnoj ideji da se sfera najprije projicira
na cilindriénu povrsinu, zatim se ta projekcija izgladi u ravnu plocu, a zatim
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izratunima isprave distorzije.

Temeljna ideja Mercatorove projekcije: cilindri¢na projekcija.

Ova projekcija moze se u¢initi to¢nijom raznim izrac¢unima, ali ne moze
biti ni potpuno tocna. Velika je prednost Sto ¢e kruznice zemljopisne Sirine
i duzine takoder biti vodoravne linije. Ako plovite s kompasom®, trebate
samo povezati mjesto polaska i odrediste ravnom linijom i drzati se te linije
tijekom plovidbe.

Lambertove konusne projekcije:

| Jednostavnakonusna | Konusna projekcija | Konusna projekcija
projekcija. sjeverne hemisfere. juzne hemisfere.

Temeljna ideja Mercatorove projekcije: konusna projekcija.

To je samo priblizno tako u stvarnosti. Kompas uvijek pokazuje smjer magnetskog
meridijana pa navedeno vrijedi samo onda kada se kompas poravna s geografskim meridi-
janom, tj. kada je magnetska deklinacija nula (ili zanemariva). A to je vrlo ograni¢eno
i u prostoru i u vremenu. Da se geografski i geomagnetski sustav (definiran dipolom, a
koji je prva aproksimacija stvarnog polja Zemlje) ne podudaraju ilustrira primjer Price o
dva sferna sustava str. 283. Za navigaciju uz pomo¢ karte i kompasa jo$ treba i stvarna
geomagnetska informacija, tj. deklinacija i njena godi$nja promjena, a koje su funkcije i
prostora i vremena.
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Konusne projekcije koordinatnog sustava.

Lambertova tangencijalna konusna projekcija.

Prikazimo i dvokute

Zemlje.

Dvokuti s meridijanima

Zemlja se moze projicirati na plast valjka, plast stosca ili na tangenci-
jalnu ravninu u Sjevernom polu. Te se projekcije zovu wvaljkasta, stoZasta i
azimutna.
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Projiciranje sfere na ravninu

Projiciranje mreze paralela i meridijana na ravninu definira sljedece
mreze u ravnini, tj. na kartama.

m @ RO

MreZe na kartama

Zadatak. Citatelju ostavljamo kao zadatak razjasniti kojim projicira-
njem sfere se dobiju gornje mreze na kartama.

Stereografska projekcija

Detaljnije ¢emo obrazloziti preslikavanje sfere na horizontalnu ravninu
poznatu kao steregrafska projekcija.

Ovaj nam model omogucéuju vizualizaciju Riemannove sfere®. Rieman-
nova sfera je 3D model skupa kompleksnih brojeva C.

Probodiste pravca i ravnine omogucuje stereografsku projekciju koja
vizualizira vezu izmedu Riemannove sfere i kompleksne ravnine (koja se
jos naziva Gauf® - Argand* - Wesselova ravnina®).

Svakoj tocki sfere (osim ”sjevernog” pola) pridruzen je jedan kompleksan
broj iz kompleksne ravnine. I obrnuto!

Zadatak 23. Nacrtajte Riemannovu sferu. Gdje se u kompleksnoj ravnini
nalaze tocke jedne paralele? Gdje su tocke meridijana?

2Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826. - 1866.) njemacki je matematicar.
3Carl Friedrich Gauf} (1777. - 1855.), njemacki matematicar

“Jean Robert Argand (1768. - 1822.), &vicarski matematicar

®Caspar Wessel (1745. - 1818.), norveski matematicar
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Rjesenje. Sferu iskopirajmo i prilagodimo je nasem zadatku.

Konstruirajmo polupravac definiran ”sjevernim” polom i bilo kojom
tockom Zs neke paralele. Konstruirajmo probodiste zo tog polupravca s
horizontalnom ravninom koja dodiruje sferu u ”juznom” polu. Tocka Zs na
paraleli i probodiste z9 zrake s horizontalnom ravninom definiraju lokus (ili
transformaciju!) koji crta sliku paralele tj. kruznicu probodista (v. sl.).

Dakle, odgovarajuée tocke nalaze se na kruznici sa srediStem u ” juznom”
polu.

Riemannov model

imaginarna os = Im(z)

kompiek"sna ravnina

-‘“realna 0s = Re(z)

Riemannov model

Na slican nacin, konstruirajmo polupravac definiran ”sjevernim” polom
i bilo kojom tockom Z; nekog meridijana. Konstruirajmo probodiste z1 tog
polupravca s horizontalnom ravninom koja dodiruje sferu u ” juznom” polu.
Tocka Z; na meridijanu i probodiste z; zrake s horizontalnom ravninom
definiraju lokus (ili transformaciju!) koji crta sliku meridijana tj. pravac
probodista (v. sl.).

Dakle, odgovarajuée tocke nalaze se na pravcu koji prolazi ”juznim”
polom.

Zadatak 24. Vizualizirajte stereografsku projekciju tj. preslikavanje sfere
na ravninu.

Rjesenje. Ocito je da se paralele preslikavaju u koncentri¢ne kruznice,
a meridijani u skup konkurentnih pravaca (v. sl.).
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Projiciranje paralela i meridijana na ravninu

Slozimo li ove dvije slike u jednu, dobivamo stereografsku projekciju (v.
sl.):

S5
L7584
FAAL TS (5SS

Wiy s s SNy T\
'E...l.l':n'.'i."?.' S n- B -

L S
% IHKLZ

Stereografska projekcija
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Postavimo kompleksnu ravninu sredistem sfere tako da je ona tlocrtna
ravnina. Tlocrtna, nacrtna i bokocrtna ravnina dijele sferu na osam dijelova.
Vizualizirajmo I. kvadrant ravnine i u njemu pripadni dio (I. oktant) sfere.
U ovom slucaju stereografska projekcija daje nesto drukciju vizualizaciju
skupova kompleksnih brojeva (v. sl.):

Oktant Riemannove sfere i kvadrant kompleksne ravnine

Imaginarna os

NZ=(@by=atbi —

Oktant Riemannove sfere

Paralelna i centralna projekcija

Tlustrirajmo paralelnu i centralnu projekciju vertikalne ravnine na ho-
rizontalnu ravninu. Nakon konstrukcije kojom se tocka vertikalne ravnine
preslikava na horizontalnu ravninu (konstrukcijom probodista pravca koji
definira paralelno ili centralno projiciranje) definira se transformacija kojom
se uspjesno preslikava fotografija (v. sl.).
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Paralelno projiciranje: slika objekta u horizontalnoj ravnini

duljina tlocrt od platna

il

Show konstrukeija projiciranja

Centralno projiciranje: slika objekta u horizontalnoj ravnini

Pokaite konsfrukciju fransformacije]

izvor: gore-dolje

izvorlcgritar: naprijed-natrag

izvor: ljevo-desno

Paralelno i centralno projiciranje na ravninu

Tlustrirajmo centralnu projekciju valjkaste plohe na horizontalnu ravni-
nu. Nakon konstrukcije kojom se tocka plasta preslikava na horizontalnu
ravninu (konstrukcijom probodista pravca koji definira centralno projici-
ranje) definira se transformacija kojom se uspjesno preslikavaju izvodnice
(mreza izvodnica) valjka (v.sl.).
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Centralno preslikavanje valjka na tlo G

(centar na osi valjkaste plohe)

Pokazite kock Oz
Prikazite 2 djelovanja
©
(o]

Centralna projekcija valjkaste plohe

Veliki su slikari takoder uporabljivali ovakvo pridruzivanje tocaka
valjkaste plohe i horizontalne ravnine. Njihove se slike mogu u potpunosti
gledati nakon $to se na sliku stavi cilindri¢no zrcalo.

Jean Louis Vaulezard objavio je 1630. godine djelo Perspective cilin-
drique et conique. U svojem djelu razmatra slucaj kad je crtez postavljen
horizontalno, a njegova se slika vidi u cilindriénomu zrcalu.

On je rijesio sljedeéi problem:

Treba odrediti dvije vrste krivulja u horizontalnoj ravnini tako da se u
cilindricnom zrcalu vide kao odgovarajuca mreza vertikalnih i horizontalnih
linija.

Tu njegovu ideju koriste mnogi slikari od 17. stolje¢a pa do danas. Evo
dva primjera: na slikama se vide autoportreti Madara Orosza i Spanjolca
Dalija.

%

%



198 Komparativna geometrija

Ilustrirajmo centralnu projekciju stozaste plohe na horizontalnu ravninu.
Nakon konstrukcije kojom se toc¢ka plasta stoSca preslikava na horizontalnu
ravninu (konstrukcijom probodista pravca koji definira centralno projici-
ranje) definira se transformacija kojom se uspjesno preslikavaju izvodnice
(mreza izvodnica) stosca (v. sl.):

Centralno preslikavanje stosca na tlo

Prikazite 2 djelovanjal
Pokazite kockul
(c )4
(o4
o]

Centralna projekcija stozaste plohe

Problemima vizualizacije i preslikavanja tocaka sfere, plasta valjka i
plasta stoSca na ravninu ili na zakrivljenu plohu bavi se kartografija.
Predlazemo c¢itatelju da kao projekt rijesi sljedeéi zadatak.

Zadatak 25. Zadana je sfera na tlocrtnoj ravnini. Konstruirajte projekciju
toc¢aka sfere na plast sferi opisanog:
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a) valjka,
b) stosca.

c) Kako se zovu zemljopisne karte koje se dobivaju preslikavanjem Zemlje

(kao sfere) na valjak ili stoZac? @

Zadatak 26. Johanes Kepler objavio je sljedecu kartu.

'NOUA ORBIS TERRARUM g4 DELINEATIO SINGU RATIONE ACCOMMODATA
‘ : % RUDOLPHI : ASTRONOMICARU ‘

Koje preslikavange sfere je ovdje naznaceno?
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9. Hiperbolicka geometrija

Poucak u tri geometrije: Euklidskoj, sfernoj i hiperboli¢koj
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1. Uvod

U prethodnim poglavljima bavili smo se geometrijom ravne i sferne
plohe. Osnovne pojmove poznavali su veé stari znanstvenici, a od njih
su stvorili sustav ravninske i sferne geometrije. Ovi geometrijski sustavi
spadaju medu najveca dostignuca ljudskog uma i prisutni su u znanosti,
umjetnosti i nasem svakodnevnom zivotu.

Jos od davnina matematicari su se bavili pitanjem postoje li osim geo-
metrije ravnine i sfere jo§ neke vrste geometrije koje se temelje na istim
pojmovima kao geometrija ravnine i sfere (tocka, duzina, pravac, udaljenost,
kut, kruznice, povrsina itd.), ali se razlikuje i od ravnine i od sfere u nekim,
vrlo vaznim stvarima.

Sustavi temeljeni na ravnini i sferi bili su toliko savrSeni da su
matematicari stolje¢ima bili uvjereni da nijedan drugi sustav ne moze pos-
tojati. To su viSe puta pokusavali bezuspjesno dokazati.

Lambert, jedan od najveéih znanstvenika, napisao je (slobodno): Kada
pokusavam dokazati da takva geometrija ne moze postojati, osjecam da samo
mali korak nedostaje dokazu, ali onda shvatim da je ovaj korak poanta i da
mogu poceti ispocetka.

Nakon dvije tisuée godina, prije dvjestotinjak godina, pojavila se ideja
da doista postoji i treci sustav, ali mi smo toliko navikli na stare sustave da
nam je teSko prihvatiti drugaciji nac¢in razmisljanja. Trebalo je jos sto godi-
na da znanstveni svijet prihvati i primijeni tre¢u geometriju: hiperboli¢ku
geometriju.

Ravninska geometrija koja se uéi u skoli toliko je ukorijenjena u nama da
je cak i sferna geometrija veéini nas ¢udna i neobi¢na, iako nam je sferni oblik
poznat svima, od voca do kuglice, od kuglice 8ljive do mjehuri¢a sapunice.
Hiperbolicka geometrija do danas se ve¢ini ljudi ¢ini neshvatljivom, suprotno
zdravom razumu, koji samo odabrani mogu razumjeti.

Janos Bolyai imao je dvadeset godina kada je doSao do osnovne ideje
nove geometrije. U radosti otkri¢a, ocu je napisao: Ni iz ¢ega sam stvorio
novi, drugaciji svijet.

U ovom poglavlju upoznajemo ovaj novi svijet, nadovezujuéi se na sve
§to smo naucili o ravnini i sferi. Ovo moze biti uspjesno samo ako Citatelj
prihvati nas vrlo vazan zahtjev:

Samostalno odgovorite na pitanja! Ne trazite na internetu ili u knjigama,
ne prepisujte tekstove koje ne razumijete, polovicno ili uopce, nego idite
putem koji vodi do pravog razumijevanja! Nastavite ¢itati samo ako ste veé
sami odgovorili na pitanje!
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2. Pitanja koja vode do nove geometrije

Pretpostavimo da postoji treca geometrija u kojoj postoje tocke i
beskonacno duge linije, ali se paralelogrami, trokuti i ¢etverokuti ponasaju
drugacije nego na ravnini ili sferi.
a) Paralele

()

Slika 1. U ravnini,
izmedu pravaca koji
prolaze tockom,
samo je jedan pravac
paralelan s vanjskim
pravcem.

Slika. 2. Na sferi
medu pravcima koji
prolaze kroz tocku
nema pravca koji je
paralelan s vanjskim
pravcem.

Slika 3. U treéoj geo-
metriji, koliko linija
moze biti paralelno s
vanjskim pravcem?

b) Zbroj kutova trokuta

()

[ ]
& -
—
Slika 4. Zbroj | Slika 5. Na sferi | Slika 6. U trecoj
unutarnjih  kutova | zbroj unutarnjih ku- | geometriji, koliki
svakog trokuta u | tova trokuta stalno | je  zbroj  kutova
ravnini je 180°. raste kako idemo od | trokuta?

manjih prema veéim.
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¢) Cetvrti kut etverokuta

()

Slika 7. U ravnini,

Slika 8. Na sferi,

Slika 9. U trecoj

cetverokutu ¢ija su | cetverokutu c¢ija su | geometriji, kolika

tri kuta prava kuta, | tri kuta pravi kutovi, | je veli¢ina cetvrtog

cetvrti kut je takoder | Cetvrti kut je tupi | kuta cetverokuta

pravi kut. kut. koji sadrzi tri prava
kuta?

3. Koju plohu odabrati za tre¢u geometriju?

Ravninska geometrija odvija se na beskona¢noj ravnini, a sferna geome-
trija na konacnoj sfernoj povrsini.

Slika 11. Dick Termes: Kockasti
svemir

Slika 10. Apstraktni krajolik u
geometrijskim uzorcima

Pitanje: Postoji mnogo razli¢itih modela hiperbolicke geometrije. Sto
bi od sljedeteg Citatelj izabrao?
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Slika 12. Poincaréova
gornja poluravnina.
Tocke donje rubne
linije viSe ne pri-
padaju modelu.

Slika. 13. Beltrami-
Klein ravninski krug.
Obodne tocke kruga
vise mne pripadaju
modelu.

Slika 14. Poincaréov
ravninski krug.
Obodne tocke kruga
vise mne pripadaju
modelu.

Slika 15. Poincaréova
polutka. Obodne
tocke tocaka ekva-
tora polutke vise ne
pripadaju modelu.

Slika 16. Beskonaé¢na
sedlasta povrsina.

Slika.  17. Model
pletenog tekstila
Daina Taimina-
Henderson moze
se nastaviti koliko
god zelite, on je
beskrajan.

Lenart - odgovor datoteka.gsp.

Pitanje: Sijeku li se linije na polusferi?

Odgovor je na stranici 2183.

Slika 18. Sijeku Ii se
dvije linije?

Slika 19. Sijeku li se

dvije linije?

Slika 20. Sijeku li se ||
aib? Aaic?
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4. Sto odabrati kao najjednostavniji element hiperbolicke geomet-
rije na polusfernoj plohi?

Odgovor je na stranici 2183.

|

Slika 21. Tocke na otvorenoj po- | Slika 22. Tocke na otvorenoj po-
lusfernoj povrsini. lusfernoj povrsini.

Otvorena povrSina polusfere znac¢i da su tocke ekvatora nedostupne
stanovnicima polusfere.

5. Odluéujuce pitanje:
Kakva bi trebala biti ravna crta na polusfernoj plohi?

AL
DA

Slika 23. Mozemo li | Slika 24. Mozemo 1i | Slika  25.  Hiper-
pravce u ravnini iza- | izabrati sferne crte | boli¢ne linije?

brati kao pravce na | kao ravne na polusfe-
polusferi? ri?

Pitanja:

Mozemo li odabrati ravninu kao ravnu liniju na polusferi?

Mozemo li odabrati sfernu liniju kao ravnu liniju na polusferi?

Mozemo li izabrati polukruznice okomite na ekvator, koje podsje¢aju na
rezanje luka, kao ravne na polusferi?

Lenart - odgovor datoteka.gsp.

Odgovor je na stranici 213.
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6. Koja je od ovih linija najduza?

Slika 26.

Odgovor je na stranici 213.

7. Koja je linija hiperboli¢na linija?

Slika 27. Koja je lini- | Slika 28. Koja je lini- | Slika 29. Koja je lini-
ja hiperboli¢na? ja hiperboli¢na? ja hiperboli¢na?

Slika 30. Koja je lini- | Slika 31. Koja je lini- | Slika 32. Koja je lini-
ja hiperboli¢na? ja hiperboli¢na? ja hiperboli¢na?

R
@ Lenart - odgovor datoteka.gsp.

Odgovor je na stranici 213.
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U sve tri geometrije, skup ravnih linija koje imaju jednu presje¢nu tocku
naziva se pramenom pravaca (ili zraka) ili skupom konkurentnih pravaca.

\ P
= Q

Slika 33. Planarni | Slika 34. Sferni pra- | Slika35a)ib) Hiper-
pramen pravaca. men. boli¢ki pramen.

8. Koje hiperboli¢ne pravce trebamo nazvati paralelnim?

Sfera ne pomaze u odgovoru na pitanje jer nema paralelnih pravaca.
Polazedi od paralelnih pravaca u ravnini, mozemo birati izmedu dvije opcije
za hiperboli¢ne linije.

/

Slika 36. Ravni para- | Slika37. Jesu 1li to | Slika38. Jesu li to
lelni pravci. paralelne hiperboli¢- | paralelne hiperboli¢-
ne linije? ne linije?

Ovo je jedno od pitanja koje je zaokupljalo matematicare tisucama go-
dina.

Lenart - odgovor datoteka.gsp.

Odgovor je na stranici 2183.

p i‘>‘
N
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9. Zadani su pravac pramena i pravac izvan njega:
Koliko se paralelnih pravaca koji ne sijeku vanjski pravac moze
nac¢i u pramenu?

I

Slika, 39. Ravninski
pramen pravaca i

vanjski pravac.

Slika 40. Sfer_ni polu-
mjeri i vanjska kruz-
nica.

Slika 41. Hiperbolicki
pramen i vanjska li-
nija.

Lenart - odgovor datoteka.gsp.

Odgovor je na stranici 2183.

10. Mjerenje udaljenosti i kuta na hiperboli¢koj polusferi

Mjerenje udaljenosti je manje intuitivno jer polazeéi od jedne tocke
otvorene polusfere, nikada ne mozemo do¢i do ekvatora. To je moguce samo
ako se nasi koraci vanjskom promatracu ¢ine sve kra¢ima. Kutovi su, s druge
strane, dobro predstavljeni polusferi¢nim modelom: kutovi koji se ¢ine jed-
nakima stvarno su jednaki, kutovi koji izgledaju kao pravi kutovi su stvarno
pravi kutovi. Tako mozemo vjerovati svojim o¢ima kada mjerimo kutove, za
razliku od mjerenja udaljenosti. Mnogi problemi hiperbolicke geometrije
postaju jasniji i laksi za razumijevanje ako problem pokusamo formulirati i
rijesiti s kutovima, a ne s udaljenostima.
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11. Koliki je zbroj unutarnjih kutova trokuta?

Slike prikazuju pravilne trokute jer na najzorniji na¢in prikazuju prom-
jenu kutova.

Slika 42. Ravna linija | Slika43. Sferni polu- | Slika 44.Hiperbolicka
zraka i vanjska linija. | mjeri i vanjska ravna | zraka i vanjska linija.
linija.

Lénart - odgovor datoteka.gsp.

Odgovor je na stranici 213.

12. Zavrsne rijeci

Ovaj kratki uvod moze biti dovoljan za ublaziti vage strahove o hiper-
bolickoj geometriji koja je puna uzbudljivih pitanja. Evo nekoliko takvih
pitanja:

1. Kako izmjeriti povrsinu? Isto kao na ravnini ili sferi ili vam je potrebna

drugacija metoda?

2. Sto su hiperbolicke kruznice? Jesu li iste kao na ravnini ili sferi ili su
im oblici iskrivljeni kao kod jedinica za mjerenje udaljenosti?

3. Je li moguce imati kruznicu koja nije ravna, ali nema srediste?
4. Koliko pravih kutova moze imati hiperboli¢ki mnogokut?

5. Kako izgleda pravilan hiperboli¢ki poligon?

6. Postoji li hiperboli¢ki Pitagorin poucak?

7. Postoji li hiperbolicka trigonometrija koja se temelji na ravninskoj i
sfernoj trigonometriji?
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Primjer poucka iz apsolutne geometrije

Evo tvrdnje poucka koji su otkrili i dokazali J. Gusi¢ i P. Mladinié [15.]uz
pomo¢ B. Pavkovica:

Cetverokut je tangencijalan ako i samo ako su kruznice upisane, u dva
trokuta formirana dijagonalom, tangencijalne jedna drugoj.
i za koji naslu¢ujemo da vrijedi i u drugim geometrijama.

Istinitost tvrdnje poucka ilustrirana je na slikama dobivenima u Eukli-
dovoj, sfernoj i hiperboli¢noj geometriji.

Naravno da ovo naslu¢ivanje treba strogo matematicki dokazati u

drugim geometrijama kao Sto je dokazana tvrdnja u Euklidovoj geometriji.
Tvrdnje/poucci koji vrijede u ove tri geometrije pripadaju apsolutnoj

geometriji.

Dakle, ovo je primjer jednog moguéeg takvog poucka!

Odgovori na neka postavljena pitanja

Odgovori na neka postavljena pitanja nalaze se na Lenart - odgovor
datoteka.gsp i na stranici 213.
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Odgovori na pitanja

8. Koju plohu odabrati za treéu geometriju?

Hiperbolicka geometrija se moze graditi na bilo kojem modelu, ovisno o tome koji
nam je model razumljiviji i vizualniji. Kao prvi korak odabiremo Poincaréov otvoreni
polusferiéni model, ¢ija grani¢na linija i ekvator viSe nisu dio modela. Za one koji zive
na ovoj polusferi, ekvator je nedostizan, kao loviti dugu na nebu. U tom smislu, ekvator
u ovom modelu predstavlja beskonac¢nost.

Pravci na slici 18. sijeku se unutar polusfere, imaju zajednicku tocku. Pravci na slici
19. sijeku se samo na ekvatoru, tako da nemaju dodirnih tocaka unutar modela. Sli¢no,
na slici 20., pravci a i b se sijeku, ali pravci a i ¢ nemaju zajednicke tocke.

4. Sto odabrati kao najjednostavniji element hiperbolicke geometrije na polusfernoj
plohi?

Tocku na otvorenoj polusfernoj plohi prihvacamo kao najjednostavniji element. Taj
izbor je potpuno proizvoljan, kao $to je sluc¢aj s ravninom i sferom. Prema suvremenoj geo-
metriji biramo najjednostavniji element koji zelimo (tocku, par tocaka, pravac, kruznicu
itd.). Pitanje je koliko je uporabljiv geometrijski sustav koji gradimo na ovom osnovnom
elementu.

5. Odlucujuée pitanje: Kakva bi trebala biti ravna crta na polusfernoj plohi?

Ravna linija (pravac) ne dolazi u obzir jer se ne moze prilagoditi polusfernoj povrsini.
Pola sferne crte bi stalo na sferu, ali na taj nac¢in bismo u biti stvorili geometriju slicnu
klasi¢noj sfernoj geometriji. Mozemo pokusati sa sfernim polukruznicama, koje podsjec¢aju
na rezanje luka, okomito na napusteni ekvator polusferi¢ne povrsine. Je li moguce izgraditi
novu vrstu smislene geometrije s ravnim linija poput hiperbolickih?

6. Koja je od ovih linija najduza?

Sve su iste duljine: BESKONACNO duge jer im krajnje totke padaju na ekvator
¢ije tocke vise ne pripadaju modelu polusfere. Za hiperbolicku geometriju, ove linije su
nerazlucive. Ono sto se ¢ini najmanjim, jednako je dugo kao i ono §to se ¢ini najvec¢im:
beskonacéno dugo, bas kao i svaki pravac u ravnini!

7. Koja je linija hiperbolicna linija?

(sl. 27.) Nijedna jer nijedna nije okomita na ekvator. (Jedino se totka moze nazvati dege-
neriranom linijom!)

(sl. 28.) Samo geografska duzina; niti jedna geografska Sirina; niti ekvator jer ne pripada
modelu.

(sl. 29.) Sve geografske Sirine, a jedina geografska duzina je ona koja prolazi sredistem
polusfere.

(sl. 30.) Sve sferne polukruznice na slici jer su sve okomite na ekvator.

(sl. 31.) Sve kruznice zemljopisne duzine jer su sve okomite na ekvator. Svaka od njih prolazi
kroz tocku na polusferi, sredistu polusfere.

(sl. 32.) Sve polukruznice prikazane na slici jer su sve okomite na ekvator. Svaka od njih
prolazi kroz neku tocku na polusferi, iako ta tocka nije srediSte polusfere.

Za vanjskog promatraca, linije koje prolaze kroz tocku na slici 31. su ljepSe i simetri¢nije
od linija na slici 32. Medutim, sa stajalista hiperbolicke geometrije, oblici na slikama 31.
i 32. potpuno su identicni i nerazlucivi.

8. Koje hiperbolicne pravce trebamo nazvati paralelnim?

Hiperbolicke linije drugog lika vise podsjecaju na ravninske paralele prvog lika jer se
ne sijeku i jednako su udaljene jedna od druge u sfernom smislu.
S hiperbolickom udaljenoséu, medutim, ne mozemo vjerovati svojim oc¢ima jer nikada ne
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mozemo do¢i do ekvatora, a kako se priblizavamo ekvatoru, hiperbolicka udaljenost se
povecava.

Za pravce na trecoj slici takoder vrijedi da se ne sijeku jer tocka ekvatora u kojoj bi se
sastajale viSe ne pripada modelu. S druge strane, udaljenost izmedu dviju ravnih linija se
smanjuje i priblizava nuli pa se ni tu ne moze odrzati konstantna udaljenost.

Prednost pravaca na trecoj slici je u tome §to idu u istom smjeru, prema beskona¢no
udaljenoj tocki ekvatora, kao $to idu u istom smjeru i ravni paralelni pravci na prvoj slici.
Stoga ima smisla nazvati paralelnim linijama pravce koji idu u istom smjeru na trecoj
slici, za razliku od divergentnih linija na drugoj slici.

To je bila turdnja koju mnogi matematicari nisu mogli prihvatiti: beskonacéno duge ravne
linije koje se stalno priblizavaju jedna drugoj, ali se nikada ne susrecu!

9. Zadani su pramen pravaca i pravac izvan njega:

Koliko se paralelnih pravaca koji ne sijeku vangjski pravac moze naéi u pramenu?

U ravnini u pramenu nalazimo jedan pravac koji ne sije¢e vanjski pravac (sl. 39.).
Sfera nema u pramenu polumjera niti jedan polumjer koji ne sijece vanjsku liniju (sl. 40).
Pri ispitivanju hiperbolickog slu¢aja mozemo po¢i od Cinjenice da su sve linije na slici
hiperbolicki pramen (sl. 41.). Ispitajmo koliko linija koje prolaze kroz zajednicku tocku
ne sijeku vanjsku liniju koja sadrzi plave tocke sjecista.

Beskonacan broj linija sijece vanjsku liniju, od kojih se nekoliko moze vidjeti na dijagramu.
Krecuéi se prema ekvatoru, medutim, u oba smjera postojat ¢e prva linija, koja bi sjekla
vanjsku liniju u jednoj tocki na ekvatoru, ali te tocke vise ne pripadaju modelu pa ¢e
te dvije linije biti ”samo-ne-sijecenje”. Nijedna od hiperbolickih linija izmedu dviju linija
koje se ”samo ne sijeku”, u pojasu oznacenom narancastom bojom na slici, ne sijece
vanjsku liniju!

U hiperbolickom primjeru postoji, dakle, beskonac¢an broj linija koje se sijeku i beskonacan
broj linija koje se ne sijeku u odnosu na vanjsku liniju. Pravci koji se sijeku i pravci koji
se ne sijeku odvojeni su dvama pravcima koji se "samo ne sijeku” u posebnom polozaju,
a koje se mogu nazvati paralelnim ili asimptotskim pravcima.

11. Koliki je zbroj unutarngjih kutova trokuta?

Zbroj kutova ravnog trokuta uvijek je 180°.

Zbroj kutova sfernog trokuta poé¢inje od 180° skupljenog u tocku i raste do 540° kada
preraste u glavnu kruznicu.

Zbroj kutova hiperbolickog trokuta pocinje od 180° skupljen do toc¢ke i smanjuje se do
granicnog trokuta ili asimptotskog trokuta prema 0°.

Hiperbolicki grani¢ni trokut nije pravi trokut, ve¢ degenerirani trokut. On nema vrhove
jer vrhovi padaju na ekvator ¢ije tocke ne pripadaju modelu. Bilo koje dvije stranice su
paralelne i dodiruju 0°. Zbroj kutova je dakle 0° 4+ 0° + 0° = 0°.
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Kao 8to se odnosi trigonometrijskih funkcija uporabljuju za ravninske
trokute, tako se oni mogu ”prilagoditi” i za sferne trokute, tj. za sfernu
trigonometriju.

Sferna se trigonometrija pocela razvijati za potrebe navigacije, as-
tronomskih promatranja kretanja nebeskih tijela itd. ¢ak i ranije nego
ravninska trigonometrija.

Na stranici 2. kratko smo citirali §to je J. Majcen napisao o povijesnom
razvoju sferne trigonometrije pa o tome ovdje ne ¢emo elaborirati.

U ovom ¢emo poglavlju obraditi numericki dio sferne geometrije.

Pojmove koji su definirani/opisani u prethodnim poglavljima ovdje ne
¢emo ponavljati, nego ¢emo ih nastaviti uporabljivati.

Nove pojmove i ¢injenice koje ¢e nam trebati u elaboriranju sferne
trigonometrije naznacit ¢emo sukladno nac¢inu u ovoj knjizi.

U knjizi ¢emo uporabljivati elementarne formule sferne trigonometrije
i nagine rjesavanja problema ne zadirué¢i u specijalne formule koje su se
razvile/otkrile tijekom povijesti sferne trigonometrije.

Ideja je da se ti postupci/rjesavanja zadataka mogu usporedivati s pos-
tupcima/rjeSavanjima zadataka u ravninskoj trigonometriji. Na taj se nacin
dobiva dublji uvid u te trigonometrije: zasto je i sto isto, zasto je i $to slicno
i zagto je i Sto potpuno razli¢ito. Posebice ¢e biti zanimljivo istraziti pod
kojim uvjetima formule i tvrdnje sferne trigonometrije ”prelaze” u formule
i tvrdnje ravninske trigonometrije.

10.1. Temeljni pojmovi

Nabrojimo temeljne pojmove (stare i nove) koje ¢emo trebati:

e sfera

antipodalne tocke: dvije tocke koje su dijametralno suprotne

udaljenost tocaka ‘

e glavnaimala kruznica



218

Komparativna geometrija

sferne krivulje

polumjer, promjer i tangenta v

-/

dvokut

sferni trokut

kutovi i stranice sfernog trokuta

sukladnost ili kongruentnost sfernih trokuta

pol i polara
sferni eksces sfernog trokuta: ¢ = a+ 8 + v — 180°

Fulerov trokut: 0 < a,b,¢ < 180°1 0 < v, 8,7 < 180°

pravokutni sferni trokut v

sferni Pitagorin poucak: cosc = cosa cosb

kosokutni sferni trokut

ekvator, meridijani (podnevnici) i paralele
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e ortodroma - najkraca spojnica dviju tocaka na sferi

e loksodroma - krivulja koja sve meridijane sijece pod istim kutom

e trobrid

e zbroj stranica sfernog trokuta i zbroj dviju stranica:
0°<a+b+c<360°ia+b>c

e zbroj kutova sfernog trokuta: 180° < a + 3 + v < 540°
e zbroj dvaju kutova: a + 8 < v + 180°

e nasuprotne stranice i kutovi:
veéem kutu nasuprot lezi veca stranica i obrnuto

s

e povrsina sfernog trokuta: P =e- R?-

180°
: - : . sina __ sinb __ sinc
e sferni poucak o sinusu: S5 = 217 5 = siny

e sferni poucak o kosinusu za stranice:
cosa = cosbcosc + sinbsinc cos o
cosb = cosccosa + sincsinacos 3
cosc = cosacosb + sin asinb cosy

e sferni poucak o kosinusu za kutove:
cosa = — cos Fcosy + sin Ssinycos a
cos 3 = — cosy cos « + sinysin acos b
cosy = —cosacos 3+ sin asin 3 cos c.
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10.2. Sferni poucak o sinusu

U literaturi se mogu nadi razlic¢iti izvodi osnovnih formula za rjesavanje
sfernog trokuta. Buduéi da nas zanimaju njihove primjene, prikazat ¢emo
jedan od mogucih izvoda, pomocu trobrida.

Zadani su je jedini¢na sfera sa srediStem u tocki O, na njoj sferni trokut
AABC i pripadni trobrid.

Naime, ako se trobrid presijece sferom, kojoj je srediste u vrhu trobrida,
presjek ¢e biti sferni trokut. Bridovi trobrida probadaju sferu u vrhovima
sfernog trokuta, a stranice trobrida sijeku sferu u glavnim kruznicama
¢iji lukovi omeduju sferni trokut. OA,OB,OC su bridovi trobrida, a
OAB,OBC,OCA su stranice trobrida.
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Vrhom C' sfernog trokuta AABC' konstruirajmo/ nacrtajmo dvije rav-
nine okomite na bridove OA, OB trobrida. Te dvije ravnine se presijecaju
duz pravca C'T koji je okomit na stranu trobrida OAB.

Prema poucku o tri normale iz stereometrije koji glasi:

Ako je ortogonalna projekcija p' pravea p na ravninu o okomita na neki
pravac q te ravnine, onda je i pravac p okomit na q ¢ obratno p L q povlaci
p L q.

Mora biti PT 1 OA, odnosno TR L OB. To ¢e imati za posljedicu da su
odredeni kutovi identi¢nih veli¢ina, tj. |[ZCPT| = |ZCAB| = a1 |[ZCRT| =
|ZABC| = .
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Iz pravokutnih trokuta APTC i ARTC (pogledajte sliku) vrijedi:
ICT| ; ing = 1€T1

|CP| ~ |CR|

Ako to zapiSemo malo drugacije dobit ¢emo da je

sino =

|CP|-sina = |CT| = |CR| - sinf. (%)

Pogledajmo pravokutne trokute AOPC i AOCR. Vrijedi:
|CP| . .  |CR|
00 isinag = ok
Odnosno, izraze |CP| = |OC|sinb, |CR| = |OC|sina, uvrstimo u (*)
pa dobijemo

sinb =

|OC| - sinb - sina = |OC]| - sina - sin 8
odnosno

sina Sin«

sinag-sinf =sinb-sina = — = ——.
sinb  sin(

Cikliécnom zamjenom elemenata sfernog trokuta dobit ¢emo slijedece
izraze:

sinb sinf , sinc  sinvy
_ q _

sinc  siny  sina  sina’

Spojivsi sva tri razmjera piSemo:
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sina :sinb : sinc =sina : sinf : sin~y.

Na ovaj nac¢in smo izveli sferni poucak o sinusu koji glasi:
Sinusi stranica sfernog trokuta odnose se kao sinusi onih kutova, koji su tim
stranicama nasuprot.
Poucak o sinusu moze se primijeniti, kad su od sfernog trokuta zadane:
1. Dvije stranice i kut, koji je nasuprot jednoj od njih, a trazi se kut,
koji je nasuprot drugoj stranici;

2. Dva kuta i stranica, koja je nasuprot jednom od njih, a trazi se stra-
nica, koja je nasuprot drugom kutu.

U mapi GSP datoteka u datoteci Primjena sfernog poucka o sinusu i
kosinusu stranica dani su svi koraci rjeSavanja i komentari istih kroz upute
za rjeSavanje.

Primjer 2. Zadane su dvije stranice a = 33°1'45” i b = 155°5'18"
kosokutnog sfernog trokuta 1 kut o = 70°20'50". Izracunajmo kut (3.

RjeSenje. Zadane su dvije stranice i kut nasuprot jednoj, §to sugerira

primjenu sfernog poucka o sinusu. UvrStavanjem zadanih elemenata sfernog
: y . c . sinbd - sin
trokuta u izraz sfernog poucka o sinusu slijedi da je sinff = ——— =
sin a
0,727771797 < 1, tj. postoji takav sferni kosokutni trokut i mozemo dalje
racunati. Dobijamo da je 31 = 46°41’59,7" i By = 133°18'0,3" (zasto?).

Medutim, kut (s je rjesSenje jer ispunjava uvjet: a < b= a < .

Primjer 3. Zadane su dvije stranice a = 42°36'10" i b = 127°19'30”
kosokutnog sfernog trokuta 1 kut o = 37°18'40". Izracunajmo kut (3.

RjeSenje. Zadane su dvije stranice i kut nasuprot jednoj, §to sugerira

primjenu sfernog poucka o sinusu. Uvrstavanjem zadanih elemenata sfernog
. . . c . sinb - sin «
trokuta u izraz sfernog poucka o sinusu slijedi da je sinf = —— =
sin a

0,71207237 < 1, tj. postoji takav sferni kosokutni trokut i mozemo dalje
racunati. Dobijamo da je 81 = 45°24'14"” i 3y = 134°35'46" (zasto?). Oba
izracunata kuta bi mogla biti rjesenje (zasto?). Kutovi 31 i B2 bit Ce rjesenje
ako ispunjavaju sljedeci uvjet:

a—b<180° = a+ [ < 180°.
Oba su kuta rjesenje.

Primjer 4. Zadane su dvije stranice a = 20°10" ¢ b = 127°19'30" i kut
a = 37°18'40". Izracunajmo kut (3.
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RjeSenje. Zadane su dvije stranice i kut nasuprot jednoj, §to sugerira

primjenu sfernog poucka o sinusu. Uvrstavanjem zadanih elemenata sfernog
: y : - . sinb - sin «
trokuta u izraz sfernog poucka o sinusu slijedi da je sinf = ——— =
sin g
1,398135127 > 1 tj. ne postoji sferni kosokutni trokut sa zadanim elemen-

tima.

Primjer 5. Zadana su dva kuta o = 46°37'36" i 3 = 109°29'18" kosokutnog
sfernog trokuta i stranica a = 40°53'24" . Izraéunajmo stranicu b.

RjeSenje. Zadana su dva kuta i stranica nasuprot jednom kutu, Sto
sugerira primjenu sfernog poucka o sinusu. UvrStavanjem zadanih eleme-
nata sfernog trokuta u izraz sfernog poucka o sinusu slijedi da je sinb =

b i
w = 0, 848962371 < 1, tj. postoji takav sferni kosokutni trokut i
sin o

moZemo dalje ra¢unati. Dobijamo da je by = 58°5'56” i by = 121°54'36"
(zasto?). Obje izracunate stranice su rjesenje (zasto?).

Dakle, mozemo i ovako razmotriti ovaj poucak:

Polozi 1i se vrhom A sfernoga trokuta (a, b, ¢, a, 3,7) 1 sredistem O pri-
padne sfere ravnina normalno na suprotnu stranicu OBC pripadnog tro-
brida, sje¢i ¢e ona sfernu plohu u glavnoj kruznici., od koje ¢e onaj dio, koji
pada u sferni trokut, biti sferna visina za stranicu a. Visina v dijeli trokut
u dva pravokutna sferna trokuta, a stranicu a u dijelove z i y (v. sl.).

Sferni trokut i njegova visina

Za ovaj trokut vrijedi sinv = sinc-sin§ i sinv = sinb - sin+y, a odavde
jesinb :sinc=sinf : sin~y.

Druga sferna visina, na stranicu b, dat ¢e na isti nacin sina : sinc =
sino : sin-y.
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1z ove dvije formule slijedi sferni poucak o sinusu:

Za trokut ANABC' sa stranicama a, b, ¢ i kutovima o, B,y vrijedi
sina :sinb : sinc =sina : sinf : sin~y.

Ovaj se poucak moze zapisati i u obliku

sina sin b sinc

sina sinf3  siny’

Napomena: Za v = 90° trokut je pravokutan. Uvrstavanjem dobivamo
formule za pravokutni sferni trokut.

10.3. Sferni poucak o kosinusu stranica i Pitagorin poucak

Pogledajmo izvod jo$ jednog vaznog poucka. U ravnini nemamo toliku
raznolikost poucaka. Neka su zadani jedini¢na sfera sa sredistem u tocki O.,
na njoj sferni trokut ABC i pripadni trobrid.

Vrhom C' sfernog trokuta nacrtane/konstruirane su tangente t; i to. Tan-
gente definiraju kut veli¢ine 7 i okomite su na polumjer sfere OC.

Na trokut ACA;B; primijenimo poucak o kosinusu. Tada moZemo
pisati:
|A1B1|? = |CA1|2 + |CBy|?* — 2|CA1 |2 - |CB; ]2 - cosc.

Odnosno: |OA;|?+|0OBy|? —2|0A|? - |OBy|?-cosc = |CA1|? + |CB; |* -
2|CA1]? - |CBy|? - cosy

ili
|OA;|2+|0OB1|?—2|0A;|*|0OB;|*cosc = |CA1 |*4+|CB; |*~2|C A, |*-|CB; |*-cosy

Primjenom Pitagorinog poucka na pravokutne trokute ACOA; i
ACOB; dobijemo da je

(%)
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|OA1]2 — |CA112 = |OC)? i |OBy|? — |CBy|? = |OC|?

koje uvrstimo u (**).
Mozemo pisati:

2:|0A,|-|OBy|-cosc = |0A|> — |CA1|> +|0B;|* — |CB;|? +2:|CA;|-|CBy|-cos

locP? locP?

=2.|0C|>+2-|CA,|-|CBy| - cosn.
Dijeljenjem citavog izraza s 2 - |OA4| - |OBy] slijedi da je:

loc|  |oC] . |ICA| [CB]
|OA1|  |OB;| |OA1] |OB|

COSCc = - CO8 7,

tj.
cosc = cosa - cosb+sina -sinb - cosvy.

1z te jednadzbe ciklicnom zamjenom elemenata sfernog trokuta slijedi:

cosa = — cos 3 cosy + sin B siny cos a,
cosb = cos ccosa + sin csina cos 3.

Odnos stranica sfernog trokuta i kuta, koji je nasuprot jednoj od njih,
naziva se sferni poucak o kosinusu stranica:

Kosinus jedne stranice sfernog trokuta jednak je ummnosku kosinusa
drugih dviju stranica kojemu se pribroji umnoZak sinusa tih stranica i kosi-
nusa kuta koji je medu njima.

Ovaj poucak mozemo primijeniti, kad su sfernom trokutu zadani:

1. Dvije stranice i kut Sto ga odreduju, a trazi se tre¢a stranica.

2. Tri stranice, a traze se kutovi.

Zadatak. Izvedite formulu za ra¢unanje kutova, ako su zadane tri stra-
nice sfernog trokuta.

Primjer 6. Zadane su dvije stranice a = 123°38/40" i b = 20°47'17"
kosokutnog sfernog trokuta i kut v = 104°38'4”. Izracunajmo stranicu c.

RjeSenje. Zadane su dvije stranice i kut Sto ga zatvaraju i trazi se
treta stranica, $to sugerira primjenu sfernog poucka o kosinusu stranice.
Uvrstavanjem zadanih elemenata sfernog trokuta u izraz sfernog poucka
o kosinusu stranica cosc = cosa - cosb + sina - sinb - cos~y slijedi da je
c =103°25'13".
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Primjer 7. Zadane su tri stranice a = 66°12'30",0 = 119°47'17" i
c = 72°53'50" kosokutnog sfernog trokuta. Izracunajmo kutove tog sfernog
trokuta.

Rjesenje. Uvrstavanjem zadanih elemenata sfernog trokuta u izraz

sfernog poucka o kosinusu stranica cosc = cosa - cosb + sina - sinb - cos~y
cosa —cosb- cosc

slijedi da je cosa = - -
sinb - sinc
Odavde slijedi da su o = 49°12/41', 3 = 133°38/45" i v = 52°15'56"

trazeni kutovi sfernog trokuta jer je ispunjeno: a < c < b= a <y < (.

Dakle, vrijede sljedece ¢injenice.
Iskazimo tvrdnju sfernog poucak o kosinusu.

Za trokut ANABC' sa stranicama a, b, ¢ i kutovima o, B,y vrijedi

cosc = cosa cosb + sinasinb cos~y,

cosb = cos ccosa + sin csina cos G,

1z te jednadzbe ciklicnom zamjenom elemenata sfernog trokuta slijedi:

cosy = —cosa.cos 3 + sinasin Fcos ¢,
cos 3 = — cosy cos v + sin -y sin a cos b,
cosa = — cos 3 cosy + sin B siny cosa.

Prve tri formule su tvrdnje poucka o kosinusu za stranice sfernog trokuta,
a sljedece tri su za kutove.

Zadatak. Uz oznake na gornjoj slici sfernog trokuta dokazite da vrijede
formule sfernog poucka o kosinusu.

Za ~v = 90° trokut je pravokutan. UvrStavanjem u prvu formulu dobi-
vamo

cos ¢ = cos a cos b.

Ovo je Pitagorin poucak za sferni pravokutni trokut.
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10.4. Sferni poucak o kosinusu kutova

Zadani su sferni trokut ABC' i njegov polarni trokut A, /53;C". Odgo-
varajuéi elementi su:
e stranice a, b, c; a1, by, ¢

e kutovi: o, 8, v; a1, B1, 71

Vrijedi:

a+ai=7m orta=m
/3—{— Z)|:7T ))|+b:7T
yta=m  yite=m

Primijenimo 1i sferni poucak o kosinusu stranica na polarni trokut
A1 B, dobit ¢emo

cosap = cosby - coscy + sinby - siney - cos ag
ili
c0s(180°—a) = cos(180°—3)-(180°—~)+sin(180°"°—3)-sin(180°—v)-cos(180°—a)
ili

—cosa = (—cosf) - (—cosvy)+sinf-siny - (—cosa)

ili

cosa = —cosf3-cosvy+sinf-sin~y - cosa.
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Iz te jednadzbe ciklicnom zamjenom elemenata sfernog trokuta, dobi-
jemo:

cos 3= —cosf-cosy+sina - siny-cosb

cosy = —cosa-cosf3 +sina - sinf - cosc.
Odnos kutova sfernog trokuta i stranice, koja je nasuprot jednom od
njih, zove se sferni poucak o kosinusu kuta.
Ovaj poucak mozemo primijeniti, kad su zadani:
1. dva kuta i stranica na kojoj se oni nalaze, a trazi se treci kut;

2. tri kuta, a traze se stranice.

Zadatak. Izvedite formulu za ra¢unanje stranica, ako su zadana tri kuta
sfernog trokuta.

U stogodisnjoj literaturi mogu se na¢i mnogi poucci i formule koji nam
omogucuju rjesavanje sfernih trokuta. Informacije radi navedimo neke. Nji-
hova uporaba detaljno je razradena u literaturi i nije nam u fokusu ove
knjige o komparativnoj geometriji osim u slu¢ajevima koje smo iz odredenih
razloga prezentirali u ovoj knjizi.

Takvi su:

e sferni poucak o sinusu stranice i kosinusu kuta,
e sferni poucak o sinusu kuta i kosinusu stranice,
e prvi sferni poucak o kotangensima,

e drugi sferni poucak o kotangensima,

e Delambreove! jednadzbe,

e Napierove? jednadzbe.

1J. B. Delambre (1749. - 1822.) je francuski matematicar
2J. Napier (1550. - 1617.) je skotski matematicar
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10.5. Rjesavanje pravokutnog sfernog trokuta

Buduéi da je v = 90° pravokutni trokut bit ¢e odreden s dva elementa:
hipotenuzom c; katetama a, b; kutovima «, 3.
Dakle, imamo tri tipa zadataka:
a) Zadane su dvije stranice

— zadatak I.: hipotenuza c i kateta a ili b,

— zadatak II.: obje katete a i b.

b) Zadane su stranica i jedan kut

— zadatak III.: hipotenuza c i kut alpha ili beta,
— zadatak IV.: kateta i prilezeéi kut,
— zadatak V.: kateta i suprotan kut

¢) Zadana su dva kuta

— zadatak VI.: oba kuta.

Ilustracije radi pogledajmo sljedeée primjere i prijedlog formula za
rjeSavanje.

Primjer 8. U pravokutnom su trokutu poznate katete a i b.

Formule tgar = 8% g3 = Stiil; i cosc = cos acosb omogudéit ¢e nam
izra¢un nepoznatih elemenata sfernog pravokutnog trokuta.
Napomena: Hipotenuza je Siljasti kut kad je cosc > 0, a tupi kut kad je

cosc < 0.

Primjer 9. U pravokutnom su trokutu poznate hipotenuza c i jedna kateta
a.

tga

__ cosc _ . _ tga e 2 . o
Formule cosb = 2222, tga = 25 icos 8 = tec Omogucit ¢e nam izracun

nepoznatih elemenata sfernog pravokutnog trokuta.

Napomena: Rjesenje je jednoznacéno uz uvjet da je cosc < cosa, a Siljasti
kut ili da je a tupi kut.

Primjer 10. U pravokutnom su trokutu poznate hipotenuza c i c.

Formule ctg 8 = tga-cosc, tga = cos B-tgcitgb = cosa-tgcomogulit
¢e nam izracun nepoznatih elemenata sfernog pravokutnog trokuta.

Primjer 11. U pravokutnom su trokutu poznate kateta a i blizi kut 3.
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Rjesenje je jednoznacno.
Formule tgc = Ctogsaﬁ, tgb =sina -tg 8 i cosa = cosa - sin 3 omogudéit ée
nam izracun nepoznatih elemenata sfernog pravokutnog trokuta.

Napomena: Ako je kut o malen, racunat ¢e se iz formule sina =

sina
sinc”®

Primjer 12. U pravokutnom su trokutu poznate kateta a i suprotan joj kut
.

Dobit ¢emo dvoznaéno rjesenje.

Formule sinc = :iigg,tgb =cosa-tgeictg S = tga - cosc omoguéit Ce

nam izracun nepoznatih elemenata sfernog pravokutnog trokuta.
Napomena: Uvjet za rjeSenje: a < a < 90° te a i « Siljasti kutovi ili

a>a>90° ai«a tupi kutovi.

Primjer 13. U pravokutnom su trokutu poznata oba kuta o i B za koje je
a>f.

Formule cosc = ctga - ctg 3, cosa = B2 | cogh = <8

sin B o, omogucit ce
nam izracun nepoznatih elemenata sfernog pravokutnog trokuta.

Napomena: Mora biti o + 3 > 90° 1 a — 3 < 90°.

Pravokutni sferni trokut je sferni trokut koji ima bar jedan pravi kut.
Iz planimetrije se prenose i nazivi: stranica nasuprot pravog kuta naziva se
hipotenuza, a ostale dvije stranice su katete.

U pravokutnom sfernom trokutu (vidi sliku) katete éemo oznacavati
slovima a i b, hipotenuzu slovom c. Kutovi pravokutnog sfernog trokuta
bit ¢e a;, B1 v = 90°.

C

A
c B

Sve formule o kosokutnom sfernom trokutu, koje smo dosad upoznali,
mozemo primijeniti i na pravokutni sferni trokut, samo moramo pri tome
uzeti u obzir da je v = 90°, te da je cosy = 0,ctgy = 1 isiny = 1. Od
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formula za kosokutni sferni trokut u obzir uzimamo samo one, u kojima
poslije zamjene cosy = 0, ctgy = 1 i siny = 1 ostaju po tri elementa.

Uz~ = 90° potrebna su nam samo jos dva elementa pravokutnog sfernog
trokuta, da bi on bio odreden. Mi ¢emo ovdje navesti formule, a ¢itatelju
ostavljamo moguénost provodenja izvodas:

cosc=cosa-cosb
sina =sinc-sina i sinb=sinc-sin
cosa =cosa-sinf3 1 cos(3=cosb-sina
cosa =tgb-ctge 1 cosfB=tga-ctgc
sinb=tga-ctga 1 sina=tgb-ctgfl
cosc = ctga - ctg B.

Sve formule mogu se izre¢i po Napierovom pravilu za pravokutni sferni
trokut:

Ako se na kruznici oznace elementi pravokutnog sfernog trokuta onim
redom kojim su prikazani u trokutu, a pri tome se izostavi pravi kut, te se
umgesto kateta napisu njihovi komplementi, onda je kosinus svake od tihe
pet velic¢ina jednak umnosku kotangensa dvaju blizih velicina ili umnosku
stnusu dvaju daljih velic¢ina.

90°-b
90°-a

Zadatak. ZapiSite 10 navedenih formula u obliku Napieovog pravila.

Neka svojstva pravokutnog sfernog trokuta

Sva navedena svojstva mogu se izvesti i dokazati. Mi ¢emo ih navesti jer
su potrebna za rjeSavanje zadataka o pravokutnom sfernom trokutu.
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Kateta i kut, koji je njoj nasuprot, uvijek su istovrsni, tj. oni su ili
veci od 90°, ili jednaki 90° ili manji od 90°.

Kateta je manja od kuta, koji je njoj nasuprot, kad su oni manji od
90°, a veca od njega kad su oni veéi od 90°.

Hipotenuza je po svojoj veli¢ini uvijek izmedu veli¢ine jedne katete i
veli¢ine njezina suplementa.

Hipotenuza je manja od 90°, kad su katete istovrsne tj. kad su obje
manje od 90°, odnosno vecée od 90°.

Hipotenuza je veéa od 90°, kad su katete raznovrsne, tj. kad je jedna
manja, a druga vec¢a od 90°.

Hipotenuza je jednaka pravom kutu, kad je jedna kateta jednaka
pravom kutu.

Pravokutni sferni trokut moze imati dva, pa i tri prava kuta.

U pravokutnom sfernom trokutu pravi je kut veéi od razlike, a manji
od zbroja ostalih dvaju kutova.

Zbroj onih kutova pravokutnog sfernog trokuta, koji su nasuprot kate-
tama, veéi je od jednoga a manji od tri prava kuta.

Rjesavanje pravokutnog sfernog trokuta

Pravokutni sferni trokut moze se razrijesiti, odnosno konstruirati, kada
su zadani ovi njegovi elementi:

I
II.
I11.
IV.
V.
VI

hipotenuza i jedna kateta,
dvije katete,

hipotenuza i jedan kut,
kateta i ”prileze¢i” kut,
kateta i kut nasuprot,

kutovi nasuprot katetama.

Pri rjesavanju pravokutnog sfernog trokuta treba sve njegove nepoznate
elemente izracunati samo pomocu ona dva elementa koji su poznati.



10. Sferna trigonometrija 233

e Ako je trazeni element (kut ili stranica) po veli¢ini blizu 0° ili 180°,
tada ¢e izracunata vrijednost (kuta ili stranice) biti netoéna ako se
racuna funkcijom kosinus.

e Ako je trazeni element (kut ili stranica) po veli¢ini blizu 90°,
izracunata vrijednost (kuta ili stranice) bit ¢e netoéna ako se racuna
funkcijom sinus.

e Vrijednosti trazenih elementa (kutovi ili stranice) najtocnije
je izracunati primjenom funkcija tangens ili kotangens.

C c

A 90° - b
B gpo.y

Slucaj I.

Neka su zadane hipotenuza i jedna kateta, primjerice stranice c i a.

Rjesenje. (Napierovo pravilo) kut /3 je sredisnji element, susjedni ele-
ment su: ¢ i 90° — a.

cos 3 = ctge - ctg(90° — a)
cos B = ctgc- tga.
Nadalje je

sina = cos(90° — a) = sinc - sin«

sina

sina = ——.
sin ¢
Za kut « dobivaju se dvije suplementarne vrijednosti oy i aq, ali je
samo jedna rjeSenje. To je ona koja je istovrsna s katetom a, tj. kateta i njoj
nasuprotni kut ili su oboje u L. ili u II. kvadrantu. Zadatak prema tome ima
jedno jedino rjeSenje.
Da bi sferni trokut bio odreden mora veli¢ina zadane hipotenuze biti
izmedu katete i njezina suplementa (veca od katete a manja od suplementa),
tj.
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a<c<180° —a ii b<c<180° —b.

Primjer 14. Zadan je pravokutni sferni trokut s hipotenuzom c¢ =
85°11’55" i katetom a = 101°13/36”. Izracunajmo katetu b, te kutove

a1 .

RjeSenje. Bududéi da je veli¢ina hipotenuze ¢ izmedu kateta a i njezi-
na suplementa 180° — a = 78°46'24”, to je zadanim elementima odreden
pravokutni sferni trokut.

Vrijede sljedece formule, uvjeti i izrac¢uni:

cosfB =ctge-tga

cosc
cosb =
cos a
. sina
sina = —
sinc

ap = 79°50'23, 8", as = 100°9'36, 2"
b= 115°27'46"

a>90° = a>90° = as.

Slucaj II.
Neka su zadane dvije katete, primjerice stranice a i b.

cos ¢ = cosa - cos b.
Primjenom Napierovog pravila na tri susjedne veli¢ine 90° — a, 90° — b

i a dobije se
cos(90° — b) = ctg(90° — a) - ctg o
4
sinb=tga- ctga
ctga =sinb - ctga.

Analogno vrijedi
ctg B =sina - ctgb.

Nema ogranic¢enja osim da svaka kateta bude veéa od 0° i manja od 180°.
Zadatak ima jedno rjeSenje.
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Sluéaj III.
Neka su zadane hipotenuza i jedan kut, primjerice stranice c i a.
Primjenom Napierovog pravila na tri susjedne veli¢ine a, ¢, 3 dobivamo

cosc = ctga - ctg [,
odnosno
ctg B =cosc-tga.
Nadalje, primjenom Napierovog pravila na tri susjedne velicine c, « i
90° — b slijedi
cosa = ctgc- ctg(90° — b) = ctge - tgh
odnosno
tgb =tgc- cosa.
Primjenom Napierovog pravila na tri susjedne veli¢ine ¢, 90° — b, o do-
bivamo
cos(90° — a) = sinc - sinw
sinag = sinc - sina.

Za katetu a primjenom funkcije sinus mogu se izracunati dvije suple-
mentarne vrijednosti a1, as.
Samo jedno od njih je rjesenje: ono koje je istovrsno sa zadanim kutom a.

Slucéaj IV.
Neka su zadane kateta i prileze¢i kut, primjerice stranice b i a.
Primjenom Napierovog pravila na tri susjedne veli¢ine ¢, 5 i 90° — a
dobivamo
cos 8 = ctgc - ctg(90° — a) = ctge- tga

odnosno
ctgec = ctga - cos (.

Nadalje, primjenom Napierovog pravila na tri susjedne veli¢ine 3, 90° —
a,90° — b dobivamo

cos(90° — a) = ctg(90° — a) - ctg B

sina =tgb-ctg
tgb =sina - tg[.
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Primjenom Napierovog pravila na tri susjede veli¢ine 90°—a, «, ( slijedilo
bi:
cos o = sin(90° — a) - sin 3

cosa = cosa - sin (3.

Slucaj V.
Neka su zadane kateta i nasuprotni kut, primjerice stranice a i a.
Za tri susjedne velic¢ine 90° — a, 90° — b, & primjenom Napierovog pravila
slijedi da je:
cos(90° — b) = ctg(90° — a)
sinb = tga - ctg .

Nadalje, primjenom Napierovog pravila na tri susjedne veli¢ine 90° —
a, a, ¢ dobivamo:

cos(90° — a) = sinc - sina

sina

sina =sinc-Sina = sinc = — .
sin o

I na kraju za 3,90° — a, @ dobivamo:
cos o = sin(90° — a) - sin 3

COS &

cosa = cosa-sinf = sin§ = .
cosa

Pravokutan sferni trokut je odreden zadanim elementima, ako su kateta
a i suprotni kut « istovrsni.

Ako su a i a ostri kutovi, onda mora biti a < a jer ¢e tada sin b, sinc, sin 3
po apsolutnoj vrijednosti biti manji od 1.

Ako su a i a tupi kutovi, onda mora biti a > « jer ¢e tada sin b, sin ¢, sin 3
po apsolutnoj vrijednosti biti manji od 1. Za elemente b, ¢, 3 dobiju se po
dvije suplementarne vrijednosti, tj. zadatak ima dva rjesenja (postoje dva
pravokutna sferna trokuta).

Primjer 15. Zadan je pravokutni sferni trokut, kateta a = 75°24'16", kut
a = 78°19'41". Izracunajmo katetu b, kut 3 te hipotenuzu c.

Rjesenje.
Uvrstavanjem zadanih elemenata u formule:

sinb=tga- ctga
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. sina
Sinc = —

S11 &

. COS &

St ﬁ - cosa

dobivamo
by = 52°29'50”, by = 127°30'10”
c1 = 81°10'30,5", ¢y = 98°49'29, 5
B1 = 53°24'3, 24" By = 126°35'57".
Slucaj VI.

Neka su zadana oba kuta « i 3.
Za rjeSavanje mogu se uporabiti formule

cosc = ctga - ctg B

cos 8
cosb = —

sin «

cos
cosa = ——.

sin 3

Zadani kutovi moraju ispunjavati dva uvjeta:
90° < a+ 5 < 270°

—90° < B —a < 90°.

Kvadratni sferni trokut

Sferni trokut u kojemu je jedna stranica 90° zove se kvadratni sferni
trokut.

Kvadratni sferni trokut je polarno pridruzen pravokutnom sfernom
trokutu.
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Elementi kvadratnog sfernog trokuta su: a, b, a, 3, v, c = 90°.

Kvadratni sferni trokut rjesavamo tako da rjesavamo odgovarajuéi po-
larni pravokutni trokut i primjenom Napierovog pravila za zadane elemente.

Zadatak. Postupkom slicnom onom koji je primjenjen za pravokutni
sferni trokut, tj. odabirom onih formula kosokutnog sfernog trokuta u ko-
jima se javljaju funkcije stranice ¢, uz supstitucije sinc = 1,cosc = 0,
ctg c = 0 izvedite formule za kvadratni sferni trokut.

Primjer 16. Rijesimo kvadratni sferni trokut ako su zadani a = 52°10'14"”
i b= 62°58'4",

RjesSenje. Primjenom Napierovog pravila dobivamo
cosb = sina - sin(90° — ().

Odavde je
cosb =sina - cos 3,

odnosno = 54°52'14, 8".
Na slican na¢in dobivamo v = 113°20'27" i o = 46°29'8, 77".

10.6. Rjesavanje kosokutnog sfernog trokuta

Pod rjesavanjem kosokutnog sfernog trokuta podrazumijevamo izra¢unavanje
svih nepoznatih elemenata trokuta, pomoéu elemenata kojima je trokut
zadan.

Da bi kosokutan sferni trokut mogli razrijesiti, odnosno konstruirati,
potrebno je da su zadana tri elementa, kao i za kosokutan trokut u ravnini.
No, za rjeSavanje kosokutnog trokuta ravnine postoje 4 kombinacije njegovih
elemenata, dok je za sferni trokut Sest kombinacija jer ne vrijedi a+(G+v =
180°.

Sferni kosokutni trokut moze se razrijesiti, odnosno konstruirati, kada
su zadani ovi njegovi elementi:

I. tri stranice,

II. tri kuta,

III. dvije stranice i kut medu njima,

IV. dva kuta i ”prilezeta” stranica,

V. dvije stranice i kut, koji je nasuprot jednoj od stranica,

VI. dva kuta i stranica, koja je nasuprot jednom od tih kutova.
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Od sest elemenata sfernog trokuta a, b, ¢, a, 3, uvijek po tri potpuno
odreduju sferni trokut (ukoliko zadovoljavaju jos neke posebne uvjete).

S tri zadana elementa postoji 20 zadataka o trokutu. Kako svi zadatci
s jednakim medusobnim polozajem stranica i kutova ¢ine isti tip zadatka
preostaje samo 6 tipova razli¢itih zadataka o trokutu. Od tih Sest zadataka
dva po dva odgovaraju polarno.

Za sferni kosokutni trokut ABC' i njegov polarni sferni trokut _
slucajevi: [.1 /1. I11.1 s Vi su medusobno polarni. Q\E}"

U mapi GSP datoteka u datoteci Rjesavanje sfernog trokuta dani su svi ~
koraci rjeSavanja i komentari istih kroz upute za rjesavanje.

Tlustracije radi pogledajmo sljedeée primjere i prijedlog formula za
rjeSavanje.

Primjer 17. U sfernom su trokutu poznate stranice a,b 1 c.

cosa — cosbcos c o y L
Formula cosa = - - omogudit ¢e nam pocetak izracuna
) sinbsin ¢
nepoznatih elemenata sfernog trokuta.
Uz a+b+c = 2s dobivamoa+b—c=2(s—c),a—b+c=2(s—b),—a+

b+ c=2(s— a). Nakon

o sinssin(s —a) D sin? % = sin(s — b) sin(s — ¢)

cos - - : -
2 sinbsinc 2 sinbsinec

dobiva se dijeljenjem

tg — =
&9 sins - sin(s — a)

a \/sin(s —b)sin(s — ¢)

odnosno

tg @ _ 1 \/sin(s —a)sin(s — b) sin(s — ¢)

2 sin(s —a) sin s
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Na posve isti nacin dobit ée se jos dvije formule za tg g itgd

Primjer 18. U sfernom su trokutu poznata sva tri kuta o, 3 i .

cos & + cos 3 cos 7y

Formula cosa = omogudit ¢e nam pocetak izracuna

sin (3sin 7y
nepoznatih elemenata sfernog trokuta.

Primjer 19. U sfernom su trokutu poznate dvije stranice a,b i kut medu
njma vy.

Formula cosc = cosacosb + sinasinbcosy omogudit ¢e nam pocetak
izra¢una nepoznatih elemenata sfernog trokuta.

Primjer 20. U sfernom su trokutu poznata dva kuta o, 3 i stranica ¢ koja
je medu njima.

Formula cosy = — cos acos 3 +sin asin § cos ¢ omogucéit ¢e nam pocetak
izra¢una nepoznatih elemenata sfernog trokuta.

Primjer 21. U sfernom su trokutu poznate dvije stranice a,b i kut o na-
suprot jednoj od mjih.
. sinasinb .., . L
Formula sin3 = ———— omogudit ¢e nam pocetak izracuna nepoz-
natih elemenata sfernogs‘é?o%{uta.
Napomena: Razlikovat éemo nekoliko slucajeva: (a) a < b, (b) a = b i

(c) a>b.

Primjer 22. U sfernom su trokutu poznata dva kuta o, 8 i stranica a koja
je nasuprot jednom od njih.

Napomena: Iz poucka o sinusima izra¢una se stranica b, a onda se istim
postupkom kao u zadatku V., izratunaju stranica c i kut ~.

Slucaj I.

Neka su zadane stranice a,b i ¢. Primjenom sfernog poucka o kosinusu
stranica mogu se izracunati kutovi. No, treba provesti determinaciju. Da bi
sferni trokut bio odreden (determiniran) zadanim elementima mora vrijediti:

0° <a—b—c<360°

a<b+c b<a+4c c<a+bd.

Ako su uvjeti ispunjeni trokut postoji i ima smisla dalje rjesavati.
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Primjer 23. Zadane su tri stranice a = 66°12'30",6 = 119°40" i ¢ =
72°53'50"  kosokutnog sfernog trokuta. Izracunajmo kutove tog sfernog
trokuta.

Rjesenje. Bududi da je ispunjeno

0° < a+b+c=2587 < 360°

66°12'30" = a < b+ ¢ = 191°54'30"

119°40” = b < a + ¢ = 139°6'20”

72°53'50" = ¢ < a + b = 185°13'10”

kosokutni sferni trokut postoji.

Primjenom sfernog poucka o kosinusu stranica, mogu se izracunati ku-
tovi sfernog kosokutnog trokuta o = 51°21'47",3 = 131°16'31" i v =
52°15'55".

Zadana su tri kuta «, 3, v. Nepoznate su stranice. To su uvjeti za polarni

Slucaj I. Stranice danog sfernog trokuta su: = 180° - a, b =
180° - 3, ¢1 = 180° - ~.

Primjenom Sluc¢aja I. izra¢unaju se kutovi i 71 polarnog trokuta.
Bududi da vrijedi a = 180° - v, b = 180° - 31, ¢ = 180° - 7, lako se izra¢unaju

stranice sfernog trokuta. Drugi naéin je primjenom sfernog poucka o kosi-
nusu kuta.

Da bi sferni trokut bio odreden (determiniran) zadanim elementima
mora vrijediti:

180° < a + B+ v < 540°

a+ [ <180°+, B4+ <180°+a, a+ v < 180° + 7.
Ako su uvjeti ispunjeni trokut postoji i ima smisla dalje rjesavati.
Primjer 24. Zadane su tri stranice o = 49°12/41" 3 = 133°38'40" i

v = 52°15'55" kosokutnog sfernog trokuta. Izrac¢unajmo stranice tog sfernog
trokuta.
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Rjesenje. Kosokutni sferni trokut s ovim zadanim podatcima postoji.
Rjesenja su stranice a = 66°12/28",b = 119°0'33"” i ¢ = 72°53'47"
kosokutnog sfernog trokuta jer je ispunjeno g >~y > a = b > ¢ > a.

Slucaj III.

Neka su zadane primjerice stranice a, b i kut «v. Nepoznata je stranica c i
kutovi a i 8. Primjenom sfernog poucka o kosinusu stranica izra¢unat ¢emo
stranicu c¢ i sfernim poucakom o kotangensu mogu se izracunati nepoznati
kutovi. Da bi trokut postojao, svi zadani elementi moraju biti manji od 180°
tj. a < 180°, b < 180° i v < 180°.

Primjer 25. Zadane su stranice a = 137°32/43",b = 64°22'32" i v =
19°14'7" kosokutnog sfernog trokuta. Izracunajmo stranicu c i kutove o i
0B tog sfernog trokuta.

RjeSenje. Primjenom poucaka dobijemo da je stranica ¢ = 75°11’35, 45"
i kutovi @ = 165°42'7", 3 = 16°53'37". No, ako za stranice sfernog trokuta
vrijedi ¢ < b < a onda mora vrijediti i v < 8 < a.

Buduéi da to nije ispunjeno, ne postoji trokut.

Neka su zadane primjerice stranica c i kutovi a i 3. Nepoznate su stranice
a ib te kut .
To su uvjeti polarnog Slucaja III. Stranice danog sfernog trokuta
su: a1 = 180° - o, by = 180° - 3, 1 = 180° - ¢. Primjenom Sluc¢aja
II1. izracunaju se kutovi i stranica ¢; polarnog trokuta.
Dakle, iz a = 180° - oy, b = 180° - (71, v = 180° - ¢; dobivamo kolike su
stranice a, b i kut 7.

Slucaj V.

Neka su zadane primjerice stranice a i b i kut a. Nepoznata je stranica
¢ i kutovi i 7. Primjenom sfernog poucka o sinusu izra¢unat ¢emo kut 3
i sfernim poucécima o kotangensu mogu se izra¢unati stranica c i kut ~.

Nema nekih posebnih uvjeta za elemente sfernog trokuta.

Primjer 26. Zadane su stranice a = 74°33/37",b = 84°21'39" i a =
11°13/26" kosokutnog sfernog trokuta. Izracunajmo stranicu c i kutove (3
i 7y tog sfernog trokuta.

Rjesenje. Primjenom sfernog poucka o sinusu slijedi da je 81 =
11°35'34" i 35 = 168°24'26" . Provjerom kao u rjeSavanju Primjera 2. i Prim-
jera 3. zaklju¢ujemo da su oba kuta rjesenje.
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Primjenom Prvog i Drugog sfernog poucka o tangensima slijedi: ¢; =
158°30/22" i cg = 9°59'46", v = 175°45'27" 1 ~o = 2°1/25".

Prisjetimo se koje uvjete moraju ispunjavati stranice i kutovi, te mozemo
zakljuciti da postoje dva rjesenja.

Neka su zadane primjerice kutovi « i (3 te stranica a. Nepoznate su
stranice b i c te kut 7.

To su polarni uvjeti u Sluc¢aju V.

Vrijedi: = 180° - a, by = 180° - 3, a1 = 180° - a.

Primjenom Sluc¢aja V. izracunaju se kutovi i stranice polarnog trokuta,
jer vrijedi:

c=180°- i, b= 180° - 31, v = 180° -

10.7. Primjene sferne trigonometrije

Ovdje ¢emo opisati, kao ilustraciju, primjenu sferne trigonometrije na
nekoliko problema.

Upisana i opisana kruznica sfernom trokutu

Upisanoj kruznici sfernog trokuta polarno odgovara opisana kruznica
polarnog trokuta. I obrnuto: opisanoj kruznici sfernog trokuta polarno odgo-
vara upisana kruznica polarnom trokutu.

Rijesit ¢emo sljededi primjer.

Primjer 27. Odredimo polumger p kruznice koja je sfernom trokutu upisa-
na.

Rjesenje.
Zamislimo trobrid ABC i oko njega sferu. Ona trobrid sijece u sfer-
nom trokutu ABC. Tri ravnine koje raspolavljaju plosne kutove trobrida

o , o o N N N 00 .o o2
presjecat Ce sferni trokut u tri luka AU, BU, CU koji se sijeku u sredistu
U upisane kruznice (v. sl.). Neka je polumjer te kruzmice p tako da je



244 Komparativna geometrija

p L AB,p 1 AC,p L BC.

Sferni trokut i srediste upisane kruznice

Za oznake na slici vrijedi 2(z +y + 2) = a + b+ ¢ = 2s. Odavde je
r=s5—(y+2)=s—a,
y=s-—0b,
z=s—c

Iz pravkutnog sfernog trokuta kojemu je AU hipotenuza, a x i p su katete
dobivamo

. a
tgp =sin(s —a) - tg o

Uvrstimo li ovdje formulu za tg § sa stranice 240. dobiva se

tgp = \/sin(s —a)sin(s — b) sin(s — c)‘

sin s

Pravilni poliedri

Poliedar omeden sukladnim pravilnim mnogokutima zove se pravilni
poliedar. Takvih je 5 poliedara koji su poznati kao Platonova tijela:
tetraedar, heksaedar ili kocka, oktaedar, dodekaedar i ikosaedar.

Ovdje ¢emo razmotriti problem odredivanja polumjera upisane i opisane
sfere pravilnom poliedru.

U unutrasnjosti poliedra odaberimo bilo koju to¢ku oko koje opiSemo
sferu tako velikog polumjera R tako da se cijeli poliedar nalazi u unutrasnjo-
sti sfere. Povucima zrake iz sredista sfere kroz vrhove poliedra i probodiste
tih zraka sa sferom spojimo lukovima glavnih kruznica. Time ¢ée povrsina
sfere biti podijeljena na onoliko sfernih mnogokuta (v. sl.) koliko poliedar
ima strana.
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Svaki se sferni mnogokut dade rastaviti na onoliko sfernih trokuta koliko

ima stranica.

Podjela sfernog mnogokuta na sferne trokute

Buduéi je povrsina jednog od tih trokuta jednaka

R%r

—180°
1800(a+ﬁ+7 );

zbrajanjem povrsina svih trokuta povrsina sfernog mnogokuta bit ¢e jednaka

R
— [e) _ _ 2 . 1 (0]
T — (5 - 2) - 180°),

gdje je k° zbroj kutova sfernog mnogokuta, a s zbroj njegovih stranica.
Poliedar je upisan u sferu ako su mu svi vrhovi na sferi. Poliedar je
opisan sferi ako sfera dodiruje sve njegove bridove ili sve njegove strane.
Oko bilo kojeg vrha pravilnog poliedra zamislimo opisanu dovoljno malu
sferu. Prostorni kut tog vrha pravilnog poliedra sje¢i ¢e sferu u sfernom
pravilnom n-terokutu kojemu je svaka stranica jednaka

. 180°

5= (m—2)

gdje je m broj stranica mnogokuta.
Na slici je prikazan presjek sferom iz jednog vrha ikosaedra (m

5).
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Presjek vrha ikosaedra sa sferom

Iz pravokutnog sfernog trokuta APC dobiva se

180° L w S
= sin — cos —
2 2

COS

odakle slijedi formula za plosni kut pravilnog poliedra

o
. w  COS %
sin— = ——2-
- 180°
2 sin<
Razmatranjem odnosa medu veli¢inama pravilnog poliedra i sfere dobi-
vaju se polumjeri r upisanog i R opisanog polidra sferi

180° 180°
tg

r=R-ctg
n

a w 180°
R=—tg—t
TR

Nekoliko zadataka iz matematicke geografije

Polozaj nekog mjesta na globusu odredujemo dvjema koordinatama:s:

geografskom duzZinom, tj. kutom izmedu nultog meridijana i meridijana
tog mjesta, koja se mjeri od 0° do 180° prema istoku (isto¢na duljina, istoéno
od Greenwicha) i od 0° do 180° prema zapadu (zapadna duljina, zapadno
od Greenwicha),
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geografskom Sirinom, koja je sferna udaljenost mjesta od ekvatora, a
mjeri se od 0° do 90° prema sjeveru (sjeverna Sirina) i od 0° do 90° prema
jugu (juzna Sirina).

EKVATOR

Polozaj mjesta na sferi

1. Sferna udaljenost dvaju mjesta na globusu

Poznate su geografske koordinate dvaju mjesta Mj (A1, ¢1), Ma(Ae, v2).

Udaljenost dvaju mjesta na sferi

N
Sfernu udaljenost tocaka M; i My ozna¢imo s d = [M1Ms|. Nju éemo
izracunati iz sfernog trokuta AMyPgMs primjenom poucka o kosi-
nusu. Na slici su oznacene veli¢ine koje ¢emo uporabiti u racunu.
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Vrijedi
cosd = c0s(90°—p1) cos(90°—p2)+sin(90°—p1) sin(90°—p2 ) cos(Aa—A1)

odnosno

cos d = sin 1 sin g + oS 1 €os Y cos(Ag2 — A1).

Ovo je sferna kutna udaljenost dvaju mjesta.

Udaljenost dvaju mjesta u kilometrima ra¢unamo pomocu formule na
stranici 118.

Zadatak: Odredite medusobne sferne udaljenosti Zagreba, Budimpeste
1 Varsave ako su mjihove geografske koordinate:

o Zagreb: 45°48'43" Sjever, 15°58'52" Istok,
e Budimpesta: 47°29'54" Sjever, 19°02'27" Istok,
o Varsava: 52°13'56" Sjever, 21°0'30" Istok.

2. Glavna kruznica, ekvator i meridijan

Glavna kruznica tockama Mi(A1, 1) 1 Ma(Ag, p2) sijece ekvator u
tocki Sy. Odredite meridijan A\g tog sjeciSta i kut wg te glavne kruznice
s ekvatorom.

Presjek luka glavne kruznice s ekvatorom

Uputa. Iz trokuta AMy My Pg izracunaju se kutovi a; i ag u vrhovima,
M7 1 Ms. Meridijan Ay i kut wg izra¢unaju se iz pravokutnoh trokuta
ASOTlMl i ASOTQMQ.
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3. Koordinate tocke na luku glavne kruznice

Odredite geografske koordinate tocke E na luku glavne kruznice koja
prolazi mjestom M (A, ¢), ako ta glavna kruznica sijece meridijan
mjesta M pod kutom « i ako je sferna udaljenost tocke E od mjesta

M jednaka e.

Koordinate tocke na luku

Uputa. Zadatak se svodi na rjesavanje trokuta AM PsE za koji je
poznato M Pg =90° — o, EMPs =a, ME = e.

4. Udaljenost dvaju mjesta na paraleli

Ako dva mjesta M1 (A1, p1) i Ma(A2, p2) leze na isto] paraleli odredite
za koliko kilometara je duljina luka paralele ve¢a od duljine luka glavne
kruznice koja spaja ta dva mjesta.

Uputa. Iz poucka o kosinusu slijedi cos d = sin? ¢ +cos? ¢ cos(Aa — A1).
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Polozaj mjesta na istoj paraleli

Za dva mjesta na paraleli s podatcima kao na slici ¢ = 30°, Ay —
A1 = 60° i polumjerom sfere R = 6370 km slijedi da je d = 51°20’
ili d = 5705,1 km te luk koji spaja ta dva mjesta iznosi 5776, 9 km.
Razlika je 71,8 km.

Zadatak: Kolika je razlika za ¢ = 60°? Sto mozete uociti iz ova dva
primjera?

(Rjesenje: Razlika je 116,2 km i razlika ovih duljina je manja sto je
paralela blize ekvatoru.)



11. Primjeri sferne geometrije
izvan matematike 1 u nastavi
matematike

Petar Mladini¢ na primanju drzavne nagrade
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Primjeri sferne geometrije u:

e fizici

e kemiji

e biologiji

e kristalografiji

e astronomiji

e navigaciji

e likovnoj umjetnosti (M. Escher, Dick Termes, Clifford Singer,. . .)

e industrijskom dizajnu

11.1. Primjeri u umjetnosti

Tlustracije radi pokazat ¢emo neke radove nekoliko svjetskih umjetnika.
U njihovim se radovima vidi matematika do koje su ”stigli” na tri razli¢ita
nacina. Svaki od njih savrseno vlada geometrijskim pojmovima i svojstvima
objekata koje prikazuju.

Maurits Cornelis Escher

Maurits Cornelis Escher (1898. - 1972.) nizozemski je graficar. Poznatiji
je kao M. C. Escher i poznat po svojim, najceSe matematikom inspiriranim
bakropisima i drvorezima. Bavio se oslikavanjem realno nemogué¢ih kon-
strukcija.
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Ovdje prikazujemo dva njegova rada sa sferom.

M. C. Escher: autoportret na sferi

Dick Termes

Dick Termes americki je umjetnik koji koristi sustav perspektive u Sest
tocaka koji je sam osmislio za stvaranje jedinstvenih slika na velikim sferama
zvanim Termespheres. On je vodedéi svjetski sferiéni umjetnik.

Termesfere su slike na kuglastom platnu koje hvataju cijeli okolis (gore,
dolje, lijevo, desno, naprijed i straga). Njihov stil inspiriran je Termesovom
zeljom da ”"naslika cjelokupnu sliku”. Termespheres su obi¢no objeSene
malim lancima i rotirane elektri¢nim stropnim motorima kako bi se otkrio
potpuni, zatvoreni svemir dok se sfere polako okrecu.

Ubrzo nakon S$to je diplomirao na Black Hills State, Dick Ter-
mes napravio je pomak u svojim umjetnickim djelima koji je odusevio
matematicare i umjetnike.

Evo nekoliko misli Dicka Termesa o tome kako stvara sferne slike, tj.
kako povezuje slikarstvo i matematiku.

Za proucavanje perspektive pokuSavao sam nabaviti vece kamere poput
panoramske fotografije kako bih uhvatio pogled i shvatio sam da Zelim pot-
punu sliku - sve iz jedne tocke u prostoru okrece se okolo, iznad vas, ispod
vas 1 oko vas. Stavio sam svojih Sest tocaka perspektive na sferu, poceo pro-
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jicirati pravee 1 jednostavno je pristajalo kao savrseno.

D. Termes i primjeri njegovih sfernih slika
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Clifford Singer

Evo nekoliko misli Clifforda Singera americkog umjetnika o tome kako
dozivljava i uporabljuje matematiku u svojem radu.

Bez summngje je ispravno reci da postoji odredeni rjecnik sastavijen od
geometrijskih elemenata koji se dosljedno koristi u cijelom mom radu.
U osnovi, moj se rad sastoji od polja boja, pravaca (konvergirajucih, diver-
gentnih, paralelnih ili asimptotski pribliZavajucih), kruznica, elipsa, hiper-
bola i mnogih drugih klasicnih krivulja klasiéne i moderne matematike.
Nije vazno smatraju li se konusnim presjecima, euklidskim konstrukci-
jama ili TjeSengima sustava diferencijalnih jednadzbi. Svaku kompoziciju ili
dovrsenu konstrukciju s tim elementima smatram jedinstvenim umgetnickim
12raZ0m.
Stoga koristim geometriju kao jezik za projektiranje svojih estetskih izraza.

Clifford Singer, Jupiter 1991 Limited Editior
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Nekoliko radova C. Singera

Evo i nekoliko misli Clifforda Singera kako spaja matematiku i svoje
radove.

Buduéi da sam odabrao razne matematicke/geometrijske koncepte kao
osnovu za rad, moja je namjera oblikovati sloZenu integraciju crtanjem re-
fleksije s kolinearnim sjecistima i sjeci§tima na dijagonalnom iscrtavanju.
Serija Cut Space predstavlja matematicke koncepte koristenjem pravca,
apriori primarna matematika za formaliziranje geometrijske konstrukcije.
Postupci geometrijske konstrukcije u osnovi su algoritamski. Kolinearna
sjecista pokazuju 1 matematicke i vizualne istine u geometrijskom slikovnom
polju.
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11.2. Primjeri u knjizevnosti

Jules Verne

Francuski knjizevnik Jules Verne (1828. - 1905.) napisao je pustolovni
roman Put oko svijeta u 80 dana.

Roman je objavljen 1873. godine, a oznac¢ava vrhunac putopisnih fik-
cija Julesa Verna. Glavna okosnica romana jest oklada izmedu engleskog
dzentlmena Philleasa Fogga i njegovih kolega iz kluba Reform u 20.000 funti
da ¢e Fogg, kao Sto i sam naslov sugerira, napraviti krug oko svijeta u 80
dana.

Fogga pokreée zelja za izazovom i poriv da sam postigne nesto veliko.
Obisao je svijet 1 dobio okladu. Fogg je ustedio jedan dan, a da toga nije
bio ni svjestan. Buduéi da je putovao prema istoku, dobio je jedan dan. Da

je isao na zapad, izgubio bi ga.

Dakle, zavrsna ideja i oklada utemeljene su na poznavanju ili nepozna-
vanju datumske granice i vremenskih zona na Zemlji.
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Antoine de Saint-Exupéry

Asteroid /sfera na kojem zivi Mali Princ

U romanu Mali Princ francuski knjizevnik Antoine de Saint-Exupéry
(1900. - 1944.) uzeo je sferu kao model na kojem zivi Mali Princ i njegova
Ruza.

E. A. Abbott & D. Burger

Knjige Engleza E. Abbotta i Nizozemca D. Burgera napisane su na ra-
zli¢itim jezicima i u razmacima od gotovo jednog stoljeca.

Romani su danas najcesce citirani od strane autora ozbiljnih znanstvenih
rasprava o visedimenzionalnoj geometriji i teoriji relativnosti.

Autori na fascinantan nacin uvode Citatelja u glavne tokove vaznih geo-
metrijskih ideja, kao $to su dimenzija, koherentnost, zakrivljenost, demon-
strirajuci apstraktne objekte u raznim ”svakodnevnim” situacijama.

Ovaj znanstveno-fantasti¢ni roman smatra se korisnim za ljude koji
prouc¢avaju, primjerice, pojmove o drugim prostornim dimenzijama ili hiper-
prostorima. Kao knjizevno djelo, roman je cijenjen zbog satire na drustvenu
hijerarhiju viktorijanskog drustva.

Isaac Asimov je u predgovoru jednom od brojnih izdanja romana
napisao da je to najbolji uvod u nacin sagledavanja dimenzija koji se moze
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pronaci.
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Naslovnica ruskog prijevoda: Flatlandija i Sferlandija

11.3. Primjeri suncanih ura

Sunc¢ana ura je naprava koja pokazuje vrijeme uz pomo¢ sjene koju
baca stap osvijetljen Suncem.
Horizontske projekcije

Horizontske projekcije nastaju prenosenjem sferne povrsine na ravninu koja
je dodiruje u nekoj tocki. Prema polozaju te tocke, projekcije mogu biti
ekvatorske, polarne i kose.

Veé je Hiparhu! bila poznata stereografska projekcija. Zamislimo da
se Zemljin globus stavi na ravnu podlogu tako da je dodiruje u Juznom polu.
Sa Sjevernog pola povlacimo zrake. Tocka P’ koju dobijemo u presjeku zrake
koja prolazi tockom P na Zemljinoj povr§ini i ravnine jeste stereografska
projekcija tocke P.

!Astronom i matematicar Hiparh iz Niceje (180.-125. g. pr. K.), osnivac je
matematicke geografije. Napravio je prve trigonometrijske tablice tetiva, a sastavio je
i zvjezdani katalog odredivsi s velikom toc¢noséu udaljenost Mjeseca od Zemlje. Uveo je i

geografske koordinate — duzinu i Sirinu. Hiparhova djela do nas nisu dosla, ali su mnoga
od njih usla u Almagest.
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Stereografska projekcija preslikava sve meridijane u zrake koje polaze iz
Juznog pola. Ekvator se preslikava u kruznicu. Cijela sjeverna hemisfera se
preslikava izvan kruznice ekvatora, a juzna unutar nje. Sjeverni pol nema
projekciju.

(2

-
NS

Sa slike vidimo da se tocka P preslika u tocku P’ koja je od JuZnog
pola S udaljena |SP'| = 2rtg(45° + £). Pri ovoj projekciji kutovi ostaju
nepromijenjeni, pa kontinenti na karti imaju isti oblik kao na Zemlji.

Suncane ure

U svojem radu o Jozefinskoj cesti koja vodi od Karlovca do Senja
Stjepan Szavitz Nossan piSe: ... Da se putnicima po staroj Jozefini olaksa
vremensko orijentiranje postavljene su usput na vise mjesta suncane ure.
... Postamenti suncanih ura sacuvani su danas joS samo u: Mreznickim
poljicima, Generalskom stolu, Jezeranama, Brinju i Vratniku.

Tlustracije radi pogledajmo sljedece slike.

Slika ure na mostu kod Brinja i njezin postament

Za potrebe naseg razmatranja mozemo reéi da je Zemlja kugla? koju
osvjetljavaju usporedne sunceve zrake.

2Zemlja je “spljostena” na polovima, a “ispupCena”’ na ekvatoru, tj. polovi su blizi
sredistu Zemlje od ekvatora.



262 Komparativna geometrija

Problem koji Zelimo ovdje razmotriti rjeSava se u okviru sferne geo-
metrije i s njom povezane sferne trigonometrije, ali se moze razmotriti i
na drugi na¢in. Promatranjem pravaca (Stapa i njegove sjene) i ravnina
(ekvatorijalne, horizontalne i vertikalne) problem ¢emo svesti na odredivanje
elemenata piramide.

Suncanik ili Sunéana ura (sat, dobnik) je astronomska naprava koja
pokazuje/odreduje doba dana (obdanice) na temelju smjera sjene Stapa
(gnomona).

Dva su glavna dijela sun¢ane ure: brojénik najcesée sa satnom podjelom,
dok na veéim konstrukcijama postoji i minutna podjela i kazaljka, toénije
Stap koji se jo$ naziva i gnomon (sjenopokazivaé¢ - onaj koji zna, znalac).

-3

kazaljka (3t ap il gnomon)

\ brojéa nik

Sunc¢ana ura nam pokazuje pravo mjesno vrijeme ili pravo Suncevo vri-
jeme.

Prema polozaju ravnine na koju pada sjena Stapa razlikujemo: a) ek-
vatorsku, b) horizontalnu i ¢) vertikalnu sun¢anu uru.

Horizontalna Sunc¢ana ura
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Evo ekvatorske Sun¢ane ure koja se nalazi ispred planinarske kucée Sv.
Andrije na Visu a koju su projektirali i konstruirali Drago Spoljarié¢ i Rudolf
Schwabe.

Suncane ure su inspiracija umjetnicima. Ovdje ¢emo zbog ilustracije
prikazati nekoliko ura.

Ura Mali kaptol Sisak rad je akademskog slikara Slave Striegla

Dvije su klasi¢ne vertikalne ure na zidovima kuca u Zagrebu i u Milni,
dok su tri umjetnicki radovi u Zagrebu, Senju i Splitu.

Vertikalne ure iz Tkalciceve ulice u Zagrebu i u Milni
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Ovo je ”portabl” sunc¢ana ura koju je izradio Ilija Cosié¢, ucenik 2. razreda
gimnazije kao godisnji seminarski rad.

Prema Justinijanoviéu [20.], vrijeme koje protece od jedne do druge
gornje kulminacije Sunca, naziva se pravim Suncevim danom.

Mjerenjem trajanja pravog Suncevog dana utvrdeno je da ono ne traje
uvijek jednako. Uzrok tome je ¢injenica da se Zemlja rotirajuéi oko svoje
osi istodobno kreée po ekliptici (godisnjoj putanji) nejednolikom brzinom.
Ta je putanja elipti¢na, tj. elipsa sa Suncem u jednom zaristu (fokusu), no
kretanje oko Sunca nije jednoliko.

Prema 2. Keplerovom zakonu spojnica Zemlje i Sunca opisuje u jednakim
vremenima, jednake povrsine. Naime, Zemlja zimi, kad je blize Suncu, brze
se krece, nego ljeti, kada je od Sunca udaljenija.

Nejednoliko kretanje Zemlje oko Sunca ima za posljedicu nejednoliko
prividno kretanje Sunca oko Zemlje. Kako pravi Sun¢ev dan ne traje uvijek
jednako dugo, ne moze se iz njega izvesti jedinica vremena, jer bi se ona iz
dana u dan mijenjala.

Pravo Sunce putuje po ekliptici kre¢udi se nejednoliko a zamisljeno sred-
nje Sunce krec¢e se po nebeskom ekvatoru jednolikom brzinom.

Vrijeme koje protete od jedne do druge gornje kulminacije srednjeg
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Sunca zove se srednji Suncani dan ili sredngji dan.

Za 24 sata Zemlja se jedanput okrene oko svoje osi i opise 360° (puni
krug). Podijelimo prijedeni put od 360° na 24 sata dobit ¢emo da za 1 sat
Zemlja zarotira 15°. Prema tomu Zemlja je podijeljena na 24 wvremenska
pojasa (zone) Sirine 15°.

Vremenska razlika izmedu susjednih pojaseva iznosi 1 sat. Vrijeme u
pocetnom pojasu nazivamo zapadnoeuropsko vrijeme ili svjetsko vrijeme
(Universal Time, UT) a vrijeme u Hrvatskoj srednjoeuropsko vrijeme.

Sunce prividno putuje od istoka prema zapadu, tako da pri kretanju
prema istoku, dodajemo 1 sat, a suprotno pri kretanju prema zapadu, odu-
zimamo 1 sat.

No, mozemo reéi i da je ¢itava Zemljina ploha (sfera) podijeljena na 24
sferna dvokuta, pri ¢emu graniéni meridijani odreduju kut od 15°. To ima
za posljedicu, da sva mjesta u dvokutu imaju isto vrijeme.

Ekvatorska ura

Nacrtajmo kazalo sati ekvatorske suncane ure.

Krug suncane ure se postavlja tako da s tlom zatvara, sa sjeverne

strane, kut jednak geografskoj sirini®.

3Tlo je tangencijalna ravnina Zemljine sfere, a ravnina kazala ure je ravnina okomita
na ravninu u kojoj lezi Zemljin ekvator.
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Sredistem kruga polozi se Stap okomit na ravninu kruga.

ravnina tla
ravnina ure

sjever

ravning ure

ekvator stp

meridija jug fi sjever

Jjug ravnina tla

Sunce se giba na nebeskom svodu prividno po kruznici. Suncem osvijetl-
jen §tap baca na krug sjenu koja se giba gotovo istom kutnom brzinom. Kako
Suncu treba 24 sata za “obiéi” Zemlju, puni krug dijelimo na 24 jednaka
dijela.

Kad Sunce prolazi kroz meridijan, sjena Stapa jest u ravnini meridijana.
Tada kraj sjene na uri oznac¢imo brojem 12. Sat kasnije sjena ¢e pasti na
sljedecu oznaku. Tijekom proljec¢a i ljeta sjene ¢e se projicirati na donju
polovicu kruga, a za vrijeme jeseni i zime na gornju.

Zadatak. Nacinite od kartona i olovke ili nekog drugog materijala uru
vaseg grada/mjesta. Provjerite njezinu toc¢nost!
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Horizontalna ura

Stap suncane ure baca sjenu na horizontalnu ravninu. Odredimo smjer
meridijana i na tom pravcu izaberimo neku tocku O u koju stavimo stap
OP priklonjen za geografsku sirinu ¢ prema horizontali i okrenut prema
sjeveru.

horizontalna
ravnina | (istok

S (sjever)

Horizontalno kazalo sati je sad slozenije naciniti nego u slu¢aju ekva-
torijalne ure. Kad se Sunce nalazi u meridijanu, sjena Stapa pada na pravac
OS prema sjeveru. U tom trenutku je podne (12 sati). Nakon ¢ sati sjena
Stapa Ce pasti na pravac OX. Odredimo kut z.

horizontalna
ravnina I
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Vidimo da krajevi Stapa, krajevi njegove sjene na uri u podne i t sati
nakon podne odreduju trostranu piramidu. Trebamo odrediti kut z u vrhu
O piramide OSX P.

vertikalna
ravnina

ckvatorijalna
ravnina

horizontalna
ravnina |

Pobo¢ka X SP piramide je u ekvatorijalnoj* ravnini ABCD koja je
okomita na OP.
Iz pravokutnog trokuta AOPS (pravi je kut u vrhu P) slijedi da je

|PS| =|0S|siny.

Za 1 sat Sunce “prijede” 24-ti dio punog kruga, tj. za 1 sat sjena prijede

360\ ° . .
(ﬂ) = 15° pa zrake Sunca zatvaraju kut 15° - ¢, Sto znaci da je

/XPS=15°-t.
Iz pravokutnog trokuta APSX (pravi je kut u vrhu S) slijedi
|SX| = |PS|tg(15°-1t)
= |OS|sinptg(15° - t).
Dakle, kut = koji zatvara sjena, u nekom mjestu geografske Sirine ¢,

sa sjenom nakon/prije t sati poslije/prije podne dobiva se iz pravokutnog
trokuta XOS (pravi kut je u vrhu S). Vrijedi
_ OS] sinptg(15° - t)

tgx = |OS| ,

odnosno

4U njoj lezi stap ekvatorijalne ure.
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( tgx =sinp - tg(15° - ). )

Primjer 28. Nacrtajmo kazalo sati horizontalne suncéane ure u Zagrebu.
(geografska Sirina Zagreba je p = 45048/54”)

Izrac¢unajmo kut x za koji se pomakne sjena za +£1,+2,...4 6 sati od
podneva. Dobivamo sljedece podatke.

feff + [ 2 | 3 [ 4 [ 5 [6]
| = || 10°52'35" | 22°29'25" | 35°38'39" | 51°9'42" | 69°30'41" | 90° ||

Nacrtajmo kazalo!

X. XI. XII I 11.

IX. S 111.
VIII. I
VII. v
VI, ) VI.
Z 7

V. J ViII.

Zadatak. Nacrtajte kazalo horizontalne suncéane ure u: a) Splitu (v =
43°30'29" ), b) Osijeku (p = 45°33'44" ), ¢) svojem mjestu.
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Vertikalna ura

Vertikalna suncana ura konstruira se tako da se vertikalna ravnina kazala

stavi u smjer “zapad — istok”. Meridijan je u toj ravnini vertikalni pravac.

Stap PQ koji baca sjenu, okrenut je prema jugu i nagnut je opet prema
horizontu (obzoru) za kut .

vertikalna
ravnina

Kad je Sunce u meridijanu (u 12 sati) sjena Stapa pada na @S.
Nakon/prije t sati, sjena Stapa je QX. Tako Stap, njegove sjene i zrake
sunca PS i PX odreduju piramidu X SQP.
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U nekom mjestu geografske Sirine ¢, kut y koji zatvara sjena s podnev-

nom sjenom nakon/prije ¢ sati dobiva se iz pravokutnih trokuta AOSQ,
APQS i ANXSQ.

Zadatak. Dokazite da je kut y zadan relacijom.

( tgy = cosg - tg(15° - t). )

Zadatak. Nacrtajte kazalo sati vertikalne suncane ure u: a) Zagrebu, b)
Splitu, ¢) Rijeci, d) svojem mjestu.

(Rjesenje.)a)
el 1 | 2 [ 38 [ 4 [ 5 [6]
|y [ 10°34'42" | 21°55'11" | 34°5232" | 50°21'46" | 68°58'16" | 90° ||

V.

ViI.

Vil

IX.

X. XI. X1 I 172
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11.4. Primjer iz kemije

U svojem diplomskom radu iz kemije student Toni Liji¢ je napisao i
dao model sfere s glavnim kruznicama, polarama i polovima uporabljen u
koordinacijskoj kemiji.

Godine 1893. Alfred Werner u svom je radu opisao oktaedarsku
strukturu kompleksa prijelaznog metala te pritom postavio temelje
za dodjeljivanje koordinacijskog broja te oksidacijskog stanja za
spojeve koji su tada bili znani kao dvosoli.

Izraz "dvosol", proizaSao je iz razloga Sto je primjeceno da
prijelazni metal ne tvori vezu samo s anionskim ligandom kako bi
se postigla neutralizacija naboja, veé¢ ju tvori i s drugim vrstama
koje su se €inile nepotrebnim jer je neutralnost spoja veé bila
postignuta.

Koordinacijski spojevi obiZno se dobivaju otapanjem soli metala
i prekursora liganda u pogodnom otapalu.

ShvaZajuéi razloge preferiranja odredenih koordinacijskih geo-
metrija oko pojedinih metalnih centara pronadene su sintetske metode
za odredene kombinacije metala i liganada te je time zapolet razvoj
moderne koordinacijske kemije.

U posljednjih stodevetnaest godina biljeZi se ogroman napredak
u koordinacijskoj kemiji opéenito, no u posljednjih desetak godina
biljezi se 1 nagli razvoj dvaju novih podrufja koordinacijske kemije,
metalo-organskih mreza (MOF) te supramolekulskih koordinacijskih kom-
pleksa (SCC) .

(6]

¥

(0)

—> u

@”{

@

Primjer koordinacijskog spoja: oktaedarski kompleks bakra s kelatnim li-
gandom etilentetratraoctenom kiselinom(EDTA)
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11.5. Primjeri iz fizike i geofizike

1. Je li na§ prostor euklidski?

Klasi¢na mehanika pretpostavlja da je svemir euklidski prostor. Euklid-
ski prostor je apstraktni matematicki prostor, definiran bez fizickog svijeta,
ali koristan za njegov opis. Navikli smo, od pocetaka znanosti, promatrati i
opisivati nas svijet euklidskom geometrijom u kojoj vrijedi Pitagorin poucak,
tj. da zbroj unutarnjih kutova trokuta iznosi 180°.

Fizika se sluzi matematikom u opisu svijeta, no svaka matematicka tvrd-
nja nuzno ne opisuje neko svojstvo stvarnosti.

Tek eksperimentom mozemo ispitati je li omjer izmjerenog opsega
odnosno promjera stvarnog kruga priblizno broj 7.

U kojoj mjeri je euklidska geometrija prikladna u izmjeri i opisu prirode?
Da bismo to odgovorili, nuzno je eksperimentalno istrazZivange.

Na slici iz XIII. st. prikazani su ”otac geometrije” FKuklid, lijevo, te Herman
Dalmatin, prvi hrvatski filozof i znanstvenik
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Mali Princ i sferno tijelo

Vjerujemo da vam je poznat Newtonov Opci zakon gravitacije. To je onaj
koji govori o sveprisutnoj privla¢noj sili izmedu tijela.

U mehanici, tijela obi¢no svodimo na Cestice ako stvarna veli¢ina, oblik
ili sastav tijela nisu presudni u rjesavanju odredenog problema.

Opéi zakon gravitacije za Cestice podrazumijeva da su mase - tijela -
toliko udaljena da se mogu aproksimirati ¢esticama. Posebni je slu¢aj gra-
vitacijska sila izmedu tijela sa sfernom simetrijom. Sferno tijelo moze se
zamijeniti ¢esticom u kojoj zamisljamo da se nalazi sva masa tijela.

Kako sada npr. izraziti gravitacijsku silu izmedu Zemlje i stolca na
povr§ini Zemlje?

Oblik Zemlje opisuje sferoid (rotacijska poha, slicna plohi kugle) pa tijelo
Zemlje aproksimiramo kuglom, a nju pak Cesticom u sredistu kugle. Budud¢i
da je udaljenost sredista Zemlje do povrsine puno veéa od dimenzija stolca,
tada i stolac smijemo aproksimirati ¢esticom te primijeniti Newtonov opéi
zakon gravitacije.

Zadatak. Poznajete li Malog Princa? Da je malo tijelo - planet - na
koje se medavno spustio sfernog oblika, ocigledno mu je jer ga moZe cijelog
obiéi pjesice i vratiti se u pocetni poloZaj.

No kako odrediti polumjer i masu planeta pa da th moZe usporediti s
vrijednostima iz tablica u udzbenicima fizike?

U dzepu je Mali Princ ponio jabuku, metar i sat, a znao je univerzalnu
gravitacijsku konstantu.

Mali Princ - istrazivac sferoida

Mali Princ je ovako mogao istraziti planet. Neka je masa malog sfernog
tijela M. Opseg sfernog tijela odgovara propjesacenoj udaljenosti d natrag
do pocetnog polozaja.

d
Iz opsega slijedi polumjer sfernog tijela R = o
T
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Ispustena jabuka mase m, s metrom odredene visine h (npr. 1 m) te
satom izmjerenog vremena slobodnog pada t, odreduju ubrzanje slobodnog

2h
pada g = ol
To ubrzanje jabuci daje privlaéna sila kojom sferno tijelo djeluje na
m
jabuku, mg = “qz gdje je G univerzalna gravitacijska konstanta.
gR?

Masa sfernog tijela po kojem je Mali Princ napravio diriznosi M = o

Zadatak. No Mali Princ se prethodno pripremio za istrazivanje nebeskog
tijela Plutona tako da je uz pomocé tablica pronasao njegov polumjer i masu
pa je odredio opseg, ubrzanje slobodnog pada te vrijeme slobodnog pada s
visine jednog metra.

Koje vrijednosti je pronasSao i odredio?

(Uputa: Polumjer Plutona je 1185 km, a masa 1,305-10%?? kg.)

Zivot na zakrivljenoj plohi

Malom Princu je bilo lako ustanoviti da je ploha nebeskog tijela sferoid. No,
kako bi to bilo dvodimenzionalnim stvorenjima koja obitavaju na sferi?

Mogu li se testirati Euklidovi poucci eksperimentima?

Da bi ispitala je li njihov zivotni prostor euklidski, dvodimenzionalna
stvorenja mogu konstruirati dva kruga sa zajednickim sredistem: jedan
vrlo mali, drugi veliki. Tada za euklidsku geometriju vrijedi da je omjer
opsega dviju takvih kruznica jednak omjeru njihovih polumjera. Ako bi
dvodimenzionalna stvorenja zivjela na povrsini sfere vrlo velikog polum-
jera, otkrila bi da omjer opsega dviju kruznica sa zajednickim srediStem
nije jednak omjeru polumjera, ako je jedan polumjer mali, a drugi veliki.

&2

Omjeri opsega i polumjera kruznica na ravnini i sferi nisu jednaki
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Nadalje, dvodimenzionalna stvorenja mogu konstruirati ravnu crtu kao
najkracu stazu medu bilo kojim dvjema tockama B i C' na povrsini sfere,
koja je dio glavne kruznice koja prolazi kroz te tocke, a ne bilo koja druga
staza s prikazana na slici.

‘ glavna kruznica

Najkraca udaljenost na sferi

Veé kod malih pravokutnih trokuta na sferi, kod kojih je svaka stra-
nica mala u usporedbi s polumjerom sfere, moze se ustanoviti da vrijedi
a® + b® =~ ¢ te da je zbroj kutova u trokutu neznatno veéi od 180°.

ekvator

Pitagorin poucak na sferi vrijedi samo priblizno

Zmnacajna odstupanja euklidske geometrije od stvarnosti javljaju se kod
velikih trokuta na sferi. Ako se tocke B i C nalaze na ekvatoru sfere, ” pravac”
koji ih spaja bit ¢e dio ekvatorske kruznice. Najkraca staza od tocke A na
sjevernom polu do B na ekvatoru je staza (i dio meridijana) duljine ¢ koja
sijece ekvator BC' pod pravim kutom «. Najkraca staza od A do C je crta
jednake duljine b koja takoder sijece ekvator BC' pod pravim kutom 3. Time
je odreden pravokutni trokut u kojem je b = ¢ pa je Pitagorin poucak na
sferi narusen jer ¢ # a? + b2, a zbroj unutarnjih kutova trokuta AABC je

uvijek veéi od 180°.
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Tako su dvodimenzionalni stanovnici eksperimentom otkrili da zapravo
zive na zakrivljenoj plohi, bag kao i Mali Princ.

Sto su trokuti veéi, zakrivljenost plohe na kojoj se nalaze je zamjetnija,
a potreba za sfernom matematikom to veca.

lukovi
meridijana ~

ekvator

Izmjera vecih trokuta upuéuje na tu izrazeniju neprikladnost primjene
euklidske geometrije na sferi.

Kod trokuta kod kojih su tocke A i B ispod ekvatora, zbroj je unutarnjih
kuteva a + 3 > 180°. To se moze objasniti jedino time da je dvodimenzio-
nalna ploha zakrivljena u prostoru. Polumjer zakrivljenosti ovdje prikazane
plohe je upravo polumjer sfere.

pol

lukovi
—~ meridijana

Zatupimo kutove i 3

Zadatak. Napravite simulaciju sfermog trokuta, tako da se izborom
parametara, npr. polumjera zakrivljenosti, stranica i/ili kutova trokuta, prov-
jerava Pitagorin poucak odnosno zbroj unutarnjih kuteva!

Kada je zbroj unutarnjih kutova trokuta manji od 180°¢
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Princ matematike

Izmjera trokuta na sferi, razli¢itim eksperimentima, trebala bi potvrditi
objasnjenje odstupanja prostora od euklidske geometrije.

Princ matematike, astronom, geodet i geomagneticar, Carl Friedrich
Gaufl provjeravao je euklidska svojstva naSeg trodimenzionalnog prostora
mjerenjem i odredivanjem zbroja unutarnjih kutova u velikom trokutu.

Za zakrivljen trodimenzionalni prostor Gaufl je ocekivao da bi zbroj
kutova u dovoljno velikom trokutu mogao biti znatno razli¢it od 180° pa
je pocetkom XIX. stoljec¢a heliotropom izmjerio trokut sa stranicama od 69
km, 85 km i 106 km, a kojeg ¢ine planinski vrhunci Brocken, Hohehagen
i Inselberg u Njemackoj. GauB je utvrdio da se zbroj unutarnjih kutova
od 180° razlikuje manje od 1”. Buduéi da je toliko odstupanje manje od
pogreske mjerenja, Gaufl je zakljuc¢io da je unutar to¢nosti opazanja, nas
prostor euklidski.

Zadatak. Uz pomoé Google Earth ocitajte koordinate GaufSovih vrhova
Brocken, Hohehagen i Inselberg. Pretpostavite da su ocitane elipsoidne ko-
ordinate priblizno jednake sfernim.

Izracunagte stranice i unutarnje kutove sfernog trokuta te ga skicirajte
Sketchpedom.

Odredite zbroj unutrasnjih kutova.

Zakrivljenost svemira

Da bismo utvrdili je li nas prostor euklidski, trebalo bi mjeriti vrlo velike
trokute, ¢ije bi vrhove ¢inili Zemlja i udaljene zvijezde, galaksije, itd.

Analogno zakrivljenosti dvodimenzionalne plohe sfere, mozemo zamisliti
zakrivljenost prostora. Primjerice, neprotuslovnost astronomskih mjerenja
unutar naseg Sunceva sustava odreduje prvu donju granicu polumjera za-
krivljenosti naseg svemira.

Do otkri¢a Neptuna i Plutona dovela su mala odstupanja predvidenih
putanja od astronomskih opazanja uz pomo¢ teleskopa, a $to ne bi bilo
moguce da geometrijski zakoni ne vrijede.

Zakrivljenost svemira moze se procijeniti i Schwarzschildovom metodom,
u kojoj se izvode opazanja daleke zvijezde, odnosno kuteva « i 8 u suprotnim
polozajima Zemlje u orbiti oko Sunca, vremenski udaljenim Sest mjeseci (v.
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sl.).

daleka zvijezda

" svjetlosne

é\_ zrake /?

Zemlja 6 mjesect

Zemlja kasnije

Na ravnoj plohi mora biti a + 8 < 180°

Ako je prostor ravan, zbroj kutova je a + 8 < 180° te se priblizava toj
vrijednosti sto je zvijezda udaljenija.

No, kako smo vidjeli na prethodnoj slici, u zakrivljenom prostoru zbroj
«a—+ (3 ne mora biti manji od 180°. Astronomi moraju samo opazati sve dalje
i dalje zvijezde i odredivati kada zbroj a + 3 postaje veéi od 180°.

Astronomska opazanja dalekih zvijezda nisu pokazala da vrijedi a4 G >
180°.

Na najveéim skalama, baza ovakvog jednakokra¢nog trokuta sa Zemljom
na vrhu ugradena je u kozmicku mikrovalnu pozadinu pa je mjerenjima
moguce ustanoviti zbroj kutova u trokutu, a time i zakrivljenost svemira.

Rezultat eksperimenta izvedenog 2000. godine otkrio je da je geometrija
svemira ravna. No, gore opisana opazanja odnose se na prosjecan polumjer
zakrivljenosti svemira i nisu osjetljiva na lokalna izoblicenja ili anomalije
prostora u neposrednoj blizini pojedinih masa.

Euklid i Einstein

Fuklidska geometrija je naruSena i u neinercijalnim sustavima. Zamislimo
brzo rotirajaé¢i disk s ucrtanim vrlo malim i vrlo velikim kruznicama sa
zajednickim srediStem.
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Vanjski promatra¢ moze u svom, inercijalnom, sustavu nacrtati jednake
kruznice koje miruju te se podudaraju s onima na disku pa ustanoviti da
je omjer opsega jednak omjeru polumjera tj. da u njegovom sustavu vrijedi
euklidska geometrija.

Unutarnji promatra¢, na disku, mjerenjem polumjera i opsega malog
kruga nalazi ih jednakim kao kod vanjskog promatraca, buduéi da dijelovi
diska blizu sredista imaju vrlo male brzine.

Mjerni Stap jednake je duljine za vanjskog i unutarnjeg promatraca pa
smijemo primijeniti klasiénu mehaniku i nije nam nuzna specijalna teorija
relativnosti. Buduéi da nema relativisticke kontrakcije Stapa pri mjerenjima
polumjera jer je smjer gibanja okomit na mjerni Stap, promatra¢ na disku
nalazi polumjer velikog kruga, jednake duljine kao i vanjski promatrac.

No, zbog rotacije diska, opseg velikih kruznica bit e razli¢it za ta dva
promatraca! Stoga niti omjer dva polumjera ne moze biti jednak omjeru
dvaju opsega, za unutarnjeg odnosno vanjskog promatraca. Promatra¢ na
disku ne moze potvrditi valjanost euklidske geometrije u svom, neinercijal-
nom, sustavu.

Idealizirani eksperiment ukazuje da se relativisticka fizika mora temeljiti
na opcenitijoj geometriji od euklidske.

U usporedbi sa opéim zakonom gravitacije Newtona, tek ¢e jednadzbe
opce teorije relativnosti Alberta Einsteina razotkriti geometrijska svojstva
prostor-vremena, a koja su oblikovana masama i njihovim energijama.

Primjerice, lokalne anomalije su u blizini naseg Sunca predvidene Opcom
teorijom relativnosti i eksperimentalno potvrdene pri pomréini Sunca 29.
svibnja 1919. Opazanjima zvijezda vidljivih blizu Sunc¢eva ruba za vrijeme
potpune pomréine ustanovljeno je da se svjetlosne zrake neznatno savijaju
pri prolasku pored Sunca. Otklon zrake koja gotovo doti¢e rub Sunca iznosi
samo 1, 75”. Prostor oko Sunca je zakrivljen, svietlost blizu Sunca putuje po
zakrivljenoj stazi pa kako se Sunce kreé¢e po nebu, izgleda kao da se zvijezde
tik uz njegov rub neznatno radijalno odmi¢u od svojih normalnih polozaja,
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kada bismo ih po danu mogli opazati.

Izobli¢enje prostora u blizini velike mase

Izobli¢enje prostora u blizini velike mase savija zraku svjetlosti izvora A
tako da se ¢ini kao da dolazi iz B.

Izrazitija odstupanja od Newtonovog zakona gravitacije mogu se ocekivati
samo za razmjerno jake gravitacijske sile.

Privlacenje izmedu Sunca i Merkura veée je nego izmedu Sunca i bilo
kojeg drugog planeta. Putanja Merkura, planeta koji je najblizi Suncu, malo
se razlikuje od putanje koja se dobiva uz pomo¢ Newtonovih zakona gibanja
i opée gravitacije. Merkur putuje oko Sunca, a elipsa koju opisuje precesira
vrlo sporo u odnosu na sustav povezan sa Suncem. Merkurova elipsa izvrsila
bi potpunu precesiju za tri milijuna godina!

Einsteinove jednadzbe opisuju kako geometrija prostora oko Sunca utjece



282 Komparativna geometrija

na Merkurovo gibanje.

Precesija

‘ Merkur u perihelu
Putanja rxmm&j

Precesija perihela Merkura

Finstein je 1915. predvidio precesiju perihela Merkura.
Pa, je li nas prostor onda euklidski ili ne?

- Kak’ se zeme - odgovorili bi nai stari.

Eksperimenti pokazuju da je u praksi euklidska geometrija sasvim prik-
ladna za opis polozaja i gibanja unutar malog prostora npr. uéionice, kao i
na skali svemira, ali ne i lokalno u blizini masa, kao §to su Zemlja ili Sunce.

2. Sferne plohe

Udarimo li prstom po vodi, val se §iri od tocke poremecaja radijalno na
sve strane (lijeva slika). Putujuéi valovi na povrsini vode primjer su valova
koji se Sire u 2D. Pojedini brijeg vala tvori valnu frontu - kruznicu ¢iji
se polumjer neprekidno povecava kako se val §iri. Valne fronte vide se kao
koncentri¢ne kruznice medusobno udaljene jednu valnu duljinu.

Lyl

Sferne plohe
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Kod sfernih putujuéih valova u 3D, kao npr. valova zvuka ili svjetlosti,
valne fronte tvore sferne plohe. Desna slika prikazuje odsjecke koncentriénih
sfernih ploha, koji predstavljaju dijelove fronti valova izlazecih iz totkastog
izvora. U homogenom sredstvu svaka valna fronta tvori potpunu sfernu
plohu, a pravci koji se Sire iz izvora prema van zovemo zrakama. One su
okomite na valne fronte i pokazuju smjer sirenja vala.

Zadatak. Primjer 3D putujucih valova su i valovi potresa.

Prilikom potresa, tzv. primarni P i sekundarni S valovi $ire se iz Zarista
ili hipocentra, ispod epicentra potresa na povrsini Zemlje.

Longitudinalni P valovi potresa Sire se brze od transverzalnih S, brzina-
ma priblizno 8]%” odnosno 5]%”.

Kako detekcijom vremena dolazaka valova odrediti udaljenost do Zarista
potresa?

Koliko je potrebno seizmografskih postaja da se jedinstveno locira
Zariste?

Opazamo li razliku vremena nailazaka valova At = tg — tp na seiz-
mografu koji je udaljen od hipocentra r = vg - tg = vp - tp, odredujemo

udaljenost
1 1\*!
r = At <___>
v  Up

Dakle, udaljenost postavlja hipocentar na sferu u ¢ijem je sredistu jedna
postaja. Analogno vrijedi za drugu postaju seizmografa. Sjeciste dviju sfera
daje kruznicu. Tek ¢e podatci trece nekolinearne seizmografske postaje loci-
rati zariste kao tocku.

3. Prica o dva sferna sustava

U geomagnetizmu ponekad koristimo geomagnetske umjesto geografskih
koordinata.

Geomagnetske koordinate definiraju kolatitude i longitude u sustavu geo-
magnetskog dipola, tj. omogucuju odredivanje polozaja tocaka na Zemljinoj
sferi u geomagnetskom referentnom sustavu.

Geomagnetske kolatitude © su kutovi prema osi geomagnetskog dipola, a
geomagnetske longitude A definirane su u odnosu na geomagnetski referentni
meridijan.

U geomagnetskom referentnom sustavu sjeverni i juini geomagnetski
pol su tocke gdje os idealiziranog centralnog dipola sije¢e Zemljinu sferu,
a geomagnetski ekvator presjek sferne Zemlje, s ravninom koja prolazi kroz
srediSte Zemlje i ortogonalna je na dipol.
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Uz poznati polozaj geomagnetskog pola, i iz zadanih geografskih koor-
dinata 6, A na povrsini Zemlje, uz pomo¢ poucka o kosinusu za stranice iz
sferne trigonometrije, mozemo odrediti geomagnetsku kolatitudu ©

cos © = cosf - cos By + sin 6 - siny - cos(A — Ag).

U odredivanju geomagnetske longitude A, pozitivne prema istoku, naj-
prije definiramo geomagnetski referentni meridijan tako da prolazi kroz ge-
ografski i geomagnetski pol, pa primjenom poucka o kosinusu na kut 6,
slijedi
cos O - cosfy — cosf

cos A\ =

sin © - sin 6

6.7

GM(0,, LA [
A © PO

/
!

Na slici se vide geografske i geomagnetske koordinate: G je geografski sjever-
ni pol, GM geomagnetski sjeverni pol, P tocka na Zemljinoj povrsini, njene
geomagnetske koordinate su geomagnetska kolatituda © odnosno latituda
® te longituda A.

Pomocu poucka o sinusima odnos je kompletiran
sin(A — Ag) - sin@
sin © ’

U tockama na povrsini Zemlje takoder mozemo odrediti geomagnetsku
deklinaciju A, kao kut u geomagnetskom sustavu izmedu pravaca prema
geografskom i geomagnetskom sjeveru
sin(A — Ag) - sin 6

sin ©
s istim predznakom kao magnetska deklinacija D.

sin A =

sin A =
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11.6. Zadace

Rijesite, razmislite, ...

1. Dokazite tvrdnje koje je Arhimed dokazao u svom djelu O kugli i
valjku.

a) Oplogje sfere jednako je wucetverstrucenoj povrsini njezinog
glavnoga kruga (tj. O = 4T R?).

b) Obujam kugle jednak je ucetverostrucenom obujmu stoSca éija
baza sluzi kao glavni krug, a visina kao polumjer kugle (tj. V =

4
§7TR3).

3
c) Oplogje valjka, ukljucujuci baze, jednako je 3 oplogja upisane ku-

gle.
2. Oplosje sfere je 100 cm?. Koliki joj je polumjer?

3. Kugla i valjak imaju promjer 5 cm. Ako im je isti obujam kolika je
visina valjka?

4. Solnica je cilindri¢nog oblika: promjer i visina su joj 3 cm, zatvorena
polusferom. U njoj je sol do visine 2,5 cm. Ako okrenemeo solnicu,
koliko ée nivo soli (pretpostavimo da je horizontalan) biti udaljen od
baze solnice?

5. Juha se kuhala u valjkastom loncu promjera 15 cm. Nakon toga je
prebacena u 6 posuda polusfernog oblika promjera 10 cm.

a) Kolika je bila visina juhe u loncu?
b) Koliko se puta povecala povrsina juhe koja je u dodiru sa zrakom,

nakon §to je juha prelivena?

6. Kornet za sladoled ima polumjer 4 cm i dubinu 12 cm. U njemu je
kuglica sladoleda polumjera 2,5 cm. Koliko je kuglica udaljena od
vrha korneta?

Kugla

Kugla je tijelo omedeno jednom zakrivljenom sfernom plohom. Sfernu plohu
— sferu sacinjavaju sve tocke prostora koje su od neke zadane tocke udaljene
za istu vrijednost. Stoga su sfera, odnosno kugla, zadane jednom to¢kom S5 —
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srediStem i pozitivnim brojem r — polumjerom. Sfera je skup svih tocaka
prostora koje su od tocke S udaljene za r, a kugla je skup svih tocaka
prostora koje su od tocke S udaljene za najvise r.

" Srediste
.

"polumjer

Kugla® nema mrezu u ravnini. Posljedica ove ¢injenice je da u ravnini ne
moZemo nacrtati vjerni prikaz Zemljine povr§ine. Stoga je Zemljina povrsina
na svakoj karti predocena “iskrivljeno”.

Sfera/kugla je rotacijsko tijelo — moze se dobiti rotacijom kruznice/kruga
oko nekog promjera.

Sliéno kruznici i pravcu, sfera i ravnina mogu biti u 3 polozaja: nemaju
zajednickih tocaka, imaju jednu zajednicku tocku i sijeku se.

Prvi je slucaj kad je ravnina od sredista sfere udaljena za vige od polu-

mjera sfere.

U drugom slu¢aju udaljenost je jednaka polumjeru i tada kazemo da
je ravnina tangencijalna na sferu. Tangencijalna je ravnina okomita na po-
lumjer koji prolazi tockom dodira. U treéem je slucaju ravnina sekanta i
njezina je udaljenost od sredista manja od polumjera.

Primjer 29. Sto je presjek sfere i ravnine?

®Vidimo da ono &to je krug u ravnini, to je kugla u prostoru, dok kruznici u prostoru
odgovara sfera.
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U presjeku sfere i ravnine su sve tocke ravnine koje su od sredista .S sfere
udaljene za 7.

Koliko su te tocke udaljene od ortogonalne projekcije tocke S na ravninu?

Oznacimo tu tocku sa S’. Tada je SS’ okomita na S'T, gdje je T bilo
koja tocka presjeka. Stoga je trokut ASS’'T pravokutan.

Kako svi ti trokuti imaju hipotenuzu jednaku polumjeru sfere r i katetu
jednaku udaljenosti ravnine od sredista sfere d, to je |[S'T| = Vr? —d?
jednako za sve tocke. Oznacimo taj broj s ry.

Dakle, sve su tocke presjeka od tocke S’ udaljene za r; pa je presjek
kruznica.

Zadatak. Koliki je polumjer kruga koji je u presjeku kugle polumjera 5
cm i ravnine koja je od sredista kugle udaljena 8 ecm?

(RjeSenje: 4 cm)

Ako ravnina prolazi sredistem, tada je presjek sfere/kugle i ravnine
kruznica/krug ¢iji je polumjer jednak polumjeru sfere/kugle, 11 = r. Ta
se kruznica naziva glavna kruznica sfere/kugle.

Primjer 30. Pokazimo da kroz svake dvije tocke sfere prolazi glavna
kruznica.

Neka su tocke A i B bilo koje tocke sfere. Tada tocke A i B i srediste sfere
S odreduju ravninu. Vidjeli smo da je presjek svake ravnine i sfere kruznica,
a kako ova ravnina prolazi sredistem, to je presjek glavna kruznica.

Zadatak. Koliko glavnih kruzZnica prolazi krajnjim tockama promjera
sfere?
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RjeSenje: Beskonaino. Na slici su prikazane 2 glavne kruZnice
J J P g

Na Zemlji su svi meridijani glavne polukruznice, dok je medu paralelama
jedina glavna kruznica ekvator.

Sliéno kao za krug, definiramo i dijelove kugle: kuglin odsjecak i kuglin
isjecak.

Kuglin odsjecak nastaje kad kuglu presijecemo ravninom. Dio sfere
koji ¢ini kuglin odsje¢ak nazivamo kapica ili kalota. Kapica koja odgovara
glavnoj kruznici je polusfera. Krug koji nastaje u presjeku je baza kuglinog
odsjecka, dok je dio okomice na bazu tockom S’ do sfere — duzina S’V
njegova visina.

Kuglin je odsjetak potpuno odreden udaljenoséu ravnine od sredista d
ili svojom visinom h.

\

=5

Primjer 31. Odredimo polumjer kuglinog odjecka c¢ija je visina 4 c¢m, ako
je polumjer kugle 7 cm.

Imamo da je: 1 = /72 — (7T —4)2 = 2¢/10 cm
Zadatak. Odredite polumjer kuglinog odjecka cija je visina h cm, ako
je polumjer kugle r cm.

(RjeSenje: r; = v2rh — h?)

Primjer 32. Odredimo polumjer kuglinog odsjecka i udaljenost njegove
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baze od sredista kugle ako je zadan kut ¢ koji spojnica tocke na kruznici baze
kuglinog odsjecka i sredista kugle zatvara s ravninom neke glavne kruznice.

Sa slike vidimo da je polumjer baze jednak r1 = rcosy, a udaljenost
d = rsine.

0, L T

1 = 15in(90°-@) = rcosg

d = rCOS(90°-(p) = rsin(p

Sa slike vidimo da je polumjer baze jednak r1 = rcosy, a udaljenost
d = rsine.

Zadatak. U kugli polumjera 12 cm odredite polumjer kuglinog odsjecka
i udaljenost njegove baze od sredista kugle ako je kut ¢ = 32°45'.

(Rjegenje: r1 ~ 10,09 cm, d~ 6,49 cm)

Primjer 33. Odredimo udaljenost tocaka T ¢ U na obodu baze kruznog
odsjecka ¢iji je kut ¢, ako se tocke nalaze na glavnim kruznicama okomitim
na bazu odsjecka ¢ije ravnine zatvaraju kut .

T’17T)\

Vidimo da toc¢ke T i U odreduju luk mjere i tetivu duljine 2rq sin %,

odnosno, ako mjerimo njihovu udaljenost po sferi, tada je

15— T COS o
180

Ako mjerimo u kugli, tada je
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A
|TU| = 2r cos psin o

I
}
|7

A
Vidimo da to¢ke T'i U odreduju luk mjere Tllg()

i tetivu duljine 2rq sin %,

odnosno, ako mjerimo njihovu udaljenost po sferi, tada je

1B - T COS o
180

Ako mjerimo u kugli, tada je
A
|TU| = 27 cos psin o

Zadatak. U kugli polumjera 52 cm odredite udaljenost tocaka T i U
na obodu baze kruznog odsjecka ¢iji je kut ¢ = 52°, ako se tocke nalaze na
glavnim kruznicama okomitim na bazu odsjecka cije ravnine zatvaraju kut
A= 105°12’.

TN\

(Rjesenje: AB =58,78 cm, |TU|~ 50,87 cm)

Kuglin isjecéak je dio kugle omeden kapicom i plagtom stosca kojemu
je vrh u sredistu kugle, a baza je baza kapice.
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Dio kugle izmedu dviju usporednih ravnina koje sijeku kuglu zove se
sloj, a dio sfere zove se pojas ili zona.

Primjer 34. U uspravni stoZac polumgera v, izvodnice s i visine h upisimo
kuglu. Koliki joj je polumger?

Presijecimo stozac ravninom kroz vrh koja je okomita na bazu. Ta rav-
nina sije¢e kuglu po glavnoj kruznici. Glavna je kruznica upisana trokutu
pa joj je polumjer najjednostavnije odrediti iz povrsine trokuta kojemu su
stranice s, s, 2r. Vrijedi:

2rh s+ s+2r
= (Ppm———————

Pa == v g
pa je
rh
Ty — .
v r+s

2r

Zadatak. Odredite polumjer sfere koja je opisana uspravnom stoScu
polumjera r, izvodniceés 1 visine h.
(Rjesenje: r, = 5-)

Primjer 35. Uspravni valjak visine h upisan je u sferu polumjera r. Koliki
je polumjer baze valjka?
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Valjak je upisan u kuglu ako su kruznice njegovih baza na sferi. Ravnina
osnog presjeka valjka prolazi sredistem kugle pa je presjek te ravnine i sfere
glavna kruznica. Stoga je kruZnica polumjera r opisana pravokutniku sa
stranicama h i 2r,. Vrijedi:

(2r)2 = h? 4 (2r,)?

Var? — p?
2

o
=

Zadatak. Odredite dimenzije kocke koja je upisana u sferu polumgjera r.

Ty =




12. Zadatci

Nikol Radovié¢ na kongresu nastavnika
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U ovom poglavlju navest ¢emo niz zadataka koji se rjeSavaju uporabom
¢injenica, poucaka, primjera i formula elaboriranim u ranijim poglavljima
ove knjige.

12.1. Sferna geometrija

Napisimo niz zadataka za sfernu geometriju.

1.

Pretpostavimo da neka tocka na glavnoj kruznici lezi u unutrasnjosti
male kruznice. Dokazite da te dvije kruznice imaju toéno dvije za-
jednicke/presjecne tocke.

. Pretpostavimo da mala kruznica sadrzi barem jednu tocku s obje

strane velike kruznice. Dokazite da se dvije kruznice sastaju u to¢no
dvije tocke.

Dokazite da je u bilo kojem sfernom trokutu polovica zbroja bilo koja
dva kuta Siljasta, prava ili tupa, ako i samo ako je polovica zbroja
suprotnih stranica Siljasta, prava ili tupa.

. Pretpostavimo da se tri male kruznice u parovima sijeku u dvije

tocke. Dokazite da sve tri velike kruznice koje prolaze kroz svaki par
presjecnih tocaka prolaze i kroz par antipodalnih tocaka.

. Pretpostavimo da u sfernom trokutu konstruiramo tri luka od svakog

vrha do suprotne stranice na nacin da raspolavljaju povrsinu trokuta.
Dokazite da se ta tri luka sastaju u jednoj tocki.

Dokazite da se tri sferne zrake koje raspolavljaju kutove sfernog
trokuta (sferne simetrale kutova) sastaju u jednoj tocki u unutrasnjosti
trokuta.

Dokazite da ako sferni luk ima jednu krajnju to¢ku u unutrasnjosti
male kruznice i jednu krajnju toc¢ku u vanjstini iste male kruznice,
tada neka tocka luka lezi na maloj kruznici.

Dokazite da ako mala kruznica sije¢e i unutrasnjost i vanjstinu druge
male kruznice, tada male kruznice imaju neprazno sjeciste.

Pokazite istinitost sljede¢ih tvrdnji:

T
(a) Ako hipotenuza sfernog pravokutnog trokuta ima mjeru —, tada

jedan od kutova nasuprot drugim stranicama mora biti pravi kut.
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(b) Ako je hipotenuza sfernog pravokutnog trokuta siljasta, tada
druge stranice nisu prave i moraju biti obje siljaste ili obje tupe.

(c) Ako je hipotenuza sfernog pravokutnog trokuta tupokutna, ostale
stranice nisu prave, jedna mora biti §iljasta, a druga tupokutna.

10. Pretpostavimo da je u sfernom pravokutnom trokutu s pravim kutom
u C,a # 90°. Dokazite da je a < ¢ < 180° — a ili 180° —a < ¢ < a.

11. Pretpostavimo da su u sfernom pravokutnom trokutu s pravim kutom
u C, B ibkomplementarni (to jest, B+b = 90°.) Pokazite da je A = c.

12. U sfernom pravokutnom trokutu s pravim kutom u C, pokazite da ako
je A giljast, onda je a < A, a ako je A tup, onda je a > A.

13. U sfernom pravokutnom trokutu s pravim kutom u C, pokazite da
ako je a = A tada je ili a = A = 90° ili su sve ostale stranice i kutovi
pravi.

14. Pretpostavimo da je u sfernom trokutu zbroj mjera dviju stranica
manji od 7. Promotrimo luk od njihovog zajedni¢kog vrha do suprotne
stranice. Ako taj luk prepolovi kut, dokazite da je mjera luka manja
od g Nadalje, zakljucite da je mjera luka manja od polovice zbroja

mjera susjednih stranica.

15. Istrazite kakav je sferni trokut, ako je njegov polarni trokut pravoku-
tan.

12.2. Sferna trigonometrija

Sferna je trigonometrija bila obvezni dio poucavanja i u¢enja u srednjoj
skoli. Postoji veliki broj udzbenika s primjerima i zadatcima.

Ovdje ¢emo prepisati niz zadataka iz ranije spomenutog udzbenika sta-
rijeg od sto godina [29.] koji su obojani plavom bojom, iz udzbenika [42.]
crvenom, iz prirucnika [5.] ljubicastom te iz vjezbenice [57.].
Te zadatke i primjere navodimo zato Sto su vrlo kvalitetni pa ih ne treba
prepustiti ”zaboravu”. Ostali zadatci koje ne prepustamo zaboravu a nalaze
se u citiranoj literaturi ili su zadatci autora ove knjige uobi¢ajene su crne
boje.

1. Pokazi da je povrsina sfernog dvokuta, koji ima sferni kut «, jednaka

P= %ao, gdje je r polumjer sfere.
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10.

11.

12.

13.

Kolika je povrsina sfernog dvokuta $to ga Cine meridijani Zagreba
(15°58'59") i Osijeka (18°42'0") istotno od Greenwicha?

Izracunaj povrsinu sfernog dvokuta sto ga ¢ine meridijani Rijeke
(14°26'44" istoéno od Greenwicha) i New Yorka (—745°0"24" zapadno
od Greenwicha).

Ako sferni trokut ima 2 ili 3 prava kuta, sto odatle slijedi za stranice?

. Kada su dva sferna trokuta kongruentna, a kada simetri¢na? Pro-

motrite pripadne trobride!
Moze li sferni trokut imati dva ili tri tupa kuta?

Je li mogué pravokutan sferni trokut za koji je hipotenuza najmanja
stranica? Razjasnite to skiciranjem na sferi.

Zadana su dva mjesta na Zemlji: M (geografska Sirina ¢ = 4°35'43",
geografska duzina Ay = 11°14/42") 1 My ( ¢o = 12°46', Ny =
101°14’42"). Odredite sfernu udaljenost My M.

Uputa: Kut $to ga ¢ine oba meridijana ima na sjevernom polu 90°!
Trokut je pravokutan; d izlazi iz cos d = sin ¢ - sin @s.

( Rezultat: 88°59'8".)

Rijesite isti zadatak ako je zadano M; (@1 = 51°1445" N\ =
112043/26“) i My (p2 = 33°51'20", Xy = 22043/26“).

Jednakostrani¢éni sferni trokut ima stranice s = 65°. Koliki su kutovi?

Napomena: Sferna visina dijeli taj trokut u dva pravokutna trokuta.

Od jednakostrani¢nog sfernog trokuta poznat je kut o = 65°31/49”.
Kolika je stranica s?

Zadana je hipotenuza ¢ = 75°27'14" sfernog pravokutnog trokuta i
kut o = 50°30/27”. Izracunajte ostale elementa sfernog trokuta.

(Rezultat: B = 73°3'2" a = 48°19’45" b = 67°48'16".)

Zadana je kateta sfernog pravokutnog trokuta a = 136°49'37” i kut
nasuprot nje o = 123°17'19”. Izracunajte ostale elemente trokuta.

(Rezultat: Zadatak ima dva rjedenja: ¢ = 54°56'7" by =
141°58'32", 1 = 131°11'7" i ¢y = 125°3'53",by = 38°1'28", 6, =
48°48/53".)
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14.

15.
16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Pokazite da u ”pravokutnom” sfernom trokutu ne moze nijedna stra-
nica biti 90°.

Napomena: 7 Pravokutan” trokut ima samo jedan pravi kut!

Sto se moze reéi o stranicama sfernog trokuta koji ima dva prava kuta?

Kakve su stranice sfernog trokuta koji ima tri prava kuta?

Spustite 1li se iz vrha pravokutnog trokuta sferna visina h na
hipotenuzu ¢ tako da na ¢ nastanu odsjecci aq i b; uz katete a i b,
pokazite da ¢e biti

tgza =tgc-tgaq,

tg?b=tgc- tgby,

Sin2 h = tgay - tgbl.

Razrijesite sferni trokut ako je zadano ¢ = 105°41’38"”,b = 68°36'21".
Nadite oba odsjecka ay i by na c. (7 = 90°)

Razrijesite sferni trokut ako je zadano b = 118°28'33", o = 140°20'13".

U pravokutnom je trokutu poznato 8 = 31°12/33” i ¢ = 61°38'37".
Nadite a,b i a.

Razrijesite pravokutni trokut za koji je a = 54°28'52”, b = 63°31'18".

Ako brod odlazi iz Sidneya (¢ = —33°51'41”, A = 151°12'7") prema
sjeveroistoku tako da smjer plovidbe ¢ini s meridijanom za Sidney kut
od 59°20’, pod kojim ¢e kutom brod sjeéi ekvator, kolika je geografska
duzina sjecista i koliki je prevaljen put u km?

Razrijesite pravokutan trokut za koji je b = 50°27'31", 3 = 73°44/30".

U pravokutnom su trokutu kutovi o = 112°3028”, 3 = 62°24'41".
Nadite c¢,a i b.

U jednakokracénom je sfernom trokutu krak k = 69°18'23”, osnovka
s = 118°34’9”. Kolika je visina i kut na vrhu?

U pravokutnom je trokutu zadano ¢ i a+b = m. Odredite a i b. Nadite
cos(a + b) + cos(a — b)
5 :

U pravokutnom je trokutu poznato: ¢ = 85°18'37",a — b = 52°18'17".
Nadite a i (.

a — b iz identiteta cosc =
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

U trobridu je jedan bridni kut ¢ = 90°, a druga dva o =
59°28'16", 0" = 116°15'42”. Nadite o/ i . Uporabite polarni trobrid
koji je pravokutan!

Izracunajte udaljenost od Praga (p = 50°5'16"”, A = 14°25'4”) do Trsta
(p = 45°38'45" X\ = 13°45'43") istocno od Greenwicha.

Izracunajte udaljenost od Zagreba (p = 45°48'54” X\ = 15°58'59") do
Dubrovnika (¢ = 42°39'3", A = 18°6'49").

Izracunajte stranice trokuta Sto ga ¢ine Osijek (¢ = 45°33'44” \ =
18°42/0"), Bakar (p = 45°18'19”, X = 14°32/24") i Mostar (¢ =
43°20/23" X = 17°49'20").

Kolika je udaljenost od Zagreba (¢ = 45°48'54"” \ = 15°58'59") do
Washingtona (¢ = 38°53'20", \ = —77°0/36")?

Kolika je udaljenost od Krakova (¢ = 50°3/52”, A = 19°57'34") do
Zadra (¢ = 44°6'49”, X = 15°13/58")?

Na Zemlji je zadan sferni trokut koji ima kutove o = 82°57'10”, 8 =
62°46'40", v = 76°20'9”. Kolika je povrsina toga trokuta?

Izracunajte povrsinu jednakostrani¢nog sfernog trokuta koji ima
stranice s = 65° i nalazi se na sferi s polumjerom r = 10,5 m.

Izracunajte polumjer sfere na kojoj je jednakostrani¢ni sferni trokut
koji ima kut o = 65°31’49” i koji ima povriinu 3,5473 m?.

(Rezultat: r = 3,5 m.)

Izracunaj povrsinu pravokutnog sfernog trokuta od kojeg je zadana
hipotenuza ¢ = 96°21'17” i kateta b = 76°32'11" ako je polumjer sfere
r=17,2

Tocka T na zapadnoj obali otoka Sumatre (gdje se sijece ekva-
tor s meridijanom 100° istoéno od Greenwicha) i Pariz (geografska
Sirina 48°5047”, istotne duzine od Greenwicha 2°20'49”) odreduju
luk glavne kruznice Zemlje.

Koliki je sredisnji kut tog luka i kolika je duljina luka u km?
Izra¢unajte povrsinu sfernog trokuta.

(Rezultat: Udaljenost |TP| = 10576,6 km; duljina 1° na glavnoj
kruznici iznosi 111, 3 km, polumger Zemlje je 6370 km.)

Izracunajte povrsinu pravokutnog sfernog trokuta, ako je poznata
hipotenuza ¢ = 104°33’ i kut 8 = 63°17’48" i polumjer sfere r = 9, 8.
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40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

Izracunajte povrsinu sfernog trokuta za koji su stranice a =
66°20'41”,b = 20°16'38", ¢ = 56°19'40".

Izracunajte povrSine dvaju sfernih trokuta za koje je a =
50°30'20", b = 112°48’, a = 45°28'10".

Razrijesite sferne trokute:

a = 65°44', b = 98°24' ¢ = 122°31’.

b= 47°55'32" ¢ = 77°46'29", o = 115°42'7".
a = 73°24'33", 3 = 88°46'57", v = 63°38'12".

a)
)
)
d) a = 65°55'36", 3 = 84°26'9", v = 79°44'14".
)
)

b

C

e) b= 73°40'32", c = 102°47'35", 3 = 83°27'17".
f) o = 68°30/42", v = 57°35'52", q = 55°24/39"".

Od sfernog su trokuta poznate stranice a = 120°53'47",b =
118°22/28", ¢ = 103°11'35”. Izracunajte sve tri sferne visine i odsjecke
na njima do zajednickog sjecista tih visina.

Izracunajte najkracu udaljenost izmedu Dresdena (A = 13°46/, o1 =
51°16") i Alma Ate (A2 = 76°55, o9 = 43°18')

(Rezultat: 4694 km.)

Brodom plovimo po glavnoj kruznici iz Bombaja (A\; = 72°48' ¢ =
19°00") u Dar es Saalam (Ao = 39°28', 9 = —6°49’). Izracunajte smjer

kuta d1 pri odlasku i o pri dolasku, te udaljenost tih mjesta u morskim
miljama.

(Rezultat: ~ 2507 morskih milja; 1’ = morska milja.)

Zadane su kateta b i nasuprotni kut § sfernog pravokutnog trokuta.
Nadite ¢,a i a.

Napomena: U opéem slucaju zadatak ima dva razlicita rjesenja.

Zadani su elementi sfernog trokuta a, b, a. Odredite ostale elemente

c, B,

Poznate su geografske koordinate dvaju mjesta A i B na Zemljinoj
povrsini. Odredite njihovu udaljenost.

Rijesite sferni trokut ako je zadano:

a) a=20°b=35°C = T6°
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b) b=80°c¢=285° A=170°
c) ¢=175°a=170°, B = 160°
d a=%,0=2,C=7
50. Rijesite sferni trokut ako je zadano:
a) A=60° B =40°c=110°
b) A=50° B =40°c=170°
c) A=60° B=140°c¢="70°
d) A=60° B =140°¢="70°
e) A=60° B=140°c=170°

51. Rijesite sferni trokut ako je zadano:

a) a="70°b=40°c="T76°
b) a = 105°,b = 45°, ¢ = 80°
c) a=130°b= 140°, ¢ = 35°
d) a=115°b=30°c=125°
e) a=130°b=40°c= 155°
f) a =80°b=115° ¢ = 155°
g) a=130°b = 80°, ¢ = 155°
h) a = 80°,b = 65° ¢ = 150°

52. Rijesite sferni trokut ako je zadano:

a) A= B=C = 120°

b) A=B=C =T720°

¢) A=100° B =110°C = 140°
d) A =60° B ="170°C = 100°

53. Rijesite sferni trokut ako je zadano:

S

=Ib=2,A=1
— yA=3

a
a= b—90°A:30°

=

)
)
¢) a=30°b=90° A =150°
d) a =35°b=280° A =60°
) a=40°b=40°, A = 90°
) a=90°b=90° A =90°
) a=40°b=40°, A = 60°

e
f

g
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54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

h) a = 30°,b=45°, A = 45°
i) a=80°b=130° A =30°
j) @ =40°b=80° A = 20°

Pocetni polozaj broda je 30°S,130°Z. Potreban je veliki kruzni
kurs ¢iji je pocetni smjer J60°Z. Ako je njegov konaéni polozaj na
zemljopisnoj duzini 140°Z, koliko je putovao i koji je njegov konacni
polozaj?

Pocetni polozaj broda je 30°S,130°Z. Potreban je veliki kruzni kurs
C¢iji je pocetni smjer 60°Z. Ako je njegov konatni smjer 80°Z, koliko
daleko je li putovao i koji mu je konaé¢ni polozaj?

Pocetni polozaj broda je 30°J,135°Z. Potreban je veliki kruzni kurs
s pocetnim smjerom 45°7 i dolazi na polozaj Cija je geografska Sirina
45°J. Koji je njegov konaéni polozaj?

Pocetni polozaj broda je 30°J,135°Z. Potreban je veliki kruzni kurs
za 2000 milja i stize na polozaj ¢ija je zemljopisna Sirina 45°J. Koji je
konaéni polozaj broda?

Napomena: moguca su dva odgovora.

Otet putnicki zrakoplov je to¢no sjeverno od borbenog zrakoplova.
Putnicki zrakoplov leti na kursu glavne kruznice u pocetku S80°Z
pri brzini 500 mph. Borbeni zrakoplov leti brzinom 1500 mph i treba
presresti putnicki zrakoplov unutar 15 minuta. Koliko bi juznije od
putnickog zrakoplova mogao biti borbeni zrakoplov da bi ovo bilo
moguce?

KKokokk

Sljedece je zadatke poslao Istvan Lénart koji se rjesavajui u ravnini i
na sferi.

Na ravnini i sferi: Koliko stranica moze imati pravilan mnogokut, ¢iji
su svi unutarnji kutovi 120°7

Na ravnini i sferi: Koliko se pravaca moze uporabiti za konstruiranje
pramenaa u kojem su bilo koje dvije susjedne crte okomite jedna na
drugu, ukljucujuéi prvu i posljednju?

Na ravnini i sferi: Postoje li tri tocke od kojih su bilo koje dvije jednako
udaljene? Postoje 1i ¢etiri tocke od kojih su bilo koje dvije jednako
udaljene?
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62

63.

64.
65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

Na ravnini i na sferi: Koji su trokuti ¢ija je barem jedna simetrala
kuta ujedno i tezisnica?

Na ravnini i sferi: Koliko simetrala stranica moze biti okomito u
trokutu?

Na ravnini i sferi: Koliko visina i nozisnih to¢aka moze imati trokut?

Na ravnini i sferi: Odreduju 1i tri kuta jasno trokut? Definiraju li
njegova Cetiri kuta jasno ¢etverokut?

Na ravnini i sferi: Mogu li dvije simetrale trokuta biti okomite jedna
na drugu?

Na ravnini i sferi: Srednjica trokuta je isjecak koji spaja polovista
dviju stranica. Koliki je omjer srednjice i duljine trece stranice?

Na ravnini i sferi: Koliko zajedni¢kih okomitih pravaca mogu imati
dva pravca?

Trokut ¢ija je jedna stranica promjer kruznice i upisan je kruznici zove
se Talesov trokut. Koja posebna svojstva ima ovaj trokut u ravnini?
Ostaju li ta svojstva vazeca i na sferi?

Na ravnini i sferi: Trokut ¢iji su vrhovi polovista stranica izvornog
trokuta naziva se sredisnjim trokutom. Koliki je omjer povrsine trokuta
i povrsine sredisSnjeg trokuta?

Na ravnini i sferi: Koliki je zbroj suplementnih kutova trokuta? Koliki
je zbroj suplementnih kutova ¢etverokuta?

Na ravnini i sferi: U jednakokracnom trokutu pronasli smo kut od 60°.
Koliki mogu biti druga dva kuta?

Na ravnini i sferi: U jednakokratnom trokutu pronasli smo kut od 90°.
Koliki mogu biti druga dva kuta?

Na ravnini i sferi: Dan je trokut ¢iji su kutovi a, a, 2a. Koliki kut a
moze biti?

Na ravnini i sferi: Dan je trokut ¢iji su kutovi a, 2a, 3a. Koliki kut a
moze biti?

KKokokk

Sljedeéi zadatci su iz Problemi u geometriji Kutepova [24.] i Zbornik
zada¢ Modenova [40.]:
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76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

Povréina glavne i male kruznice su 2257 cm? i 1447 cm?. Nadite uda-
ljenost male kruznice i sredista sfere.

(Rezultat: 9 cm)

Latituda Moskve je 55°45’. Izracunajte polumjer paralele na kojoj je
Moskva ako je polumjer Zemlje 6370 km.

(Rezultat: 3585 km)

Visina pravilnog tetraedra je promjer sfere a njezina povrsina jednaka
je s. Izracunajte povrsinu onog dijela sfere koja se nalazi unutar danog
tetraedra.

U sferu polumjera R upisan je pravilni tetraedar. Sve strane tetra-
edra se produlje do presjeka sa sferom. Dobivaju se 4 sferna trokuta i
nekoliko sfernih dvokuta. Izra¢unajte povrsine svakog od tih dvokuta
i trokuta.

(Rezultat: 9 cm)

Dvije usporedne ravnine dijele promjer sfere na dijelove u omjeru 1 :
2 : 3. Na kolike dijelove dijele te ravnine povrsinu sfere?
(Rezultat: 5 : 9)

Promjer sfere podijeljen je sa 7 tocaka na 8 jednakih dijelova. Kroz
prvu i petu toc¢ku okomito su na promjer polozene ravnine. Koliko je
puta povrsina jednog dijela veca od drugog?

(Rezultat: 2%)

Kut izmedu dva polumjera sfere jednak je 60° i udaljenost izmedu nje-
govih krajeva je 15 cm. Nadite najkrac¢u udaljenost izmedu polumjera
mjere¢i duz luka na sferi.

(Rezultat: = 15,7 cm)

Polumjer sfere jednak je 12,5 cm. Presje¢na ravnina nacrtana je na
udaljenosti od 9 cm od tangencijalne ravnine. Izracunajte polumjer
presjeka.

(Rezultat: 12 cm)

Dvije sfere jednakog polumjera R sijeku se tako da svaka prolazi
srediStem druge sfere. Odredite duljinu presjec¢ne krivulje.
(Rezultat: - R - /3)

S razlicitih strana sredista sfere dvije je usporedne ravnine presjecaju
tako da su njihove povrsine jednake 367 dm? i 647 dm?, a udaljenost
izmedu njih je 8 dm. Izracunajte povrsinu sfere.

(Rezultat: ~ 867,8 dm?)
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86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

Brid kocke jednak je a. Nadite polumjere upisane i opisane sfere.
(Rezultat: 5, %g )

Sfera dodiruje sve bridove kocke. Polumjer sfere jednak je R. Nadite
povrsinu dijelova sfere koji su izvan kocke.
(Rezultat: 2 R%(3v/2 — 4))

Za dani pravilni oktaedar odredite polumjere upisane i opisane mu
sfere. (Rezultat: %, “T\/i)

kkokokk

Sljededi zadatci su iz 2000 Théorémes et Probléemes de Géométrie avec
Solutions [9.]

Dan je konveksni sferni ¢etverokut u kojem su suprotne stranice jed-
nake. Dokazite:

e Nasuprotni kutovi su jednaki.
e Presjek dijagonala ih dijeli na medusobno jednake dijelove.

e Sjeciste dijagonala je pol luka glavne kruznice koja prolazi kroz
tocke suprotnih stranica.

U sfernom rombu dijagonale se sijeku u jednakim dijelovima, okomite
su i raspolavljaju kutove romba.

U svakom sfernom ¢etverokutu upisanom u malu kruznicu zbroj dva
suprotna kuta jednak je zbroju druga dva.

U sfernom trokutu s tri luka glavnih kruznica dokazite da vrijedi:

e Simetrale tri kuta su konkurentne.
e Tezisnice triju stranica su konkurentne.

e Visine iz triju vrhova su konkurentne.

Zadan je trokut AABC' s fiksnom osnovicom BC' koji je upisan u malu
kruznicu, a tre¢i vrh na maloj kruznici nije fiksan. Dokazite da je zbroj
kutova na osnovici umanjen za kut na vrhu trokuta konstantan.
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Pravokutni sferni trokut: rjeSavanje i primjena

a) Rjesavanje pravokutnog sfernog trokuta

94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

Kod pravokutnog sfernog trokuta a oznacuje hipotenuzu, b i ¢ katete.

Neka se razrijesi pravokutni sferni trokut, ako se znade:

a) a = 57°51"39", b = 36°17'40",

b) a = 123°38'40", c = 126°20/35".

(Rjesenge: a) ¢ = 48°41'48" 3 = 44°21"7" ~ = 72°31'20",
b) b= 20°47'17", B = 25°14/5" v = 104°38'4".)

b= 68°37'10", c = 103°44'32"
(Rjesenge: a = 94°58'5" 3 = 69°10/43" v = 102°49'49".)

a) a=79°3'31", 3 = 46°48'7",

b) a = 77°15'51" v = 103°38'36".

(Rjesenge: a) v = 78°34'21" b = 44°45'24" | ¢ = 68°35'52"
b) B =132°14'48" b = 124°18'32" ¢ = 111°5/42".)

a) b =86°59'9" v = 64°33'54",
b) ¢ =108°34'53", 3 = 132°14/48".

(Rjesenge: a) B = 87°16'42" ¢ = 61°32'4" o = 88°42'16",
b) v =103°38'36",b = 133°46/37",a = 77°15'51".)

a) b= 75°24'16", 3 = 78°19/41”,

b) ¢ = 128°16'40", v = 115°24'20".

(Rjesenje: a) ¢ = 52°29'48"  a = 81°10'29"”, v = 53°24'0" ili
c1 = 127°30'12", ay = 98°49'31", v, = 126°36'0",

b) b= 142°59'44" a = 60°20'58", 8 = 136°10'2" ili

by = 37°0'16”, a; = 119°39'2", 81 = 53°49'58"".)

B = T76°59'26", v = 162°16'25"
(Rjesenge: a = 136°17'12" b = 42°19'24"” ¢ = 167°51'14".)

Ako je u sfernom trokutu stranica a = 90° (tzv. kvadrantni sferni
trokut), dokazite da onda vrijedi:

B . - __sinf3 1 tgy 7 tgp
1.) cosa = —cos 3, 2.) sinb = -~ 3.) cosb = fea’ 4.) tgb = S

5.) cos B =5b " 6) cosaw = —ctgbctge.

sinc’
Dokaz: Ako je u sfernom trokutu ABC' stranica a = 90°, onda je u
njegovom polarnom sfernom trokutu A1 B1Cy kut o = 90°. Uporabom
za tokut A1 B1CY pravila za pravokutni sferni trokut, dobit éemo nave-
dene formule.
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101. a) a = 90°,b = 174°12/49" ¢ = 94°8'20",

b) a = 90°, B = 110°47'50", v = 135°35/35".
(Rjesenje: a) B = 175°57'10", v = 135°42/55" o = 135°34'8",
b) a = 104°41'37", b = 104°53'1", ¢ = 133°39/48".)

102. Rijesite jednakokracni sferni trokut, ako je zadana osnovica b i
krak a.
(Rjesenge: Pomocu visine dobijemo
Ly = feap ATk o ap iy, @O /B = i ALTh o &F
cosa =tg5b:tga, singf =singb:sina)

103. Odredite kut jednakokracnog sfernog trokuta ako je zadana stranica
a.

(Rjesenge: sin %(v =1:2cos %a, ili cosa = cosa : 2 cos® &.

b) Primjena pravokutnog sfernog trokuta

104. Brod otplovi iz luke L (A = 80° isto¢no od Greenwicha, ¢ = 6°45
sjeverne 8irine) po glavnoj kruznici, a kurs je broda w = 25°30’. Odre-
dite zemljopisnu duzinu mjesta u kojem stigne na ekvator i duljinu d
prevaljenog puta.
(Rjesenje: \ = 76°47'28" d = 7°28'15".)

105. Brod plovi iz New Yorka (76°20'30” zapadne duzine, 40°42'40" sjever-
ne §irine) po glavnoj kruznici do ekvatora i stigne tamo u to¢ku kojoj
je zapadna duzina 31°39'20”. Koliki je prevaljeni put?

(Rjesenje: 6387,5 km.)

106. Dva mjesta na globusu imaju istu zemljopisnu Sirinu ¢, a razlika nji-
hovih zemljopisnih duzina jest a.. Za koliko je luk na paraleli, na kojem
su oba mjesta, ve¢i od njihove sferne udaljenosti?

Primjerice, ¢ = 45°, o = 90°.

(Rjesenge: Oba mjesta i sjeverni pol smatrat éemo vrhovima jed-
nakokracnog sfernog trokuta, kojemu je baza traZena sferna udalje-
nost d, krakovi pak lukovi 90° — . Pomocu sferne visine raspada se
taj jednakokracni trokut na dva pravokutna trokuta, te je sin%d =

i
sin s cos p.)

Kosokutni sferni trokut: rjeSavanje i primjena

a) Rjesavanje kosokutnog sfernog trokuta

Rijesite sferni trokut, ako je zadano:
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107. a) a = 35°41'28” b = 56°16'40", c = 29°18'10",
b) a = 112°17'14" b = 89°27'52" ¢ = 128°59'26".
(Rjesenge: a) o = 36°18'30”, 8 = 122°25'9" v = 29°47'1",
b) o = 118°42/38", § = 108°35'24", v = 132°32/46"".)

108. a) a = 47°30'41", 3 = 108°24'56", v = 76°33'31",
b) a = 38°11'23", 3 = 37°22'38" v = 76°33'31",
c) a=p[=rvy=120°.
Rjesenje: a) a = 49°16'46" b = 102°48'1", ¢ = 88°26'17",
b) a =108°b=60°,c=60°,
c)a=b=c=109°2816".

109. a) a = 90°,b = 89°, v = 87°59'59",
b) b= 112°39'44", ¢ = 43°53'55", a = 32°20/32",
c) ¢ =122°27'10", a = 55°25'26", 3 = 112°19'16".
Rjesenje: a) a = 90°2'6"”, 3 = 88°59'58", ¢ = 88°,
b) 3= 149°13/29", v = 22°36'40", a = 74°45'15",
c) v =108°24'56", o = 67°47'16", b = 124°38'40".

110. o = 49°12/40”, B = 133°38/46, ¢ = 72°53'50",
b) a = 105°14’45" v = 136°6'5", b = 30°46'31".
Rjesenje: a) a = 66°12'30”,b = 119°0'40", v = 52°15'54"
b) a =117°39'30", ¢ = 157°23'22" 3 = 67°20'16".

111. a) a = 42°36'10",b = 127°19’30", o = 37°18'40",
b) b = 105°51 20// e= 96048/10“, 6 =162°38 40//
¢) a = 75°24'10",b = 48°36'20", = 102°19'0",

d) a =112°17"1 7// b=112°16'16", o = 89°9'50".

Rjesenje: a) B = 45°24'10" ili B = 134°35'50", v = 168°3'36" il
v = 61°32'20", ¢ = 166°38'30" ili ¢ = 100°56'14",
b) v = 17°56'0" ili v = 162°4'0", o = 2°43'52" ili a = 173°1'46",
a = 8°51’44" ili a = 156°53'24"
¢) B = 49°14'0", v = 55°25'54", ¢ = 54°30/8"
d) nema rjesenja jer je sinbsina > sina.

112. a) « = 46°37'36", 3 = 109°29'18", a = 40°538/24",

b) a = 118°37'14", v = 76°45'38" ¢ = 54°47'22",

c) B = 94°37'13", v = 152°48/26", b = 128°34'55"".

Rjesenje: a) b = 58°6'0" ili b = 121°54'0", ¢ = 31°41'50" ili ¢ =
116°4/22" v = 35°41/2" ilj v = 94°8'2",

b) a = 132°32/29", b = 131°49'10", B = 117°23'26",

¢) ¢ = 158°59'55", a = 49°52/58", o = 77°10'55".
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113.

114.

115.

116.

117.

118.

119.

Koliki je kut jednakostrani¢nog sfernog trokuta kojemu je stranica
a = 76°34'24"7
3
Rjesenge: tg% = sin% : sin 70[, a = 79°8'18".
Zasto treba biti a < 120°7

Kolika je stranica jednakokutnog sfernog trokuta kojemu je kut o =
82°14'10"7

3
Rjesenge: ctg% =4/ cos% : COS 70[, a = 81°0'52".
Zasto treba biti 60° < o < 180°7

U sljedeca cetiri zadataka rijesite sferni trokut, ako je zadano:

Dvije stranice i zbroj (ili razlika) njegovih suprotnih kutova. Primje-
rice, b,c, B+ v = .

Rjesengje: Uporabite Napierove analogije koje se moze naci u [5]. na
stranict 173. ili u nekom drugom prirucniku.

Dvije stranice i zbroj (ili razlika) njegovih suprotnih kutova i treéi kut.
Napomena: Analogne su zadace ako se znaju razlike stranica ili kutova.
Primjerice a — b = 31°40/, o + B = 116°7'36", v = 82°24/8".

Rjesenje: Pomocéu D’Alembertovih formula koje se moze naci u [5].

na stranict 173. ili u nekom drugom prirucniku.
c = 62°56'36", o = 81°12'54" | 3 = 34°54'42"

Stranica, njoj suprotni kut i zbroj (ili razlika) njegovih dviju stranica.
Primjerice, a = 67°36'43”, o = 67°24’4” b + ¢ = z = 206°31'45".
Rjesenje: Pomocéu D’Alemerovih formula koje se moze naci u [5]. na

stranict 173. ili u nekom drugom prirucniku.
b=112°31"17", 3 = 112°43'52"  ~ = 84°53'46" .

Opseg a + b+ ¢ = 2s i dva kuta «, (.
Primjerice, 2s = 121°16'18", o = 36°18’30”, 3 = 122°25'9".
Napomena: Analogno se radi, ako je zadano b+ ¢ — a, a, 3.

Rjesenje: ¢ = 29°18'10", b = 56°16'40", v = 29°47'1”

Izracunajte sferni polumjer r kruznice koja je opisana sfernom trokutu
ABC' s kutovima o = 76°18'20”, 3 = 79°12'16", v = 82°40'24" .

Rjeéenje: Ctg'r — \/ COS(U - a) COS(U o ﬂ) (COS(U = 'y))’

cos o
r = 46°0'31".
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120.

121.

122.

Izracunajte sferni polumjer p kruznice koja je upisana sfernom trokutu
ABC sa stranicama a = 100°, b = 128°45'24", ¢ = 71°14/36" .

sin(s — a) sin(s — b)(sin(s — ¢))

Rjesenje: tgp =
p = 36°25'21".

3 )
Sin c

Iz stranica a, b, ¢ sfernog trokuta odredite mu sferne visine v, vo, v3.

1
Rjesenje: sinv; = ——+/sin s - sin(s — a) - sin((s — b)) - sin(s — ¢) itd.
sina

Izracunajte povrsinu sfernog trokuta iz njegovih kutova «, 3,7y i
polumjera p, ako je zadano:

a) a =73°12'8" 3 = 35°3'14" v = 32°9'16", p =1

b) a = 67°47'16", 3 = 112°19'16", v = 108°24'56", p = 1",

c) a = 128°30, 8 = 95°56’, v = 84°58, p = 35 cm,

d) a = =~ =280°45'44"  p = 3,56 cm.

Rjesenje: a) P =0,18593, b) P =1,89412, ¢) P = 2766,6 cm?,
d) P=13,778 cm?.
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b) Primjena kosokutnog sfernog trokuta

123.

124.

Iz geografskih duzina (A1, \2) i Sirina (¢1, v2) dvaju mjesta A i B na
globusu izrac¢unajte njihovu sfernu udaljenost. Zadano je:

a) Pariz \; = 20°, ¢ = 48°50'11",

Petrograd Ay = 47°58'12" s = 59°56'30”,

b) New York A\; = 286°5'45” istotno od Geenwicha,p; = 40°42'45",
Sydney As = 151°11’39” isto¢no od Geenwicha,ps = —33°51'40”.

Rjesenge: a) AB = 19°28'30" ili 2167, 6 km,
VY
b) AB = 143°52'33" ili 16000 km.
Greenwich \; = 2°20'23" zapadno od Pariza ¢, = 51°2838" sjeverne
Sirine ima od New Yorka o = 40°42'45” sjeverne Sirine sfernu udal-

jenost od 794 geografskih milja. Odredite geografsku duzinu (A2) New
Yorka.

Rjesenje: Ao = 76°22' zapadno od Pariza.
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Kako ideje Komparativne geometrije realizirati u postoje¢oj i nedo-
voljnoj satnici?

Jedna je od mogucénosti sljede¢a aktivnost, tj. realizacija tri etape
uporabe softvera:

1.

2.

crtanjem objekata uporabom softvera i na sferi,

mjerenjem (virualnim) objekata u Sketchpadovoj datoteci i realnim
mjerenjem na sferi,

racunanjem koje omogucuje Sketchpad te rac¢unanjem uporabom
kalkulatora u konkretnoj formuli.

Kako bi se predlozena aktivnost mogla provesti, potrebno je prije toga
ucCiniti slijedece:

1.

ucenici bi trebali elementarno ”ovladati” / nauciti gdje se nalaze gumbi
za crtanje, mjerenje i racunanje u Sketchpadu. To je i inace potrebno
za efikasnu 1 toénu uporabu Sketchpada.

. ucenici trebaju elementarno ”ovladati” /nauéiti kako se crta priborom

na sferi i mjeri odgovarajuéim priborom.

Sve potrebne upute za elementarno crtanje, mjerenje i primjer ra¢unanja
pomocu Sketchpada koje je i u funkciji problema Euklidske geometrije
mozete naci u datotekama u mapi GSP datoteke u kojoj se nalaze datoteke
za rad (uz ostale datoteke) uz ovu knjigu i naziva se Crtanje, mjerenje,
racunanje i priru¢nik u GSP-u.

Kako se u nastavi pojavljuju pojedini elementarni pojmovi tako ih se
poucava/elaborira/uéi pomoéu Sketchpada. I nakon toga zadaje/ilustrira
na sferi. Nakon toga se kompariraju vizualizacije tih pojmova.

Dakle, postupno i korak po korak.

Primjerice,

e crtaju se i mjere objekti: tocke, duzine, pravci pomoc¢u Sketchpada, a

onda se crta i mjeri na sferi,

crtaju se objekti: kruznice, trokuti, mnogokuti pomoc¢u Sketchpada, a
onda ih se mjeri pomoc¢u Sketchpadovih alata. Nakon toga se to radi
na sferi pomoc¢u realnog sfernog alata za mjerenje,

za raCunanje sfernih objekata primjenjujemo definirane formule i
kalkulatore (bilo Sketchpada ili nekog drrugog kalkulatora).

To racunanje povezano je s trigonometrijom u srednjoj $koli i s for-
mulama koje nam omogucuju rac¢unanje za sferne objekte.
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Sketchpad se moze uporabiti i za to racunanje definiranjem i ” unosom”
tih formula u njegov kalkulator.

Primjer takve uporabe se moze vidjeti na stranici 90. i u datoteci
ZadatakKosSferTrokut.gsp u mapi GSP datoteke.

U knjizi, primjerice, na stranicama 74., 75. i 323. nalaze se opisi iz
sluzbenog hrvatskog matematickog kurikula.

Ovdje ih navodimo kako bismo ukazali da se ti pojmovi lako crtaju i
mjere Sketchpadom te realnim priborom na sferi.

Nastavnik koji uporabljuje virtualni pribor (Sketchpad ili neki drugi
softver) lako moze osmisliti svoje radne listie ucenicima za rad sukladno
uzrastu i sadrzaju. Ili uporabiti/prilagoditi listi¢e koji su veé priredeni u
ovo]j knjizi.
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Matematika 5. razred - 140 sati godiSnje

Odgojno-obrazovni Sadrzaj Sadrzaj sferne geometrije
ishodi
MAT OS C.5.1. Skupovi totaka u | Podsje¢a na skupove tocaka na
Opisuje skupove | ravnini: tocka, pravac, | sferi: ravna linija, segment, trokut.
tocaka u ravnini te | polupravac, duzina, | Postoji i na sferi simetrican
analizira i primjenjuje | kut. Vrste kutova. | isjecak? Mogu li dva sferna pravca
njihova  svojstva i | Sukladne duzine. | biti paralelna? MoZete unijeti lok-
odnose Sukladni kutovi. | sodromu.

Simetrala duzine.

Kutovi uz presjecnicu

usporednih pravaca.
MAT OS C.5.2. Konstrukcija kva- | Pita se koji se od sljedeéih likova
Opisuje 1 crta/kon- | drata. Konstruk- | moze konstruirati na kugli. Stvara
struira geometrijske | cija pravokutnika. | mozaike na sferi.
likove te stvara motive | Konstrukcija jed-
koristeéi se njima. nakostrani¢noga i

jednakokra¢noga

trokuta. Konstrukcija
kruznice i  kruga.
Dijelovi kruznice i
kruga.

MAT OS C.5.3.
Osnosimetri¢no i cen-
tralnosimetri¢no pres-
likava skupove tocaka
u ravnini.

Osna simetrija. Cen-
tralna simetrija.

Konstruira  osnosimetri¢ne i
srediSnje simetriéne figure na
sferi. Odreduje os simetrije i/ili
srediste simetrije (ako postoji) za
figure na sferi.

MAT OS D.5.1.

Mjeri i crta kutove,
odreduje mjere sus-
jednih i vrénih kutova.

Mjera Klasi-
fikacija kutova.
Susjedni kutovi. Vrsni
kutovi.

kuta.

Podsjeca na pitanja o kutovima na
sferi. Ispituje medusobnu ovisnost
vrsnih kutova na sferi. Istrazuje
medusobnu ovisnost susjednih ku-
tova na sferi.
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Matematika 6. razred - 140 sati godiSnje

Odgojno-obrazovni
ishodi

Sadrzaj

Sadrzaj sferne geometrije

MAT OS C.6.1.
Konstruira kut i nje-
govu simetralu.

Kut. Simetrala kuta.
Konstrukcije kutova
60°,120°, 30°, 90°.
Prosireni sadrzaj:
Konstrukcija trokutu
upisane kruznice.

Konstruira kut na sferi i njezinu
simetralu. Provjerava moze li se
krug upisati u svaki sferni trokut.

MAT OS C.6.2.
Konstruira  trokute,
analizira njihova

svojstva i odnose.

Trokut. Odnosi stra-
nica i kutova trokuta.
Visina trokuta. Suk-
ladnost trokuta. Tri
osnovne konstrukcije

Klasificira sferne trokute prema
stranicama i kutovima. Ispituje
zbroj mjera unutarnjih kutova
u sfernom trokutu. Odreduje
znacajke sukladnih trokuta na

75 trokuta. sferi.
MAT OS C.6.3. Cetverokuti - kon- | Koje c¢etverokute vidimo na
Konstruira ¢etveroku- | strukcija  kvadrata, | globusu? Koji se cetverokuti

te, analizira njihova
svojstva i odnose.

pravokutnika, parale-
lograma i romba.

mogu konstruirati na sferi?

Prosireni sadrzaj:

Skiciranje, crta-

nje/konstrukcija

trapeza i deltoida.
MAT OS D.6.2. Povrsina 1 opseg | Ispituje zbroj mjera unutarnjih
Racuna i primjenjuje | trokuta 1 paralelo- | kutova u trokutu i ¢etverokutu na
opseg 1 povrSinu | grama. Zbroj mjera | kugli. Pokusavam rijesiti problem:
trokuta i Cetverokuta | unutarnjih kutova | kako izracunati povrsinu sfernog

te mjeru kuta.

trokuta i ¢etverokuta.

trokuta?
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Matematika 7. razred - 140 sati godiSnje

Odgojno-obrazovni Sadrzaj Sadrzaj sferne geometrije
ishodi
MAT OS C.7.1. Mnogokuti. Pravilni | Konstruiranje pravilnih poligo-
Crta 1  konstruira | mnogokuti. na na sferi, posebno pravilnog
mnogokute i1 ko- cetverokuta. Postoji 1li mnogokut
risti se njima pri na sferi koji ima manje od tri
stvaranju  slozenijih stranice? Otkrivanje kocku na
geometrijskih motiva. sferi.
MAT OS D.7.3. Povrsina i opseg mno- | Slicno kako izra¢unati povrsinu
Odabire strategije za | gokuta. sfernog trokuta. Razvija strategiju
racunanje opsega 1 za izra¢unavanje povrsine mno-
povrsine mnogokuta. gokuta na sferi.
MAT OS D.7.4. Opseg kruga. | Razmatra kako izracunati duljinu
Racuna i primjenjuje | Povrsina kruga. | kruga i povrsinu kruga na sferi.
opseg i povrsinu kruga | Duljina kruznog luka. | Ispituje je li omjer duljine kruznice
i njegovih dijelova. Povrsina kruznoga | i njezinog promjera na sferi kon-
isjecka i kruznoga | stantan.
vijenca.

Sadrzaje ostalih razreda moze se pogledati u Hrvatski kurikul na stranici
70.

Dakle, kompariranje Euklidskih i sfernih pojmova ne trebaju posebnu
satnicu nego se mogu uklopiti u redovno/uobic¢ajeno poucavanje Euklidskih
pojmova pomocu Sketchpada. A sferni se problemi mogu zadavati kao ”iza-
zovni” projekti koji traze zakljucivanje/tvrdnje o toj usporedbi ravninskih
i sfernih pojmova.

Ovdje predlazemo, primjerice, nastavnicima realizaciju komparativne
geometrije uz poucavanje Euklidske u 5. razredu, 6. razredu i 7. razredu
(i unutar ovih sati) sukladno sluzbenom matematickom kurikulu (koji je
dan u gornjim tablicama).

Sliéno ovim prijedlozima svaki nastavnik moze samostalno kreirati broj
sati i sadrzaje za ostale teme etablirane u kurikulu za pojedini razred os-
novne i srednje skole.

Sadrzaje i broj sati koje ovdje predlazemo za realizaciju su iz uobi¢ajene
godisnje satnice koju nastavnici samostalno kreiraju i odlu¢uju kada ¢ée ih
realizirati tijekom nastavne godine.

Zadatci za realizaciju ovih sadrzaja nalaze se u udzbenicima koje nas-
tavnici inace uporabljuju, a za sferne pojmove nalaze se u ovoj knjizi (i u
radnim listi¢ima).
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Matematika 5. razred

Tema: Pravac, polupravac, duzina i kut

H sat

‘ nastavna jedinica

.- 2.

1
3.
4. - 5.
6.-7.
8
9

Pravac, polupravac i duzina
Okomitost i paralelnost

Kut. Vrste kutova

Mjerenje kutova

Crtanje kutova

Sukuti

Vrsni kutovi

Ponavljanje i provjeravanje usvo-
jenosti ishoda

Tema: Geometrijski likovi i simetrije

‘ nastavna jedinica

Kruznica i krug

Trokut

Pravokutnik

Kvadrat

Mjerne jedinice za duljinu
Mjerenje povrsine

Mjerenje obujma

Simetrala duzine

Osnosimetriéni likovi
Centralnosimetric¢ni likovi
Osnosimetriéni i central-
nosimetric¢ni likovi

Ponavljanje i provjeravanje usvo-
jenosti ishoda

Usustavljivanje gradiva

Matematika 6. razred
Tema: Trokut

nastavna jedinica

H sat
1. - 2.
3. - 4.
9.
6.
7. - 8.
9. -10.
11.
12.-13.
14. - 15.
16.-17.
18.
19.
20. - 21.
H sat
1.
2. - 4.
9.
6.-7.
8.-9.
10.
11.
12.-14.
15.
16. - 18.
19. - 20.

Trokut i vrste trokuta

Zbroj veli¢ina kutova u trokutu
Vanjski kutovi trokuta

Odnosi stranica i kutova u trokutu
Sukladnost trokuta

Simetrala kuta

Konstrukcija nekih kutova

Tri osnovne konstrukcije trokuta
Visina trokuta

Povrsina trokuta
Usustavljivanje gradiva
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Tema: Cetverokut

H sat nastavna jedinica H
1. Pojam cetverokuta
2.-4. Vrste ¢etverokuta (1)
5. Zbroj velic¢ina kutova u
¢etverokutu
6. Vrste ¢etverokuta (2)
7.-9. Konstrukcije paralelograma
10. - 13. | Povrsina paralelograma
14. - 15. | Usustavljivanje gradiva

Matematika 7. razred

Tema: Mnogokuti, kruznice i krug

H sat ‘ nastavna jedinica H
1. Pojam mnogokuta
2. - 4. Dijagonale i kutovi mnogokuta
5. - 6. Pravilni mnogokuti
7.-8 Konstrukcije pravilnih mnogokuta
9. Ponavljanje i provjeravanje usvo-

jenih ishoda
10.-12. | Opseg i povr§ina mnogokuta

13. Ponavljanje i provjeravanje usvo-
jenih ishoda
14. Kruznica i krug

15.-16. | Medusobni polozaj dviju kruznica
17.-19. | Duljina kruZznice i kruznog luka
20. Ponavljanje i provjeravanje usvo-
jenih ishoda

21.-23. | Povrsina kruga i kruznog isjecka
24. Ponavljanje i provjeravanje usvo-
jenih ishoda

25.-26. | Usustavljivanje gradiva

Nastavnici koji uspiju zainteresirati uc¢enike za rad izvan redovne satnice
(grupe, projekti, istrazivanja ...) i ovih usporednih komparacija u stan-
dardnoj satnici mogu samostalno izabrati radne listi¢e koji su u ovoj knjizi
priredeni za rad, tj. sukladno okolnostima mogu ih lako sloziti u ”svoj”
godisnji kurikul.
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Ovdje se nalaze radni listié¢i s pitanjima prema Léndrtovoj ideji i pita-
njima iz njegove knjige Non-FEuclidean Adventures on the Lénadrt Sphere -
Investigations in Planar and Spherical Geometry [26.].

Svaki se listi¢ nalazi na svojoj stranici kako bi se mogao cjelovit isprintati
za rad.

Odgovore na pitanja postavljena u listi¢ima nadéi ¢ete na stranici 127.
i dalje (u tablicama) u poglavlju 6. Ravninska geometrija nasuprot sferne
geometrije.
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Prvi problem: temeljni elementi

1. radni listié¢: Koji je najjednostavniji oblik?

Vrijeme rada: 20 - 40 minuta
Zarad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Koji je najjednostavniji
oblik?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.

1.

Otvorite Sketchpadovu datotekuKoji je najjednostavniji oblik?.gsp

i priredite model sfere.

. Na Sketchpadovoj datoteci nacrtajte u ravnini elemente za koje sma-

trate da su najjednostavniji. Iste te elemente nacrtajte na sferi.

Argumentirajte zasto ih smatrate najjednostavnijim elementima geo-
metrije.

Koji su to elementi? Nabrojite ih!

. Koji objekti u ravnini odgovaraju objektima na sferi?

Sto je isto, a §to razli¢ito tim objektima u ravnini i na sferi? Zasto je
to tako?

Kako se ti elementi definiraju u ravnini, a kako na sferi?

Usporedite ravninu i sferu

1.

3.

a) Nacrtajte barem dva oblika na svojoj sferi koja ne mozete crtati
u ravnini.

b) Opisite oblike i objasnite zasto ne mozete nacrtati ove oblike u
ravnini.

a) Na svojoj sferi nacrtajte najmanje dva oblika koja mozete nacr-
tati u ravnini.

b) Opisite oblike i objasnite zasto ih moZete nacrtati u ravnini.

Raspravite o svojim nalazima sa svojim partnerom ili grupom.
Pogledajte koliko razlika mozete nac¢i izmedu ravnine i sfere.
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2. radni listié: Moze li se nacrtati pravac na sferi?

Vrijeme rada: 30 - 45 minuta

Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka MoZe 1i se nacrtati
pravac na sferi?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.

Otvorite Sketchpadovu datoteku MoZe 1i se nacrtati pravac na
sferi?.gsp i priredite model sfere.

Na Sketchpadovoj datoteci nacrtajte u ravnini dvije razlicite tocke A i
B. Iste te elemente nacrtajte na sferi.

Konstrukcija u ravnini
1. Nacrtajte dvije razli¢ite tocke u ravnini. Oznacite ih A i B.
2. Spojite tocke A i B s tri razlic¢ita pravca ili krivulje.

3. Nacrtajte najkraci put izmedu tocaka A i B ako to jo$ niste uéinili.
Uporabite ravnalo da produzite svoju najkracu stazu dok ne dosegne
rubove svojeg papira.

4. Kad biste mogli zauvijek produljiti krajeve svojeg pravca, bi li se ikada
sreli?

5. Po temu se najkra¢i put izmedu tocaka A i B razlikuje od ostalih
putova koje si nacrtao?

6. a) Na koliko dijelova tocke A i B dijele vas pravac?
b) Koliko je od ovih odsjec¢aka konacno dugo?

¢) Koliko ih je beskona¢no dugih?
7. Koliko razlic¢itih pravaca mozete nacrtati kroz jednu tocku u ravnini?

8. Koliko razli¢itih pravaca mozete nacrtati kroz dvije tocke u ravnini?

Konstrukcija na sferi

1. Kakav cete oblik dobiti kada dvije tocke na sferi spojite najkracim
mogucéom stazom?

2. Sto ée se dogoditi kada ovu putanju produzite u oba smjera oko sfere?
3. Nacrtajte dvije razlic¢ite totke na svojoj sferi. Oznacite ih A i B.

4. Razapnite konac na sferi izmedu dviju to¢aka A i B kako biste pronasli
najkraéi put izmedu tocaka. Nacrtajte crtu duz napete uzice pomocu
markera.
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5. Pokusajte ravnalom ”spojiti” ove tocke na sferi. Sto opazate?

6. Nacrtajte liniju izmedu tocaka A i B pomocu sfernog ravnala i
prosirite je sto je viSe moguce u oba smjera.

7. Upravo ste stvorili glavnu kruznicu na sferi. Opisite je!

8. a) Na koliko lukova tocke A i B dijele vasu glavnu kruznicu?
b) Koliko je od ovih lukova konaénih?

c¢) Koliko ih je beskonaéno dugih?

9. Odredite koji rubovi vageg sfernog ravnala ocrtavaju lukove glavnih
kruznica, a koji ne.

10. Koliko glavnih kruznica mozete nacrtati kroz jednu tocku na sferi?
a) Koliko glavnih kruznica mozete nacrtati kroz dvije tocke na sferi?

b) Je li vas odgovor tocan za bilo koje dvije tocke na sferi?

Usporedite ravninu i sferu

1. Koliko ¢injenica mozete uociti o pravcima u ravnini i o glavnoj kruznici
na sferi?

2. Odlucite sto mislite da je jednostavnije: pravci u ravnini ili glavne
kruznice na sferi. Zasto?

3. Sada pokusajte preokrenuti svoj argument. Navedite razloge zasto su
linije jednostavnije na povrsini koju niste izabrali gore.
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3. radni listi¢: Kako mjeriti udaljenost?

Vrijeme rada: 25 - 40 minuta

Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Kako mjeriti
udaljenost?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.

Otvorite Sketchpadovu datoteku Kako mjeriti udaljenost?.gsp i
priredite model sfere.

Cesto morate izmjeriti udaljenost izmedu dvije figure.

e Opisite kako mjeriti udaljenost u ravnini.
e Opisite kako se mjeri udaljenost na sferi.

e U svakom slucaju objasnite koje mjerne jedinice mozete koristiti.

Konstrukcija u ravnini

1. Nacrtajte dvije razli¢ite tocke u ravnini. Oznacite ih A i B.

2. Izmjerite udaljenost izmedu tocaka A i B.

w

. Nacrtajte stazu kojom ste izmjerili udaljenost.

W

. Zasto je ovo jedina staza po kojoj mozete mjeriti udaljenost izmedu
tocaka A1 B?

Konstrukcija na sferi

Kako mozete izmjeriti udaljenost izmedu dviju tocaka na sferi?

1. Nacrtajte dvije razlicite tocke na svojoj sferi. Oznacite ih A i B.

[\)

. Nacrtajte cijelu glavnu kruznicu koja sadrzi ove dvije tocke.

3. a) Koliko lukova spaja tocke A i B?

b) Uporabite oznake stupnjeva na vagem sfernom ravnalu kako biste
izmjerili duljinu svakog od njih u stupnjevima.
c¢) Kolika je udaljenost izmedu tocaka A i B?
d) Koju ste mjeru luka odabrali kao udaljenost? Objasnite zasto ste
odabrali ovu mjeru.
4. a) Opisite par tocaka na sferi izmedu kojih je moguée mjeriti naj-
kraca udaljenost duz vise od jednog luka.

b) Postoji li par tocaka u ravnini izmedu kojih je moguée mjeriti
udaljenost duz vise od jednog segmenta?
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5. a) Kolika je najveéa moguéa udaljenost izmedu dviju tocaka u
ravnini?

b) Kolika je najveéa moguéa udaljenost izmedu dviju tocaka na
sferi?

c) Kolika je najkra¢a moguéa udaljenost izmedu dviju tocaka u
ravnini?

d) Kolika je najkra¢a moguca udaljenost izmedu dviju tocaka na
sferi?

Usporedite ravninu i sferu

1. Sto mozete uociti o mjerenju udaljenosti u ravnini i na sferi?

2. Mislite li da je mjerenje udaljenosti jednostavnije u ravnini ili na sferi?
Zasto?

3. Sada pokusSajte preokrenuti svoj argument. Navedite razloge zasto je
mjerenje udaljenosti jednostavnije na povrsini koju nisi izabrao gore.

Odgovori se nalaze na stranici 152.
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4. radni listié: Kako se mogu konstruirati ekvator i polarne tocke?

Vrijeme rada: 25 - 40 minuta

Priredite model sfere i pribor.

Ekvator Zemlje otprilike je glavna kruznica. Ova glavna kruZnica ima
dva sredista ili polarne tocke: Sjeverni i Juzni pol. Na sferi nazivamo veliku
kruznicu ekvatorom, a polarne tocke glavne kruznice nazivamo njezinim
polovima.

Slijede tri odvojene konstrukcije na sferi. Svaku konstrukciju zapoénite
s cistom sferom.

1. konstrukcija: Nacrtajte tocku na svojoj sferi. Ovo ¢e biti polarna tocka
(pol). Uporabite svoje sferno ravnalo i Sestar za konstruiranje ekvatora
koji odgovara ovoj polarnoj tocki (polu). Opisite svoju konstruktivnu
metodu.

2. konstrukcija: Nacrtajte tocku na svojoj sferi. Ovo ¢e biti tvoja prva
polarna tocka (pol). Pronadite nac¢in da konstruirate suprotnu polarnu
tocku (pol). Opisite svoju metodu.

3. konstrukcija: Nacrtajte glavnu kruznicu. Pronadite na¢in da konstru-
irate polarne tocke (polove) koji odgovaraju ovoj glavnoj kruznici.
Opisite svoju metodu.

1. Usporedite svoje metode konstruiranja s drugima u tvojem razredu.
2. Kolika je udaljenost izmedu bilo kojeg para polova?

3. Kolika je udaljenost izmedu pola i ekvatora?

4. Pretpostavimo da je grad u kojem zivite pol Zemlje.

a) Opisite mjesto vaseg suprotnog pola.

b) Opisi ekvator svog rodnog grada.
5. Pronadite Greenwicki meridijan (0° zemljopisne duzine) na globusu.
Gdje su polarne tocke glavne kruznice koje ukljucuju ovaj meridijan?
Usporedite ravninu i sferu

Ima li smisla u ovom slucaju napraviti usporednu tablicu izmedu ravnine i
sfere kao $to smo radili u prethodnim listi¢ima? Zasto da ili zaSto ne?
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5. radni listié: Kako se moze koristiti kutomjer za mjerenje kutova
na sferi?

Vrijeme rada: 35 - 50 minuta

Znadete koristiti kutomjer za mjerenje kutova u ravnini. Mozete li ko-
ristiti taj kutomjer za mjerenje kutova na sferi?

Uporabite komad sferne prozirne folije za napraviti kutomjer kojim se
moze mjeriti kutovi na sferi.

Izrada sfernog kutomjera

Samo jedna grupa v vasSem razredu treba napraviti 1. korak.

1. korak: Morate izrezati prozirnu foliju na komade tako da svaka grupa
u vasem razredu moze napraviti vlastiti kutomjer. Stavite prozirnicu
na vasu sferu. Uporabite svoj sferni Sestar za nacrtati kruznicu koja
ima rupu na prozirnici kao njezino srediste i polumjer 25°. Oznagcite
tocku otprilike na sredini izmedu kruznice i ruba prozirnice. Koris-
tite ovu tocku kao srediste i nacrtajte drugu kruznicu polumjera 25°.
Oznacite dodatne tocke kao sredista i uporabite svako srediste da nacr-
tate kruznicu koja ima radijus od 25°. Odaberite sredisnje tocke tako
da kruznice budu blizu jedan drugoj ali da se ne dodiruju. Uklonite
prozirnu foliju sa sfere i uporabite skare za pazljivo je izrezati na ko-
made tako da je na svakom komadu po jedna kruznica. Podijelite
jedan od ovih prozirnih dijelove svakoj grupi u vagsem razredu. Ako je
potrebno, uporabite drugu prozirnu foliju za izradu dodatnih komada.

Svaka grupa u vasem razredu treba izvesti preostale korake.

2. korak: Oznacite polarnu to¢ku na svojoj sferi. Uporabite svoje sferno
ravnalo za crtanje odgovarajuceg ekvatora. Zatim oznacite svaki deseti
stupanj duz ekvatora.

3. korak: Pretvorite svoj komad prozirnice u disk tako da pazljivo skroz
obrezete vanjski rub kruga. Zatim zalijepite omc¢u od prozirne trake
ovog diska na sferu tako da se njegova sredisnja toc¢ka poklapa s polom
koji ste oznacili na sferi.

4. korak: Uparabite svoje ravnalo da poravnate svaki par nasuprot oz-
nake na ekvatoru sfere sa srediSnjom tocka diska. Zatim nacrtajte
tanke crtice svakih deset stupnjeva po disku.

5. korak: Odaberite par okomitih lukova i podebljajte ih. Dovrsite svoj
prakti¢ni kutomjer s diskom probijanjem male rupe to¢no u sredistu.
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6. korak: (Neobavezno) Kako bi kutomjer trajao dulje, uporabite ravnalo
i marker da prati tvoje lukove. (Nastojte da ne ostane trajna tinta na
vagoj sferi. Mozete linije obrisati alkoholom.)

1. Na vagoj sferi nacrtajte dva luka glavnih kruznica koje imaju za-
jednic¢ku krajnju tocka. Uporabite kutomjer za mjerenje za oba formi-
rana sferna kuta. Sto uocavate za ove kutove?

2. Uporabite svoj disk kutomjer i svoje sferno ravnalo za konstruirati
kut od 50°. Konstruirajte kut od 100°, kut od 200° i 3. kut od 300°.

3. a) Kako mozete uporabiti svoje sferno ravnalo za mjerenje bilo kojeg
kuta?

b) Koje su prakti¢ne prednosti manjeg kutomjera s diskom koji ste
upravo napravili?

Usporedite ravninu i sferu

Usporedite metode mjerenja kutova u ravnini i na sferi? Sto je zanimljivije?
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Drugi problem: paralelnost i okomitost

1. radni listié: Koliko tocaka mogu dijeliti dvije linije?

Vrijeme rada: 25 - 40 minuta

Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Koliko toZaka mogu
dijeliti dvije linije?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.

Konstrukcija u ravnini

1.

korak: Nacrtajte pravac. Oznacite ga [.

. korak: Poku8ajte nacrtati drugi pravac koji nema zajedni¢ku tocku s

pravcem [. Oznacite ga a.

korak: PokusSajte nacrtati pravac koja ima tocno jednu tocku za-
jednicku s [. Oznacite ga b.

. korak: Poku8ajte nacrtati pravac koji ima to¢no dvije tocke zajednicke

s pravcem [. Oznacite ga c.

. korak: Pokusajte nacrtati pravac koji ima vise od dvije zajednicke

tocke s pravcem [. Oznacite ga d.

. Koje su konstrukcije bile moguée u ravnini?

. Koji su vasi pravci paralelni? Zasto?

Opisite sve razli¢ite nacine na koje se dva razli¢ita pravca mogu pre-
sijecati u ravnini.

Konstrukcija na sferi

Hoce 1i vasi zakljucci biti isti za glavne kruznice na sferi?

. Izvedite iste korake na sferi kao sto ste u ravnini, zamjenjujuéi pravce

s glavnim kruznicama. Pratite koje su konstrukcije moguce na sferi.

. Opisite sve nacine za koje se dvije glavne kruznice mogu sjeéi na sferi.

Mogu li dvije glavne kruznice ikada biti paralelne?
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Usporedite ravninu i sferu

1. Vidite koliko sjeciste imaju dva pravca u ravnini a koliko sjecista dviju
glavnih kruznica na sfera.

2. Mislite li da je sjeciSte dvaju pravaca jednostavnije u ravnini ili na
sferi? Koji je slucaj intrigantniji? Zasto?

3. Sada pokusajte preokrenuti svoj argument. Navedite razloge zasto je
sjeciste dviju linija jednostavnije ili intrigantnije na povrsini koju oda-
berete gore.

Odgovori se nalaze na stranici 134.
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2. radni listié: Kako izgledaju okomite crte na sferi?

Vrijeme rada: 25 - 40 minuta

Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Kako izgledaju okomite
crte na sferi?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.
Okomite se linije sijeku na poseban nac¢in u ravnini i na sferi.

e Opisite dva okomita pravca u ravnini.

e Opisite dvije okomite glavne kruznice na sferi.

Konstrukcija u ravnini

1. korak: Nacrtajte dva pravca koja se sijeku i dijele ravninu na podrucja

koja su sva sukladna.

. korak: Izmjerite i oznacite sve kutove u svakoj tocki sjecista ovih dvaju

pravaca.

. Dva pravca koje ste konstruirali su okomita jedan na drugog. Uocite

$to mozete zakljuciti o okomitim pravcima u ravnini.

Kako izgledaju okomice na sferi?

Konstrukcija na sferi

1.

korak: Nacrtajte dvije glavne kruznice koje dijele vagu sferu na po-
druéja koja su sva kongruentna.

. korak: Izmjerite i oznacite sve kutove u svakoj tocki presjeka ovih dviju

okomitih glavnih kruznica.

. Dvije glavne kruznice koje ste konstruirali su okomite jedna na drugu.

Zabiljezite sva zapazanja koja mozete napraviti za okomite glavne
kruznice na sferi.

Odgovori se nalaze na stranici 134.

Usporedite ravninu i sferu

1.

Koliko ¢injenica mozete uociti za okomite pravce u ravninu i za
okomite glavne kruznice na sferi?

. Mislite li da su okomite crte zanimljivije u ravnini ili na sferi? Zasto?

Sada poku8ajte preokrenuti svoj argument. Navedite razloge zasto su
okomite linije zanimljivije na povrsini koju niste odabrali gore.
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3. radni listié: Koliko zajednickih okomica mogu imati dva pravca?

Vrijeme rada: 25 - 40 minuta
Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Koliko zajedniZkih
okomica mogu imati dva pravca?.gsp.i model sfere s ostalim priborom.
Ako je pravac okomit na dva druga pravca odjednom, onda je on za-
jednicka okomica za te pravce.

e Istrazite zajednicke okomice dvaju pravaca u ravnini.
e Istrazite zajednicke okomice dviju glavnih kruznica na sferi.
1. Koliko zajednickih okomica mozete nacrtati u 1. koraku?

2. Koliko biste zajednickih okomica mogli nacrtati u 2. koraku?

Konstrukcija u ravnini

1. korak: Nacrtajte dva pravca koji se sijeku. Zatim pokusajte nacrtati
neke pravce koji su okomiti na oba.

2. korak: Nacrtajte dva paralelna pravca. Zatim pokusSajte nacrtati neki
pravac koji je okomit na oba.

Hoce li vasi zakljucci o zajednickim okomicama biti isti na sferi?

Konstrukcija na sferi
1. korak: Nacrtajte dvije razli¢ita glavne kruznice.

2. korak: Izmjerite i oznacite sve kutove u svakoj tocki presjeka ovih dviju
okomitih glavnih kruznica.

1. Koliko zajednickih okomice znadete nacrtati na bilo koje dvije glavne
kruznice 7
Usporedite ravninu i sferu

1. Koliko ¢injenica mozete uociti o zajednickim okomicama u ravnini i o
zajednickim okomicama na sferi?

2. Mislite li da su uobicajene okomice jednostavnije u ravnini ili na sferi?
Zasto?

3. Sada pokusajte preokrenuti svoj argument. Navedite razloge zasto su
zajednicke okomice jednostavnije na povrsini koju niste odabrali gore.

Odgovori se nalaze na stranici 136.
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Treéi problem: mnogokuti

1. radni listié: Je li moguée nacrtati mnogokut sa samo dvije stran-
ice?

Vrijeme rada: 25 - 45 minuta

Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Je 1i moguce nacrtati
mnogokut sa samo dvije stranice?.gsp. i model sfere s ostalim pri-
borom.

Nacrtali ste mnogo razli¢itih mnogokuta, kao sto su trokuti, cetverokuti,
peterokuti i Sesterokuti.

Odredite je li moguée nacrtati dvostrani mnogokut.

Konstrukcija u ravnini

Nacrtaj dvije zrake/polupravca sa zajednickom pocetnom tockom.
1. Hoce li se dvije zrake sastati u nekoj drugoj tocki ako ih produzimo?

2. Dvije zrake dijele ravninu na razli¢ita podrucja. Opisite veli¢inu i oblik
podrucdja.

3. Mnogokut je zatvoreni lik s ravnim stranicama. Objasnite da li je
moguce stvoriti dvostrani mnogokut u ravnini.

Konstrukcija na sferi

Mozete li napraviti dvostrani mnogokut na sferi?
Nacrtajte lukove dviju razli¢itih glavnih kruznica pocevsi od iste tocke
na vag8oj sferi.

1. Prosirite dva luka. Sastaju li se dva luka u jo$ jednoj toc¢ki?

2. Dva luka dijele sferu na razli¢ita podruéja. Opisite veli¢inu i oblik
podrucdja.

3. a) Napisite definiciju mnogokuta na sferi.
b) Jesu li neka od podrugja koje ste stvorili na svojoj sferi mno-

gokuti?

4. Mnogokut na sferi koji ima to¢no dva kuta naziva se dvokut. Mjera
svakog kuta u mnogokutu ne moze biti veéa od 180°. Srafiraj jedan
dvokut na tvojoj sferi.

5. Izmjerite oba kuta dvokuta i opiSite svojstvo koje vrijedi za kutove
bilo kojeg dvokuta.
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6. Izmjerite obje stranice dvokuta i opisSite dva svojstva koja vrijede za
stranice bilo kojeg dvokuta.
Usporedite ravninu i sferu

1. Uocite na koliko nacina mozete nacrtati dvije zrake sa zajednickom
pocetnom tockom u ravnini i dva luka glavnih kruznica sa zajednickom
pocetnom tockom na sferi.

2. Sto mislite koja je povrsina jednostavnija u ovom sluc¢aju: ravnina ili
sfera? Zasto?

3. Sada pokusajte preokrenuti argument. Navedite razloge zasto bi moglo
biti jednostavnije.

Odgovori se nalaze na stranici 136.
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2. radni listié: Koja podruc¢ja mozete stvoriti pomocu tri linije?

Vrijeme rada: 30 - 50 minuta
Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Koja podruZja moZete
stvoriti pomocu tri linije?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.
Kada se tri linije sijeku, one dijele povrsinu na nekoliko podrucja.

e [strazite podrucja koja mozete stvoriti koristeéi tri pravca u ravnini.
e [strazite podrucja koja mozete stvoriti pomocu tri glavne kruznice na
sferi.
Konstrukcija u ravnini

Svaki par razli¢itih pravaca u ravnini je paralelan ili se sijece. Napravite
crteze za demonstraciju svakog mogucéeg slucaja za tri razlicita pravca u
ravnini.

1. Za svaki crtez odredite koliko podrucja stvaraju tri pravca.

2. Za svaki crtez odredite koliko podru¢ja ima konaénu povrsinu, a koliko
podrucja imaju beskonaénu.

Koje vrste podruéja mozete stvoriti s tri glavne kruznice na sferi?

Konstrukcija na sferi

Nacrtajte tri glavne kruznice na svojoj sferi.

1. Koliko podrucja mozete stvoriti s tri razli¢ite glavne kruznice na sferi?
Navedite sve moguce odgovore na ovo pitanje.

2. Za svaki primjer koji ste naveli u gornjem odgovoru odredite koliko
podrucja ima konaénu povrsinu a koliko imaju beskonaénu.

3. U jednom od gornjih slucajeva stvorili ste podrué¢ja koja su trokuti.
Trokuti su sukladni ako im su odgovarajuce stranice sukladne i odgo-
varajuéi kutovi sukladni. Koristite svoj crtez napravljen za ovaj slucaj
i pronadite par sukladnih trokuta na suprotnim stranama vase sfere.

a) Oznacite svaki takav par trokuta na svojem crtezu s razlicitim
bojama.

b) Koliko takvih parova trokuta stvaraju vase tri glavne krznice?

4. Nacrtajte jedan od ovih trokuta na prozirnu foliju.



Dodatak A: Radni listiéi za printanje 345

a) Slaze li se trokut to¢no na svojeg sukladnog partnera?
b) Objasnite kako mozete to toéno uklopiti.
c) Takav par trokuta zove se refleksni par trokuta. Objasnite zasto

je ovaj naziv dobar za ove parove trokuta.

Usporedite ravninu i sferu

1. Koliko slucajeva mozete napraviti s tri razli¢ita pravca u ravnini i s
tri glavne kruznice na sferi.

2. Sto mislite da je jednostavnije: tri pravca u ravnini ili tri glavne
kruznice na sferi? Zasto?

3. Sada pokusSajte preokrenuti svoj argument. Navedite razloge zasto tri
linije su jednostavnije na povrsini koju odaberete gore.

Odgovori se nalaze na stranici 157.
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3. radni listié: Koliko trokuta moze imati ista tri vrha?

Vrijeme rada: 30 - 50 minuta
Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Koliko trokuta moZe
imati ista tri vrha?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.
Pretpostavimo da odaberete tri tocke.

e Istrazite koliko razli¢itih trokuta mozete dobiti spajanjem tocaka u
ravnini pomo¢u duzina.

e [strazite koliko razlic¢itih trokuta mozete dobiti spajanjem tocaka na
sferi pomocu lukova.

Konstrukcija u ravnini

Nacrtajte tri nekolinearne tocke u ravnini. Konstruirati trokut s te tri tocke
kao vrhovima.

1. Koliko razli¢itih duzina mozete nacrtati izmedu dviju tocaka u
ravnini?

2. Koliko razlicitih trokuta mozete nacrtati s tri ista vrha?

Na koliko razli¢itih na¢ina mozete spojiti tri tocke na sferi za nacrtati
trokut?

Konstrukcija na sferi

1. korak: Nacrtajte tri tocke na svojoj sferi, pazeci da sve tri tocke nisu
na istoj glavnoj kruznici i da nijedna od tri tocke nije jedna nasuprot
ostalima. Oznacite svoje tocke A, Bi C.

2. korak: Konstruirajte sferni trokut s tockama A, B i C kao vrhovima.

1. Koliko razli¢itih lukova glavne kruznice mozete nacrtati izmedu dviju
tocaka, pod pretpostavkom da tocke nisu jedna nasuprot drugoj?

2. Pokazite da totke A, B i C u va$oj konstrukciji ne odreduju jedin-
stveni trokut na istoj sferi. Uporabite markere razli¢itih boja kako
biste prikazali razli¢ite trokute odredene s ove tri tocke.

3. a) Koliko razli¢itih sfernih trokuta mozete nacrtati s tockama A, B
i C kao vrhovima?

b) Objasnite kako ste odredili taj broj.
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4. Dvije tocke na sferi dijele glavnu kruznicu koja prolazi kroz njih na
dva luka. Uvijek izaberemo kraci od dva luka kada konstruiramo sferni
trokut.

a) Navedite primjer sfernog trokuta koji se pridrzava ove nove defini-
cije.

b) Objasnite kako ¢e ova nova definicija pojednostavniti vase daljnje
istrazivanje trokuta na sferi.

Usporedite ravninu i sferu
1. Uocite koliko mozete napraviti trokuta u ravnini i trokuta na sferi.
2. Mislite li da su trokuti jednostavniji u ravnini ili na sferi? Zasto?

3. Sada pokusajte preokrenuti svoj argument. Navedite razloge zasto su
trokuti jednostavniji na povrsini koju odaberete gore.

Odgovori se nalaze na stranici 159.
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4. radni listié¢: Koliki je zbroj kutnih mjera u trokutu?

Vrijeme rada: 30 - 60 minuta

Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Koliki je zbroj kutnih
mjera u trokutu?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.

Ako zbrojite mjere kutova trokuta, dobivate li uvijek istu vrijednost?

e Istrazite zbroj mjera kutova ravninskih trokuta.

e Istrazite zbroj mjera kutova sfernih trokuta.

Konstrukcija u ravnini

Nacrtajte dva trokuta tako da je jedan potpuno u drugom. Izmjerite un-
utarnje kutove svakog trokuta.

1. Objasnite zasto je zbroj mjera unutarnjih kutovi ravninskog trokuta
uvijek isti.

Koliki je zbroj mjera unutarnjih kutova sfernog trokuta?

Konstrukcija na sferi

Nacrtajte tri trokuta: prvi trokut potpuno unutra drugog i drugi potpuno
unutar treéeg. Izmjerite unutarnje kutove svakog trokuta.

1. Nadite zbroj mjera kutova svakog od svojih sfernih trokuta.
2. Objasnite zasto dobivate razli¢ite odgovore za razlicite trokute.

3. a) Sto mislite koji je najmanji moguéi zbroj kutnih mjera za sferni
trokut?

b) A koji je najveéi? Objasnite svoje razmisljanje.

Usporedite ravninu i sferu

1. Uocite na koliko natina mozete odrediti zbroj mjera kutova trokuta u
ravnini i na sferi.

2. Mislite li da je zbroj mjera kutova za ravninski trokut jednostavniji ili
za sferni? Zasto? Koji slucaj je zanimljiviji? Koji ¢e sluc¢aj vjerojatnije
potaknuti veze izmedu mjerenja kuta i drugih svojstava trokuta?

3. Sada pokusajte preokrenuti svoj argument. Navedite razloge zasto ste

odabrali povrsinu koju ste odabrali gore da je jednostavnije ili zanim-
ljivije odredivanje zbroja mjera.

Odgovori se nalaze na stranici 140.
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5. radni listi¢: Moze li trokut imati viSe od jednog pravog kuta?

Vrijeme rada: 25 - 45 minuta
Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Moze 1i trokut imati
viSe od jednog pravog kuta?.gsp.i model sfere s ostalim priborom.
Mozda ste ve¢ naucili neka posebna svojstva pravokutnih trokuta.

e Provjerite mozete li konstruirati trokut s vise od jednog pravog kuta.

Konstrukcija u ravnini

Konstruiraj pravokutni trokut u ravnini.

1. Objasnite zasto je nemoguce da trokut u ravnini ima viSe od jednog
pravog kuta.

Moze li trokut na sferi imati vige od jednog pravog kuta?

Konstrukcija na sferi

1. korak: Nacrtajte tocku P. Zatim nacrtajte ekvatorijalnu veliku
kruznicu koji ima P kao polnu tocku.

2. korak: Iz tocke P povuci okomicu na svoj ekvator.

3. korak: Nacrtajte tri druge okomice. Oznacite tocke sjecista na ekva-
toru A, B,C,i D.

4. korak: Izmjerite kutove trokuta APAB, APAC, i APAD.
5. korak: Izmjerite stranice trokuta APAB, APAC, i APAD.

1. a) Odredite zbroj mjera triju kutova u svakom od ovih trokuta. Je
li zbroj mjera unutarnjih kutova sfernih trokuta uvijek 180°7

b) Opisite svaki odnos koji ste uocili izmedu povrsina ovih trokuta
i zbroja njihovih kutnih mjera.

2. Nacrtajte trokut koji ima toc¢no tri prava kuta. Zabiljezite duljine
njegovih stranica i zbroj njegovih kutova.

3. Dva trokuta zadovoljavaju uvjet KKS (kut-kut-stranica) ako su dva
para odgovarajuéih kutova sukladna i par odgovarajuéih stranica nije
ukljucen u sukladnost kutova. Svaki par trokuta u ravnini mora biti
sukladan ako zadovoljavaju KKS uvjet. Uporabite pravokutne trokute
koje ste nacrtali u ovoj istrazi i objasnite zasto KKS uvjet ne jamci
sukladnost za trokute na sferi.
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4. Dva trokuta zadovoljavaju uvjet SSK (stranica-stranica-kut) ako su

dva para odgovarajuéih stranica sukladna i par odgovarajué¢ih kutova
koji nisu uklju¢eni u ove stranice su sukladni. Na ravnini SSK uvjet
jaméi sukladnost samo za odredene parove trokuta. Primjerice, ako
su oba trokuta pravokutni trokuti, tada uvjet SSK jam¢ci njihovu suk-
ladnost.Uporabite pravokutne trokute koje ste nacrtali za ovu istragu
kako biste objasnili zasto SSK uvjet ne jaméi sukladnost za pravokutne
trokute na sferi.

Usporedite ravninu i sferu

1.

Uocite na koliko na¢ina mozete nacrtati trokute s pravim kutom u
ravnini i s pravim kutovima na sferi.

. Mislite li da su trokuti s pravim kutom jednostavniji u ravnini ili na

sferi? Zasto?

Sada pokuSajte preokrenuti svoj argument. Navedite razloge zasto
niste odabrali povrsinu koja je gore jednostavnija.

Odgovori se nalaze na stranici 142.
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Cetvrti problem: sli¢nost i kongruencija/sukladnost
1. radni listi¢: Mozete li konstruirati slicne mnogokute?

Vrijeme rada: 25 - 45 minuta

Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka MoZete 1i konstruirati
sli¢ne mnogokute?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.

Dva su mnogokuta sli¢na ako su im odgovarajuéi kutovi sukladni i nji-
hove odgovarajuce stranice proporcionalne.

e Odlucite mozete li nacrtati sli¢cne mnogokute u ravnini i na sferi.

Konstrukcija u ravnini

1. korak: Konstruirajte trokut.

2. korak: Konstruirajte drugi trokut sa stranicama upola kra¢im od odgo-
varajucih stranica vaSeg prvog trokuta.

3. korak: Izmjerite i oznacite sve stranice i kutove u svakom trokutu.
1. Objasnite zasto su vasa dva trokuta sli¢ni trokuti.

Mozete li nacrtati par sliccnih trokuta na svojoj sferi?

Konstrukcija na sferi

Slijedite iste korake koje ste uéinili u konstruiranju u ravnini. Pocnite s
prili¢no velikim trokutom.

1. Jesu li trokuti koje ste nacrtali na svojoj sferi sli¢ni trokuti? Zasto da
ili zasto ne?

2. Dva mnogokuta su sli¢na ako i samo ako su (1.) svi odgovarajuéi kutovi
jednake mjere i (2.) sve odgovarajuée stranice proporcionalne.

a) Odredite je i moguée nacrtati par mnogokuta na vasoj sferi koji
zadovoljava prvi dio ove definicije. Nacrtajte primjere.

b) Odredite je li moguée nacrtati par mnogokuta na vasoj sferi koji
zadovoljava drugi dio ove definicije. Nacrtajte primjere.

¢) Sto mozete zakljuciti o slicnim mnogokutima na sferi?
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Usporedite ravninu i sferu

1. Uocite na koliko nac¢ina mozete nacrtati slicnost u ravnini i sli¢nost na
sferi.

2. Mislite li da je slicnost jednostavnija u ravnini ili na sferi? Zasto?

3. Sada pokusajte preokrenuti svoj argument. Navedite razloge zasto je
slicnost jednostavnija na povrsinu koju ste odabrali gore.

Odgovori se nalaze na stranici 146.
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2. radni listié: Sto je posebno kod dva trokuta ¢iji su odgovarajuéi
kutovi sukladni?

Vrijeme rada: 35 - 60 minuta

Zarad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Sto je posebno kod dva
trokuta €iji su odgovarajuc¢i kutovi sukladni?.gsp. i model sfere s
ostalim priborom.

e Istrazite moraju li dva trokuta biti sliéna ako su odgovarajuéi kutovi
sukladni.

e [strazite moraju li dva trokuta biti sukladna ako su odgovarajuéi ku-
tovi sukladni.
Konstrukcija u ravnini

1. korak: Nacrtajte trokut na jednom komadu papira. Oznacite svaki kut
u blizini njegovog vrha.

2. korak: Odrezite svaki od tri kuta vaSeg trokuta.

3. korak: Pomaknite kutove kako biste pokusali stvoriti jos jedan trokut
koji imaju iste kutove ali sa stranicama koje imaju razli¢ite duljine od
duljina stranica prvog trokuta.

1. Koliko razli¢itih trokuta mozete napraviti pomocu ta ista tri kuta?

2. Ako dva trokuta imaju sva tri para odgovarajuéih kutova sukladna,
tada kazemoo da trokuti zadovoljavaju uvjet KKK (kut-kut-kut). Sto
je posebno o dva ravninska trokuta koji zadovoljavaju uvjet KKK?

3. Ako par ravninskih trokuta zadovoljava KKK uvjet, jam¢i li to da su
ta dva trokuta sukladna?

Hoce li uvjet KKK jamciti ili slicnost ili sukladnost trokuta na sferi?

Konstrukcija na sferi

Morat Cete izrezati barem jednu prozirnicu da biste napravili ovu konstruk-
ciju.

1. korak: Nacrtajte trokut na svojoj sferi. Kako biste kasnije pratili ku-
tove, oznacite svaki kut u blizini njegovog vrha drugom bojom ili oz-
nakom.

s
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. korak: Stavite prozirnu foliju preko jednog kuta trokuta tako da je

vrh kuta ispod rub prozirnice. Ucrtajte kut na prozirnicu i produljite
stranice kuta dok se gotovo ne presijeku. Zatim izrezite kut i obojite
ga tako da odgovara izvornom kutu na sferi.

korak: Ponovite 2. korak 2 za druga dva kuta.

korak: Okrenite svoju sferu tako da je vas izvorni trokut na dnu. Slozite
tri kuta u vrhove tvoje sfera. Pomaknite kutove i pokusajte oblikovati
novi trokut koji ima ova tri kuta kao vrhove. Mozda zelite oznaciti
stranice kutova kako biste ih lakse vidjeli.

. korak: Kada ste formirali trokut, zalijepite tri kuta zajedno. Zatim

ponovno okrenite svoju sferu i usporedite svoj novi trokut s izvornim
trokutom.

. Kako se va$ trokut napravljen od prozirnih folija moze usporediti s

originalnim trokutom koji ste nacrtali na sferi?

. Koliko razli¢itih sfernih trokuta mozete napraviti koristeéi ista tri

kuta?

Sto je posebno kod sfernih trokuta ¢iji su odgovarajuéi kutovi suk-
ladni?

Pomijesajte svoje sferne kutove s onima koje su napravili drugi u
vaSem razredu i zatim pokuSajte oblikovati sferne trokute. Sto ste
uodili?

Usporedite ravninu i sferu

1.

Uocite na koliko na¢ina mozete napraviti ravninske trokute koji zado-
voljavaju KKK uvjet i sferni trokute koji zadovoljavaju KKK uvjet.

. Mislite li da je ravnina ili sfera jednostavnija u ovom slucaju? Zasto?

Sada pokusajte preokrenuti svoj argument. Navedite razloge zasto je
jednostavnija povrsina koju ste odabrali gore od ove druge.

Odgovori se nalaze na stranici 147.
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3. radni listi¢: Koji uvjeti jamée sukladnost sfernih trokuta?

Vrijeme rada: 25 - 45 minuta
Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Koji uvjeti jamce
sukladnost sfernih trokuta?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.
Sjecate li se koje kombinacije sukladnih stranica i kutova jamce suklad-
nost dva trokuta u ravnini?

e Testirajte ove kombinacije kako biste pronasli koje takoder jamée suk-
ladnost sfernih trokuta.

e Pronadite neke kombinacije sukladnih stranica i kutova koje jamce
sukladnost sfernih trokuta ali ne i trokuta u ravnini.

Konstrukcija u ravnini

Mnogo je uvjeta koji jamce da su dva trokuta u ravnini sukladni. Primjerice,
dva trokuta zadovoljavaju SSS (stranica-stranica-stranica) uvjet ako su sva
tri para odgovarajucih stranice dvaju trokuta sukladna. Bilo koji par trokuta
koji zadovoljavaju SSS uvjet moraju biti kongruentni.

1. Kopirajte sljedeéi popis moguéih uvjeta sukladnosti. Zaokruzite uvjete
koji jamce sukladnost trokuta u ravnini. Prekrizite one koji ne zado-
voljavaju.

SSS KKK KKS SSK KSK SKS

2. Za svaki uvjet koji ste prekrizili nacrtajte dva trokuta u kojima su
odgovarajuéi navedeni dijelovi sukladni, ali trokuti nisu sukladni.

Koje kombinacije sukladnih kutova i stranica jamce sukladnost trokuta
na sferi?
Konstrukcija na sferi

1. Odredite koje kombinacije odgovaraju¢ih sukladnih dijelova jamce
sukladnost sfernih trokuta. Napravite crteze na svojoj sferi koji
pokazuju koji uvjeti vrijede, a koji ne.

Usporedite ravninu i sferu

1. Uocite na koliko nac¢ina mozete utvrditi koji uvjeti sukladnosti trokuta
u ravnini vrijede a koji uvjeti sukladnosti za trokute na sferi.

2. Sto mislite koja je povrsina jednostavnija u ovome sluc¢aju: ravnina ili
sfera? Zasto?
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3. Sada pokusajte preokrenuti svoj argument. Navedite razloge zasto ste
odabrali gornju povrsinu da je jednostavnija.

Odgovori se nalaze na stranici 148.
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Peti problem: kruznice

1. radni listié¢: Koja su neka svojstva kruznice na sferi?

Vrijeme rada: 20 - 35 minuta
Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Koja su neka svojstva
kruznice na sferi?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.

e Usporedi kruznice u ravnini s kruznicama na sferi. Kakve sli¢nosti i

razlike mozete pronaci?

Konstrukcija u ravnini

1.

korak: Nacrtajte tocku u ravnini. Zatim nacrtajte kruznicu sa
srediStem u toj tocki. Nacrtajte polumjer kruznice.

. korak: Nacrtajte promjer kruznice, tetivu kruznice i tangentu na

kruznicu.

. Navedite neka svojstva koja su istinita za bilo koju kruznicu u ravnini.

. Objasnite zasto svaka kruznica u ravnini ima samo jedno srediste.

Konstrukcija na sferi

1.

korak: Nacrtajte tocku na svojoj sferi. Oznacite tocku P. Uporabite
svoj sferni Sestar za nacrtati kruznicu kojoj je srediste tocka P. Upora-
bite svoje sferno ravnalo za nacrtati polumjer kruznice.

. korak: Koristite svoje sferno ravnalo za nacrtati promjer kruznice,

tetivu kruznice i tangentu na kruznicu.

korak: Nacrtajte tocku koja je nasuprot tocke P. Oznaclite ovu
suprotnu tocku P’.

. Nacrtajte neke tocke na kruznici i izmjerite udaljenost od svake tocke

do P’. Je li P’ jos jedno srediste kruznice? Zasto da ili zasto ne?

. Zatim uporabite svoje sferno ravnalo za mjerenje polumjera kruznice

od sredista P kako biste izmjerili polumjer iste kruznice iz suprotne
totke P’. Kako ove udaljenosti usporediti?

Pogledajte listu svojstava kruznica u ravnini koju ste napravili. Odre-
dite koja od tih svojstva vrijede za kruznice na sferi.

Sferni Sestar moze nacrtati kruznice s polumjerima manjim od ili jed-
nakim 90°. Objasnite kako se crta kruznica ¢iji polumjer iznosi 120°.
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Usporedite ravninu i sferu

1. Uocite na koliko na¢ina mozete nacrtati kruznice u ravnini i kruznice
na sferi.

2. Mislite li da su kruznice jednostavnije u ravnini ili na sferi? Zasto?

3. Sada pokusajte preokrenuti svoj argument. Navedite razloge zasto su
kruznice jednostavnije na povrsini koju ste birali gore.

Odgovori se nalaze na stranici 150.
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2. radni listié: Kakvi su neki odnosi u skupu koncentri¢nih
kruznica?

Vrijeme rada: 25 - 40 minuta

Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Kakvi su neki odnosi u
skupu koncentriZnih kruZnica?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.

Skup koncentri¢nih kruznica odnosi se na sve kruznice s istim sredistem.

e Nacrtajte dio skupa koncentri¢nih kruznica u ravnini i skupa koncen-

triénih kruznica na sferi.

e Usporedite ova dva skupa.

Konstrukcija u ravnini

1.

korak: Nacrtajte tocku u ravnini. Oznacite tocku P.

. korak: Nacrtajte kruznicu sa sredistem P i polumjerom 3 cm.

korak: Nacrtajte drugu kruznicu sa sredistem P i polumjerom od 3+3
cm, tj. 6 cm.

. korak: Nacrtajte jos jednu kruznicu sa sredistem i polumjerom od

3+ 3+ 3 cm, tj. od 9 cm.

. Upravo ste konstruirali nekoliko ¢lanova iz skupa koncentri¢nih

kruznica u ravnini. Je li mogucée nastaviti ovaj proces crtanjae za-
uvijek, pod pretpostavkom da imate dovoljno veliki Sestar?

. Kako kruznice postaju vece, ¢ini se da su manje zakrivljene. Mozete li

pronadi kruznice u svojem skupu koncentriéne kruznica koje su toliko
glavne da su pravci? Drugim rije¢ima, ako imate dovoljno velik Sestar,
mozes li ga se dovoljno otvoriti za nacrtati pravac? Objasnite.

Mozete li konstruirati sve manje i manje koncentri¢ne kruznice dok ne
konstruirate jednu malu da je samo tocka?

Mozete li pronaci bilo koje dvije razli¢ite kruznice u svojem skupu
koncentri¢nih kruznica koje su kongruentne jedna drugoj?

Kako se skup koncentri¢nih kruznica na sferi razlikuje od skupa koncen-
triénih kruznica u ravnini?
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Konstrukcija na sferi

Ponovite iste korake na sferi koje ste izveli u ravnini, zamjenjuju¢i mjeru
polumjera od 3 cm s polumjerom mjere od 30°. Polumjeri vagih kruznica
trebaju mjeriti 0°, 30°, 60° i 90°.

1.

Upravo ste konstruirali nekoliko koncentri¢nih kruznica na sferi. Moze
li se nastaviti ovaj proces konstruiranja zauvijek, pod pretpostavkom
da imate dovoljno velik Sestar?

. Mozete li pronaéi kruznice medu svim tim koncentri¢nim kruznicama

koje su vece od glavne kruznice? Drugim rije¢ima, mozete li otvoriti
svoj sferni Sestar dovoljno Siroko kako biste nacrtali sferni ekvivalent
pravca?

Mozete li konstruirati sve manje i manje koncentri¢ne kruznice dok ne
konstruirate jednu tako malu da je samo tocka?

Mozete li pronaci bilo koje dvije razli¢ita kruznice u svojem skupu
koncentri¢nih kruznica koje su kongruentne jedna drugoj?

Usporedite ravninu i sferu

1.

Uocite na koliko na¢ina mozete nacrtati koncentricne kruznice u
ravnini i koncentri¢ne kruznice na sferi.

. Mislite li da su koncentri¢ne kruznice jednostavnije na sferi ili u

ravnini? Zasto? I koji od ova dva slucaj zanimljiviji?

Sada pokuSajte preokrenuti svoj argument. Navedite razloge zasto
niste odabrali povrsinu gore i koja je jednostavnija ili zanimljivija.

Odgovori se nalaze na stranici 151.
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3. radni listié: Koliki je omjer opsega kruznice i njezinog promjera?

Vrijeme rada: 35 - 50 minuta
Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Koliki je omjer opsega
kruznice i njezinog promjera?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.
Mozda ste prije usporedili opseg kruznice s njezinim promjerom.

e Provedite vlastite pokuse kako biste odredili priblizan omjer opsega i

promjera kruznice u ravnini i na sferi.

Konstrukcija u ravnini

1.

korak: Namotajte konac oko kruznog ruba ¢ase za pice, plasti¢ne ¢ase
ili bilo koje druge okrugle posude i supljeg predmeta. Zamolite part-
nera da oznaci opseg kruznice na predmetu.

. korak: Na ravnom papiru razvucite konac u pravac. Zamolite svog

partnera da izmjeri i zabiljezi duljinu opsega. Izrazite svoj odgovor u
centimetrima.

korak: Stavite okrugli predmet na ravni papir i nacrtajte njegov kruzni
rub.

korak: Izmjerite i zabiljezite promjer kruznice u centimetrima.

. Odredite omjer opsega i promjera.

. Odaberite drugi okrugli predmet, manji ili ve¢i i ponovite postupak.

Zabiljezite svoje rezultate.

Ostaje li omjer opsega i promjera isti za manje i vete kruznice? Ob-
jasnite Sto znate o ovom poznatom omjeru.

Hoce li omjer opsega i promjera biti isti za kruznice na sferi?

Konstrukcija na sferi

1.

korak: Namotajte konac oko kruznog ruba istog okruglog predmeta
koji ste koristili u svojoj konstrukciji u ravnini. Zamolite partnera da
oznaci opseg kruznice na predmetu.

. korak: Rastegnite konopac na povrsinu vase sfere. Zamolite svog part-

nera za mjerenje, koristeéi sferno ravnalo, opsega oznactenog na pred-
metu, a zatim zabiljezite njegovu sfernu duljinu. Izrazite svoj odgovor
u stupnjevima.
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korak: Stavite svoj okrugli predmet na povrsinu vage sfere i nacrtajte
oko njega kruzni rub.

korak: Zatim uporabite svoje sferno ravnalo da izmjerite sferni prom-
jer kruznice i da zabiljezite njezinu duljinu. Izrazite svoj odgovor u
stupnjevima.

. Odredite omjer opsega i promjera vase kruznice.

. Odaberite drugi okrugli predmet, manji ili ve¢i, i ponovite postupak.

Zabiljezite svoje rezultate.

Objasnite sto se dogada s omjerom opsega i promjera za kruznice ¢ija
veli¢ina varira.

. Je li moguce nacrtati kruznicu ¢iji je opseg dvostruko veéi od njezinog

promjera? Objasnite zasto da ili zasto ne.

Usporedite ravninu i sferu

1.

Uocite na koliko nacina mozete napraviti omjer opsega i promjera za
kruznice u ravninu i isti omjer za kruznice na sferi.

. Sto mislite koja je ploha jednostavnija u ovom slu¢aju: ravnina ili

sfera? Zasto?

Sada pokuSajte preokrenuti svoj argument. Navedite razloge zasto
niste odabrali povrsinu gore koja je jednostavnija.

Odgovori se nalaze na stranici 152.
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Sesti problem: povrsina

1. radni listi¢: Mozete li uvijek koristiti kvadratne jedinice za
mjerenje povrsine?

Vrijeme rada: 25 - 40 minuta

Kvadrat je ¢etverokut s cetiri sukladne stranice i ¢etiri prava kuta. _

Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Mozete 1i uvijek @5
koristiti kvadratne jedinice za mjerenje povriine?.gsp. i model ™~
sfere s ostalim priborom.

e Konstruirajte kvadrat i podijelite ga na manje sukladne kvadrate. Is-

trazite ovu konstrukciju u ravnini i na sferi.

e Za mjerenje povrSina u ravnini rabimo kvadratne jedinice. Istrazite

koje jedinice mozete uporabiti za mjerenje povrsina na sferi.

Konstrukcija u ravnini

1.

2.

ot

korak: Nacrtajte kruznicu sa sredistem O.

korak: Konstruirajte dva okomita promjera kruznice. Oznacite tocke
sjecista A, B,C' i D.

korak: Nacrtajte duzine AB, BC,CD i DA.

korak: Nacrtajte duzinu okomitu na duzine AB i CD koja takoder
prolazi kroz tocku O. Nacrtajte drugu duzinu kroz tocku O okomito
na duzine AD i BC'. Oznacite nove tocke sjecista E, F,G 1 H.

. Usporedite stranice ¢etverokuta ABCD.
. Usporedite kutove ¢etverokuta ABCD.

Usporedite stranice i kutove ¢etiriju manjih cetverokuta OFAH, OH DG, OGCF
i OFBE.

. Jesu li ovi manji ¢etverokuti sli¢ni velikom ¢etverokutu ABC D?

. Koji su od ovih ¢etverokuta kvadrati?

Je li moguce konstruirati kvadrat na vasoj sferi?

Je li mogucée kvadrat na sferi’ podijeliti na manje sukladne kvadrate?

Je li moguce izmjeriti sfernu povrsinu kvadratnim jedinicama?
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Konstrukcija na sferi

Ponovite istu konstrukciju na sferi koju ste ucinili u ravnini. Nacrtajte
lukove glavnih kruznica umjesto duzina koje ste nacrtali u ravnini.

1.

2.

Usporedite stranice sfernog ¢etverokuta ABCD.
Usporedite kutove sfernog ¢etverokuta ABCD.

Usporedite stranice i kutove ¢etiri manja sferna Cetverokuta
OFAH,OHDG,OGCF i OFBE.

Jesu li ovi manji cetverokuti sliéni velikom cetverokutu ABCD?

. Koji su od ovih ¢etverokuta kvadrati?

Usporedite ravninu i sferu

1.

2.

Uocite na koliko na¢ina mozete podijeliti kvadrat u ravnini a kako
podijeliti pravilni ¢etverokut na sferi.

Mislite li da je dijeljenje kvadrata u ravnini jednostavnije od dijeljenja
pravilnog cetverokuta na sferi? Zasto?

Odgovori se nalaze na stranici 154.
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2. radni listié: Kako mozete izmjeriti povrsinu trokuta?

Vrijeme rada: 30 - 60 minuta
Ako konacnu figuru podijelite na dijelove, povrsina cijele figure mora
biti jednaka zbroju povrsina dijelova.

e Dokazite da je to to¢no ako ravninski trokut podijelite na dva trokuta.

e Pronadite nac¢in da pomocu stupnjeva izmjerite povrsine trokuta na
sferi. Ako je potrebno, promijenite svoju definiciju povrsine kako biste
osigurali da je povrsina bilo kojeg trokuta jednaka zbroj povrsina nje-
govih dijelova

Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Kako moZzete izmjeriti
povriinu trokuta?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.

Konstrukcija u ravnini

1. korak: Nacrtajte trokut.

2. korak: Svoj trokut crtanjem podijelite na dva manja trokuta duzinom
od jednog vrha do suprotne stranice.

1. a) Nadite povrsinu velikog trokuta.
b) Odredite povrsine dvaju malih trokuta.

c¢) Je li povrsina velikog trokuta jednaka zbroju povrsina tih dvaju
malih trokuta?

2. Nacrtajte mnogokut s vise od Cetiri stranice. Podijelite mnogokut na
trokute. Objasnite zaSto mozete odrediti povrsinu bilo kojeg mno-
gokuta ako znate odrediti povrsinu trokuta.

Kako mozete izmjeriti povr8inu trokuta na sferi?

Konstrukcija na sferi

1. korak: Nacrtajte sferni trokut.

2. korak: Podijelite svoj trokut na dva manja trokuta crtanjem luka
glavne kruznice od jednog vrha do suprotne stranice.

3. korak: Pronadite mjere kuta u velikom trokutu i dodajte njih gore.

4. korak: Odredite zbroj mjera kutova svakog od ta dva manja trokuta.
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1. a) Zbrojite mjere kutova dva mala trokuta. Zbog toga je zbroj jed-
nak zbroju mjera kutova velikog trokuta?

b) Objasnite mozemo li definirati povrsinu sfernog trokuta kao zbroj
njegovih kutnih mjera.

2. Sferni eksces trokuta definiramo kao 180° manje zbroj mjera njegovih
kutova. Svaki trokut na sferi ima mjere kutova koje se zbrajaju do
najmanje 180°. Sferni eksces je uvijek broj vedi ili jednak nuli. Sto je
vedi trokut, to je veéi njegov sferni eksces.

a) Uporabite svoja mjerenja kuta iz Konstrukcija na sferi za odrediti
sferne ekscese svoja dva mala trokuta i velikog trokuta.
b) Kakav je odnos izmedu ova tri broja (ekscesa)?
3. a) Nacrtajte dva sferna trokuta, od kojih je jedan potpuno unu-

tar drugog. Pronadite sferni eksces za svaki trokut. Izrazite svoj
odgovor u stupnjevima.

b) Kako se ova dva odgovora mogu usporediti?

4. Objasnite zasto je razumno definirati podrucje za sferni trokut kao
njegov sferni eksces.

Usporedite ravninu i sferu

1. Uocite na koliko nacina mozete izmjeriti povrsine u ravnini i izmjeriti
povrsine na sferi.

2. Sto mislite koja je povrsina jednostavnija u ovom sluc¢aju: ravnina ili
sfera? Zasto? I koja povrsina je zanimljivija?

3. Sada pokusajte preokrenuti svoj argument. Navedite razloge zasto ste
odabrali povrsinu gore koja je jednostavnija ili zanimljivija.

Odgovori se nalaze na stranici 155.
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3. radni listi¢: Kako mozete priblizno odrediti povrsinu kruga?

Vrijeme rada: 25 - 40 minuta

Ako u krug upisete pravilan mnogokut, povrsina mnogokuta manja je od
povrsine kruga. Ako oko kruga opisete pravilan mnogokut, tada je povrsina
mnogokuta veca od povrsine kruga.

Ako povecate broj stranica bilo kojeg od ovih pravilnih mnogokuta,
povrsina mnogokuta je sve blize i blize podrué¢ju kruga.

e Uporabite upisane i opisane mnogokute kako biste dobili pribliznu

vrijednost za podruéje ravninskog kruga.

e Uporabite istu metodu za aproksimaciju povrsine kruga na sferi.

Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Kako moZzete pribliZno @5
odrediti povriinu kruga?.gsp. i model sfere s ostalim priborom. -

Konstrukcija u ravnini

1.

2.

korak: Nacrtajte kruznicu i zabiljezite njezin polumjer.
korak: Upisite pravilan 12-erokut u krug.

korak: Opisite pravilan 12-erokut oko kruga.

. Nadite povrsinu upisanog mnogokuta.

. Odredite povrsinu opisanog mnogokuta.

Izracunajte prosjek povrsina upisanih i opisanih mnogokuta kako biste
dobili dobru aproksimaciju povrsine vaseg kruga.

. Provjerite svoju procjenu pronalazenjem tocne povrsine kruga. Koliko

ste bili blizu?

Konstrukcija na sferi

1.

2.

korak: Nacrtajte kruznicu i zabiljezi njen polumjer.

korak: Nacrtajte 12 polumjera kruznice tako da svaki par susjednih
polumjera ¢ini kut od 30°.

korak: Upisite pravilni mnogokut s 12 stranica. Izmjerite kut.

korak: OpiSite pravilni 12-erokut. Izmjerite kut.
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. Odredite povrsinu upisanog mnogokuta koriste¢i ¢injenicu da je

povrsina sfernog trokuta jednak njegovom sfernom ekscesu. (Da biste
pronagli sferni eksces trokuta zbrojite mjere unutarnjih kutove i
oduzmite od 180°.)

. Odredite povrsinu opisanog mnogokuta.

Izracunajte prosjek povrsina upisanih i opisanih mnogokuta kako biste
dobili dobru aproksimaciju povrsine vaseg kruga.

Formula za povrsinu sfernog kruga u stupnjevima je P = (1 — cosr),
gdje je r sferni radijus kruga. Uporabite ovu formulu da odredite to¢nu
povrsinu vaSeg kruga. Koliko je tocna povrsina blizu aproksimacije
koju ste napravili koristeéi pravilni 12-erokut?

. Povrgina polusfere je 360°. Odredite sferni radijus sfernog kruga s

polovinom povrsine polusfere. Konstruirajte ovaj krug na svojoj sferi.
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Sedmi problem: iznenadenja na sferi

1. radni listié¢: Sto je posebno kod trokuta upisanih nad promjerom
kruznice?

Vrijema rada: 20 - 40 minuta

e Upisite trokut u kruznicu tako da jedna stranica trokuta bude promjer
kruznice. Zatim izmjerite kutove trokuta.

e Koja posebna svojstva imaju trokuti ove vrste u ravnini?

e QOdredite vrijede li ova svojstva i za sferne trokute upisane u kruznicu.

Za rad ¢ée vam trebati Sketchpadova datoteka Sto je posebno kod
trokuta upisanih na promjeru kruga?.gsp. i model sfere s ostalim pri-
borom.

Konstrukcija u ravnini

1. korak: Konstruirajte kruznicu sa sredistem O. Konstruirajte promjer
s krajnjim tockama A i B.

2. korak: Odaberite drugu toc¢ku C na kruznici i nacrtajte tetive CA i
OB.

3. korak: Izmjerite kut ZACB. Izmjerite kutove ZCAB i Z/C'BA i zbro-
jite njihove mjere.

4. korak: Odaberite drugu tocku D na kruznici i ponovite postupak.

1. Ponovite za ostale tocke na kruznici. Sto opazate o kutovima ove vrste
upisanog trokuta?

Hoce li ista svojstva vrijediti i za sferu?

Konstrukcija na sferi

1. korak: Konstruirajte kruznicu sa sredistem O. Konstruirajte promjer
s krajnjim tockama A i B.

2. korak: Odaberite drugu tocku C' na kruznici i nacrtajte tetivu CA i
Tz,

3. korak: Izmjerite sferni kut <ACB. Mjere sfernih kutove <CAB i
<CBA zbrojite.
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4. korak: Odaberite jo§ dvije tocke D i F na kruznici i ponovite 2. i 3.
korake za svaku tocku.

1. Ponovite za ostale tocke na kruznici. Sto opazate o kutovima ove vrste
upisanog trokuta?
Usporedite ravninu i sferu

1. Uocite na koliko na¢ina mozete napraviti ovaj tip trokuta u ravnini i
na sferi.

2. Sto mislite koja je ploha jednostavnija u ovom slu¢aju: ravnina ili
sfera? Zasto?

3. Sada pokusajte preokrenuti svoj argument. Navedite razloge zasto ste
odabrali povrsinu gore da je jednostavnija.

Koja su neka svojstva upisanog trokuta u oktantu?
Odgovori se nalaze na stranici 156.
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2. radni listié: Koja su neka svojstva upisanog trokuta u oktantu?

Vrijeme rada: 20 - 40 minuta

Sferni trokut s tri prava kuta naziva se oktantom jer je takvih trokuta
osam i pokrivaju cijelu sferu bez praznina ili preklapanja. Oktant ima neke
neobi¢ne znacajke. Istrazit ¢ete posebnu vrstu trokuta upisanog u oktant.

e Izvedite konstrukciju u nastavku. Zatim nagadajte o svojoj konstruk-
ciji.
e Pokusajte dokazati svoje pretpostavke.

Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Koja su neka svojstva
upisanog trokuta u oktantu?.gsp.i model sfere s ostalim priborom.

Konstrukcija na sferi

1. korak: Konstruirajte oktant. Oznacite njegove vrhove K, L i M.

2. korak: Nacrtajte bilo koju tocku O unutar trokuta AK LM i spojite
ovu tocku s tri vrha. Produzite svaki novi luk iza tocke O dok ne

presijece suprotnu stranicu trokuta AK LM. Oznacite tocke sjecista
R,QiR.

3. korak: Spojite tocke R, ) i R kako biste konstruirali trokut APQR.

1. a) Izmjerite tri stranice trokuta APQR i zbrojite njihove mjere.
b) Zapisite sve pretpostavke koje mozete napraviti o stranicama
trokuta AFQR.
2. a) Izmjerite sve kutove u tockama R, @ i R.

b) Sto mozete reéi o glavnim kruznicama KR, LQ i MR u trokutu
APQR?

w

. Pokus8ajte dokazati bilo koju pretpostavku koju ste uoblic¢ili u ovom
listicu.
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3. radni listié: Kako mozete konstruirati Napierov peterokut!?

Vrijeme rada 20 - 40 minuta -
U peterokutu PQRST postoji pet nesusjednih pari stranica: PQ i RS,
QRiST, RSiTR,STiPQteTPiQR.

e Nacrtajte ravninski peterokut tako da se jedan od tih parova sastoji od
dvije okomite stranice (recimo, PQ i RS su okomite jedna na drugu).

e Pokazite da mozete u ravnini nacrtati peterokut sa svim tim parovima
okomitih stranica.

e Pokazite da mozete na sferi nacrtati peterokut koji se sastoji od svih
ovih parova okomitih stranica.

@5 Zarad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Kako moZete konstruirati
h Napierov peterokut?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.

Konstrukcija u ravnini

1. Nacrtajte peterokut PQRST s nesusjednim stranicama PQ i RS
medusobno okomitim.

2. Pokazite da mozete nacrtati peterokut PQRST sa_svim iljec@m
parovima medusobno okomitih susjednih stranica: PQ i RS, QR i
ST,RSiTR,STiPQ,TPiQR.

Konstrukcija na sferi

1. korak: Nacrtajte trokut AAPQ s totno jednim pravim kutom u tocki
A.

2. korak: Produzite hipotenuzu P(Q preko tocke ) tako da udaljenost

nove krajnje tocke od tocke P je 90°. Oznacite ovu novu krajnju tocku
B.

3. korak: Produzite stranicu AQ) preko tocke (). Zatim nacrtajte okomicu
na glavnu kruznicu PB u tocki B tako da sije¢e produzenu stranicu
AQ u tocki R. Sada imate novi pravokutni trokut s oznakom ABQR.

4. korak: Ponovite korake od 1. do 3. za trokut ABQR. Sada imamo jos
jedan pravokutni trokut s oznakom CRS.

!John Napier (1550.-1617.) bio je poznati skotski matematicar i izumitelj. U svojim
istrazivanjima sferne geometrije otkrio je ovaj neobican oblik. Nazvao ga je Pentagramma
Mirificium, §to na latinskom znaci ”¢éudesna petokraka zvijezda”. Sto je cudesno u ovoj
konstrukciji?
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5. korak: Ponovite korake od 1. do 3. za trokut ACRS.

6. korak: Nastavite ovaj proces stvaranja novih pravokutnih trokuta.

1. Opisite $to se dogada dok nastavljate ovaj proces konstruiranje novih
pravokutnih trokuta.

2. Koliko ste pravokutnih trokuta konstruirali pocevsi od trokuta
NAPQ?

3. Sto mozete reé¢i o parovima nesusjednih stranica sfernog peterokuta
PQRST?
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Osmi problem: poplocavanje
1. radni listié: Koja su poplocavanja na sferi?

Vrijeme rada: 30 - 50 minuta

Zatvoreni oblici tvore poplocavanje povrsine ako oblici pokrivaju ci-
jelu povrsina bez praznina ili preklapanja. Ove zatvorene oblike nazi-
vamo ploc¢icama. Poplocavanje je Cisto ako su mu sve ploéice sukladne.
Poplocavanje je polucisto ako ima ploc¢ica koje nisu sukladne, ali ipak ima
konacan broj razlic¢itih oblika plocica.

e Koristeéi samo pravilne mnogokute, konstruirajte primjere ¢&istih
i polucistih poplocavanja u ravnini i na sferi. OpiSite svako
poplocavanje.

Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Koja su poploZavanja
na sferi?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.

Konstrukcija u ravnini

1. korak: Postoje tri vrste ¢istih poplocavanja u ravnini koje koriste
pravilne mnogokute kao plocice. Skicirajte primjer svake vrste.

2. korak: Postoje mnoge vrste polucistog poploc¢avanja u ravnini koje
koriste samo pravilne mnogokute kao ploc¢ice. Skicirajte dvije vrste.

3. korak: Skicirajte poplocavanje koje ne koristi mnogokute kao plocice.

1. Za svaki od Sest poplocavanja koje ste izradili odluéite koliko ¢e plocica
biti potrebno za poplo¢iti cijelu ravninu.

2. Objasnite je li veli¢ina plocica bitna kod poplocavanja u ravnini.

Po ¢emu se poplocavanje na sferi razlikuju od poplo¢avanja u ravnini?

Konstrukcija na sferi

N\
1. korak: Nacrtajte luk OA ¢ija je mjera 70,5°. Nacrtajte kruznicu sa
sredistem O i polumjerom OA.

2. korak: Nacrtajte jos dva radijusa OB i OC kruznice tako da kutovi
izmedu svakog para radijusa iznose 120°.

3. korak: Konstruirajte suprotnu tocku sredista O i oznacite je D.
Izbrisite sve na svojoj sferi osim tocaka A, B,C'i D.
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4. korak: Smatrajte tocku A polnom tockom i nacrtajte ekvator. Ponovite
s tockama B, C' i D. mnogokuti koje stvaraju ova Cetiri ekvatora ob-
likuju poplo¢avanje na sferi.

1. a
b

C

d

) Opisite poplocavanje koje tvore ¢etiri ekvatora.

) Kakve pravilne sferne poligone nalazite u ovom poplocavanju?

) Koliko je svake vrste pravilnih poligona u vasem poplocavanju?
) Bez stvarnog mjerenja, mozete li odrediti mjeru stranica ovih
poligona?

[\)

. Izmjerite neke stranicee ploéica. Sto ste pronagli?

3. Objasnite je li broj plocica bitan u poplocavanju na sferi.

W

. Objasnite je li veli¢ina ploc¢ica bitna kod poplocavanja na sferi.

Usporedite ravninu i sferu

1. Uocite na koliko nac¢ina mozete napraviti poplo¢avanje u ravnini i
poplocavanje na sferi.

2. Mislite li da su poplocavanja jednostavnije u ravnini ili na sferi? Zasto?

3. Sada pokusajte preokrenuti svoj argument. Navedite razloge zasto su
poplocavanja jednostavnija na povrsina koju niste odabrali gore.

Odgovori se nalaze na stranici 158.
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2. radni listié: Kako mozete konstruirati nogometnu loptu?

Vrijeme rada: 45 - 80 minuta
Pogledajte nogometnu loptu. Poplocana je pravilnim peterokutima i
Sesterokutima.

e Konstruirajte poplo¢avanje nogometne lopte na svojoj sferi.

Ovo izvanredno poplocavanje koristi se za vise od prekrivanja nogomet-
nih lopti. Arhitekt iz Sjedinjenih Drzava Buckminster Fuller (1895. -
1983.) koristio je ovaj oblik za konstrukciju geodetskih kupola. Godine 1985.
kemicari su otkrili molekulu Cyg, sugerirajuéi da ima strukturu nogometne
lopte i predlozili naziv buckminsterfulllerene - ili buckyball, skrac¢eno - u znak
priznanja arhitektu i njegovim kupolama. Kasnije, kada je Cgg kristaliziran,
predlozena struktura je potvrdena i buckminsterfuleren je postao treci oblik
kristalnog ugljika (dijamant i grafit su druga dva).

Zarad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Kako moZete konstruirati
nogometnu loptu?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.

Konstrukcija na sferi

Ova konstrukcija moze trajati dugo. Koristite sve precace koje nadete na
putu. Koristenje markera s posebno finim vrhom moZe vam pomoéi da
to¢énije radite.

1. korak: Konstruirajte jednakostrani¢ni trokut sa stranicama mjere
63, 4°. Cijelu sferu prekrijte s trokutima ove vrste, pazeéi da se trokuti
ne preklapaju i da izmedu njih nema razmaka. (Moguéi precac je
izrezati predlozak iz komada prozirnice i zatim crtajte obris predloska
dok ne pokrijete cijelu sferu.) Konstruirali ste sferni ikosaedar.

2. korak: Odaberite jedan od ovih trokuta i konstruirajte okomite sime-
trale svake stranice. Ovo dijeli trokut u Sest manjih trokuta, svaki s
jednim pravi kutom.

3. korak: Konstruirajte simetrale kutova Sest centralnih kutova u jed-
nakostrani¢nom trokutu. Oznacite tocke u kojima simetrale kutova
sijeku suprotne strane.

4. korak: Izvedite korake 2. i 3. u svih dvadeset jednakostrani¢nih
trokuta.

5. korak: Uporabite markere jarkih boja za spajanje susjednih tocaka
presjeka. Napravite svoje poploc¢avanje tako da izgleda poput prave
nogometne lopte bojeéi neke od podrucja.
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3. radni listi¢: Kako mozete poplocati sferu s tri razlié¢ite vrste
pravilnih mnogokuta?

Vrijeme rada: 45 - 80 minuta

Nogometna lopta je sferno poplocavanje koje rabi dva razli¢ita pravilna
mnogokuta kao svoje plocice. Mozete li napraviti sferno poplocavanje koje
rabi viSe pravilnih mnogokuta?

e Rabedi tri razlicite vrste pravilnih mnogokuta kao plocica, konstru-
irajte sferno poplocavanje.

Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Kako moZzete poploZati @—
sferu s tri razliZite vrste pravilnih mnogokuta?.gsp.imodel sfere
s ostalim priborom.

Konstrukcija na sferi

Ova konstrukcija ima mnogo koraka. Pronadite precace i koristite th! MoZete
rabiti markere razli¢itih boja za uzastopne korake ove konstrukcije.

1. korak: Konstruirajte tri glavne kruznice tako da svaka bude okomita
na druge dvije. Stvorili ste osam jednakostrani¢nih trokuta za plocice
sfere. Svaki od ovih trokuta ima tri prava kuta.

2. korak: Pronadite sredista stranica trokuta. Spojite sredinu svake stra-
nice s njezinim nasuprotnim vrhom. Sad imate Sest pravokutnih
trokuta u svakom od jednakostrani¢nih trokuta.

3. korak: U svakom pravokutnom trokutu konstruirajte simetrale kutova
i oznagite njihova sjecista.

4. korak: Uporabite svijetli marker za spajanje svakog para susjednih
sjeciSta simetrala kutova. Spojite svako sjeciste s jos tri sjeciSta. Vase
poplocavanje je gotovo!

1. Koje wvrste sfernih mnogokuta nalazite u svojem zavrSsnom
poplocavanju?

2. Koliko ste od svake vrste mnogokuta uporabili za poplo¢avanje sfere?

3. Koje se vrste mnogokuta susre¢u u svakom vrhu poploc¢avanja? Ko-
liko?
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4. radni listi¢: Kako mozete upisati Platonova tijela u sferu?

Vrijeme rada: 2 skolska sata

Platonova? tijela su poliedri &ije su sve strane sukladni pravilni mno-
gokuti i koji se sastaju u svakom vrhu na isti nacin. Cvrsto tijelo je upisano
u sferu ako svaki njegov vrh lezi na povrsini sfere.

e Izgradite pet Platonovih tijela tako da to¢no stanu unutar sfere.

e Ukrasite svoju ucionicu tako sto ¢ete objesiti svoja uspisana Platonova
tijela.

Mreze u sljede¢im konstrukcijama trebaju biti na tvrdom papiru. One se
mogu konstruirati ru¢no, ali ih se mnogo lakse i brze konstruira koristenjem
racunalnog programa kao sto je Sketchpad te ih se nakon toga isprinta.

Za rad Ce vam trebati Sketchpadova datoteka Kako moZete upisati
Platonova tijela u sferu?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.

Konstruiranje tetraedra

1. korak: Napravite mrezu tetraedra s duljinom svake stranice priblizno
16,59 cm.

2. korak: Izrezite mrezu i sastavite tijelo.

Konstruiranje heksaedra ili kocke

1. korak: Napravite mrezu heksaedra s duljinom svake stranice priblizno
10,16 cm.

2. korak: Izrezite mrezu i sastavite tijelo.

Konstruiranje oktaedra

1. korak: Napravite mrezu oktaedra s duljinom svake stranice priblizno
14,38 cm.

2. korak: Izrezite mrezu i sastavite tijelo.

2Johannes Kepler (1571. - 1630.) je poznati njemacki matemati¢ar i astronom.
Pokusao je dokazati da sfere upisane i okolo opisane Platonovim tijelima opisuju orbite
planeta oko Sunca. Kasnije je Kepler shvatio da su putanje planeta elipti¢ne. Procitajte
o Keplerovim idejama i opisite ih poblize.
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Konstruiranje dodekaedra

1.

2.

korak: Napravite mrezu dodekaedra s duljinom svake stranice priblizno
7,24 cm.

korak: Izrezite mrezu i sastavite tijelo.

Konstruiranje ikosaedra

1.

korak: Napravite mrezu ikosaedra s duljinom svake stranice priblizno
10,67 cm.

. korak: Izrezite mrezu i sastavite tijelo.

. Usporedite svoje metode za konstruiranje razli¢itih Platonovih tijela.

. Zamislite da mozete napuhati svoja upisana Platonova tijela dok ne

postanu sfernog oblika. Usporedite svoja tijela ravnih stranica s nji-
hovim ”napuhanim” parnjacima. Pronadite neke slicnosti i razlike
medu njima.
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5. radni listi¢: Kako mozete ”uvecati” Platonova tijela i poplocati
sferu?

Vrijeme rada: 45 - 80 minuta

Postoji pet poplo¢avanja sfere koja koriste to¢no jednu vrstu pravilnog
mnogokuta kao ploc¢icu. Ako zamislite napuhavanje Platonovih tijela dok ne
postanu sferna, dobit ¢ete ideju o tome kako izgledaju. Svako poplocavanje
nazivamo prema odgovarajuc¢cem ¢vrstom tijelu: sferni oktaedar, sferni hek-
saedar ili kocka, sferni tetraedar, sferni dodekaedar i sferni ikosaedar.

e Konstruirajte svih pet sfernih Platonovih tijela na svojoj sferi.

Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Kako moZete "uveati"
Platonova tijela i poploZati sferu?.gsp.i model sfere s ostalim pri-
borom.

Konstrukcija na sferi

Koristite drugu boju za svaku konstrukciju. Umjesto konstruiranja svih pet
tijela na istoj sferi, mozda ¢ete htjeti konstruirati prva tri na paru prozirnih
folija i zadnja dva izravno na sferi ili na drugi par prozirnih folija.

1. korak: Sferni oktaedar: Nacrtajte tri glavne kruznice tako da je svaka
glavna kruznica okomita na druge dvije. Ove tri glavne kruznice tvore
sferni oktaedar.

2. korak: Sferni heksaedar ili kocka: Konstruirajte teziste (sjeciste
tezisnica) svakog trokuta u vasem sfernom oktaedru. Spojite svako
teziSte s tri susjedna tezista. Rezultat je sferni heksaedar ili kocka.

3. korak: Sferni tetraedar: Odaberite jednu stranu sferne kocke i oznacite
dva dijagonalno nasuprotna vrha. Sada pogledajte suprotnu stranu i
oznacite dva vrha koji ne leze na glavnoj kruznici prolazeéi kroz veé
oznacene tocke. Konacno, spojite svaku tocku koju ste oznaéili s druge
tri. Konstruirali ste sferni tetraedar.

4. korak: Sferni dodekaedar: Uzmite jedan brid sferne kocke. (Ovaj brid
trebao bi mjeriti priblizno 70, 5°.) Konstruirajte sferni jednakostranié-
ni trokut koji ima ovu stranicu. Konstruirajte teziste ovog jednakos-
trani¢nog trokuta. Koristite olovku druge boje za nacrtati tri luka koji
povezuju vrhove trokuta s njegovim tezistem. Ovo su tri brida sfernog
dodekaedra. Bilo koja dva susjedna brida ovog poploc¢avanja imaju
kut od 120° izmedu sebe. Koristeéi ove informacije i imajuéi na umu
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da su svi bridovi iste duljine, zavrsite konstruiranje strana sfernog do-
dekaedra. Nastavite s ovim procesom na sferi za konstrukciju ostalih
strana.

5. korak: Sferni ikosaedar: Konstruirajte okomite simetrale na svaki brid
sfere dodekaedra tako da se sijeku u sredistu svake strane sfernog
dodekaedra. Vi ste konstruirali sferni ikosaedar.
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Deveti problem: polarni trokuti

1. radni listié¢: Kako se konstruira polarni trokut?

Vrijeme rada: 20 - 30 minuta
Za svaki trokut na sferi postoji srodni trokut koji se naziva polarni
trokut. U ovom listi¢u konstruirat ¢emo takav trokut.

e Nacrtajte sferni trokut. Svaka stranica vaSeg sfernog trokuta dio je

glavne kruznice koja ima dvije odgovarajuce polne tocke. Za svaku
stranicu vaSeg sfernog trokuta, odaberite polnu toc¢ku koja je na istoj
strani glavne kruznice kao i sam trokut. Spojite ove tri polne tocke
kako biste konstruirali polarni trokut.

e Koja zanimljiva svojstva mozete otkriti o svom sfernom trokutu i nje-

govom odgovaraju¢em polarnom trokutu?

@5 Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Kako se konstruira
A polarni trokut?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.

Konstrukcija na sferi

1.

2.

korak: Nacrtajte trokut. Oznacite njegove vrhove A, B'i C.

korak: Promotrimo stranicu AB i glavnu kruznicu kroz stranicu AB.
Primijetite da glavna kruznica AB dijeli cijelu sferu na dvije polus-
fere. Jedna od ovih polusfera sadrzi trokut AABC. Druga polusfera
je prazna. S glavnom kruznicom AB kao ekvatorom nacrtajte polarnu
tocku koja lezi u polusferi koja sadrzi trokut. Oznacite ovu polarnu
tocku C*.

korak: Ponovite korak 2. za stranicu BC. Oznagcite polarnu tocka A*.

. korak: Ponovite korak 2. za stranicu C' A. Oznagcite polarnu tocka B*.

. korak: Spojite tocke A*, B* i C*. Upravo ste konstruirali polarni

trokut AA*B*C* trokuta AABC.

. Konstruirajte polarni trokut trokuta AA*B*C*. Sto ste pronasli?
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2. radni listi¢: Kako su kutovi i stranice povezani u paru polarnih
trokuta?

Vrijeme rada: 20 - 45 minuta
U prethodnom listi¢u naucili ste kako konstruirati par polarnih trokuta.

e [strazite odnos izmedu kutova i stranica trokuta i njemu odgo-

varajuceg polarnog trokuta.

Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Kako su kutovi i @5
stranice povezani u paru polarnih trokuta?.gsp.i model sfere s os- ™~
talim priborom.

Konstrukcija na sferi

1.

2.

korak: Nacrtajte sferni trokut AABC.
korak: Konstruirajte njegov polarni trokut AA*B*C*.
korak: Izmjerite sve kutove jednog trokuta.

korak: Izmjerite sve stranice drugog trokuta. i

. korak: Odaberite jedan od kutova koji ste mjerili u prvom trokutu.

Pronadite odgovarajuéi kut u drugom trokutu. Sada pronadite stra-
nice drugog trokuta koja je nasuprot ovom odgovarajuéem kutu. Do-
dajte mjeru kuta iz prvog trokuta mjeri stranice iz drugog trokuta.

korak: Ponovite korak 5. za druga dva kuta u prvom trokutu.

. Nagadajte o odnosu stranica i kutova u parovima polarnih trokuta.

. Ponovite konstrukciju i mjerenja s trokutom razli¢itog oblika. Je li se

vaSa pretpostavka jos drzi?
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3. radni listié: Sto je posebno u visinama polarnih trokuta?

Vrijeme rada: 25 - 40 minuta
Visina trokuta je pravac koji prolazi vrhom trokuta i okomit je na stra-
nicu nasuprotnu vrhu.

e [strazite neka svojstva triju visina trokuta u ravnini.

e Konstruirajte i istrazite tri visine sfernog trokuta i tri visine odgo-
varajuceg polarnog trokuta.

Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Sto je posebno u
visinama polarnih trokuta?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.

Konstrukcija u ravnini

Nacrtajte trokut i njegove tri visine.

1. Sto mozete reéi o tri visine? Zabiljezite svoju pretpostavku.

Konstrukcija na sferi

1. korak: Nacrtajte sferni trokut AABC i njegov polarni trokut
ANA*B*C*.

2. korak: Nacrtajte tri visine trokuta AABC'.

3. korak: Nacrtajte tri visine trokuta AA*B*C*.

1. Zabiljezite sve svoje pretpostavke o visinama sfernog trokuta i visi-
nama njemu odgovarajuéeg polarnog trokuta.

2. Je li korak 3. u konstrukciji bio neophodan?



Dodatak A: Radni listiéi za printanje 385

4. radni listié: Sto je posebno kod simetrala kutova u trokutu i za
okomite simetrale njegovih stranica?

Simetrala stranice trokuta okomica je koja prolazi kroz njezino poloviste.
Simetrala kuta u trokutu je pravac koji prolazi kroz jedan od vrhove trokuta
i raspolavlja kut u tom vrhu.

e [strazite svojstva simetrala kutova i simetrala stranice ravninskih i

sfernih trokuta.

e [strazite ta svojstva u sfernim trokutima i njima odgovarajuéim po-

larnim trokutima.

Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Sto je posebno kod
simetrala kutova u trokutu i za okomite simetrale njegovih
stranica?.gsp. i model sfere s ostalim priborom.

Konstrukcija u ravnini

1.

korak: Nacrtajte trokut AABC i tri simetrale njegovih stranica.
Oznacite njihovu tocku konkurencije P.

. korak: Izmjerite udaljenosti od totke P do svakog od vrhova A, Bi C.

korak: Nacrtajte tri simetrale kutova u trokutu AABC. Oznacite nji-
hovu to¢ku konkurencije Q.

. korak: Izmjerite udaljenosti od to¢ke @ do svake od stranica AB, BC

i CA.

. Srediste kruznice upisane u trokut zove se srediSte trokutu upisa-

ne kruznice. Srediste kruznice opisane oko trokuta zove se srediSte
trokutu opisane kruznice. Konstruirajte upisanu i opisanu kruznicu

trokutu ABC.

. Objasnite vezu izmedu srediSta upisane kruznice, srediSta opisane

kruznice, simetrala kutova i simetrala stranica trokuta.

Konstrukcija na sferi

1.

2.

korak: Nacrtajte sferni trokut AABC 1 njegov polarni trokut
NA*B*C*.

korak: Nacrtajte tri simetrale kutova u trokutu AABC. Oznacite nji-
hovu to¢ku konkurencije Q.
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1. Istrazite ulogu ovih simetrala kutova u polarnom trokutu AA*B*C*.
(Produzite simetrale kutova ako je potrebno.)

2. Opisite tocku @ i njen odnos prema trokutu AABC i trokutu
NA*B*C*.

3. Tockom @ nacrtajte trokutu AABC upisanu kruznicu i opisanu
kruznicu polarnog trokuta AA*B*C*.
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5. radni listié: Sto je posebno kod linija kroz polovista stranica
trokuta?

Vrijeme rada: 35 - 50 minuta

Tezisnica trokuta je duzina koja spaja vrh trokuta s polovistem na-
suprotne stranice trokuta.

e [strazite teziSnice trokuta u ravnini i na sferi.

e Konstruirajte i istrazite glavne kruznice koje povezuju polovista stra-

nica sfernog trokuta s odgovarajuéim polovistima stranica njegovog
polarnog partnera.

Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Sto je posebno kod
linija kroz poloviita stranica trokuta?.gsp.i model sfere s ostalim
priborom.

Konstrukcija u ravnini

1.

2.

1.

korak: Nacrtajte trokut AABC' i oznacite poloviste svake stranice.

korak: Spojite svako poloviste stranice sa suprotnim vrhom trokuta
kako biste dobili tri tezignice trokuta.

Sto mozete reéi o ove tri tezidnice? Napisite svoju pretpostavku.

Konstrukcija na sferi

1.

korak: Nacrtajte sferni trokut AABC i konstruirajte tri njegove
teziSnice. Vrijedi li vasa pretpostavka o teziSnicama trokuta u ravnini
i za sferne trokute?

korak: Konstruirajte polarni trokut AA*B*C* trokuta AABC.
korak: Oznacite poloviste svake stranice trokuta AA*B*C*.

korak: Nacrtajte glavnu kruznicu koja prolazi polovistima stranica AB
i A*B*. Ucinite isto za stranice BC' i B*C™* i za stranice CA i C*A*.

. Glavna kruznica koja prolazi polovistima dviju odgovarajuéih stranica

u paru polarnih trokuta naziva se srednjepolarnom. Sto mozete reéi o
tri srednjepolarne kruznice za par polarnih trokuta? Objasnite svoju
pretpostavku.
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Usporedite ravninu i sferu

1. Jesu li polovista stranica trokuta u ravnini i na sferi jednaka? Po ¢emu
se razlikuju?
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Deseti problem: reflektiranje na sferi

1. radni listié: Sto se dogada s tockom ako se reflektira uzastopno
preko tri okomite velike kruznice?

Vrijeme rada: 20 - 45

e Konstruirajte tri glavne kruznice na sferi tako da svaka od njih je

okomita na druge dvije. Istrazite sto se dogada s tockom kada je uza-
stopno reflektirate preko svake od tri glavne kruznice.

e Sto se dogada s trokutom kada ga reflektirate uzastopno preko tri

okomite glavne kruznice?

Zarad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Sto se dogada s toZkom

ako se reflektira uzastopno preko tri okomite velike kruZnice?.gsp.

i model sfere s ostalim priborom.

Konstrukcija u ravnini

1.

korak: Konstruirajte tri glavne kruznice tako da svaka bude okomita
na druge dvije. Oznacite ove glavne kruznice a, b i c.

. korak: Nacrtajte tocku P koja ne lezi ni na jednoj od tri glavne

kruznice. Reflektirajte ovu to¢ku P preko glavne kruznice a i njezinu
sliku oznacite tockom ). Reflektirajte tocku @ preko glavne kruznice
b i oznacite njezinu sliku tockom R. Na kraju, reflektirajte tocku R
preko glavne kruznice ¢ i njezinu sliku oznacite tockom P’.

. Izmjerite udaljenost izmedu tocaka P i P’ i opiSite svoje rezultate.

. Odaberite drugi redoslijed za tri glavne kruznice, recimo b, ¢, a. Reflek-

tirajte tocku P preko glavnih kruznica b, c¢i a tim redom. Oznacite kra-
jnju tocku S. Izmjerite udaljenost izmedu tocaka P i S. Sto nalazite?

Odaberite drugu toc¢ku i pronadite njezinu sliku/tocku nakon iste tri
refleksije. Opisite svoje rezultate.

Rezimirajte svoje nalaze iz ovih konstrukcija.

¢s
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2. radni listi¢: Koje oblike mozete stvoriti ako reflektirate tocku
preko stranica oktanta?

Vrijeme rada: 20 - 50 minuta
Mozda ste prije reflektirali oblike koristeéi pravce kao svoja zrcala. Sli-
jedite isti postupak za reflektiranje oblika preko glavne kruznice na sferi. U
ovom listi¢u uporabitit ¢ete tri luka oktanta kao zrcala za preslikavanje u tri
refleksije. Rezultati od ove refleksije pokazuju zanimljivo svojstvo oktanta.
Za rad ¢e vam trebati Sketchpadova datoteka Koje oblike moZete

stvoriti ako reflektirate totku preko stranica oktanta?.gsp.imodel

sfere s ostalim priborom.

Konstrukcija na sferi

1.

2.

korak: Konstruirajte oktant. Oznacite njegove vrhove K, L i M.

korak: Nacrtajte tocku O unutar trokuta AK LM i spojite ovu tocku
s tri vtha K, L i M.

korak: Reflektirajte trokut AKLO preko stranice KL kako biste
kreirali trokut AK LP. Zatim reflektirajte trokut ALMO preko stra-
nice LM kako biste kreirali trokut ALMQ@. Na kraju, reflektirajte
trokut AM KO preko stranice M K za kreirati trokut AM K R.

. Izmjerite kutove u vrhovima K, L i M. Sto mozete reé¢i o zbroju mjera

kutova u ova tri vrha?

. Je li PQR trokut ili je PLQM RK Sesterokut?

Izmjerite kutove u vrhovima P, Q i R. Koliki je zbroj ove tri mjere
kutova?

. Izmjerite dijelove na koje tocka K dijeli stranicu PR. Uc¢inite isto za

tocku L i stranicu QR i tocku M i stranicu RQ. Sto ste pronagli?
Kakve su tocke K, L i M u trokutu APQR?
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Ovdje usporedujemo/kompariramo pojmove ravninske i sferne geomet-

rije.

Spomenimo da u ravnini ne postoje pojmovi koji bi odgovarali sredistu,
polumjeru sfere na ¢ijoj povrsini gradimo geometriju.

Svakoj tocki na sferi odgovara dijametralno suprotna ili antipodalna
tocka. U ravnini nema takvog pridruzivanja jedne tocke k drugoj.

Geometrija u ravnini

Geometrija na sferi

tocka tocka
pravac glavna kruznica
kruznica mala kruznica

Duzina je dio prvaca omeden dvjema
tockama.

Na sferi odgovara duzini dio luka
glavne  kruznice omeden dvjema
tockama.

Duzine u ravnini mjerimo jedinicama
mjere duzina: mm, cm, dm, m, km . ..
Mjerni broj duzine izmjerene jedinicom
mjere duzina zovemo duljinom
Govorimo i o udaljenosti dviju tocaka
AiB.

Kut izmedu dva pravca koja se sijeku
zovu se sukuti i vrsni kutovi.

Lukove glavnih kruznica mjerimo na
dva necina:

1.) duzinskom mjerom: mm, cm, dm,
m, km ...

Lukovi jednakih duljina zavise joS i o
polumjeru sfere. Sto je polumjer manj,
lukovi su jace zakrivljeni pa se ne pok-
lapaju. Luk zadan u duzinskoj mjeri bit
¢e tek onda potpuno odreden ako poz-
najemo polumjer sfere.

2.) sredisnjim kutom koji pripada luku
glavne kruznice, tj. kutnoj mjeri.

Pod kutom dviju glavnih kruznica razu-
mijevamo kut izmedu tangenata u nji-
hovom sjecistu ili kut ravnina tih
glavnih kruznica.
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Kruznica je geometrijsko mjesto tocaka
(lokus) koje su sve jednako udaljene od
neke ¢vrste tocke.

Jednom tockom izvan zadanog pravca
prolazi samo jedna usporednica s tim
pravcem (aksiom o usporednosti).

Dva pravca sijeku se uvijek u samo jed-
noj tocki.

Mala i glavna kruznica geometrijsko
je mjesto tocaka jednake sferne udal-
jenosti od jedne ¢vrste tocke.

Cvrstu tocku zovemo sfernim sredistem
male (ili glavne) kruznice, a luk glavne
kruznice koji veze ¢vrstu tocku s
bilo kojom tockom male (ili glavne)
kruznice zovemo sfernim polumjerom
te kruznice.

Sferni je polumjer glavne kruznice
kvadrant, tj. ¢etvrtina opsega kruznice,
a sferni polumjer svake male kruznice
je manji od kvadranta.

Dvije se glavne kruznice uvijek ras-
polavljaju. Dokaz: presje¢nica ravn-
ina obiju glavnih kruznica prolazi
srediStem sfere, pa je promjer sfere dio
te presjecnice.

Prema tome glavne kruznice se sijeku
u dvije dijametralno suprotne tocke

Dva pravca okomita na trecem jesu us-
poredna (aksiom).

Dvije glavne kruznice okomite na trecoj
glavnoj kruznici sijeku se u sfernom
sredistu trece kruznice.

Pravac je odreden s dvjema toCkama
(aksiom).

Glavna kruznica odredena je dv-
jema toCkama koje nisu dijametralno
suprotne. Dokaz: ravnina glavne
kruznice mora prolaziti dvjema
zadanim tockama i srediStem sfere.
Dakle, trima tockama, pa je time
potpuno odredena.

Naprotiv, kroz dvije
suprotne tocke prolazi
mnogo glavnih kruznica.

dijametralno
beskonacno

Svaki pravac je neogranicen.

Svaka je glavna kruznica ogranicena.

Iz svake tocke ravnine moze se opisati
kruznica sa svakim polumjerom.

Polumjer kruznica na sferi ne moze biti
veci od polumjera sfere.

Od tocke A do tocke B pravca moze se
sti¢i gibanjem samo u jednom smjeru.

Od tocke A do tocke B glavne kruznice
moze se sti¢i gibanjem u dva suprotna
smjera.

Od tri tocke pravca samo jedna mora
lezati izmedu drugih dviju (aksiom).

Od tri tocke na glavnoj kruznici svaka
lezi izmedu ostalih dviju tocaka.
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Iz koje god ¢vrste tocke moze se
na zadani pravac spustiti samo jedna
okomica.

Svakom tockom koja nije sferno
srediSte zadane glavne kruznice prolazi
samo jedna glavna kruznica okomitio
na zadanu glavnu kruznicu.

Naprotiv, svaka glavna kruznica koja
prolazi sfernim sredistem neke zadane
glavne kruznice okomita je na toj
glavnoj kruznici.

Dva pravca dijele ravninu na cetiri
neogranicena dijela. Po dva od njih pri-
padaju vr§nim kutovima, a po dva pri-
padaju sukutima.

Dvije glavne kruznice dijele sferu na
cetiri dijela, na Cetiri sferna dvokuta.
Po dva pripadaju vrsnim kutovima i
zovu se vrsni dvokuti, a po dva pri-
padaju sukutima te se zovu susjedni
dvokuti.

Vrsni dvokuti su jednaki, susjedne dijeli
jedna zajednicka glavna polukruznica
te se nadopunjuju na polusferu.

Tocke u kojima se sijeku glavne
kruznice koje omeduju dvokut zovu se
vrhovi.

Osim toga, dvokut ima dva jed-
naka kuta i dvije stranice koje su
polukruznice.

Prilagodimo i prenesimo neke pojmove i odnose FEuklidske geometrije iz

ravnine na geometriju sfere.

Ako dvije tocke A i B nisu dijametralno suprotne one su spojene
dvjema razlic¢itim lukovima iste glavne kruznice.

Pod sfernom udaljenosti dviju tocaka razumijevamo kradi luk glavne
kruznice omedene tim tockama.

Ako tocka nije sferno srediste zadane glavne kruznice tada njome pro-
laze dva razlicita luka iste glavne kruznice, okomito na zadanu glavnu
kruznicu.

Sfernu udaljenost tocke od zadane glavne kruznice razumijevamo kraci
luk glavne kruznice okomite na zadanu glavnu kruznicu, omeden
tockom i sjecistem tih glavnih kruznica.

VAR
Simetrala luka AB glavne kruznice jest geometrijsko mjesto tocaka
(lokus) jednake sferne udaljenosti od krajnjih tocka A i B toga luka.
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TN\
Simetrala je glavna kruznica koja prolazi polovistem luka AB i stoji
njemu okomito

Simetrala kuta dviju glavnih kruznica jest geometrijsko mjesto tocaka
(lokus) jednakih sfernih udaljenosti do glavnih kruznica koje ¢ine taj
kut. To je glavna kruznica koja prolazi vrhom kuta te raspolavlja taj
kut.

Pod tangentom sporedne/male kruznice razumijevat ¢emo glavnu
kruznicu koja s malom kruznicom ima samo jednu zajednic¢ku tocku -
diraliste.

Tangenta je u diralistu okomita na pripadni sferni radijus male
kruznice.

Sferni polumjer svake male kruznice je manji od kvadranta glavne
kruznice.

Ako sferna udaljenost neke totke od sfernog sredista male kruznice
manja, jednaka, odnosno veéa od sfernog polumjera te male kruznice
tada ta tocka lezi unutar, na obodu, odnosno izvan te kruznice.

Iz ¢vrste tocke izvan male kruzbnice uvjek se mogu povuéi dvije tan-
gente na malu kruznicu.

Lukovi obiju tangenata omedeni ¢vrstom tockom i diralistima jednaki
SuL.

Pod tetivom male kruznice razumijevamo luk glavne kruznice koji
spaja dvije tocke oboda te kruznice.

Premda je sustav aksioma po Euklidu nepotpun, iako je taj sustav tek

potpuno izgradio Hilbert (1862. - 1943.).

Euklid je sagradio geometriju na temelju 23 definicije, 5 postulata i 5

aksioma.

I.:

II.:

III.:

IV.:

Navest ¢emo ovdje svih pet Euklidovih postulatas:

Zahtijeva se da se od svake tocke k svakoj tocki uvijek moZe povuci
pravac.

I da se svaki pravac mozZe neograniceno produljiti.

I da se oko svakog sredista moze opisati kruznica sa svakim polum-
jerom.

I da su svi pravi kutovi jednaksi.
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V.: I da se wvijek kad pravac sjekuci se s drugim dvjema pravcima s ovima
na istoj strani gradi unutarnje kutove ¢iji je zbroj manji od dva prava
kuta, tada se ona dva pravca, kad se produlje u beskonacénost, moraju
sjec¢i na onoj strani na kojoj leze kutovi, ¢iji je zbroj manji od dva
prava kuta.

Dva su aksioma ekvivalentna ako se jedan moze dokazati iz drugoga i
obrnuto. Euklidovom V. postulatu ekvivalentan je aksiom o usporednosti
koji glasi: tockom koja lezi izvan nekog pravca moZe se povuéi samo jedna
usporednica s tim pravcem.

Zelimo li izgraditi neeuklidsku geometriju tada moramo umjesto aksioma
usporednosti postaviti njemu suprotni aksiom:

A) Tockom koja lezi izvan zadanog pravca mozZe se povuci beskonacno
mnogo usporednica s tim pravcima.
1l

B) Tockom koja lezi izvan zadanog pravac ne moze se uopée povuéi par-
alela s tim pravcem.

Ovaj je aksiom u suprotnosti s aksiomom usporednosti.

Lako razabiremo da na sferi ne vrijedi aksiom usporednosti jer se svake
dvije glavne kruznice uvijek sijeku.

Dakle, sferna geometrija jest neeuklidska geometrija. To je jedna od Rie-
mannovih geometrija.
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Ovdje se nalazi popis Sketchpadovih datoteka za rad.
Radni listiéi
1. problem:

Koji je najjednostavniji oblik? ... stranica 330.
Moze li se nacrtati pravac na sferi? ... stranica 331.
Kako mjeriti udaljenost? ... stranica 333.

Kako se moze konstruirati ekvator i polarne tocke? ... stranica 335.

SO .

Kako se moze koristiti kutomjer za mjerenje kutova na sferi? ...

stranica 336.
2. problem:

1. Koliko totaka mogu dijeliti dvije linije? ... stranica 338.
2. Kako izgledaju okomite crte na sferi? ... stranica 340.
3. Koliko zajednickih okomica mogu imati dva pravca? ... stranica
941,
3. problem:
1. Je li moguée nacrtati poligon sa samo dvije stranice?... stranica
342.
2. Koja podrucja mozete stvoriti pomocu tri linije?... stranica 344.
3. Koliko trokuta moze imati ista tri vrha?... stranica 346.
4. Koliki je zbroj kutnih mjera u trokutu?... stranica 348.
5

. Moze li trokut imati vise od jednog pravog kuta?... stranica 349.
4. problem:

1. Mozete li konstruirati slicne poligone?... stranica 351.

2. Sto je posebno kod dva trokuta ¢iji su odgovarajuéi kutovi suk-
ladni? ... stranica 353.

3. Koji uvjeti jamce sukladnost sfernih trokuta? ... stranica 355.
5. problem:

1. Koja su neka svojstva kruznice na sferi? ... stranica 357.

2. Kakvi su neki odnosi u skupu koncentri¢nih kruznica? ... stranica
359.
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3. Koliki je omjer opsega kruznice i njezinog promjera? ... stranica
361.

6. problem:

1. Mozete li uvijek koristiti kvadratne jedinice za mjerenje povrsine?

. stranica 363.
2. Kako mozete izmjeriti povrsinu trokuta? ... stranica 365.

3. Kako mozete priblizno odrediti povrsinu kruga? ... stranica 367.
7. problem:

1. Sto je posebno kod trokuta upisanih na promjeru kruga? ... stra-
nica 369.

2. Koja su neka svojstva upisanog trokuta u oktantu? ... stranica 371.

3. Kako mozete konstruirati Napierov peterokut? ... stranica 372.
8. problem:

1. Koja su poplotavanja na sferi? ... stranica 374.
2. Kako mozete konstruirati nogometnu loptu? ... stranica 376.

3. Kako mozete poplocati sferu s tri razlicite vrste pravilnih poligo-
na? ... stranica 377.

4. Kako mozete upisati Platonova tijela u sferu? ... stranica 378.

5. Kako mozete "uvecati” Platonova tijela i poplocati sferu? ... stra-
nica 380.

9. problem:

1. Kako se konstruira polarni trokut? ... stranica 382.

2. Kako su kutovi i stranice povezani u paru polarnih trokuta? ...

stranica 383.
3. Sto je posebno u visinama polarnih trokuta? ... stranica 384.

4. Sto je posebno kod simetrala kutova u trokutu i za okomite sime-
trale njegovih stranica? ... stranica 385.

5. Sto je posebno kod linija kroz polovista stranica trokuta? ... stra-
nica 387.
10. problem:

1. Sto se dogada s tockom ako se reflektira uzastopno preko tri
okomite glavne kruznice? ... stranica 389.

2. Koje oblike mozete stvoriti ako reflektirate tocku preko stranica
oktanta? ... stranica 390.



Dodatak C: Popis Sketchpadovih datoteka za rad 403

Elementarni poucci

1. Brianchonov poucak

2. Cevin poucak

3. Desarguesov poucak

4. Gusi¢ - Mladini¢ev poucak
5. Menelajev poucak

6. Papov poucak

7. Pascalov poucak

8. Ptolemejev poucak

Ostale datoteke
U mapi Ostale datoteke nalaze se 22 Sketchpadove datoteke za rad.
1. Anna datoteka
2. Dijeljenje kvadrata
3. Dvije zrake
4. Formule
5. KKK uvjet 01
6. KKK uvjet
7. Koncentri¢ne kruznice
8. Kruznice
9. Lenart-odgovor
10. Omjer
11. Poplocavanje
12. Poucci
13. Povrsina

14. Pravci
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15

16.
17.
18.
19.
20.

21.

22

. Pravokutni trokut
Presjek pravaca
Sli¢nost

Tri pravca

Trokut

Trokuti upisani
Udaljenost

. Zbroj kutova

Crtanje, mjerenje, racunanje i priruénik

U mapi Crtanje, mjerenje, racunanje i prirucnik nalaze se 3 Sketchpadove
datoteke za rad, pdf datoteka Sketchpad-priruc¢nik i 2 doc datoteke u kojima
se nalaze upute za rad.

1.

Abeceda Sketchpada i konstrukcije elementarnih geometrijskih likova
(1)-gsp,

. Abeceda Sketchpada i konstrukcije elementarnih geometrijskih likova
(2).gsp,

Abeceda Sketchpada i konstrukcije elementarnih geometrijskih likova
(1).doc,

. Abeceda Sketchpada i konstrukcije elementarnih geometrijskih likova
(2).doc,

. Sketchpad-priru¢nik.pdf,

ZadatakKosSferTrokut.gsp



Literatura

10.

11.

12.
13.

14.
15.

16.

17.

18.

Abbott, E. A. (1884): Flatland, London

Banks, R. B. (1998): Towing Icebergs, Falling Dominoes, and Other Adventures in
Applied Mathematics, Princenton University Press, Princeton

Banks, R. B. (1999): Slicing Pizzas, Racing Turles, and Other Adventures in Ap-
plied Mathematics, Princenton University Press, Princeton

Bazilev, V. T., Dunicev, K. L., Ivanickaja, V. P.; Kuznecova, G. B., Maiorov, V.
M. i Skopec, Z. A. (1980): Sbornik zadaé po geometrii, Prosvecenie, Moskva

Bronstein, I. N., Semendjajev, K. A., Musiol, G. i Miihlig (2004): Matematicki
priruc¢nik, Golden marketing - Tehnicka knjiga, Zagreb
Burger, D. (1957): Bolland, ’s-Gravehage

Church, A. E. (1864): Elements of Descriptive Geometry, American Book Company,
New York

Dadié, Z. (2015): Povijest znanosti i prirodne filozofije uw Hrvata, (s osobitim
obzirom na egzaktne znanosti), Knjiga 1. Srednji vijek, Izvori, Zagreb

Dalle, A. (1988): 2000 Théorémes et Problémes de Géométrie avec Solutions,
onzieme édition, Editions de la procure Namur, Seilles

de Villiers, M. (2021): Dokazivanje i dokaz u nastavi matematike pomodu Sketchpada
i drugt tekstovi, HUNI, Zagreb

Ebbott, E. A., Bjurger, D. (1976): Flatlandija, Sferlandija, Izdateljstvo Mir,
Moskva

Einstein, A., Infeld, L. (1967): The Evolution of Physics, Touchstone

Gemechu, D. (2017): The effect of the Geometer’s Sketchpad on the academic
achievement of students: the case of Bedele secondary and preparatory shool,
International journal of engineering sciences & reserch technology, 6(5), 29-39.
doi:10.5281/zenodo.57159

Gleizer, G. 1. (2007): Povijest matematike za skolu, Skolske novine & HMD), Zagreb

Gusié, J. 1 Mladinié¢ (2001): Tangencijalni cetverokut, Pouéak 7, listopad 2001., str.
46. - 53.

Gusié, J., Mladinié, P. i Pavkovié, B. (2003): Matematika 2 - udzbenik sa zbirkom
zadataka za prirodoslovno-matematicke gimnazije, Skolska knjiga, Zagreb

Guven, B. and Karatas, J. (2009): Students discovering spherical geometry using
dynamic geometry softvere, International Journal of Mathematical Education, Vol
40, No. 3, 331-340

Hanzek, Z. (1971): Sferna trigonometrija, Tehnicka knjiga, Zagreb



406

Komparativna geometrija

19.

20.
21.

22.

23.

24.
25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.
39.
40.

41.

42.

Igaly, G. i dr. (2015): Hrvatsko matematicko nazivlje, Institut za hrvatski jezik i
jezikoslovlje, Zagreb

Justinijanovié, J. (1956): Sferna trigonometrija, Tehnicka knjiga, Zagreb

Katz, V. J. (1998): A History of mathematics: an introduction,, Addison Wesley
Longman, Inc., Reading

Keller, F. J., Gettys, W. E., Skove, M. J. (1992): Physics: Classical and Modern,
McGraw-Hill College, New York

Kittel, C., Knight, W. D., Ruderman, M. A. (1982): Mehanika (Berkeley Physics
Course, Vol. 1), Tehnicka knjiga, Zagreb

Kutepov, A., Rubanov, A. (1975): Problems in Geometry, Mir publishers, Moskva

Lanza, R., Meloni, A. (2006): The Earth’s Magnetism - An Introduction for Geol-
ogists, Springer, Berlin Heidelberg New York

Lénért, I. (1996): Non-Euclidean Adventures on the Léndrt Sphere - Investigations
in Planar and Spherical Geometry, Key Curriculum Press, Emeryville

Lénart, 1. (2020): The Algebra of Projective Spheres on Plane, Sphere and Hemi-
sphere, Journal of Applied Mathematics and Physics, 8, 2020, pp. 2286-2333

Lénart, 1. (2021): Comparative Geometry in distance education, Journal of Physics:
Conferences Series, 1840(2021)012003

Majcen, J. (1920): Geometrija za vise razrede srednjih ucilista, Kraljevska Hrvatsko-
Slavonska zemaljska vlada, Zagreb

Mladinié, P. (1996): Sferna geometrija i Eulerova formula, Bilten 5. drzavnog sus-
reta, Kraljevica

Mladinié, P. (2000): Dinamicna geometrija: The Geometer’s Sketchpad, Poucak 4,
Zagreb, prosinac 2000.

Mladinié, P. (2003): Matematika oktatds Horvdtorszdgban, XXXXIII. Rdtz Ldszld
vdandorgyilés, julius 2003.

Mladinié, P. (2004): Regulaere polygoner, Matematik gasinet, september 2004, no.
15

Mladinié, P. (2011): Grafouvi trigonometrijskih funkcija: moZe li drukcije?, Poucak
46, lipanj 2011.

Mladinié, P., N. Radovié¢ N. i Martinié, I. (2016): Nacrtna geometrija u IPAQ Peta
projektu - Mongeov postupak - Aksonometrija, V. gimnazija, Zagreb

Mladinié, P. i Radovié N. (2016): Nacrtna geometrija *** Perspektiva ** Mongeov
postupak * Aksonometrija, Proven grupa, Zagreb

Mladinié, P. and Radovié N. (2019): Descriptive Geometry *Perspective *Monge’s
Procedure *Axonometry, Proven grupa, Zagreb

Mladinié, P. i Radovié N. (2017): Geometrija prirode, Proven grupa, Zagreb
Mladinié, P. and Radovié N. (2019): The Geometry of Nature, Proven grupa, Zagreb

Modenov, P. S. (1957): Sbornik zadac¢ po specialnom kursu elementarnoj matema-
tiki, Sovetskaja Nauka, Moskva

O’Neill, B. (1971): Elementary Differential Geometry, Academic Press, Inc., New
York and London

Pavkovié, B. i Veljan, D. (1995): Elementarna matematika 2., Skolska knjiga, Za-
greb



Literatura 407

43.
44.
45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.
61.

62.

63.

64.
65.

Pogorelov, A. (1987): Geometry., Mir Publishers, Moscow

Polya, G. (2003): Matematicko otkrice, HMD, Zagreb

Posamentier, A. and Lehmann IE. (2012): The Secrets of Triangles: A Mathematical
Jouney, Prometheus Books, New York

Reynolds, B. P. and Fenton W. E. (2006): College Geometry Using The Geometer’s
Sketchpad, Key College Publishing, Emeryville

Rybak A. i Lénart I. (2013): Trzy Swiaty Geometrii, Wydawnictwo Dla Szkoly,
Bielsko-Biala

Rybak A. and Lénart 1. (2017): Hungarian perspectives. Comparative Geometry
i Primary and Secondary School The Pedagogy of Mathematics Johannesburg:
MISTRA and Real African Publishers ed, P. Webb and N. Roberts, 107-124

Savin, A. P. (1985): FEnciklopediceskii slovar junogo matematika, Pedagogika,
Moskva

Scher, D., Steketee, S., Kunkel, P. and Lyublinkaya, I. (2005): Ezploring Precalculus
with The Geometer’s Sketchpad, Key Curriculum Press, Emeryville

Serway, R. A., Jewett, J. W. (2014): Physics for Scientists and Engineers with
Modern Physics, Cengage, Hempshire

Sharp, J. M. and Heimer, C. (2002): What Happens to Geometry on a Sphere?,
Mathematics teaching in teh middle school, NCTM, Vol 8, No. 4 December 2002,
182 - 188

Smith, K. E. (1958): History of Mathematics, vol. I1I, Dover Publications, Inc,
New York

Smith, K. E. (1959): A Source Book in Mathematics, Dover Publications, Inc, New
York

Soto-Johnson, H. and Bechthold, D. (2004): Tessellating the Sphere with Regular
Polygons, Mathematics Teacher, NCTM, Vol 97, No. 3 March 2004, 165 - 167

Tanton, J. (2005): Encyclopedia of Mathematics, Facts On File, Inc, New York

Zahradnik, K. i Segen, D. (1889): Geometrijska vjezbenica za vise razrede sred-
njih ucilista, I1.dio, Kraljevska Hrvatsko-Slavonsko-Dalmatinska zemaljska vlada,
Zagreb

Weisstein, E. W. (2009): CRC Encyclopedia of Mathematics,, Chapman &
Hall/CRC, Boca Raton

Whittlesey, M. A. (2020): Spherical Geometry and Its Applications, CRC Press
Taylor & Francis Group, Boca Raton

**%(2020): Learning and Teaching Mathematics, No. 29, 2020, pp. 39-45

HHKK (1989): Curriculum and evaluation standards for school mathematics, NCTM,
Reston

**%(1985): Matematiceskija enciklopedija, Sovetskaja enciklopedija vol. 1 - 5,
Moskva

*HX(1988): Matematiceskij enciklopediceskij slovar, Sovetskaja enciklopedija,
Moskva

**%(2000): Standardi za nastavu matematike, HMD, Zagreb

**X(2015): Spherical Geometry - A guide for teachers (Years 11-12), Australian
Mathematical Sciences Institute, Melbourne



408

Komparativna geometrija

66.

67.

68.
69.

**% (2018): Hrvatska tehnicka enciklopedija, Leksikografski zavod Miroslav Krleza,
Zagreb

*** URL: http: //dransfeld.knobelauflauf.de/0000.archiv/archiv — gaussturm
/1821 _gauss — vermessung.html, pristup 23.09.2022.

*** URL: https : //en.wikipedia.org/wiki/BOOMERanG_experiment, pristup 23.09.2022.

*** URL: https: //www.youtube.com/watch?v = 3EOpHH]jv5g8&t = Os, pristup
23.09.2022.



Literatura 409




410 Komparativna geometrija




Biljeska o autorima

Istvan Lénart roden je 1947. godine
u Budimpesti, Madarska. Zavrsio je
sveucilisni studij od 1965.-1970. godine
Sveucilista E6tvos Lorand na Prirodoslovno-
matematickom fakultetu.

Matematickim istrazivanjima bavi se od
1969. godine. Glavna podruc¢ja su mu: euk-
lidska i neeuklidska geometrija, geometrijska
algebra, teorija brojeva.

U podruéju matematickog obrazovanja
zapoceo je 1980. godine razvoj edukativnog

projekta pod nazivom Komparativna geometrija ravnine i sfere, a od 2009.
godine vodi studij na daljinu s akreditacijom Ministarstva za domace i strane
studente. Ima nekoliko patenata koji se odnose na skup alata za poducavanje
Lénartove sfere. Prvu verziju kompleta distribuirala je madarska tvrtka
TANERT 1986. godine, a poboljsanu verziju proizvela je kalifornijska tvrtka
Key Curriculum Press 1996. godine.

0Od 1990. godine predaje na ELTE Prirodoslovno-matematickom fakul-
tetu, a od 1996. na ELTE Uc¢iteljskom i predskolskom fakultetu.

Objavio je brojne ¢lanke i nekoliko knjiga sam ili s koautorima
iz podru¢ja matematickog obrazovanja i matematickih istrazivanja na
madarskom, engleskom, talijanskom, poljskom i njemackom jeziku.

Prvi je napisao dulji opis komparativne geometrije na engleskom jeziku.
Napisao ga je 1990. — 91., a objavljen je 1993.: Alternative Models on The
Drawing Ball u ediciji Educational Studies in Mathematics, Springer Nether-
lands, Vol. 24, No. 3 (1993), pp. 277-812 (36 pages)

Napisao je sljedece knjige: Neeuklidske pustolovine na Lénartovoj sferi
(1996., Key Curriculum Press), madarski prijevod: Sik és gémb (1998.,
Muzsék Kiadd), na talijanski preveo Alessandro Gambini: La geometria non-
euclidea con la Sfera di Lénart (2010., Lénart Bt.), poljski: Anna Rybak -
Lénart Istvan: Trzy swiaty geometrii (Wydawnictwo Dla szkoly, 2013.) s
mnogo novih materijala, kao $to su sferna trigonometrija, hiperbolicka ge-
ometrija, Geogebra figure, itd.).

Napisao je materijale za Sulinova nacionalni obrazovni projekt za razvoj
kompetencija od prvog do desetog razreda (Sulinova Public Education De-



412 Sferna geometrija

velopment and Pedagogus-tovabbképzési Kht., 2005.-2007.).

Napisao je na njemackom ¢lanak koji se nalazi u knjizi: Eva Vasarhelyi
- Johann Sjuts (Ed.): Theorestische und empirische Analysen zum ge-
ometrischen Denken (WTM Verlag fiir Wissenschaftliche Texte und Medien,
Miinster, 2021).

Drzao je predavanja u mnogim zemljama diljem svijeta i vodio tecajeve
za ucitelje u nekoliko europskih i americkih zemalja.

Neki tecajevi koje je odrzao u inozemstvu su: nekoliko jednotjednih
tecajeva u Sjedinjenim Americkim Drzavama, dva u Finskoj i tri puna
semestra u Slovackoj.

Godine 2002. dobio je Memorijalnu nagradu Beke Man6 Matematickog
drustva Janos Bolyai, a 2018. Memorijalnu nagradu Tamés Varga kao priz-
nanje za rad u matematickom obrazovanju.



Biljeska o autorima 413

Nikol Radovi¢ rodena je 1963. godine
u Sisku. Diplomirala je na Matematickom
odsjeku Prirodoslovno-matematickog fakul-
tetu Sveucilista u Zagrebu, na smjeru Geo-
metrija i topologija.

Godine 1997. magistrirala je na istome
odsjeku s temom Reed-Millerovi kodovi.
Radi kao viSsa predavacica na Katedri za
matematiku i fiziku Zavoda za geomatiku
Geodetskog fakulteta Sveucilista u Zagrebu.
Podrucje autori¢ina znanstvenog i stru¢nog

interesa je primjena matematike u drugim znanostima (kemija, kristolo-
grafija, fizika, geodezija i geomagnetizam). U razdoblju od 1992. do 2000.
godine suraduje unutar projekta Ministarstva znanosti Studij separacije i
analize, te strukture i svojstava materijala (1992. — 1996.) br 1- 07 071 i Sep-
aracija, struktura i sustav metalnih materijala (1997. — 2000.), br. 124003,
volonterski, na matematickoj obradi podataka. Rezultat toga je velik broj
objavljenih znanstvenih i stru¢nih radova u domac¢im i stranim ¢asopisima,
kao i sudjelovanja na znanstvenim i stru¢nim skupovima.

Koautorica je udzbenika iz matematike za osnovnu skolu (od 5. do 8.
razreda), te knjige Nacrtna geometrija: Perspektiva - Mongeov postupak -
Aksonometrija.

Aktivno sudjeluje u aktivnostima Nastavne sekcije Hrvatskog matema-
tickog drustva u organiziranju i provedbi metodickih radionica za ucenike i
nastavnike na popularizaciji matematike kao i primjeni tehnolgije u nastavi
matematike, te u nizu projekata, primjerice Matematika uz pomo¢ rac¢unala
i rac¢unalnog programa Sketchpad (2007. — 2010.) u organizaciji Hrvatskog
matematickog drustva i CARNET-a kao jedan od koordinatora.

Sudjeluje u projektima Geopotencijal i geodinamika Jadrana (Geo
++Adria) (od 2007.), Joint Croatian - Hungarian Geomagnetic Repeat Sta-
tion Survey and Joint Geomagnetic Field Model (od 2009.), Dynamic Num-
ber u organizaciji National Science Foundation, U.S.A. i KCP Tehnologies
(od lipnja 2010.), IPAQ Peta - projekt V. gimnazije i PMF-a u Zagrebu
u okviru Further development and implementation of the Croatian Qua-
lifications Framework (od lipnja 2013. do veljace 2015.) te Matematickim
znanstvenim izazovima na VeCerima matematike u organizaciji HMD-a (od
lipnja 2013.), od rujna 2021. sudjeluje u projektu Matematicki edukator.

Sudjelovala je na 13. International Conference Education, Research &
Development s radom Space visualization during Covid-19 koja se odrzavala
od 25. - 28. kolovoza 2022. u Burgasu, Bulgaria (Bugarska).

Zajedno s kolegom Petrom Mladini¢em sudjelovala je na znanstvenoj



414 Sferna geometrija

konferenciji 5. dani obrazovnih znanosti u sesiji Kako poticati dobrobit u
odgojno-obrazovnom okruzju u izazovnim vremenima? s radom Procjena
koncepta funkcije prema van Hiele-u ucenika osnovnih i srednjih skola koja
se odrzala u Zagrebu od 19. - 20. listopada 2022.



Biljeska o autorima 415

Anna Rybak rodena je 1954. u Bialystoku
u Poljskoj. Godine 1978. diplomirala je
na Fakultetu matematike, informatike i
mehanike SveuciliSta u VarSavi, smjer:
racunarstvo. Godine 1983. stekla je kvalifika-
ciju za predavaca matematike. Godine 2003.
stekla je doktorat humanistickih znanosti iz
podrucja pedagogije na Fakultetu za peda-
gogiju i psihologiju Sveucilista u

Bialystoku. Tema doktorskog rada: Modeliranje i suvremene tehnologije
obrade informacija u obrazovnom procesu. Od 1978. do 1981. godine radila
je na poslovima upravljanja i programiranja racunala, a 1983. godine pocela
je raditi u obrazovanju. Od 1983. do 2001. radila je kao profesorica mate-
matike i informatike u $kolama na razli¢itim obrazovnim razinama, a 2001.
pocela je raditi na Fakultetu matematike i informatike na Sveucilistu u
Biatystoku.

Trenutno je koordinatorica Centra za kreativno uc¢enje matematike koji
djeluje u sklopu Matematickog fakulteta Sveucilista u Biatystoku. Rijec je o
metodicko-popularizatorskoj inicijativi ¢iji je cilj potaknuti u¢enike da sami
otkrivaju matematicka znanja, a ucitelje na takvu metodiku poucavanja.
Ima bogato iskustvo u nastavi: dugi niz godina radila je kao profesorica
matematike i informatike. Trenutno odrzava bliske kontakte sa Skolskom
zajednicom, izvodi nastavu za ucenike i nastavnike u sklopu rada Centra
te nastavu iz didaktike matematike za studente - buduée ucitelje mate-
matike. U svom didaktickom radu temelji se na teoriji konstruktivistickog
obrazovanja, vode¢i uc¢enike da samostalno konstruiraju znanje kao rezultat
istrazivackog rada.

Glavna podrucja njezinih interesa u nastavi i nastavi te istrazivanju i
razvoju su:

e koristenje informacijske tehnologije (njenih metoda i alata) u siroko
shva¢enom radu ucitelja i u didaktici na razli¢itim razinama obrazo-
vanja,

e ucinkovitost obrazovanja potpomognutog koristenjem IKT-a,

e primjena matematike u prakti¢nim situacijama i drugim podrucjima
znanja kroz Siroku upotrebu matematickog modeliranja i ra¢unalnih
simulacija.

Suraduje s centrima i znanstvenicima u Poljskoj i inozemstvu: 2001.
sudjelovala je kao predavac na ljetnoj skoli za ucitelje matematike iz Kali-
fornije koju je organiziralo Kalifornijsko sveuéiliste u Davisu, SAD, 2005.



416 Sferna geometrija

predavala je na Odjelu za matematiku i Statistiku na Sveucilistu Concor-
dia u Montrealu, Kanada, odrzala je 2009. predavanja na Sveucilistu J. A.
Comeniusa u Bratislavi, Slovacka, 2016. na Drzavnom sveucilistu Puskina u
Brestu, Bjelorusija. Od 2003. godine radi s Istvanom Lénartom sa Sveucilista
ELTE u Budimpesti, Madarska, na podrucju razvoja projekta komparativne
geometrije. Od 2004. godine suraduje s nizozemskom tvrtkom Vusoft na po-
dru¢ju izrade verzija obrazovnog softvera na poljskom jeziku u podrucju
matematike.
Njena najznacajnija izdanja su knjige:

e A. Rybak, Matematyka w zastosowaniach - zbior zadan dla kl. VII-
VIII, wyd. Podkowa, Gdansk,1998, ISBN 83-905467-3-6

e A. Rybak, Komputer na lekcjach matematyki w szkole sredniej, wyd.
Podkowa, Gdansk 2001, ISBN 83-912633-9-8

e A. Rybak, Multimedia in Education, ksiazka, Lambert Academic Pub-
lishing, Saarbrucken Njemacka 2014., ISBN 978-3-659-52228-4,

e A. Rybak, I. Lénart, Trzy swiaty geometrii, Wyd. Dla Szkoly, Bielsko-
Biata 2013., ISBN 978-83-88396-79-3

e A. Rybak, E. Borak, Poradnik metodyczny do innowacyjnego pro-
gramu nauczania matematyki z wykorzystaniem programu eduka-
cyjnego GeoGebra w gimnazjum, e-knjiga, Varszava 2015.

e A. Rybak, Multimedialne wspomaganie ksztalcenia matematycznego,
Wydawnictwo NOWIK, Opole, 2016., ISBN 978-83-62687-87-9

e A. Rybak, J. Makowska, Kreatywne ksztalcenie matematyczne,
Wydawnictwo Uniwersytetu w Biatymstoku 2021., ISBN 978-83-7431-
726-9

kao i niz ¢lanaka na poljskom i engleskom jeziku objavljenih u poljskim i
stranim Casopisima.

2011. godine dobila je Medalju Drzavnog prosvjetnog povjerenstva za
posebne zasluge u obrazovanju i odgoju.

Godine 2012. dodijeljena joj je titula Merit to the University za izniman
doprinos Sveudéilistu u Bialystoku, doprinos razvoju sveucilista i oblikovanju
njegove pozitivne slike.

Za popularizaciju madarske znanosti u Poljskoj dobila je 2019. Certifikat
o priznanju Sveucilista E6tvos Lordnd (ELTE) u Budimpesti.



Biljeska o autorima 417

Mario Brkié¢ roden je 1965. godine u Za-
grebu. Dodiplomski studij za inzenjera fizike
pohada na Prirodoslovno-matemati¢kom
fakultetu Sveucilista u Zagrebu. Diplomirao
je na smjeru geofizika 1989. godine na temi
iz. oceanografije. Poslijediplomski studij
prirodnih znanosti iz polja fizike pohada
na Prirodoslovno-matematickom fakultetu
Sveucilista u Zagrebu. Magistrirao je na

smjeru geofizika 1994. godine, te doktorirao na polju fizike 2001. godine, na
temama iz fizikalne geodezije. Od 1995. do 2002. zaposlen je u MORH-u kao
djelatna vojna osoba. Odlukom Predsjednika RH 2001. godine unaprijeden
je u ¢in natporuénika geodetske struke.

Odlikovan je Spomenicom Domovinskog rata 1990.-1992.

Godine 2018. izabran je u znanstveno-nastavno zvanje redoviti profesor
u trajnom zvanju, u znanstvenom podrucju tehnicke znanosti, znanstveno
polje geodezija, znanstvena grana geomatika, u Katedri za matematiku i
fiziku Geodetskog fakulteta Sveucilista u Zagrebu.

Obnagao je duznosti Procelnika Katedre za matematiku i fiziku,
Prodekana za znanstveni rad i medunarodnu suradnju, Predstojnika Za-
voda za geomatiku. Bio je predstavnik Geodetskog fakulteta u Hrvatskom
povjerenstvu za geodeziju i geofiziku pri Hrvatskoj akademiji znanosti i um-
jetnosti.

Clan je Uredni¢kog odbora Geodetskog lista. Predstavnik je Geodetskog
fakulteta u Koordinacijskom odboru za provedbu Sporazuma o suradnji na
podrucju koristenja podataka i obnove geomagnetske informacije RH.

Posvecéen obnovi geomagnetizma u Hrvatskoj.

Bio je voditelj Joint Croatian-Hungarian Geomagnetic Repeat Station
Survey and Joint Geomagetic Field Model, bilateralnog znanstvenog pro-
jekta MZOS-a (2009 - 2012), a od 2002. nadalje vise od petnaest domaéih
znanstveno-istrazivackih i stru¢nih projekata u okviru I. i II. ciklusa ob-
nove geomagnetske informacije u Republici Hrvatskoj, s kojima su povezani
i brojni radovi (vidi CROSBI).

Nastavi na Geodetskom fakultetu Sveuéilista u Zagrebu doprinosi
uvodenjem novih predmeta na dodiplomskom, preddiplomskom, diplom-
skom 1 poslijediplomskom doktorskom studiju, a trenutno izvodi kolegije
Fizika, Evolucija fizike, Geomagnetska izmjera i Geomagnetske mreze.



418 Komparativna geometrija

Petar Mladinié roden je 1950. godine u
Zagrebu, gdje je diplomirao matematiku na
Prirodoslovno-matematickom fakultetu.
Njegov rad ima dugotrajan ucinak na
poboljsanje odgojne i obrazovne prakse.
Kao voditelj Nastavne sekcije Hrvatskoga
matematickog drustva pridonosio je razvoju
profesionalnih potreba ucitelja/nastavnika,
ucenika i studenata u formalnome i

neformalnom svakidagnjem i cjelozivotnom ucenju i poucavanju. Orga-
nizirao je viSe od 150 predavanja, mnogobrojne radionice, pokrenuo Ljetnu
skolu Rudera Boskovié¢a te Ljetnu skolu V. gimnazije i HMD-a.

Za profesionalne potrebe ucitelja, ucenika i studenata utemeljio je Cetiri
matematicka ¢asopisa: Poucak, Matka, Playmath i math.e te inicirao izda-
vanja knjiga u sklopu Male matematicke biblioteke, Matkine biblioteke i
Biblioteke HUNI.

Napisao je stotinjak struénih ¢lanaka, knjiga, gimnazijskih i drugih
udzbenika, potaknuo prijevode i preveo nekoliko knjiga te organizirao na
desetke radionica za nastavnike i ucenike.

Njegovim i imenom kolegice Gusi¢ nazvan je poucak iz elementarne geo-
metrije.

Theorem of Gusic € Mladinic:

A quadrilateral is tangential if and only if the incircles of the two triangles
formed by a diagonal are tangential to each other.

This theorem is mamed after two Croatian colleagues, Jelena Gusic and
Petar Mladinic (2001), who as far as I've been able to ascertain, have pri-
ority in first publishing the result in 2001 in a journal Poucak. Later publi-
cations by Worrall (2004) and Josefsson (2011) also mention and prove the
theorem. - napisano je Casopisu Learning and Teaching Mathematics, No.
29, 2020, pp. 39-45

Pridonio je razvoju sustava obrazovanja u matematickom podrucju kao
¢lan Vijeta za nacionalni kurikulum i ¢lan Radne skupine za izradu Na-
cionalnoga okvirnog kurikuluma za matematiku.

Godine 2011. prijavio je i vodio projekt V. gimnazije IPAQ Peta — afir-
mativna nastava i inovativno poucavanje u gimnazijama u okviru HKO koji
je realiziran s timovima ¢etiriju gimnazija — iz Vukovara, Pakraca, Knina
i Metkovi¢a — te Prirodoslovno-matematickim fakultetom iz Zagreba, uz
sudjelovanje 1200 ucenika i 1000 nastavnika.

Osmislio je i organizirao projekt dvogodisnjih okupljanja ucitelja i nas-
tavnika matematike (susreti i kongresi nastavnika matematike) na kojima su
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izlagali hrvatski nastavnici, kao i najugledniji strani stru¢njaci iz podrucja
nastave matematike.

Utemeljio je hrvatski ogranak TTT (Teacher Teaching Technology).

Utemeljio je i viSe godina vodio Geometrijske radionice HMD-a.

Kao nastavnik, a posebno kao ravnatelj V. gimnazije, bio je aktivno
ukljucen u zajednicu, osnazujuéi demokratske procese, toleranciju i soli-
darnost medu mladim ljudima i njihovim roditeljima.

Utemeljio je 2018. godine udrugu Hrvatska udruga nastavnika istrazivaca
HUNI (www.huni.hr).

Realizirao je projekt 2019.-2020. van Hieleove razine matematickih
postignuéa u RH (zajednicko akcijsko djelovanje nastavnika i ucenika) u
kojem su sudjelovale skole: I. gimnazija iz Osijeka, XV. gimnazija iz Za-
greba, XII. gimnazija iz Zagreba, III. gimnazija iz Splita, Gimnazija Franje
Petri¢a iz Zadra, Gimnazija A. Mohorovici¢a iz Rijeke, Gimnazija Vuko-
var, Tehnicka Skola R. Boskovi¢a, Vinkovci, Gimnazija M.A. Reljkovica
iz. Vinkovaca, Gimnazija Metkovi¢, Gimnazija Pula, Osnovna skola F. K.
Frankopana iz Osijeka, Osnovna Skola M. Gubeca iz Zagreba, Osnovna Skola
Skalice iz Splita, Osnovna Skola Mejasi iz Splita, Osnovna 8kola S. Budinié¢a
iz. Zadra, Osnovna Skola Vidikovac iz Pule sa svojim nastavnicima i 1200
ucenika.

Godine 2019. organizirao je Znanstveno-struéni skup s medunarodnim
sudjelovanjem: Van Hieleova teorija uw matematickom obrazovanju (Van
Hiele Theory in Mathematical Education) na Sveuéilistu u Zadru.

Realizirao je projekt (2021.-2022. godina) Matematicki edukator za os-
novne i srednje Skole kao $to realizira Matematicki edukator za osnovne i
srednje Skole 2021.-2026. U projektu je 100-tinjak hrvatskih gkola s 300-
tinjak nastavnika i viSe tisuéa ucenika.

U slobodnom vremenu bavio se i sudenjem rukometnih utakmica. Prvi
je hrvatski medunarodni sudac koji je licencu postigao u Lijepoj Nasoj. Od
1993. do 1999. godine bio je ¢lan tzv. elitne liste sudaca ITHF-a (Interna-
tional handball federation). Sudio je utakmice na Olimpijadi u Atlanti, na 4
svjetska prvenstva, 3 europska, 2 azijska i na mediteranskim igrama. Sudio
je zavr$nu utakmicu japanskog prvenstva, kao i tuniskog. Takoder je sudio 7
zavrsnih utakmica europskih kupova, utakmice na dva svjetska kupa te prvi
europski super kup. Na obiljezavanju 100 godina Sporta u Austriji sudio je
utakmicu izmedu zenskih reprezentacija Austrije i Svijeta. Ukupno je sudio
na vige od 250 medunarodnih utakmica.

Odlikovan je Spomenicom Domovinskog rata 1990.-1992., odli¢jem Reda
hrvatskog pletera i dobitnik je Drzavne nagrade Ivan Filipovi¢ za godinu
2015.
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