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A kommunikacids grafok és a fekete-fehér SAT probléma kozti 6ssze-

flggések vizsgalata

Absztrakt

Ebben a cikkben a kommunikacids grafok és a fekete-fehér SAT probléma kozotti 6sszefliggéseket
vizsgalom. A kommunikacids grafok olyan specidlis hurokélmentes iranyitott grafok, amelyeknek csu-
csai logikai valtozok, az élei pedig a kommunikaciot reprezentaljak. llyen tipusu grafokkal lehet tob-
bek kozott vezeték nélkili szenzorhaldézatokat is modellezni.

A cikkben bemutatom a fekete-fehér SAT problémat. A fekete-fehér SAT problémak olyan logikai
formulak, amelyek majdnem kielégithetetlenek, csak két megoldasuk van, az ugynevezett fehér hoz-
zarendelés, ahol minden valtozd igaz, és a fekete hozzarendelés, amelyben minden valtozé hamis. A
fekete-fehér SAT problémak ekvivalensek az olyan konjunktiv normalformaban Iévé logikai formuldk-
kal, amelyekben minden klézban pozitiv és negativ literalok vegyesen szerepelnek (példaul ilyen 3-
SAT klézok a -++, --+), de sem a fehér kléz, amelyben minden literdl pozitiv, sem a fekete kl6z, amely-
ben minden literdl negativ, nem vezethet6 le. Tovabba ismertetem, és hatékonysag szempontjabdl
elemzem a kommunikacids grafok kilénbo6zé logikai modelljeit (Erés modell, Balatonboglar modell,
Egyszer(sitett BB modell, Gyenge modell).

Kulcsszavak: fekete-fehér SAT probléma, kommunikdciés graf, Erés modell, Gyenge modell, Balaton-

boglar modell, Egyszerdsitett Balatonboglar modell
Investigation of the relationship between communication graphs and the black and white sat

In this article, | examine the relationships between communication graphs and the black-and-
white SAT problem. Communication graphs are special loop-free directed graphs whose vertices are
logical variables and whose edges represent communication. These types of graphs can be used to

model wireless sensor networks (WSNs), among other things.
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| present the black-and-white SAT problem. Black-and-white SAT problems are logical formu-
las that are almost unsatisfiable, they have only two solutions, the so-called white assignment, where
all variables are true, and the black assignment, in which all variables are false. Black-and-white SAT
problems are equivalent to logical formulas in a conjunctive normal form in which positive and nega-
tive literals are mixed in each clause (e.g., such 3-SAT clauses are - ++, - +), but not the white clause in
which all literals are positive, nor the black clause in which all literals are negative cannot be dedu-
ced. | also describe and analyze the different logical models of communication graphs (Strong model,
Balatonboglar model, Simplified BB model, Weak model) in terms of efficiency.
Keywords: black-and-white SAT problem, communication graph, Strong model, Weak model, Bala-

tonbogldr model, Simplified Balatonboglar model
1. Bevezetés

A napjainkban népszer( loT (Internet of Things) szorosan kapcsolédik a vezeték nélkili szenzorha-
|6zatokhoz, hiszen haldzatba kotott ,,intelligens” eszk6zoket hasznal, amelyekben beépitett érzékel 6k
és szenzorok képesek adatokat gy(jteni.

A vezeték nélkiili szenzorhaldzatok (Wireless Sensor Networks — WSNs) Uj alkalmazasokat tesznek
lehet6vé, tovabba az alacsony készilék-bonyolultsag és az alacsony energiafogyasztds (azaz a hosszu
haldzati élettartam) kovetelménye miatt meg kell talalni a megfelelS egyensulyt a kommunikacié és a
jel/adatfeldolgozas képességei kozott. Ezen héaldzatokat szamos terlileten lehet alkalmazni, ilyen pél-
ddul a szeizmikus tevékenységek, az akusztikus és radarjelek monitorozasa.

A szenzorok a halézat csomdpontjainak tekinthet6k. A szenzorok képesek informacidfeldolgozas-
ra, valamint vezeték nélkili kommunikaciéra. (Akyildiz és Su, 2002; Bharathidasan és Ponduru; Bird

és Kusper, 2014; Bolic et al., 2018)

13. abra Szenzorok elhelyezkedése

O QO

Determinisztikus elhelyezés Véletlenszerii elhelyezés

Forrds: sajat szerkesztés
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Ahogy az 1. dbran is lathatd a szenzorok elhelyezése torténhet determinisztikusan vagy véletlen-
szerlen. A szenzor elhelyezkedését nagymértékben befolydsoljak az adott terilet vagy épiilet tulaj-
donsagai. Tovabbi fontos jellemz6jlik ezen haldzatoknak a csomdpontok tipusai.

Megkiilonboztetlink heterogén és homogén szenzorokbél allé haldzatokat (2. és 3. dbra). Az olyan
elényok mellett, mint az alacsony energiafelhasznalas vagy a kénnyd és olcsé telepithetség mellett
szamos hatranya is van. El6fordulhatnak energiaellatasi problémak, kommunikaciés zavarok, hardwa-
re-es hibak, de esetleges rosszindulatu tdmadasok is. Ezek nagyban befolydsoljdk a haldzat hibatliré
képességét. (Akyildiz és Su, 2002; Bharathidasan és Ponduru, 2002; Bird és Kusper, 2014; Bolic et al.,
2018)

2. dbra Heterogén szenzorokbdl all6 halézat

Node reprezentacié Kommunikéciés graf

Forrds: sajat szerkesztés

3. abra Homogén szenzorokbal all6 halézat

Node reprezentacio Kommunikacids graf

Forrds: sajat szerkesztés

Napjainkban a legintenzivebben kutatott terilet a szenzorok elhelyezésének optimalizalasa, a ha-
tékonyabb energiafelhasznalds, kommunikacié és a megfeleld szintl hibatliré képesség biztositasa-
nak érdekében.

A kovetkezSkben roviden bemutatdsra kerilnek olyan informaciok, amik kés6bb nélkiilozhetetle-

nek lesznek a modellek megértéséhez.
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1.1 SAT probléma

SAT probléma alatt a konjunktiv normalformaban (CNF) szerepld formulak logikai kielégithet&sé-
gét (Satisfiability) értjik. A SAT az egyik legtébbet kutatott NP-teljes probléma (KUsper et al., 2020b)
a szamitastechnika szamos teriletén. Valamely 0-rend( logikai formula valtozéihoz olyan hozzaren-
delést keresilink, amely mellett a formula igaz.

A SAT formulakat DIMACS CNF fajlformatumban szokas az algoritmusok bemeneteként megadni.
Ezek azért hasznosak, mert kilonb6z6 SAT solverek-ek futasi idejét tudjuk tesztelni vellk. Ebben az
esetben a literalok pozitiv vagy negativ egész szamként vannak jeldlve. A bemenet minden egyes sora
egy kloznak felel meg, amely sor végére nulla kerul.

Ha SAT problémardl beszéllink, akkor a formula specialisan konjunktiv normal formaban van.
1. egyenlet Konjunktiv normalforma

(mx1 VX2V x3) A(=x2V X3V x4) A(=X3V X1V X4)

llyenkor a formulank csak az A, V és - operatorokat tartalmazza (1.egyenlet). Mint emlitettem a
SAT probléma NP-teljes probléma, azaz minden NP-nehéz probléma visszavezethetd effektiven SAT
problémara.

A 1. egyenletben lathaté példara visszatérve, a konjunktiv normal formaban 1évé kifejezés estén a

DIMACS CNF a kovetkez6:

F = (-‘X1 VxV X3) N (—'Xz VXx3V X4) A (—-x3Vx1 VX4)

DIMACS CNF:
¢ komment
pcnfd3
-1230
-2340
1-340

A SAT problémanak kiilénb6z6 tipusai vannak. A 2-SAT (2-kielégithetGség) a SAT probléma egy
korlatozdsa, ekkor minden tag pontosan két literdlt tartalmaz. A SAT NP-teljes probléma mivel nincs
ismert, hatékony megoldas ra. Viszont NP teljes problémardl csak k > 3 esetben beszéliink. A 2-SAT
azonban hatékonyan megoldhaté az O(n + m), ahol n a valtozék szama és m a kldézok szama. A 3-SAT
szintén a SAT egy korlatozdsa, ahol minden tag pontosan 3 literdlt tartalmaz. (Cook, 1971, Davis et al.,

1962; Biere et al., 2009)
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1.2 Halézat kommunikacids grafja

Kommunikacids graf alatt egy iranyitott grafot értiink. Ds = (S; E¢), ahol Ec € SxS. Egy (xi, X;) € Ec él
azt jelenti, hogy Ds-ben az x; csomdpontbdl az xi-be Gzenetet lehet kiildeni. Azaz x; lizenetet kiildhet
xj-nek, ha xj-nek x; az atviteli tartomanydban van. Homogén szenzorok esetén a Ds graf szimmetrikus,
ennek megfelelen a Ds= (S; Ec) egyenértékii egy egyszer(i irdnyitatlan Gs= (S; Ec) graffal.

Ebben a modellben a kommunikaciét logikai implikacidéval definidljuk. Ha az x; érzékelS képes
Gzenetet kildeni az x, és az x; érzékel6knek egyarant, akkor a modell:

(x1 D x2) A (X1 D x3).

Felhasznalva az el6z6leg bemutatottakat, ennek a modellnek a konjunktiv normal formaja:

(=x1 V x2) A (=X1 V X3).
1.3 Fekete-Fehér SAT probléma

A Fekete-fehér SAT probléma, annyiban kiilonbozik a SAT problématdl, hogy ez a logikai formula
majdnem kielégithetetlen. A SAT-probléma akkor és csak akkor fekete-fehér SAT-probléma, ha csak
két megolddsa van: a fekete hozzarendelés, ahol minden valtozé hamis, és a fehér hozzarendelés,
ahol minden valtozé igaz. Ekkor a fehér hozzarendelésnél minden valtozé igaz, mig a masik esetben
minden valtozé hamis. Ezek a SAT problémak ekvivalensek az olyan logikai KNF formulakkal, ahol
minden klézban pontosan egy pozitiv és egy negativ literdl van. Azaz minden kléz binaris, de sem a

fehér, sem a fekete kl6z nem vezethet6 le beldle. (Biré és Kusper, 2018)
1.4 Altaldnos reprezentacié

A 2.egyenletben lathatd az altalanos formula, ami egy modellbél (M) és a megszoritds negaltjabdl

all (-C).
2. egyenlet Altalanos formula
MA-C
Egy iranyitatlan grafot at tudunk forditani SAT problémdva. Ekkor a modell minden esetben valto-
zik, de a megszoritas ugyanaz marad. Esetliinkben a megszoritds egy kérdésnek fog megfelelni: ez
pedig az, hogy ,,Minden csomdpont tud a mdsikkal kommunikdlini?”. (Biré és Kusper, 2018)

A kovetkezd példaban arra a kérdésre adunk valaszt, hogy az aldbbi abrdn lathaté a, b, ¢ csucsok

tudnak-e egymassal kommunikalni. Ekkor a megszoritas (C) a 3. egyenletben lathato.
3. egyenlet A KNF-re hozott alak

(~-avb)A(-bVva)A(-aVc)A(-cVa)A(-bVc)A(-cVb)
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A megszoritas negaltja (-C) egyszer(sitések utan a kévetkezé: (-aV-b Vv -c)A(aVbVc).lttazel-
s6 kldz a fekete hozzarendelés, mig a masodik a fehér hozzarendelés.

A modellek és a megszoritas negéltjanak konjunkcidjanak lehetséges kimenetei:

a. Az eredmény UNSAT, vagyis kielégithetetlen. Ekkor az eredeti kérdéslinkre a valasz igen
lesz, ami azt jelenti, hogy a modell megfelel a kévetelményeknek. A kommunikacids graf
er8sen Osszefliggd.

b. Ha pedig SAT, vagyis kielégithetS, akkor nem lesz a valasz a kérdésre, tehat a modell nem

felel meg a kovetelményeknek. A kommunikdcids graf nem 6sszefliggd.

2. Modellek

Kutatdsom soran 4 modell vizsgalatdban vettem részt, amiket hatékonysaguk alapjan vizsgaltam,

és hasonlitottam 6ssze.
2.1 Er6s modell

Az elsé ilyen az erés modell volt. A logikdban egy iranyitott graf élét a kbvetkez6képpen abrazol-
hatjuk a = b. Tehat implikaciét kell hasznalni, vagyis (a = b), tehat az a - b él abrazolhatd binaris
klozzal: (a = b) A (a = c), amely ekvivalens kettd 2-kldzzal (-a V b) A(-a V c).

Ezt hivjuk irdnyitott grafok erds modelljének (Strong Model - SM). Legyen D=(V, E) egy kommuni-
kacids graf, ahol V a D csucsainak halmaza, E pedig D éleinek halmaza. Ekkor D er6s modelljét SM-el

jeloljuk, és a kovetkezSképpen definidljuk: SM := {{-a, b} | (a, b) € E}. (Kusper et al., 2020a)
2.2 Balatonboglar (BB) modell

Masodik modelliink, a Balatonboglar modell azt a trikkot hasznalja, hogy az egyes ciklusok detek-
talasa helyett minden utbdl generdl egy a - b - ¢ kdvetkezd 3-kldz: (-a V =b V c), amely negativ-
negativ-pozitiv (NNP) alaku kléz, még akkor is, ha nincs olyan ciklus, amely tartalmazza az a és b csu-
csokat. Ez az egyszerUsités lehetévé teszi a 3-SAT probléma gyors generalasat iranyitott grafbdl, és a
SAT példany fekete-fehér 3-SAT lesz, ha a bemenetre az irdnyitott graf ersen 0sszefliggs. Masrészt

ez sok felesleges klézt generadl, a klézok 99,99% felesleges. (Kusper et al., 2020a, 2020b)
2.3 Egyszer(sitett Balatonboglar modell

A fent emlitett probléma leklizdése érdekében mutatom be az EgyszerUsitett Balatonboglar mo-
dellt (Simplified Balatonbogldr model — SBB). Ebben a modellben létrehozzuk a graf er6sen 6sszeflig-

g6 osszeteviit. Minden komponenshez létrehozunk egy ciklust, amely tartalmazza az 6sszetevs 6s--
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szes csomopontjat. Ezutdn minden ilyen ciklushoz NNP klézt generdlunk. Példaul az (ni, ny, ..., Nk)
ciklushoz el@allitjuk az {{-n1, =n3, n3}, ..., {~nk, —=n1, N2}}.

Miutan bemutattuk a nagy ciklusokat és a k6zottik 1évé kapcsolatokat, tordlhetjiik azokat az éle-
ket, amelyek felépitik 6ket, és az ellenkez6ket is. Az élek tobbi része ,belsS él”, amelyek ciklusokat
alkothatnak, ugynevezett ,belsé ciklusokat”. Egyenként egy NNP klézzal képviseljik Gket, igy a pozitiv
literalnak szomszédos csomdpontnak kell lennie az egyik negativ nagy ciklusan. Ezutan t6roljik azt az
élt, amelyet negativ literalok képviselnek, és annak ellentétét. Addig tessziik ezt, amig nem marad

belsd ciklusunk. (Kusper et al., 2020a, 2020b)
2.4 Gyenge modell

Az utolsé modellliink a Gyenge modell (Weak modell — WM). Az 6tlet a kdvetkezS: Ha egy graf két
élt tartalmaz: a—>b, és a->c, akkor ezeket a kovetkez6 képlettel abrdzolhatjuk: (a = b) V (a = ),
amely egyenértékl egy 3-kldzzal (-a V b V c). Tovabba a graf ciklusait is képviselnink kell. Ha a;
a;> -+ = an = a1 egy ciklus by, by, ..., bm, kilépési pontokkal, akkor ezt a ciklust a kdvetkezé kldzzal

lehet dbrazolni: (~a1V-a; V---V-a, Vb1 Vb,V:--Vbpn). (Kusper et al., 2020a, 2020b)
2.5 Kiilonb6z6 modellek 6sszehasonlitasa

Az kiilonb6z6 modellek 6sszehasonlitasat a kbvetkezé példan keresztiil szeretném szemléltetni.

4. abra Egy er6sen 6sszefiiggo graf 4 csuccsal és 6 korrel

Legyen adott a 4. dbran lathatd erésen Osszefliggd graf, amely négy csucsbdl és nyolc élbdl al.

Mivel a graf 8 élt tartalmaz igy az er6s modell 8 darab 2 hosszusagu kldzbdl fog felépilni.

SM = {{_'al b}r {_'al C}I {_'bl a}; {_'bl c}l {_'bl d}l {_'Cl a}r {_'cl d}; {_'dl a}}

A gyenge modellnél az elsé 4 kléz a csucsok reprezentacidja, a tobbi 5 kléz pedig a koroket repre-
zentalja. A korok reprezentalasanal negativ literalokkal jeldljik a koron belili csicsokat, és pozitivok-

kal a lehetséges kilépési pontokat.
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Wwm = {{-a, b, ch, {-b, a, c, d}, {-c, a, d}, {~d, a},
{-a, -b, ¢, d}, {-a, -b, -c, d}, {-a, -¢, b, d},
{-a, -=b, -d, c}, {-a, ¢, -d, b}}

Nézzlink meg egy-egy kldzt részletesebben. Az elsé legyen a b csUcshoz tartozd reprezentacio:

{-b, a, c, d}.

A -b mutatja, hogy melyik cstcsrél van sz, az a, ¢, d pedig azt, hogy a b csucsbdl ebbe a harom
csucsba vezet kimené él.

Most pedig nézziink meg egy kort reprezentalé klozt, példaul a kdvetkez6t:

{-a, -b, -d, c}.

A negativ literdlok reprezentdljdk az adott kort: -a, -b, -d, a pozitivak pedig, esetlinkben csak a c,

azokat a csucsokat, amelyekbe az adott korbél el lehet jutni.

Mint a gyenge modellnél, a Balatonboglar modellben is az els6 4 kldoz a csucsok reprezentacidja,
annyi kiilonbséggel, hogy itt maximum két cstcsot vehetiink figyelembe. Ha van egy olyan csucs,
amelynek 10 kimen6 éle van (10 kozvetlen szomszédja), akkor ezek kozil tetsz6legesen valaszhatunk
kett6t, a tobbit nem taroljuk. A Balatonboglar modell 3-SAT probléma, tehat csak ketté és harom

hosszusagu klézokbdl allhat.

BB ={{-a, b, c}, {-b, ¢, d}, {-c, a, d}, {-d, a},
{-a, -b, c}, {-a, -b, d}, {-a, -c, b}, {-a, —¢, d},
{-b, —c, a}, {-b, =¢c, d}, {-b, =d, a}, {-c, =d, a},
{~d, -a, b}, {~d, -a, c}}

Az Egyszer(sitett Balatonboglar modellnél a csucsok reprezentacidja ugyanaz lesz, mint a Bala-
tonbogldr modellnél, de a korok reprezentalasanal a klézok fele kiesik, csak egy kilépési pontot ve-

szlink mar figyelembe.
SBB = {{_'ar br C}I {_'bl C, d}l {_'Cl a, d}l {_'dr a};

{_|al _‘bl C}l {_'b/ -C, d}l {"C, _'dl a}l
{_'dr -a, b}r {_‘al -C, d}}
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3. Osszefoglalés

Ebben a cikkben ismertettem és elemeztem a kommunikacios grafok és a fekete-fehér SAT prob-
lémadk kozotti osszefliggéseket. Célom ezzel az volt, hogy rdvildgitsak az egyes modellek kozotti ki-
|6nbségekre, illetve, hogy a modellek segitségével mennyire hatékonyan reprezentalhatdk ezen prob-
[émak.

Az elemzések soran kiderilt, hogy az erds és a gyenge modellek kdzott 1évs Balatonboglar és az
Egyszer(sitett Balatonbogldr modell koziil a Balatonboglar modell redundansabban irja le a problé-
mat, mint az Egyszerdsitett Balatonboglar modell, ezért a tobbi modellhez képest hatékonysaga el-
hanyagolhaté. Tovabba ravilagitottam arra, modelleknek van egy kozos tulajdonsaga, mégpedig az,
hogy egy erésen Osszefliggd iranyitott graf modellje fekete-fehér SAT probléma.

A tovabbiakban célom a bemutatott 4 modell koziil a gyenge modell tovabbi tulajdonsagainak

vizsgalata, tobbek k6zott a minimalis UNSAT magjanak meghatarozasa.
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