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Absztrakt: Fúrási folyamatok során előre nem várt, öngerjesztett rezgések léphetnek fel, melyek a fúrófej-talaj kölcsönhatásá-
hoz, illetve a rendszer nagy szerkezeti rugalmasságához köthetők. Ezen regések a fúrófej és a fúrószár károsodásához vezetnek.
Jelen tanulmány célja a fúrási folyamat stabilitásának vizsgálata, egy ekvivalens marási mechanikai modellre támaszkodva,
a fúrófejre ható axiális és torziós terhelés figyelembevételével. A mechanikai modellben a rendszer hajlítórezgéseit vesszük
figyelembe, ahol a szerszámra ható nyomóerő, illetve csavarónyomaték hatása a fúrórendszer laterális merevségváltozásán ke-
resztül jelenik meg. A tanulmány bemutatja, hogy a szokásos stabilitási térképekhez képest milyen módon változik meg, hogyan
csökken a stabil paraméter tartomány.

Kulcsszavak: fúrás, regeneratív hatás, időkésés, merevségváltozás

1. MOTIVÁCIÓ

Napjaink olaj- és gázipara egyre nagyobb hangsúlyt fektet a kitermelési folyamat matematikai modellezésére.
Mélyfúrás esetén számos dinamikai hatás éri mind a fúrófejet, mind pedig a fúrószárat, melyek modellezése se-
gíthet a szerkezetet érő káros hatások elkerülésében. Ilyen káros hatás az öngerjesztett rezgések megjelenése,
melyeknek számos oka lehet: a torziós rezgésekhez kapcsoló akadozó csúszás [1, 2, 3], a fúrófej-talaj kölcsönha-
tás [4] és a különösen nagy szerkezeti rugalmasság [5, 6]. Ezen dinamikai hatások gyakran meglehetősen drága
fúrófej károsodáshoz vezethetnek.

A fúrófej-talaj kölcsönhatásának leírására létrehozható egy a marással, mint forgácsolási folyamattal ekvivalens
mechanikai modell, amely alkalmas a rendszer dinamikus stabilitásvesztésének vizsgálatára. A megmunkálási fo-
lyamatok esetében, úgy mint esztergálás, fúrás és marás, megjelenik az úgynevezett felületi regeneratív hatás. En-
nek oka, hogy vagy a szerszám vagy a munkadarab vagy mindkettő rugalmas, így a leválasztott forgács vastagsága
változik a szerszám és a munkadarab közti relatív rezgések miatt. A regeneratív hatás mechanikai modellezésével
elsőként Tobias [5] és Tlusty [7] foglalkozott. Ennek megfelelően a szerszám találkozik azzal a felülettel, amit
vagy a munkadarab (esztergálás) vagy pedig a szerszám (fúrás, marás) egy fordulattal korábban megmunkált. Ez
a megmunkált felület így gerjesztésként hat a szerszámra egy bizonyos idő elteltével.

Mélyfúrás esetében a rendszer dinamikáját jelentősen befolyásolják mind a folyamatból adódó hatások, mind
pedig a fúrószár nagy szerkezeti rugalmassága. A gépgyártástechnológiához hasonló módon itt is modellezhető a
regeneratív időkésés, mely a kemény földkéreg eltávolításához köthető. Mélyfúrás esetén azonban torziós, longi-
tudinális és laterális rezgések is megjelenhetnek, amik ugyancsak befolyásolják a rendszer globális dinamikáját.

Jelen tanulmány a a fúrófej és a fúrószár egy szegmense esetén laterális rezgéseinek vizsgálatára tér ki és a
rendszert egy csillapított tömeg-rugó oszcillátorként modellezi. Célunk annak kimutatása, hogy a forgácsolási
erő axiális komponense, illetve a fúrófejre ható csavarónyomaték jelentősen befolyásolja a szóban forgó rendszer
lineáris stabilitását.

A fúrófej, illetve fúrószár együttesét egy homogén, lineárisan rugalmas, prizmatikus befogott rúdként model-
lezzük. A matematikai modellalkotás az Euler-Bernoulli rúdelméleten alapszik és a fúrófejre ható nyomóerőt,
illetve csavarónyomatékot a rúd laterális merevségváltozásán [8, 9] keresztül vesszük figyelembe. Annak érdeké-
ben, hogy pontosabb képet kapjunk a figyelembe vett terhelések hatásáról, két esetet vizsgálunk: konstans terhelés
és változó terhelés. Az utóbbi eset a regeneratív hatással állítható kapcsolatba. Mivel mind a nyomóerő mind pedig
a csavarónyomaték csökkentik a rendszer laterális merevségét és ezzel megváltoztatják a rendszer sajátfrekvenci-
áját, egyfajta destabilizáló hatásról beszélhetünk, ami csökkenti a fúrási folyamat stabil paramétertartományát. A
tanulmány ezen paramétertartományt határozza meg összehasonlítva a szokásos stabilitási térképekkel.
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1. ábra. (a) Fúrófej/fúrószár mechanikai modellje: a vágóélek elhelyezkedése és a forgácsolási erő komponenseinek
orientációja a j-edik élen. (b) A h forgácsvastagság és a b forgácsszélesség definíciója. (c) A regeneratív hatás
szemléltetése.

2. MECHANIKAI MODELLALKOTÁS ÉS ANALÍZIS

Annak érdekében, hogy vizsgálni tudjuk a fúrófej/fúrószár laterális rezgéseit, tekintsünk egy két szabadsági fokú
(2 DoF) mechanikai modellt (lásd 1.(a) ábra). A fúrófejet/fúrószárat befogott rúdként modellezzük és azt feltéte-
lezzük, hogy a rúd szimmetrikus paraméterekkel rendelkezik az x és az y irányokban. Így, a mozgásegyenletben
szereplő modális mátrixok diagonálisak. A rendszer mozgását leíró differenciálegyenlet a következő

Mq̈(t)+Cq̇(t)+Kq(t) = F(t) , (1)

ahol

q(t) =
(

x(t)
y(t)

)
és F(t) =

(
Fx(t)
Fy(t)

)
az általános koordináták és a forgácsolóerő komponensek vektorai, M ,C és K pedig a modális tömeg, csillapítási
és merevségi mátrixok. Az 1.(a) ábra alapján felírható a j-edik vágóélre ható forgácsolóerő x irányú, illetve y
irányú komponense

Fj,x(t) = Fj,r(t)sinϕ j(t)+Fj,t(t)cosϕ j(t) ,

Fj,y(t) = Fj,r(t)cosϕ j(t)−Fj,t(t)sinϕ j(t) ,
(2)

ahol ϕ j(t) = 2πΩt/60+ 2π j/N a j-edik vágóél szöghelyzete, N a vágóélek száma és Ω a fúró fordulatszáma
rpm-ben. A forgácsolóerő Fj,r radiális és Fj,t tangenciális komponensei kifejezhetőek az

Fj,r(t) = Krbhq
j(t) ,

Fj,t(t) = Ktbhq
j(t) ,

(3)

karakterisztikákkal, ahol Kr és Kt a forgácsolóerő paraméterek - melyek különböző forgácsolt anyagra más és más
értéket vesznek fel - b a forgácsszélesség, h a forgácsvastagság és q a forgácsolási erő kitevője [6]. A q kitevő
erős nemlinearitást reprezentál és jelentős szerepet játszik a vágási feltételek meghatározásában, a forgácsolási
folyamat stabil paramétertartományának elérésében.

Modellalkotásunk során azzal a feltételezéssel élünk, hogy a szerszám soha nem veszíti el az érintkezést a
megmunkált felülettel, jelen esetben a talajjal, azaz a pillanatnyi forgácsvastagság h > 0 a folyamat során. A
h forgácsvastagság a szerszám előtolása továbbá jelenlegi és korábbi pozíciója alapján adható meg a következő
összefüggéssel (lásd 1.(b) és (c))

h j(t) = hs +
1

tanκ
[(x(t − τ)− x(t))sinϕ j(t)+(y(t − τ)− y(t))cosϕ j(t))] (4)

ahol hs a vágóélenkénti előtolás és τ = 60/(NΩ). A (3) és (4) egyenleteket behelyettesítve (2)-be és elvégezve a
linearizálást, adódik a regeneratív forgácsolóerő vektor

F(t) = Krbhq
s

(
G1(t)
G2(t)

)
+

qhq−1
s Krb
tanκ

(
Gxx(t) Gxy(t)
Gyx(t) Gyy(t)

)
(q(t − τ)−q(t)) , (5)

amivel az (1) mozgásegyenlet egy periodikus együtthatójú késleltetett differenciálegyenletnek adódik. A G idő-
függő együtthatók az alábbi alakban kereshetőek:



G1(t) =
N

∑
j=1

(
sinϕ j(t)+

Kt

Kr
cosϕ j(t)

)
, (6)

G2(t) =
N

∑
j=1

(
cosϕ j(t)−

Kt

Kr
sinϕ j(t)

)
, (7)

Gxx(t) =
N

∑
j=1

(
sinϕ j(t)+

Kt

Kr
cosϕ j(t)

)
sinϕ j(t) , (8)

Gxy(t) =
N

∑
j=1

(
sinϕ j(t)+

Kt

Kr
cosϕ j(t)

)
cosϕ j(t) , (9)

Gyx(t) =
N

∑
j=1

(
cosϕ j(t)−

Kt

Kr
sinϕ j(t)

)
sinϕ j(t) (10)

és

Gyy(t) =
N

∑
j=1

(
cosϕ j(t)−

Kt

Kr
sinϕ j(t)

)
cosϕ j(t) (11)

melyek τ-periodikusak.

2.1. AXIÁLIS ÉS TORZIÓS TERHELÉSEK FIGYELEMBEVÉTELE

A fúrófejre ható nyomóerő, illetve csavarónyomaték csökkenti a rendszer laterális merevségét és egyúttal módosítja
a sajátfrekvenciákat is. Terhelés tekintetében két esetet vizsgálunk: konstans és időben változó terhelés.

Az Euler-Bernoulli rúdelmélet alapján megadható, hogy egy nyomott és csavart befogott rúd k laterális merev-
sége hogyan változik:

k =−
νF2

a

νFaL+νMt
sin(µL)
cos(νL)

− (2ν2IE −Fa) tan(νL)
, (12)

ahol

µ =
Mt

2IE
, ν =

1
2

√(
Mt

IE

)2

+
4Fa

IE
.

Itt L a fúrófej/fúrószár rúdmodell hossza és IE a hajlítómerevsége. A (12) összefüggés többváltozós Taylor sorral
közelíthető [8], mely a következő alakban adható meg

k = k0 − k1Fa −O(F2
a ,M

2
t ) , (13)

ahol k0 = 3IE/L3 és k1 = 6/(5L). Látható, hogy az Mt csavarónyomaték lineáris közelítésben nem befolyásolja
a rúd oldalirányú merevségének változását, így nincs hatással a rendszer sajátfrekvenciájára sem. Megjegyezzük,
hogy nyomóerő esetében, k = 0 esetet feltételezve, az Euler-féle kritikus erő is jó közelítéssel, 1.3%-os hibával
számítható. A (13) kifejezésben Fa felvehet konstans értéket, de változásának hatása ugyancsak vizsgálható. Így,
a (3) radiális, illetve tangenciális erőkarakterisztikák alapján, az Fj forgácsolóerő axiális komponensének jellege
megadható

Fj,a(t) = Kabhq
j(t) (14)

alakban a vágóélekre vonatkoztatva. Behelyettesítve (4)-et (14)-be, adódik az eredő, időben változó axiális terhe-
lés, mely ugyancsak tartalmazza a regeneratív hatást

Fa(t) = Kabhq
s +

qhq−1
s Kab
tanκ

(
G3(t)
G4(t)

)
(q(t − τ)−q(t)) (15)

ahol

G3(t) =
N

∑
j=1

sinϕ j(t) (16)

és

G4(t) =
N

∑
j=1

cosϕ j(t) . (17)
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2. ábra. A rendszer dimenziótlan laterális merevsége (lásd. (12)), ahol Facr = π2IE/(4L2) a kritikus nyomóerő és
Mtcr = πIE/L a kritikus csavarónyomaték [9].

Itt a G3 és G4 függvények τ-periodikusak, hasonlóan (6)-(11) kifejezésekhez. Az axiális terhelés befolyásolja
a rendszer merevségét, csökkenti a sajátfrekvenciáját. Feltételezzük, hogy a befogott rúdként modellezett fúró-
fej/fúrószár rendszer hengerszimmetrikus, így a merevségi mátrix diagonális és az alábbi alakban adható meg

K =

(
k0 − k1Fa(t) 0

0 k0 − k1Fa(t)

)
. (18)

2.2. LINEÁRIS STABILITÁSVIZSGÁLAT

Annak érdekében, hogy elvégezzük a szóban forgó rendszer stabilitásvizsgálatát, meg kell határoznunk az
egyensúlyi megoldást, ami körül kis mértékben perturbáljuk a rendszert. Ennek megfelelően az (1) mozgásegyenlet
megoldása szétválasztható

q(t) = qP(t)+ ε(t) (19)
alakban, ahol qP(t) a partikuláris vagy stacionárius megoldás amely τ-periodikus, és

ε(t) =
(

ξ (t)
η(t)

)
(20)

a stacionárius megoldás körüli perturbáció. A fúrófej mozgásának qP(t) periodikus stacionárius megoldása meg-
adható, mint a következő kifejezés állandósult megoldása

Mq̈P(t)+Cq̇P(t)+
(

k0 − k1Kabhq
s 0

0 k0 − k1Kabhq
s

)
qP(t) = Krbhq

s

(
G1(t)
G2(t)

)
. (21)

A (21) egyenlet jobb oldalán megjelennek a G1 és G2 függvények, melyek τ periodikusak. Mivel a vágóélek száma
N > 1, ezen periodikus függvények zérus értékűek, így az egyenlet jobb oldalára is zérusvektor adódik. Tehát a
qP(t) zérushoz tart.

A (19) kifejezést behelyettesítve (1), (5) és (15)-be és figyelmen kívül hagyva az ε-ban magasabb fokú tagokat,
az alábbi lineáris variációs mozgásegyenletet kapjuk

Mε̈(t)+Cε̇(t)+
(

k0 − k1Kabhq
s 0

0 k0 − k1Kabhq
s

)
ε(t) =

qhq−1
s Krb
tanκ

(
Gxx(t) Gxy(t)
Gyx(t) Gyy(t)

)
(ε(t − τ)− ε(t)) .

(22)
Vegyük észre, hogy a rendszer merevségi mátrixa elveszítette időfüggését, viszont a b forgácsszélesség függ-
vényében változik. A variációs egyenletet elsőrendű alakra átírva, illetve alkalmazva az úgynevezett szemi-
diszkretizációs eljárást [10], a fúrási folyamat stabil paramétertartománya ennek alapján meghatározható.

3. EREDMÉNYEK

Gépgyártástechnológiában egy adott megmunkálási folyamat stabilitását a b forgácsszélesség és az Ω fordulat-
szám, mint technológiai paraméterek függvényében szokás ábrázolni, így fúrási folyamat esetében is ezt követjük.
Mivel azt feltételezzük, hogy a rendszer hengerszimmetrikus, így a rendszermátrixok diagonálisak. Ezzel, a (13)
kifejezés alapján közvetlenül számítható a rendszer sajátfrekvenciája. Hogyha az Fa nyomóerő zérus vagy kons-
tans értékű, akkor a sajátfrekvencia is konstans értéket vesz fel. Mivel a nyomóerő csökkenti a sajátfrekvenciát,
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3. ábra. A fúrási folyamat dimenziótlan stabil paramétertartománya a stabilitási határokhoz tartozó berezgési frek-
venciákkal. A számítás a következő numerikus értékekkel történt: σ = 0.3 ,Kt = 200×106 N/mq+1, hs = 0.01 m,
L = 2.5 m, κ = 80 deg, β = 80 deg, q = 0.55 és ζ = 0.2.

így konstans terhelés esetén a stabil paramétertartomány csupán eltolódik az Fa = 0 esethez képest, de jellege vál-
tozatlan marad. Ezzel szemben, hogyha Fa változik, a stabilitási diagram jellege is változni fog (lásd 3. ábra alsó
blokk).

A 3. ábrán látható stabilitási diagram esetében b̄ = qhq−1
s Krb/(m f 2

n0 tanκ) a dimenziótlan forgácsszélesség,
ahol m a modális tömeg és fn0 =

√
k0/m/(2π) a rendszer sajátfrekvenciája az Fa = 0 esetre. A korábban beve-

zetett Kt ,Kr és Ka forgácsolóerő paraméterek között bevezethető a Kr = σKt és Ka = σKt tanβ kapcsolat, ahol σ

egy tapasztalati szám. A 3. ábra alsó blokkja szemlélteti a szemi-diszkretizációs [10] eljárással meghatározott di-
menziótlan stabilitási térképet, ahol b̄ lineárisan függ a b forgácsszélességtől. Látható, hogy a rendszer merevsége
csökken a forgácsszélesség növelésével, megváltoztatva a rendszer sajátfrekvenciáját. Így az úgynevezett stabil
Hopf [12] lebenyek jobbra dőlnek, illetve kis mértékben lefelé tolódnak az Fa = 0 esethez képest. Az elérhető
maximális forgácsszélesség tehát nagy mértékben csökken, csökken a stabil paramétertartomány. A Hopf lebe-
nyek mellett perioduskettőző (flip) lencsék [11] is azonosíthatóak (lásd 3. ábra), melyek csupán érintik a Hopf
lebenyeket. Ennek az az oka, hogy míg marásnál - radiális fogásmélységtől függően - vannak olyan élek melyek
nem vesznek részt a forgácsolásban [6], addig fúrás esetében minden él vág.

Amikor a rendszer elveszíti stabilitását, káros rezgések ébredhetnek. A stabilitási határhoz tartozó frekvenciákat
berezgési frekvenciáknak hívjuk. A 3. ábra felső két blokkja szemlélteti ezen frekvenciákat, illetve felharmoni-
kusaikat. A szaggatott vonalak a perioduskettőző (flip) bifurkációra utalnak. A folytonos frekvenciavonalak a



másodlagos-Hopf (Neimark-Sacker) bifurkációt mutatják. Ahol ezen frekvenciavonalak átmetsződnek, ott jelenik
meg a flip bifurkáció [12], mely pontok a stabilitási térkép lencséi segítségével is azonosíthatók.

4. KÖVETKEZTETÉS

Jelen tanulmány az olaj- és gáziparban releváns fúrási folyamatok stabilitásvizsgálatával foglalkozik egy ekviva-
lens marási folyamat modelljén keresztül. A rendszer leírása egy két szabadsági fokú mechanikai modell segít-
ségével történik. Az adott vágóélre ható Fj forgácsolási erő felbontható egy Fj,r radiális, egy Fj,t tangenciális és
egy Fj,a axiális komponensre, amely nyomóerőként hat a fúrófejre. A nyomóterhelés mellett csavarónyomaték is
megjelenhet. A probléma vizsgálható konstans, illetve változó terhelések szempontjából.

Az Euler-Bernoulli rúdelmélet alapján számítható a fúrófej/fúrószár befogott rúdként modellezett rendszer la-
terális merevsége, melyen keresztül a megjelenő axiális és torziós terhelések hatása figyelembe vehető. Mivel
mind a nyomóerő, mind pedig a csavarónyomaték csökkentik a laterális merevséget, így csökken a rendszer saját-
frekvenciája is. Kimutatható azonban, hogy a csavarónyomaték lineáris közelítésben nem befolyásolja a laterális
merevséget.

Stabilitásszámítással megmutatható, hogyha a figyelembe vett nyomóerő konstans, a stabil paramétertartomány
csupán eltolódik, jellege nem változik meg a szokásos, axiális erőt nem figyelembe vevő modell stabil tartomá-
nyához képest. Ezzel szemben, változó axiális terhelés esetén, az úgynevezett stabil lebenyek eltolódnak, illetve
deformálódnak, ezzel csökkentve a stabil tartományt.

A stabilitási határhoz tartozó berezgési frekvenciák és felharmonikusaik rámutatnak arra, hogy a periodusket-
tőző (flip) lencsék milyen módon tűnnek el.

Az eredmények jelentős szerepet játszhatnak fúrási folyamat komplex dinamikájában, különösen ha figyelembe
vesszük mind az axiális, torziós és laterális rezgéseket.
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