MAKKAI MIHALY

Az absztrakt halmazok elmélete fiiggs
tipusos elsérend( logikara alapozva”

I. BEVEZETES

A jelen tanulminy célja, hogy eloszlasson bizonyos alapvetd félreériéseket és tév-
képzeteket, amelyekkel szimos alkalommal taldlkoztam a megalapozasrol folyé vi-
takban, mind kategériaclméleti, mind hagyomanyos logikai kontextusban. A tév-
képzetek koziil a legrosszabb az, hogy a kategériaelmélet és a logika inkompatibilis,
vilasztani kell kozottiik ahhoz, hogy #okerensek maradjunk. (Sajnos ha lecseréljiik
a ,koherens” kifejezést arra, hogy ,,a kizosség szamiara elfogadhaté”, akkor j6val
nehezebb a dolgom.) A Matematika Tipuselméleti Kategoridlis Megalapozdsa cimet vi-
sel6 program (Type-Theoretic Categorical Foundation of Mathematics; TTCFM) els§
szingjének informalis targyaldsaval igyekszem megértetni, hogy a toposzelmélet az
elsd jelentGs 1épés egy globidlisabb, egyeldre félkész megalapozasi rendszer felé,
amelyben a kategériaelmélet és a logika békében megfér egymassal.

Azzal kell kezdenem, hogy vitdba szillok Solomon Feferman nézeteivel a
matematika kategoridlis megalapozdsardl — erre altalinossigban CFM-ként hi-
vatkozunk. Kovetkezzen egy részlet Fefermantdl (Feferman1977, 154), amelyet
Jean-Pierre Marquis tanulmanya nyit6idézetéiil vilasztott (Marquis 2012). (Az
idézet tagoldsa, a szimozas és a kiemelések t6lem szarmaznak.)

A félreériések elkeriilésére hadd ismételjem meg, hogy nem a matematika
jelenlegi halmazelméleti megalapozdsa mellett érvelek. Hanem amellett, hogy
a matematika platonista felfogdsa szerint

(1) barmely kategoridlis megalapozdst meg kell elznie valami olyasminek, mint a
halmazelmélet jelenlegi rendszerei.

Altalanosabban:

(2) ax absztrakt matematika bdarmely felfogdsa mellett a mitvelet és a kollekcid fogalmadr
elsobbség illeti meg.

* A szerz8 Maté Andrds meghivdsira 2013 mérciusiban tartott egy — erfsen technikai —
elGadds-sorozatot az E6tvos Lordnd Tudomédnyegyetem Logika Tanszékén. E tanulmanyt a
Mité tandr tr és az elGaddsok kozonsége altal a targy irdnt tanusitott élénk és behaté érdekls-
dés inspirélta. A tanulmédnyt Maté Andrasnak ajanlom 60. sziiletésnapja alkalmabol.
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A vilaszom réviden annyi, hogy a (2) résszel egyetértek, de (1)-gyel nem. A ,,kol-
lekci6” és a ,miivelet” természetesen alapvetdek; igy (2)-vel nem is vitatkoz-
nék. (1)-gyel viszont nem tudok egyetérteni. Az a sugallt kovetkeztetés, hogy
az absztrakt matematika barmely szisztematikus felfogasat, amelyben els6bb-
séget ¢élvez a kollekcid és a miivelet fogalma, sziikségképpen ,meg kell el6znie
valami olyasminek, mint a halmazelmélet jelenlegi rendszerei”, nincs érvekkel
alatdmasztva, és szerintem nem is helyes. Még ha Feferman tgy taldlja is, hogy
megitélése szerint az irodalomban eddig felvetett kiilonféle kategériaelméleti
megalapozasi rendszerek alapjaul valami olyasmi szolgil, ,,mint a halmazelmélet
jelenlegi rendszerei” vagy annak valtozatai, ebbdl nem kovetkeztethet — és va-
16jaban egyetlen érvet sem hozott fel, ami alapjan kovetkeztethetne — arra, hogy
egy djonnan felvetett megalapozési rendszer, még ha ,kategériaclméletiként”
hirdeti és ezzel gyantba keveri is magat, metafizikai értelemben valami olyasmitdl
fog fiiggeni, mint ,a halmazelmélet jelenlegi rendszerei”. Ha ,,valami olyasmi-
nek, mint a halmazelmélet jelenlegi rendszerei” helyett ,,naiv halmazelmélet”
szerepelt volna az idézetben, akkor nem lenne semmi kifogdsom. Mdés széval:
az a kifogasom, hogy Feferman a naiv halmazelméletet, amely olykor egymas-
nak ellentmondé, de mégis igen termékeny gondolatok egy 1ényegébdl adéddan
nem-rendszerezert komplexuma, azonositja a 1étezd formalizdlt halmazelméletek
kodifikalt rendszereivel.

Még egy bekezdés e tanulminy és a T'TCFM dltalinos kontextusarol.
A TTCFM-projekt lefrdsaban a ,megalapozasi” jelz6 félrevezets. Ugy tekin-
tem, hogy a matematikit a szokdsos értelemben ,,j6l megalapozta” mindaz, ami
az elmilt két évszazadban tortént a matematika szigoritdsdban, a matematikai
logikdban, a halmazelméletben és a kategériaclméletben, és nem 4ll szindé-
komban az igy kialakult matematika sziikebb értelemben vett megalapozdsdr
tokéletesiteni. (LL.ehet, hogy méasképp beszélnék, ha 6sztondijra palyaznék; de
szerencsére kioregedtem az Osztondijpalydzatokbol.) Az absztrakt fogalmak vi-
laga érdekel: a kollekcidk, a miiveletek, az azonossdg, a szamok, a logika, a bizo-
nyitasok, a formalis nyelvek, mindaz, amire akkor gondolunk, amikor a #aiv hal-
maszelméleter emlitjiik; ami megint csak félrevezet§ elnevezés, hiszen valamiért
a ,,halmazra” helyezddik benne minden hangstly. Az a helyzet, hogy ez a ,,naiv
halmazelmélet” — jobb lenne a ,,naiv fogalomelmélet” — matematitai elmélet, ha
a médszerei alapjan itéljiik meg; de ha kozelebbrdl szemiigyre vessziik, a mate-
matika az, ami a (naiv) fogalomelmélet modszereit saszndlja, a matematika foga-
lomelméleti, nem pedig forditva. Ugy vélem, hogy ami Fregével és azutdn tor-
tént a naiv fogalomelméletben — az § egészében véve sikeres (!) kisérlete, hogy
megszabaditsa a ,,naiv” jelz6t6l —, az minden tudoményos vallalkozis kozott a
leglenyiigtz6bbé teszi ezt a targyat. Minél tobbet tudunk meg benne és réla, an-
nal rejtélyesebbé vilik — ,rejtélyessé” abban az értelemben, ahogy a tudomany
dltaldban is rejtélyes. Kar, hogy Platén nem ldthatja ezeket a fejleményeket. O
az, aki a leginkabb értékelni tudnd a fogalomelméletet minden multbeli, jelen-
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kori és taldn jov6beli ember koziil. (V6. mindezt Lawvere 1969 elsd fejezetének
els§ harom bekezdésével; F. V. Lawvere a fentiekkel rokon, de egyszersmind
azoktdl eltér6 nézeteket fogalmaz meg.)

A tanulmiany {6 részében azt az — absztrakt halmaznak nevezett — halmaz-
fogalmat targyalom, amelyre a T'TCFM legalsé szintje épiil. A T TCFM-nek
van végtelen sok mds, ,,magasabb” kollekcidtipusa is; olyanok, amelyek mogozr
nincsenek (absztrakt) halmazok. Az utols6 szakaszban nagyon réviden tdllépek a
halmazokon a kategéridkhoz, #-kategéridkhoz és w-kategéridkhoz. Az w-kate-
goridkhoz egészen mas metafizika tarsul; err6l a montreali Oktoberfesten be-
széltem 2004-ben, ahol Bertrand Russell Logifai atomizmusabdl vettem a nyit6-
idézetemet. Egyszerii szavakkal: itt az absztrakt halmazok atomjai (urelementyer)
eltlinnek, és dtadjak a helyiiket a 1étez6k végtelen és soha véget nem érd, ,,egy-
re atomibb” dsszetevékben torténd elemzésének.

Futélag hadd emlitsem meg, hogy a T'TCFM tiszta valtozatiban csak kollek-
ciok vannak, ezektdl elkiilonitett miiveletek nincsenek.

Az absztrakt halmaz fogalma a naiv halmazelméletbdl szdrmazik, és a 19. sza-
zadban keletkezett, jelesiil Georg Cantor munkdssigiban. A T'TCFM maga-
sabb kollekciétipusait részben bevezeti, részben sugallja (a ,,kategorifikdcié” in-
tuitiv elgondolésaval) a £ategiriaelmélet, amelyet az 1940-es években dolgozott ki
S. Eilenberg és S. Mac Lane. Mara a kategériaelmélet a matematika elfogadott
teriilete lett, és a T'TCEM metaelmélete teljes mértékben felhasznilja. Mégsem
az a helyzet, hogy a T'TCFM magasabb tipusi kollekciéi maguk kategéridk vol-
nanak. Val6jaban a masodik szintt§l kezdve még csak nem is hozzdadott struk-
tardval rendelkezd kategéridk. Példaul egy bikategiria (a fogalom J. Benaboutdl
szarmazik) nem hozzdadott struktdraval rendelkezd kategoria; nincs is magittes
kategoridja.

A TTCFM legf6bb tjdonsiga az azonossdgelmélete, amely a FOLDS-azo-
nossdg togalman alapul. A FOLDS-azonossag felvéltja Gottlob Frege globdlis
azonossagfogalmat (egyenlgségfogalmat), amelyet a (modellelméleti) logikdban
egyetemesen elfogadnak — és igy az axiomatikus halmazelméletben is — az azo-
nossdgyeles elsorendii logika részeként a maga tiszta (alkalmazas-el6tti) formdajaban.
A FOLDS-azonossig része a tiszta FOLLDS-nak is; vagyis a FOLDS-azonos-
sdgot a FOLDS minden alkalmazisa dtveszi a FOLDS altaldnos elméletébdl.
Az azonossig az absztrakt matematika fogalmi apparatusdban alacsonyabbrendi
fogalomként eltorpiil a ,,kollekcié” és a ,,miivelet” mellett — legaldbbis, ahogy
Feferman mondja, ,,valami olyasminek, mint a halmazelmélet jelenlegi rendsze-
rei” a nézGépontjabol. Ezért az ) azonossagelmélet meghkiilonbozreti a T'TCFM-et
»,halmazelmélet jelenlegi rendszereitl” csakigy, mint minden mas elmélettdl
is, amelyr6l cudomasom van.

Fontos leszogezni, hogy a T'TCEM metaelmélete fiigg a standard halmazelmé-
lettsl. Formalizalt valtozata azonban, 1évén explicit és elemi — vagyis elsdrendii —,

22 299

onmagdaban is megdll, barmi ,,6t megel§z6” nélkiil. Egyéltalin nem versengiink
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a standard halmazelmélettel: egy alternativara teszek javaslatot, nem pedig egy
minden mést kizdré megalapozasi sémara. A T'TCFM rendszere, még félkész
forméban is, [ényeges metaclméleti megfontoldsok alapjaul szolgalhat.

II. AZ ABSZTRAKT HALMAZ FOGALMA LAWVERE-NAL

F. William Lawvere a (Lawvere 1976) masodik szakaszdban targyalja az absztraks
halmazokat, és azt, ahogy az (elemi) toposz fogalma lehet6vé teszi az absztrakt
halmazok elméletének matematikai formalizdlasét. Igy ir: ,, Az x absztrakt hal-
maznak olyan elemei vannak, amelyek egyike sem bir barmiféle belsd struktu-
raval”; mis szoval: x ,,urelementek” halmaza a mai halmazelmélet bevett termi-
noldgidja szerint. Az urelementeknek korldtozott szerepe volt a halmazelmélet
kordbbi rendszereiben: jelesiil a ZFC egy korai, E. Zermelo-t6l szirmazé vélto-
zatdban; az NFU-ban, amely W. V. O. Quine New Foundationsének R. Jensen
altal kidolgozott valtozata; és a Kripke—Platek-axiémarendszer J. Barwise-féle
véaltozatiban. De az urelementek mindezekben a rendszerekben egy Fumulativ
struktdra aljan helyezkedtek el, amelyben egy képzeletbeli és tobbé-kevésbé
korlatlanul ismételt bonstrukcior hajrunk végre (Gottlob Frege komprehenzids
elvének formalis vagy informadlis alkalmazédsdval), amelynek eredménye minden
1épésben egy mar hozzaférhet§ entitdsokbdl all6 kollekci6. Ezeknek az entitd-
soknak egy része urelement, amelynek egyaltalin nincs eleme, mds része mar
megkonstrudlt halmaz. Az absztrakt halmazok toposzdban, a toposzokat definidlé
elsérendfi (!) axiomak ,,standard modelljében”, amit az idézett helyen Lawvere
targyal, éppiigy, mint az absztrakt halmazok itt elGadott elméletében, az egyer-
len kollekcidfajta az ,;absztrakt halmaz”: minden halmaz minden eleme urelement.
Misfelsl mindkét elméletben van egy primitiv mitveletfogalom, leképexés az x hal-
mazrél az y halmazra; £ X — Y. A toposz olyan kategdria, amely néhany tovabbi
elsérend axiomat is kielégit. Ezek az axiomdk meglepSen kompakt axioma-
rendszert alkotnak, amely igen gazdag kovetkezményekben.

A témaval most ismerkedd olvasonak érdemes belegondolnia, mennyire meg-
lepd, hogy a matematikat fel lehet épiteni kizardlag az absztrakt halmazok és a
kozottiik értelmezett fiiggvények (leképezések; ezt is primitiv fogalomnak te-
kintjiik) sz{ikos er6forrasaira timaszkodva. Val6jaban a toposzelmélet megéreé-
sének legcélravezet6bb mddja, ha komolyan megkiséreljiik igy felépiteni a ma-
tematikat a kezdetektdl, anélkiil hogy barmilyen el6zetes elképzeléssel élnénk
a toposz-axiomakkal, vagy akar a kategéria-axiomakkal szemben, és gy jutniank
el ezekhez az axiomakhoz, mint amik sziikségszeriiek. Nyilvinval6 terjedelmi
okokbdl az absztrakt halmazok itt kévetkezd targyaldsa nem tudja érzékeltetni,
hogy milyen ¢rds ez az elmélet val6jaban.

Ahelyett, hogy az ,,absztrakt halmazelmélet” targyaldsaban kévetném a (tisz-
tdn) kategoriaclméleti nyelvet, a kovetkezd fejezetben tipuselméleti nyelvet
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fogok haszndlni, amely megmutatja, miképpen szeretném a toposzelméletet
kiterjeszteni a T'TCFM-re. Bar Lawvere célja az volt, hogy bevezesse és ha-
tékonnya tegye a tisztdn kategoridlis nyelvet, tanulmanya szdmos olyan vonat-
koztatdsi pontot tartalmaz, amelyek segitenek az altalunk kovetett tpuselméleri
metafizika kifejtésében.

Lawvere 1976. 119. oldaldnak utols6é két bekezdésében a kovetkezdket ol-
vashatjuk:

Ugy vélem, levonhatjuk azt a kévetkeztetést, hogy

(1) az elsddlegesként felfogott elemviszonybdl kovetkezik az elemviszony globdlis és
abszoltt volta, mig a gyakorlatban az elemviszony lokilis és relativ; (...).

Ezek a megfontolisok elvezetnek ahhoz, hogy bevezessiik a (konstans) absztraks
halmaz kovetkezd ,,megtisztitott” fogalmédt — valgjdban ez az, amit a modern
matematika naiv halmazelméleti gyakorlata hasznal:

(2) Az x absztrakt halmaznak olyan elemei vannak, amelyek egyike sem bir semmiféle
belsd struktirival;

(3) x-nek nincs belsd struktdrja elempdrjainak egyenl@ségén és egyenlétlenségén
kiviil,

(4) és a szamossdgan tul nincs kiilsd tulajdonsdga sem;

(5) egy absztrakt halmaz abban a tekintetben mégis kifinomultabb (kevésbé
absztrakt), mint egy szdmossig, hogy vannak elemei, mig a szimossidgnak nincsenek.
Az ut6bbi sajitossig teszi lehetévé, hogy az absztrakt halmazok timogassdk azokat a
kiilsg relaciokat, amelyeket

(6) leképezésként ismeriink, és amelyek a naiv halmazelmélet masik alapvetd fogalmat
alkotjak (a szimossdgok csak azt a kevésbé kifinomult kiils§ relaciét engednék meg,
hogy az egyik kisebb a mésikndl vagy sem). Igy a ,leképezés” til alapvets ahhoz,
hogy formdlisan definidljuk, bar annyit megjegyziink, hogy egy leképezés kielégiti
a J6l ismert minden-x-hez-van-pontosan-egy-y feltéeele (...). A harmadik fogalom a
(7) leképezések kompozicidja (...).

A kompozicié természetesen

(8) asszociativ, ¢s minden halmazhoz tartozik egy identikus leképezés.

Ugy érzem, e ponton hangot kell adnom a fenntartdsaimnak. Lawvere idézett
cikkében sokszor hivatkozik ,,a (matematikai) gyakorlatra”; mindjart a fenti idé-
zet elején, az (1) sorban is. El kell hatdrolédnom attél, ahogyan Lawvere szem-
beillitja a kategoridlis médszerek és a halmazelméleti médszerek matematitai
gyakorlathan betoltote szerepét [rogton az (1) sorban is]. Az a véleményem, hogy
az ezekben az allitdsokban sugallt kép valdszeriitlen, amennyiben a kategoria-
elméleti médszereket globdlisan fels6bbrendiinek mutatja a halmazelméleti
modszereknél. Fontos hozzatenni a fentiekhez, hogy Lawvere fogalomelméleti
nézeteit nem taldlom kevésbé figyelemre méltonak vagy kevésbé jelentGsnek
csak azért, mert nem értek vele egyet a matematikai gyakorlator illetGen. Az igaz-
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sdg az, hogy a klasszikus matematikai logika utdn William Lawvere gyakorolta a
legnagyobb hatdst a gondolkoddsomra.

A kovetkezSkben néhany lawvere-i fogalom formalizdldsdval adok egy elsd il-
lusztraciot a FOLDS-rél, mind ,tisztatalan”, ,,szintaktikai cukorral” meghintett
formaban, mind pedig ,,tiszta forméjaban”.

El fogok tdvolodni a lawvere-i kontextustdl azzal, hogy explicit médon be-
vezetem a halmazok elemeir. Ezt Lawvere el szeretné Keriilni, hiszen a ,,toposz”
dltala megcélzott fogalmédban a ,,halmaz” ,,elemeit” a ,,halmazba” térténd leké-
pezések képviselik. Szeretném megmutatni a FOLDS flexibilitdsat: nem csak
szigorian kategériaelméleti kontextusokban miikodik.

L. AZ ABSZTRAKT HALMAZOK TIPUSELMELETI FELFOGASA

A kovetkezSképpen értelmezziik az (1) passzust. Az értelmezés eleinte tisztan
grammatikai lesz: annak leirdsa, hogy mit tudunk és mit nem tudunk érze/mesen
mondani. Ezutdn 6vatos metafizikai kalandozdsba kezdiink.

Abban a felfogisban, amely szerint ,,az elemviszony globalis”, egy valtozéval
— mondjuk x-szel — jeloliink egy tetszbleges entitast, egy masikkal — mondjuk
a-val — pedig egy halmazt, és értelmesnek tekintjiik az ,,x € A”, ,,x az a-hoz tar-
tozik” kijelentést. Az ,,x € A” kijelentés igaz vagy hamis lehet aszerint, hogy mi
x és mi a. Szintaktikai (grammatikai) értelemben értelmes negélni a kijelentést,
és azt irni, hogy = x € A; és értelmes korlatozds nélkiil mondatok szerkesztésére
hasznalni ezt a kijelentést a logikai operatorok segitségével.

Misfeldl a ,,loKkdlis és relativ elemviszony” értelmében «, a halmaz, egy adott
vdltozdtipusba tartozik, mig x egy djabb viltoz6, amelyet EI(A) tipusiként det-
lardlunfk: ,,a eleme”; szimbolumokkal: ,,x:EI(A)”. A deklarici6 értelmében az x
véaltozoét csak gy lehet haszndlni, mint ami az ¢ halmaz elemei felett fut. T'ehat
a ,,van olyan x, amelyre »... x...« fennall” azt fogja jelenteni, hogy A-nak van
olyan eleme, amelyre fenndll ,,...”; a ,minden x-re fennall »...x...«” pedig azt,
hogy A minden elemére fenndll ,,...”. Eszrevehetjiik, hogy x tipusa, EI(A), fiiggd
tipus: a tipus maga f#gg az A valtoz6t6l — A-t magéae pedig Set £onstans tipusiként
deklarélt valtozénak tekinthetjiik. Eszrevehetjiik tovabba, hogy az x:E1(A) dek-
lardci6 méar nem kijelentésként funkciondl. Nem tudjuk példaul negilni; gram-
matikdnk nem engedi, hogy -x:EI(A)-t irjunk. Ez felveti a kérdést, hogy milyen
lehetséges hasznalatai vannak az ,,: EI(A)” ,allitdsnak”. A vilasz: a fentebb el-
magyarazott kvantifikaciés kifejezésekben hasznaljuk, minta ,,3x:EI(A) ...” és a
»Vx:El(A) ...” — és semmilyen mas kontextusban.

Elképzelésiink szerint metafizitai értelemben az @ absztrake halmaz x elemei
nem léteznek abszolit értelemben, A-t6l fiiggetleniil. A ,mi az x?”, ,,milyen
tulajdonsdgai vannak x-nek?”, ,milyen reldciokban all x az y-nal?” kérdéseknek
nincs értelme addig, amig nem deklardltuk vagy nem tettiik fel, hogy x A eleme,
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y pedig B eleme valamely ,,adott” A-ra és B-re, amelyeket mar azel6te tekintetbe
vettiink, hogy x-szel és y-nal ezt tettiik volna. Az x entitds csak A elemeként ren-
delkezhet valamely tulajdonsaggal. Magarél A-r6l is csak azutdn mondhatjuk,
hogy rendelkezik barmilyen tulajdonsaggal, miutin mar deklardltuk vagy felis-
mertiik vagy feltettiik, hogy halmaz. Masfel6l ha azt mondjuk, hogy valami igaz
A 6sszes elemére vagy A némely elemére, akkor ennek a valaminek értelmesnek
kell lennie A elemeire, de mas dolgokra nem feltétlentil.

FOLDS-ban ez a fajta relativ egzisztencia lesz altaldnos. Bizonyos entitdsok
(voltaképpen a tobbségiik) egy vagy tobb kordbbi entitdstol fognak fiiggeni (a fen-
tebbi x egyetlen £ordbbi entitistol, A-tdl fiigg). Tulajdonképpen minden entitas
kordbbi entitasok egy szervezett rendszerétll, egy kontextustol fog fiiggeni (amely
»alapesetben” iires is lehet).

Az absztrakt 1étez6knek ez a metafizikdja elsd latdsra kiillonosnek tiinhet,
de fel kell ismerniink, hogy ez egy olyan elgondolds, amelyet a modern abszz-
rakr matematika (a csoportelmélet, a ponthalmaz-topolégia és a ,,magasabb”
matematika sok mds teriilete) Iépten-nyomon hasznil. Ezzel természetesen
nem 4llitjuk, hogy az absztrakt halmazok metafizikdja lenne az egyerlen, amit
a matematika ,,lépten-nyomon” hasznél. Amikor azt mondjuk: ,legyen G egy
feloldhato6 csoport”, gy képzeljiik, hogy G elemei urelementek, és nehézség
nélkiil megértjiik, mit jelent G feloldhatésaga; de ha azt mondjuk: ,,tekintsiik
a (kordbbi) G automorfizmusainak A csoportjat”, akkor A elemei mar nem ure-
lementek. Fontos pont az absztrakt halmazelmélet megértésében, hogy ez az
elmélet tud ilyen entitdsokat kezelni, mint ez az A, mindamellett, hogy egy
absztrakt halmaznak csak urelementek lehetnek az elemei. E kezelni-tudas
ellenére nem éllithatjuk, hogy a matematika gyakorlatiban ¢sa# absztrakt hal-
mazokat faszndlndank!

A matematikai objektumok #pusainat Bertrand Russellt6l szirmazé elgon-
doldsdt mozgoésitottuk. A tipuselmélet eredeti eszméje azzal kivanta elkeriilni
a paradoxonokat, hogy megtiltotta a (sziikségképpen) 1 tipusba tartozé Gjon-
nan konstrudlt objektumoknak, hogy ,,megkérd@jelezhets” reldciokba 1épjenck
a régi tipusok régi objektumaival; olyan reldcidkba, amelyek eredetileg csak a régi
tipus régi objektumaira voltak definidlva. llyen reldcidra maga az elemviszony az
elsddleges példa. Most pedig az kdvetkezik, hogy kiilonb6z§ halmazok elemeit
még egyenldségi relicibba sem hozhatjuk egymadssal. Persze a russelli kontextus-
ban és annak modern viltozataiban — mint az egyszer( tipuselmélet — a kiilonbo-
70 tipusba tartozé elemek egyenlGsége trividlis kérdés, hiszen mondhatjuk azt,
hogy ##lonbizd tipusba tartozé elemek sziikségszertien nem egyenlik. Mas széval:
a globdlis azonossag drtalmatlan feltevés. Nem igy a halmazelméletben — hiszen
nincs kiilon elgondoldsunk arrél, hogy mit jelent két halmaz esetében £ilinbizd-
nek lenni, szemben az egyszer(i tipuselmélet nem-valtozé tipusaival.

Ahogy fentebb megallapitottuk, az idézet (2) része azt mondja ki, hogy min-
den absztrakt halmaz minden eleme urelement.
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A (3) passzus szerint minden egyes ¢ halmazhoz adott egy egyenliséei relacié
- =,, vagy egyszeriien =, ha A-t odaértjiik — gy, hogy A barmely x €s y elemére
értelmes x =, y-t irni. Ez egy #ijelentés, amely lehet igaz vagy hamis, és amelyet
felhaszndlhatunk a logikai operdtorokkal térténd mondatszerkesztés folyamata-
ban. Természetesnek fogjuk taldlni, hogy axidmdnak tekintsiik a =, relaci6 refle-
xivitdsat, szimmetridjat és tranzitivitdsat — réviden azt, hogy ekvivalenciareldcio.
Ez az els6 alkalom, hogy felirjunk néhany formulat és axiomaként felvett kije-
lentést a formdlis elméletiinkben, még ha csak elzetes forméban is.

Reflexivitds: VA:Set . Vx:EI(A) . x =, x.
Szimmetria: VA:Set . Vx,y:EI(A) .x =,y —>y =, x
Tranzitivitds: Az olvaséra bizzuk.

Megragadjuk ezt az alkalmat arra is, hogy szakitsunk ,,a halmazelmélet meg-
levs rendszereinek” mindegyikére jellemzé metafizikaval. A |, szokvanyos” hal-
mazelméletben — legyen az ZF, GB, MK, NF vagy barmely hasonlé rend-
szer, amely globdlis elemviszonyt haszndl — értelmes és f6lottébb ésszerti is az
a és B halmazok egyenldségér gy definidlni, hogy A = B akkor és csak akkor,
ha Vx .x € A <> x € B. Ez a definicié — vagy ha gy tetszik, extenzionalitasi
axiéma — nem hozzaférhet§ az absztrakt halmazelméletben, hiszen a mondat
legalabb két értelemben agrammatikus. Nincs tipusba nem sorolt valtozo; ezért
nem tudjuk leirni azt, hogy ,,Va”. Masfeldl ,,x € A”, vagyis hozzaférhetd megfe-
lelGje, ,,x:El(A) nem alkalmas mondatképzésre: nem hasznélhat6 gy, ahogy az
extenzionalitds bikondiciondlisiban tettiik. Megprébalhatjuk ilyesféleképpen
korrigélni az allitast:
Vx:El(A) . x:EI(B) A Vx:EI(B) . x:EI(A).

Az utébbi megfogalmazis csak tipusba sorolt valtozokat haszndl, de kijelentés-
ként szerepeltet egy olyan viltozédeklaraciér, mint ,,x: EI(B)”, dllitva azt; ez
pedig nem engedélyezett. Végiil megprobilkozhatunk ezzel:

va:EI(A) . 3p:EIB) . x = y A Vy:EI(B) . 3x:El(A) x = y.

Ez azért lesz hibas, mert globdlis egyenliséger haszndl: kiillonboz6 tipusi valtozok —
x ésy—egyenlGségét allitja. Ez a fogalom nem hozzaférhet§ az absztrakt halmaz-
elméletben. Eppen az az absztrakt halmazelmélet legjellemzébb tulajdonséga,
hogy nem haszndlja a fregei globdlis egyenlGséget.

Felteszek egy retorikai kérdést a birdloknak, akiknek & képviselGje Solo-
mon Feferman: még mindig ,,a halmazelmélet meglevd rendszereinek” metafi-
zikdjaban vagyok? A birdlok kétségbe vonhatjik, hogy barmi ésszeriih6z tudnék
kezdeni azutdn, hogy igy megfosztottam magam az extenzionalitdsi axiématol,
és megillapithatjdk, hogy elhagytam a civiliziciot a sivatagi 1ét kedvéért, de azt



MAKKAI MIHALY: AZ ABSZTRAKT HALMAZOK ELMELETE 77

nem tudjidk egyszersmind fenntartani, hogy még mindig annak a civilizaciénak
a szabdlyai szerint élek.

Fontos észben tartanunk, hogy az absztrakt halmazelméletben a halmazok
egyenlGsége (azonossdga) nem definidlhaté extenzionalitdssal. Ez végiil ahhoz
vezet, hogy teljesen lemondunk a halmazokra vonatkozé azonossagrol.

Par sz6 dltaliban a FOLDS-r6l. A tiszta FOLDS-ban nincsenek reldciok,
mint a =, tipusos azonossdg; a reldcidkat tovabbi fiiggd tipusok imitdljdk. Pél-
daul élhetiink a

A:Set. x,y:EI(A) . e Equ(A,x,y)

deklaraciéval. Itt Equ egy 1j fajza (tipusfej), amely bevezeti a helyesen formalt
Equ(A,x,y) tipust, és a fenti valtozédeklaridcié melletr ,,3¢ . T annak felel meg,
hogy ,,x egyenld y-nal”. Az Gjraformuldzdsnak van egy intuitiv (metafizikai) je-
lentése: ¢ taniisitia azt a tényt, hogy x egyenld y-nal.

Késébb, a FOLDS ,,cukrozott” viltozatdban koézvetleniil fogjuk haszndlni az
alkalmazds miiveletét, amelyet a tiszta FOLLDS-ban hasonlé médon tudunk ki-
kiiszobolni egy 1dj fajta és a megfeleld 1) tipusok bevezetésével.

A tiszta FOLDS-ban csupan a kovetkezdk vannak:

(1) ,konzisztensen formalt” fiiggd tipusok;

(2) valtozok, amelyeket ilyen tipustiakként deklardlunk;

(3) kvantorok, amelyek egy deklarilt viltoz6 felett futnak (lisd fentebb

a kvantorok tdrgyaldsat!), és igy ,,a kvantor nem hagy egy viltozét sem
a levegében 16gni” (az ,A:Set . x:EI(4) . Equ(A,x,x)” deklaricié utin nem
irhatom a ,VA . de . 77 kvantifikdlt mondatot, mert ez levegében l6gva
hagyna x-et — a helyes ,,Je. T” formuldban A és x szabad valtoz6, igy a
helytelen ,VA . 3¢ . T” formuldban csak x lenne szabad, ami A-t6l fiigg —;
ezzel szemben azt le szabad irni, hogy ,,Va. 3e. T”, mert ebben egyediil az
A viltozé marad szabad, A pedig nem fiigg x-t6l); és

(4) a T és a L Kkijelentéskonstansok, valamint a szokdsos kijelentéslogikai

konnektivumok; ezek korldtozas nélkiil haszndlhatok.

Ennyi remélhetbleg elég lesz ahhoz, hogy kapjunk egy elsé képet a tiszta
FOLDS - egyszer(i! — szintaxisar6l. Es, ismétlem, a tiszta FOLDS is elég, vagy-
is eléggé tehetd, esetleg a nyelv szignatiirdjanak bévitése arin. A FOLDS-beli
megfogalmazasok esetleges bonyolultsdga a hasznalt szignatirdk bonyolultsaga-
bol ered: azokbdl a szabdlyokbdl, amelyek megadjik, hogyan lehet konzisztens
(grammatikailag helyes) médon fiiggd tipusokat bevezetni a mar deklaralt vél-
tozékkal.

Visszatérve a naiv halmazelmélet néz6pontjara: lathatjuk, hogy a FOL DS sza-
mos ,,halmazt”, kollekci6t haszndl, puszta kollekcidkat is, még ha (olykor igen-
csak) korlatozottan is. Példa erre azon ¢ entitdsok kollekcidja, amelyek tantsit-
jak az ,x =, y” allitdst; egy olyan kollekcid, amely az A, az x €s az y entitdsoktdl
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fiigg. Ezt és a tobbi hasonlét nem nevezziik azonban ,,halmaznak”. A , halmaz”
szot a Set tipusu entitdsokra tartjuk fenn. A FOLDS metafizikdja szdmos kiilon-
b6z§ fajtdba tartoz6 kollekcid és entitds relativ, korlatozott elfogadasit jelenti,
ahol minden egyes entitdst csak egy sajitos fiiggGség deklardlasaval fogadunk
el, és csak behatdrolt helyzetekben hasznilhatjuk ket grammatikailag helye-
sen. Ez igen éles kontrasztban all a halmazelmélettel (osztalyelmélettel), ha agy
tekintjiik, ahogy Gottlob Frege formalizdlta; ez az elsd§ formalizélas, és maig tel-
jesen relevans — az 6sszes tobbi, a jelen viltozattal egyiitt, a paradoxonok Kki-
kiiszobolésére tett kisérlet eredménye! Persze ez a jellegzetesség 6nmagiban
nem a FOLDS tjdonsaga; el§szor a hagyomanyos tipuselméletben tiinik fel.
A FOLDS-ban a kordbbi elméletekhez képest megtobbszoroztiik a kollekcio-
kat; de (tovdbbra is) szigori ellen6rzést gyakorlunk a haszndlatuk felett.

Minden nyilvinvaldsaga ellenére is fontos hangsilyozni azt a tényt, hogy a
FOLDS szemantikdja, pontosabban a kvantorok kiolvasisa, amit a fentebbi
megjegyzések a naiv halmazelmélet részeként vazoltak, természetes médon
alakithat6 at formdlis szemantikdava, amelyet a halmazelmélet valamely elfoga-
dott rendszerében, mondjuk ZFC-ben fogalmazunk meg. A T'TCFM kidol-
gozdsa szempontjabol fontos, hogy a FOLDS szemantikdja adekvit médon
megfogalmazhaté egy toposzban, példdul egy Grothendieck toposzban. Van-
nak formdlis elméleteink a klasszikus FOLDS-ban csakigy, mint az intuicio-
nista FOLLDS-ban, és mindkét viltozathoz van teljességi tételiink (lasd Makkai
1995). A klasszikus verziébdl kovetkezik, hogy egy FOLDS-kijelentés halmaz-
elméleti szemantikan alapul6 bizonyitdsa mindig dtalakithat6 egy olyan formalis
bizonyitdssa, amely teljes egészében a FOLDS formalizmusan beliil marad. Az
intuicionista viltozatb6l hasonlé konklazié kévetkezik az intuicionista halmaz-
elméletre nézve.

IV. AZ ABSZTRAKT HALMAZOK TIPUSELMELETI NYELVENEK
KIDOLGOZASA: A KONKRET KATEGORIASTRUKTURA

Lawvere-idézetiink (4)-es allitdsa nagyon fontos, bar formalizalds hijan 6nma-
giban kissé homadlyos lehet. Tekintsiik az ,A és B szidmossiga megegyezik”
jelentését adottnak ezen a ponton (ez természetesen az ismerds jelentés). (4)
egy metadllitds az elmélet nyelvérdl, és ezt mondja ki: ,,ha az A és a B halmazok
szamossiga megegyezik, akkor B osztozik az A minden grammatikailag helyesen
megfogalmazott tulajdonsagaban. Mas szavakkal: egy ¢/yen P(-) tulajdonsdgra P(A)
akkor és csak akkor, ha P(B). Lawvere allitdsa durvdn az, hogy a halmaz szamos-
saga mindent elmond, amit a halmazrdl dnmagdban el lehet mondani, amennyiben
csak a megfeleld’ nyelvet haszndljuk. Fenntartom, hogy ez az a megallapitds, amely
egy megfeleld formilis nyelv szerkesztését igényli; egy olyan nyelvét, amely ki-
elégiti a (4)-ben implicit kovetelményt. A ,,szokvinyos halmazelméletben” ha
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P(A)-nak azt vilasztjuk, hogy ,,5 eleme A-nak”, A-nak ebben a tulajdonsigidban
nem osztozik az 6sszes tobbi halmaz, amelynek a szimossiga megegyezik A-éval.
Igy a ,,szokvinyos halmazelméletben”, annak hagyomanyos formalis (elsGren-
dii) nyelvével, a (4) allitds nyilvinvaléan hamis lesz. LLawvere nem tudta volna
a (4) allitdst megtenni, ha nem valamiféle megszoritott nyelvben gondolkodott
volna, amely — dgy gondolom — sziikségszertien kizdrja a globdlis egyenlGséget,
és amelyben az absztrakt halmazelmélet kifejtését elképzelte. Lawvere tanulma-
nydban azonban nincs jele annak, hogy megkisérelte volna egy i/yen nyelv kodifi-
kaldsat; és ami azt illeti, LLawvere mas hasonl6 témdji munkaiban sem. Masfelsl,
mivel én éppen egy ilyen nyelvet javaslok, kotelességem vilaszolni a kérdésre,
hogy javaslatom megfelel-e Lawvere elvardsianak. A ,L.awvere imperativusza”
kifejezéssel arra az allitdsra fogok utalni, hogy a kérdésre ,,igen” a vélasz. L.en-
tebb formailisan is kimondom Lawvere imperativuszat, adok rd egy bizonyités-
véazlatot, azutan atfogalmazom egy dltalanosabb és érdekesebb forméba is.

Az (5) passzus azt allitja, hogy lehetetlen a halmazok azonossaginak elméletét
(vagy példaul a csoportokét) a puszta ,,megegyezs szimossag” relaciéra (izomor-
fidra) redukdlni.

Ratérek a maradékra: (6), (7) és (8). Ezek alkotjdk az absztrakt halmazok 4a-
legdriastruktiirdjdt, pontosabban £onkrér kategériastrukedrajac. A legfontosabb 1j
fajta a Map, ami a ,,leképezést” képviseli; arra szolgil, hogy Map(A,B) tipusokat
formaljunk, ahol A és B halmazok (halmazviltozok). A mi absztrakt halmazel-
mélet-valtozatunkban, Lawvere-ét6l eltérGen (nem sugalljuk azt, hogy ,,a mi-
énk jobb”, mint Lawvere-é!), van egy fontos mivelet, app az alkalmazdsra; ha
A:Set, B:Set, fMap(4,B), x:A, akkor app(f,x):B. Van ebben az utolso, ,,cukro-
zott FOLLDS”-ban irt llitdsban némi csalds, hiszen valéjaban egy egzisztencia-
allitdst von maga utdn, nem pedig deklariciét — azt ugyanis, hogy valami, amit
app(f,x)-nek hivunk, /Zrezif a B elemeként. A tiszta-FOLDS kezelés eltavolitja a
csaldst: itt van egy tovabbi fajtank, App, amellyel App(4,B,f,x,y) alakad tipusokat
formalhatunk, ahol A, fés x mint fentebb; tovabba y:B. Intuitive @:App(A,B fx,y)
azt jelenti, hogy « tanusitja a tényt — s6t mi tobb, ofa a ténynek —, hogy y:B nem
mds, mint app(f,x), vagyis f értéke, amikor x-re alkalmazzuk. Természetesen fel-
vessziik azt az egzisztenciaaxiomat, hogy ilyen tand (ok, tény) /rezik:

(Ax1) = VA,B:Set. fMap(A,B) . x:EI(A) . 3y:EI(B) . Fa:App(A,B fx,y) . T.

A + szimbélum az itéletjel, amelyet axiomakra tartunk fenn; a + jelet is fogjuk
hasznalni abban az esetben, ha tételr6l van sz6, olyan allitdsrél, amit bebizonyi-
tottunk kordbban mar kimondott axiomakbdl és tételekbdl (ha vannak ilyenek).
Az els6 kivételével minden univerzalis kvantort elhagytam; a késébbiekben azt
is el fogom hagyni.

Ebben az utols6 példiban megmutatkozik egy nagyon fontos koriilmény,
amelyre nincs magyardzatom; az 0Osszes fontos egzisztenciaaxiomiban, még
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a magasabb dimenzi6ju kategéridk elméletében is, ha helyesen fogalmazzuk
meg, pontosan két egzisztencidlis kvantor szerepel: nem egy, nem hdrom, nem
négy... hanem kett§. (Amikor kordbban csak egy egzisztencidlis kvantorunk
volt, példdul az egyenlGségi axiomakban, akkor negligdltunk bizonyos maga-
sabb dimenzidja hatteret, ami val6jdban ott van.)

Hadd vezessek be egy roviditett jeldlést a legutobbi formulara, amelyet ké-
s6bb tovabbi magyarizat nélkiil utinozni és bgviteni fogok.

(Ax1) - fA—> B.x:A=y:B.aApp(fixy)

Elhagytam azt a deklariciét, amely A-t és B-t halmaz tipusiként vezeti be. El-
hagytam a kvantorokat, az univerzalisakat a ,,=” bal oldaldn, az egzisztencidli-
sakat a jobb oldalon. Leroviditettem az App tipus jel6lését, és elhagytam a ,,T”
kijelentéskonstanst. Ha nincs ,,=”, akkor minden kvantor univerzilis.

Amit ,,cukrozott FOLDS-nak” neveztem, az J. Cartmell nyelve (Cartmell
1986) kvantifikacioval kiegészitve (Cartmellnél nincsenek kvantorok). Ez egy
nagyon /asznos nyelv: nagy kifejezerejt €s intuitiv; mindazondltal alapjaiban
tér el attdl a tiszta metafizikatdl, amelyre a FOLDS épiil. Példaul haszndlhatunk
halmazok kozotti egyenlséget, és ha A = B és f.A—B, akkor B—B, f.B—A, fA-
—A. A cukrozott FOLDS teljes kifejtése rendkiviil bonyolult, mert az egyenld-
ség révén ,minden megengedett”; ldsd Cartmell eredeti cikkét.

A tszta FOLDS metafizikdjanak nézGpontjabdl a hagyoményos értelemben
vett miiveletek (mint ndlunk az app(f,x)) csak egy olyan egyenl&ségfogalom je-
lenlétében teljesen értelmesek, amely szerint azt mondhatjuk, hogy egy miive-
let értéke barmely adott argumentumra egyérze/miien meghatarozott — marpedig
FOLDS-ban az egyenlGség csak nagyon korlitozott esetekben hozzaférhetd.
Nem hozziaférhet§ példaul halmazok szdmdra; igy egy olyan mivelet, amely-
nek az értéke halmaz, nem ,,tiszta FOLDS” miivelet. A miiveletekkel kiegé-
szitett FOLLDS még mindig érdekes a megalapozdsban érdekeltek szdmara: 6k
azt szeretnék tudni, hogy a miiveletek idedlis bévitései-¢ a tiszta FOLDS-nak,
amelyek metaelméleti eszkiziokkel elimindlhardf mint a tiszta FOLDS konzervativ
kiterjesztései. (Az utolsé mondatbeli felvetés David Hilbert metamatematika-
jabdl szarmazik.) Ezzel elérkeztiink a targgyal kapcsolatos kurrens matematikai
problémik teriiletére: oda, hogy van-e 1ényegi ekvivalencia a tiszta FOL DS ki-
fejezések, valamint a naiv halmazelméleti, és ennél fogva konnyebben kezelhe-
t§ fogalmak kozorct.

A FOLDS tovibb is cukrozhatd, és algebrai jelolésekkel frhatunk fx-et,
Ax)-et, vagy akar fx-et app(f,x) helyett.

A gazdasigossag kedvéért roviditéseket fogunk bevezetni FOLDS jélformalt
formuldira, és a logikdban szokasos médon definidlt fogalmaknak nevezziik eze-
ket. Ahogy a szokvanyos logikdban is, fel szabad cserélni a szabad viltozokat
megengedert helyettesitéseikre a definidlt fogalmakban, szimitva arra, hogy érthe-
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tdek maradunk. A korabbiakkal 6sszhangban A, B, C, D Set tipustiként deklaralt
véaltozokat képviselnek. ,,/;/A—B” ugyanaz a tipusdeklarici6, mint ,,AMap(A4,B).”
A kovetkez§ definidlt fogalmak mindegyikében elszor tipusba sorolt valtozék
egy kontextusa szerepel; e valtozok mindegyikér szabadnak kell tekinteni. Az els§
esetében példaul a standard uniform jel6lés valami olyasmi lenne, hogy EQUAL
(A,x,); az x = y, amit ehelyett haszndlunk, drasztikus révidités.

z: Ay A rT=y :=: Je:Equ(A,z,y). T
r: Ay A f: A= B = y=f(zr) :=: Ja:App(A B, f,z,y).T
fitA—>B.g:A— B = f=g = Vr:Avy:B.

(y=fx) =y =g(x))
fitA—=>B.g:B—C.
h:A—=C = h=gf :=Vr:Ay:B,z:C.(z=h(z)+

Jy: B (y=flx)Nz=g(y)))
Ve Ay A (y=fz)ey=m1)
:d9g:B—C,i:A— A j:B— B.
(i=idanj=idgNi=gfANj=fg)
Aiso—to B :=: 3f : A— B.lso(f)

fiA—= A f=ida
f:A—=B = Iso(f)

A fenti definidlt fogalmak jelolésében kozonséges egyenlségjelet haszndltunk: =.
De ez inkdbb csak emlékeztetd egy analégidra, mintsem kozvetlen azonositas a
kozonséges egyenlGségfogalommal. A definidlt x = y kifejezésnek a bal oldalon
szerepld tipusdeklariciok mellett van értelme, és a szabad valtoz6i valéjaban
nem csak x és y, hanem A, x és y. Az a tény, hogy « nem jelenik meg a jelolésben,
komolyabb visszaélés a nyelvvel, mint az = szimbdélum haszndlata. Az .,y = fix)”
kifejezésben A, B, f, x és y a szabad valtozok.,,y = Ax)” nem all el§ helyettesités-
sel valamilyen ,,y = 2”-bél; FOLLDS-ban nincsenek olyan terminusok, mint A(x).

A 3! szimbdlumot a szokdsos médon réviditésként hasznéljuk; barmely tipu-
sos valtozo elé illeszthetjiik. Most pedig tovdbbi axiomékat sorolunk fel.

(Ax2) Az egyenlbség ekvivalenciareldcio:

FapzAd. (x=xA(x=y>yp=x)A((x=yAy=23) > x=23)).
(Ax3) A fiiggvényalkalmazas j6ldefinidlt:
FfASB . xuA . y:B . (x=u Ny =fx) >y =Au)).
(Ax4) A fiiggvényalkalmazas mitveletszeri, az érték egyérrelmiien meghatarozott.
FASB . x A yB . ((y=Ax) Az =flx) >y =2).
(Ax5) A fiiggvényalkalmazas invaridns az egyenlségre:

FASB . x A yzB . ((y=Ax) ANy =2) >z =fAx)).
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(Ax6) Identikus morfizmus létezése:
FT=fA>A.f=1d,
(Ax7) Komponalhaté nyilak kompozicidjanak l1étezése:
+fA>B . gB—C = hA—>C . h=gf.

Az (Ax1)—(AX7) axiomak az absztrakt halmazok minimdlis elméleténef axiomai. Ezt
az elméletet 'T' | . fogja jelolni. 'T' . egy mintatétele az asszociativitdsi tor-

bssmin abssmin

vény; egy lehetséges formdjiban:

- fASB . gB—C . 0D . iA—C . jB—D . kA—D .
(G =gf Nj=hg Nk =hi) = k=jf)

A fentebb megadott informdlis szemantika elegendd kell, hogy legyen az olvasé
szamdra a tétel bizonyitdsdhoz, megmutatva, hogy az kovetkezik az axiomakbdl.
Mégis tgy vélem, megéri a faradsagot, hogy belemenjiink a nyelv formalis sze-
mantikdjanak részleteibe.

Kezdésként tjradefinidljuk L | tipusstrukedrdjat. L. az absztrakt halmazok
kiilonféle lehetséges axiomatikus elméletei — koztiik T . — mdgirr dll6 nyelv.

— A:Set

—A:Set:: x:E1(A)

—A,B:Set :: fMap(A,B)

—A:Set :: x,y:EI(A) : e:Equ(A,x,y)

—A,B:Set :: fMap(A,B) . x:EI(A) . y:EI(B) : a:App(A,B,f,x,y)

Minden egyes sor egy szabdly arra, hogy hogyan lehet 1] valtozét bevezetni a ko-
rdbban bevezetett valtozokra timaszkodva. Példaul az Equ(A,x,y) tipus, és vele
egyiitt az e:Equ(A,x,y) viltozédeklaricié is akkor és csak akkor helyes gramma-
tikailag, ha A:Set (A egy Set tipust valtozo), és x,y:EI(A) (x és y az EI(A) tipusba
tartoz6 valtozok). Megfigyelhetjiik, hogy a viltozéismétlést tartalmazo

A:Set . x:El(A) . e:Equ(A,x,x)
A:Set . :Map(4,4)

deklaraciok helyesek, hiszen kovetik a szabalyokat.
A (j6lformalt) formuldk szerkesztési szabdlyait kordbban mar leirtuk dltaliban a
FOLDS-ra.

Az L=L  nyelv halmazelméleti (vagy enszemblista) szemantikdjit megadhat-
juk tgy, hogy a fenti tipus-hozzdrendelési szabédlyokat az L. interpreticidjanak
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specifikdcidjava alakitjuk. Egy L-struktdrit adunk meg; mondjuk M-et. Egy
halmazrendszert kell megadnunk, amely a kovetkez&kbdl all:

— az M(Set) halmazbdl;

— M(Set) (minden) A elemére az M(E1)(A) halmazbdl;

— M(Set)-beli A-ra és B-re az M(Map)(A,B) halmazbdl;

— M(Set)-beli A-ra és M(EI)(A)-beli x, y-ra az M(Equ)(A,x,y) halmazbdl;

— M(Set)-beli A-ra és B-re, valamint M(Map)(A,B)-beli f-re, M(El)(A)-beli

x-re és M(E1)(B)-beli y-ra az M(App)(A,B,f,x,y) halmazbdl.

Az L-struktirdnak ez a leirdsa nyelviink formdlis szemantikdjanak definidldsa-
ra van szabva. Amikor egy formulat kiolvasunk egy M L.-struktiraban, akkor
minden egyes valtozét a megfeleld M-beli tipus egy elemeként olvasunk: pél-
daul egy App(A,B.fx,y) viltozét az M(App)(A,B f,x,y) elemeként, ahol A, B, £,
x és y alkalmas elemek, vagyis A és B az M(Set)-ben van, x az M(EI)(A)-ban,
y pedig az M(EI)(B)-ben. A 3£App(A,B.f,x,y) kvantornak vildgos jelentése van,
amikor M-ben olvassuk ki: azt értjiik rajta, hogy van egy # az M(App)(A,B.f,x,y)
halmazban.
Hadd jegyezzem meg, hogy szinte minden kordbbi irisomban és elGada-
somban egy egyszerisitett szemantikdt haszniltam, amely klasszikus esetben
ekvivalens a fentebb megadottal. Az egyszer(isitett valtozatban az L.-struk-
tara egy Set-értékl funktor egy bizonyos, a nyelvhez tirsitott kateg6riabol.
A FOLDS eredeti kozlésekor, a Makkai 1995 monogrifidban leirok egy ,,csa-
ladi megkozelitést” is a FOLDS-hoz dltaldban; ennek a megfeleld specidlis
esetét alkalmaztuk itt (lasd a 22. és 23. oldalakon az idézett monogrifidban).
Az absztrakt halmazok metafizikdjinak szempontjabdl a ,,csalidi megkozeli-
tés” a taldlébb.
A szokasos m6don beszélhetiink L. egy mondatanak modelljeirdl, egy T elmé-
let modelljeirdl és T egy tételérdl. A fenti szemantikdval nem nehéz igazolni, hogy
az asszociativitdsi torvény tétele T’ . -nek.
T'="T, . egynagyon elemi elmélet. 7"modelljei I€nyegében a konkrét kate-
goridkkal esnek egybe, vagyis egy kis ¢ kategéridval, amelyhez tartozik egy hi
F:C—>Set funktor. Pontosabban: legyen (C,F) egy konkrét kategéria. Definidl-
juk az M L-struktirit a kévetkez8képpen:
— M(Set) = Ob(Q);
— ha A az M(Set)-ben van: M(ED)(A) = F(A);
— ha A és B az M(Set)-ben van: M(Map)(A,B) = {fe Arr(C): fFA—>B};
— ha A az M(Set)-ben van, x és y az M(EI)(A)-ban: M(Equ)(A,x,y) = {J}, ha
x =y, maskor M(Equ)(A,x,y) az tires halmaz;

— ha A és B az M(Set)-ben van, f pedig az M(Map)(A,B)-ben, x az M(EI)
(A)-ban és y az M(EI)(A)-ban, akkor M(App)(A,B.fx,y) = {F}, ha (Ff)x =y,
maskor M(App)(A,B.fx,y) az {ires halmaz.
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Nevezziink egy konkrét kategériabol ilyen médon nyert L-struktirdt konkrét
L-struktirdnak. A kovetkezdk teljesiilnek:
(1) Minden konkrét L-struktira modellje 7-nek.
(i1) Van elég konkrét L.-struktira: barmely L.-ben tett FOLDS-beli kijelentés,
amely minden konkrét L-struktirdban igaz, igaz 7" minden modelljében.
(1) bizonyitdsa kozvetlen verifikdcio; (ii) bizonyitadsdhoz tulajdonsagokat kell
bizonyitani egy tetszéleges M modellre — példaul az asszociativitasi tor-
vényt —, majd végrehajtani egy miiveletet, amelynek része, hogy ekviva-
lenciaosztilyokat képziink az elemekbél és nyilakbol. Igy eljutunk egy
[M] konkrét L-struktirahoz, amely egy nagyon erds értelemben ekviva-
lens M-mel (FOLDS-ekvivalencia); és ennek kovetkeztében: M és [M]
ugyanazokat az [.-mondatokat elégitik ki.

Mostmarkimondhatjuk ésbebizonyithatjuk azt,amitalLawvere-imperativusznak
neveztiink: ,,[egy absztrakt halmaznak] a szdmossagéan til nincs kiils§ tulajdon-

siga.”
Allitas: Lawvere imperativusza Barmely ¢(A) formuldra, amelynek A az egyet-
len szabad Set-viltozdja, a kdvetkezd tétel T | . -ben:

E ((§(A) A A iso-to B) — ¢(B)).
Az allitds egy tételsémaa 'l . elméletben, amennyiben végtelen sok, a ¢ pa-
ramétertdl fiiggd I - -beli tételt mond ki.

Kategoridkban fogalmazva: ha egy konkrét kategéridban egy « objektumnak
van egy, a FOLD L nyelvén kifejezhetd tulajdonsiga, akkor barmely més B ob-
jektum, amely izomorf A-val, rendelkezni fog ugyanezzel a tulajdonsaggal.

Természetes modon a bizonyitdsnak ¢ dsszetettsége szerinti indukcidval kell
torténnie, ami pedig egynél tobb valtozés formuldkkal jar.

Legyen x vdltozdkontextus, vagyis egy véges valtozéhalmaz, amelyet tgy ka-
punk meg, hogy egymds utdn csatoltunk a meglevdekhez a fentebb kimondott
szabdlyok szerint deklarilt valtozékat. Legyen y az x egy diszjunkt izomorf ma-
solata — réviden: mdsolata —, ahol az izomorfizmus egy x-beli x-et az y-beli x-be
képez le. Konstrudljunk a kovetkez6képpen egy 1) /(X,Y) kontextust, amely
az X U Y Kiterjesztése. Minden egyes x-beli Set tipust x-re legyen #(x) egy ]
Map(x,x) tipusi valtozé; és adjunk minden ilyen #(x)-et hozzd X U Y-hoz. Defi-
nidljuk Iso(X,Y)-t a kbvetkezd formulak konjunkcidjaként:

— ha x: Set x-ben van, akkor a formula Iso(z(x));

— ha x,y:Set, f:x—y mind X-ben van, akkor az a formula, amely kimondja, hogy

az alabbi
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x Y
Z'(CU)J ji(y)
v f
z Y

négyzet kommutél; ez a formula a kdvetkezd:

|

Tbx—y .k =i(y) . fAK = fi(x);
— ha x:Set, y:El(x) X-ben van, akkor a u = (i(x))(u) formula.

Allirds: Legyen ¢ egy formula, és X a formula szabad véltozéinak kontextusa.
A fentebb definidlt Iso(X,Y) formuldval a kovetkezd tétel T . -ben:

F (X)) A Iso(X,Y) = ¢(Y).

Tegyiik fel, hogy X és X’ kontextusok, és X részkontextusa X -nek gy, hogy
X’ \X egy egyelemii {#} halmaz. A nyelviinkben megengedett 6tféle viltozédek-
lardcioval 6sszhangban #-nak otfajta tipusa lehet. Az 6todik lehetGség példaul
az, hogy u:App(A,B,fx,y) megfeleléen deklardlt X-beli A, B, f, x és y viltozokra.
Legyen tovabba Y’ az X’ egy mésolata tigy, hogy Y’ kiterjesztése az X kontextus
egy Y masolatidnak. Az /(X",Y’) kontextust konstrudljuk meg tgy, hogy kiterjesz-
tése legyen az /(X,Y) kontextusnak.

Tekintsiik az /(X’,Y’) kontextust. A kovetkezd 4 elemek vannak benne /(X-
,Y)-hoz képest: u és u, és ha u:Set, akkor még egy, az i(u):u—u nyil. Az Iso(X’,Y”)
formula rendelkezésiinkre all az /(X",Y’) kontextusban. frjunk I[s0"(X",Y’) -t a

i(u):u—u . Iso(X’,Y”)

formula helyett, ha #:Set; mdskor pedig legyen Iso’(X’,Y’) ugyanaz, mint
I[so(X")Y’). Az Iso'(X’,Y’)-beli szabad viltozok halmaza mindkét esetben
1(X)Y) O {uu)}.

Lemma: A fenti jelolésekkel a kovetkezd formula (univerzalis lezértja) téeel
ben:

T

abssmin

F Iso(X,Y) = V wt. Ju: 7 Iso" (X, Y).

»:T az u tipusdeklardcidja (fentebb adtunk rd egy példat); # pedig # masolata
Y’-ben.

A lemma azt fejezi ki, hogy az x és y ,,diagramok” barmely fizomorfizmusara
és barmely ,,x-re alapozott” 0 # elemre tudunk taldlni egy # ,,y-ra alapozott” ele-
met Ggy, hogy ki tudjuk terjeszteni fret X' = X U {#}-161 Y’ = Y U {u}-ra képezd
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izomorfizmussa. A kategériaclmélész szdmdra ez trivialitas, kivéve, hogy itt a
»diagram” értelme drnyalatnyit kiilonb6z8 és tigabb, mint a kategériaelmélet-
ben. A lemma bizonyitdsa nem jelent nehézséget; csak a fentebb emlitett ,,6t
esetet” kell kiilonvélasztani.

Az Allitds bizonyitdsa is egyszer(i a lemma felhasznaldsaval.

Az utols6ként kimondott 4llitds figyelemre mélté moédon kiterjeszti ,,L.aw-
vere imperativuszat”, és ennek jelentGsége van a strukturalizmus szempont-
jabdl; ,,Benacerraf imperativuszanak” is nevezhetjiik — lasd (Benacerraf 1965),
(McLarty 1993), (Makkai 1999). Vegyiik a csoport fogalmiat az absztrakt halmaz-
elméletben ugyanannak, ami a fogalom standard adopticidja a kategériaclmélet-
ben: csoport-objektum egy kategoridban. A csoport-objektum egy diagram, amely
a kovetkez8kbdl all: egy G objektumbol — szimunkra ez egy halmaz — egy masik
halmazbdl, a G x G (kategoridlis) szorzatbdl a w, és w:G x G — G projekciok-
kal; az m: G x G — G csoportmiiveletbdl; és az 1 — G egységleképezésbdl (ahol
1 a termindlis objektum, ez az absztrakt halmazelméletben egyelemii halmaz);
ezekkel az adatokkal egyiitt feltételek is adottak, amelyek el§szor is azt speci-
fikaljak, hogy a G x G a projekcidkkal valéban kategoridlis szorzat, 1 pedig egy
egyelemi halmaz, és azutdn — és f6képpen — a szokdsos csoporttorvényeket.
Néz&pontunkbdl az emlitett feltételek egydltalin nem szamitanak: két csoport
izomorfizmusinak fogalma ugyanaz, mint két diagram izomorfizmuséé az Alli-
tdsban, csak két valtozofajta szerepel benniik, a halmaz tipustak és a nyil tipu-
sdak. A végeredmény az, hogy egy csoport minden olyan tulajdonsiga, amely
kifejezhetd az absztrake halmazok ddrmely T FOLDS elméletében, (de) az adorr
L. nyeloben, és teljesiti azt a minimadlis feltételt, hogy 7 kiterjesztése T nek,
invarians a csoportizomorfizmusokra.

abssmin

V. TOVABBI MEGFONTOLASOK A HALMAZOKROL;
TUL A HALMAZOKON

Azt, ahogy az el6z8 szakaszokban bemutattuk az absztrakt halmazelméletet,
az elmélet tisztdn analitikus részének nevezhetjiik. Vannak tovdbbi, szinteti-
kus természetli megfontoldsok is: itéletek absztrakt halmazok 1étezésérdl, és
dltalanosabban: absztrakt struktirdk 1étezésérbl, amelyek részint absztrakt hal-
mazokbdl dllnak, részint mds entitdsokbodl, amelyeket a nyelvben el6irt tulaj-
donsigokkal neveziink meg. (Az absztrakt struktirdkat tekinthetjiik realizdlr
kontextusoknak, utalva a vdltozdk kontextusdanak szintaktikai fogalmara. A fentebb
targyalt csoportok példaval szolgdlnak absztrakt struktdrara.) A ZFC halmaz-
1étezési axiomai szintetikus itéletek az elsSrendii axiomatikus halmazelmélet
metafizikdjanak kontextusidban (elsérendd logikdn egyenlGségjeles elsGrendi
logikat értek a szokasos értelemben). Az aldbbiakban rd fogok mutatni arra, hogy
az absztrakt halmazelmélet analitikus keretei alkalmasak az els6rend@ halmazel-
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méleti itéletek kifejezésére, amennyiben elfogadjuk a regularitisi axiomdr. Ennek
az az oka, hogy lehetséges adekvit médon absztrakt struktirdkként kezelni a
tiszta halmagokat, azokat a halmazokat, amelyekre igaz a regularitdsi axiéma.

Misfelsl a T'TCFM tilmegy az absztrakt halmazelméleten. A halmazlétezés
problémai a tisztahalmaz-elméletben, amelyek a Burali-Forti-paradoxonban 6l-
tenek testet, arra 6sztonoznek benniinket, hogy 1j, kategériaclméleti médon
konstrudljuk meg az absztrakt halmazok 6sszességét mint egy sajdtos kategori-
at, a halmazok kategoridjatr. Bevezetjiik a kategéridk nyelvét, amelyben egyetlen
kiindulé fajta van, a CATEGORY. Az absztrakt kategériaclméletben a (:CA-
TEGORY viltozédeklaracié (€ helyén esetleg masik bettivel) nyit meg min-
den kontextust (vidltozédeklariciés rendszert), ugyanigy, ahogy az absztrakt
halmazelméletben A:SE'T (A helyén esetleg masik betfivel) nyit meg minden
kontextust. Ahogy az absztrakt halmazok nyelve természetes médon elvezetett
a kategoéria fogalmihoz, és azutin a kategéridk nyelvéhez, a kategoridk nyelve
is utat nyit annak, hogy a kategéridk Osszességét a kétdimenzids kategdria sajitos
eseteként tekintsiik, a kategoridk kétdimenzids kategoridjaként. Ebben a halmazok
kategoridja sajatos alapvet§ objektumként jelenik meg, amelyet bizonyos spe-
cifikaciok karakterizdlnak; nincs a fregei abszoltt értelemben egyedileg karak-
terizdlva, hanem csak kategoridlis ekvivalencia erejéig. Ez a fogalom veszi dt a
halmazokrél szélva a ,,megegyezd szimossagi” (,,izomorf”) helyét.

Ahogy a kategéria nem halmaz (nincs mogotte halmaz, mert objektumaira
nem tessziik fel az egyenl@séget), a kétdimenzids kategdria sem kategoria tob-
bé, még csak nem is hozzaadott struktiraval rendelkezd kategoria. Példaul az
1-celldk (nyilak) kompoziciéja nem (szigoriian) asszociativ.

Természetes médon meriil fel ezen a ponton, hogy minden nemnegativ
egész n-re kellene 1éteznie n#-kategéridnak (az # = 0 a halmazok esete) gy, hogy
azx n-karegoridk dssxessége n + 1-karegdria. Es itt felsejlik egy torténet, amely még
korantsem ért véget, mert (érdekes!) matematikai bonyodalmak meriilnek fel.
A toreénetet az hajtja el6re, amit fregei imperativusznak nevezek: érte/mezd a
szintézis folyamatdnak egy kordbbi pontjin bevezetett, viligosan hatdrolt faj-
tdba tartoz6 entitdsok Osszességét — ha sziikséges, egy njfajta Gsszesség specidlis
eseteként. Megjegyzem, hogy az m-kategéridk 6sszessége maga is w-kategoria;
itt az ,,dj” totalitds midr nem egy ujfajta példdnyal!

Ite sziikségesnek tiinik tisztdzni néhdany grammatikai kérdést. Mint az el§z8
szakaszban raimutattunk, az absztrakt halmazok (tébbes szim!) nyelvét lehet egyer-
len konkrér kategoria nyelvének tekinteni. Haszndlhattuk volna ehelyett egyetlen
kategoéria (,,konkrét” nélkiil) FOLDS nyelvét is, és ezen a médon kozelebb is
keriiltiink volna Lawvere szindékdhoz, az (elemi) toposz fogalmdnak bevezeté-
s¢hez. Egyetlen kategéria L tiszta FOLDS-nyelve explicit médon ki van fejt-
ve (Makkai 1998)-ban; szimtalanszor haszniltam is a FOLDS-r6l beszélve. A to-
posz-axiémdk jélformdlt FOLDS-mondatokként jelennek meg L. -ban. Az el6z6
szakaszokban tirgyalt L. | -hez hasonléan L._-nak is 6t ,fajtdja” van, de persze
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ezek a fajtdk nem ugyanazok. A f6 kiilonbség az, hogy L. -ban — csakiigy, mint
Lawvere metafizikdjdban — a kompozicié primitiv. L interpretilhato L. -ben,
és ezt az interpreticiét valdjaban javarészt el is végeztiik az el6z6 szakaszban.
Az emlitett interpretdlhatésidg lényegében ugyanaz, mintha azt mondanénk,
hogy minden konkrét kategéridnak van egy mogottes kategéridja. A kategoridk
(tobbes szam!) nyelve, amelyet az el§z6 bekezdésben emlitettiink, ,,magasabb”
nyelv, amelyben a kategéridk pluralitisa egy vdltozd értéktartomdanydul szolgal.

Az el6z6 bekezdésekben elmondottak igen vizlatosak. Elhallgattam példdul
a ,gyenge” jelz6t a ,,magasabb kategoria” kifejezés mell6l. Ha az olvasé el akarja
helyezni a fentebb elmondottakat a szakirodalom kontextusaban, akkor ki kell
egészitenie ezzel a jelzével az olyan kifejezéseket, mint ,,kétdimenziés katego-
ria”, ,,z-kategéria” stb.

Hadd térjek vissza a tiszta halmazokra. Helyezkedjiink egy (egyenl@ségjeles)
elsérendi halmazelméletbe, mint a ZFC — bar ennek az elméletnek csak egy
kis toredékére van sziikségiink, és ami fontosabb: csak intuicionista logika kell
a gondolatmenethez. Legyen x egy tetszSleges halmaz, és tr({x}) legyen az egye-
lem{ {x} tranzitiv lezartja, vagyis a legsziikebb olyan y halmaz, amely tranzitiv
(# € v € y-bél kovetkezik # € y), és tartalmazza x-et. T'ekintsiik azt az x strukedrat,
amelynek mogottes halmaza tr({x}), kitiintetett benne az x elem, és tartalmazza
a mogottes halmazra korlatozott € relaciét. Ki fog deriilni, hogy /a feltessziik a
regularitdsi axiomdr — amit mostantol megtesziink —, az X[x] = (tr({x});x, € ltr({x}))
struktardk, amelyeket egy tetszbleges (tiszta) x halmaz meghatiroz (a regulari-
tdsi axioma értelmében minden halmaz tiszta) izomorfia erejéig karakterizdlhatok
tisztahalmaz-struktirdkként, azon X = (IXl;x,F) struktarikként, amelyekben £ bi-
naris reldcié x-en, x eleme x-nek, és kielégitik az aldbbi feltételeket:

(1) E tranzitiv: uLoEw-bol kovetkezik uFw;

(2) E jolfundilt: nevezziik x egy # részhalmazat induktivnak, ha barmely

# € X-re abbdl a ténybdl, hogy {v: vEu} részhalmaza A-nak, kovetkezik,
hogy # az A-ban van. A feltétel az, hogy ha A induktiv, akkor A = 1XI;

(3) £ extenziondlis: # = v akkor és csak akkor, ha minden w-re @K« akkor és

csak akkor, ha wFEv;

(4) IX1 az {x} leszallo E-lezardsa: X barmely A részhalmazédra ha x € A és bar-

mely v € A-ra és olyan #-ra, amelyre #Fo, teljesiil, hogy # az A-ban van,
akkor A = IXI.

Az X|[x] tisztahalmaz-struktirdkat standard tisztahalmaz-struktarinak nevezziik.
A kovetkez6t dllapithatjuk meg:
Minden X tisztahalmaz-struktiirdhoz létezik pontosan egy x tiszta halmazg igy, hogy
X izomorf X[x] -szel; tovdbbd az X — X[x] izomorfizmus egyértelmiien meghatdrozort.
Val6jaban az x megkiilonboztetett elemet ki is lehet venni a struktiira elneve-
78sébdl, és ehelyett csak a 1étezését biztosit6 (4) feltételt megkovetelni, hiszen
ha létezik ilyen x, akkor sziikségképpen egyedi is.
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Az imént kimondott allitds egy valtozata a Mostowski suvasztdsi lemmaként
ismert eredménynek. Az X = (IX,E) tranzitiv struktirdkra, a kitiintetett elem és
(4)-es feltétel nélkiili tisztahalmaz-struktirdkra az teljesiil, hogy barmely X és Y
tranzitiv struktdrara legfeljebb egy struktiiratarté morfizmus van X-b6l Y-ba, és
ha X — Y ilyen, akkor faz X-et Y egy kezdGrészhalmazdba képezi le, vagyis Y]
olyan B részhalmaziba, amelyre #(£Y)v-bdl és v € B-bdl az kovetkezik, hogy #
benne van B-ben. Speciidlis esetként egyetlen X — X leképezés van, az identi-
kus leképezés. Tovabbd minden x tranzitiv struktirdra pontosan egy y tranzitiv
halmaz van gy, hogy x izomorf (y,€ly)-nal. Rendszerint ez ut6bbi allitds az, amit
Mostowski-lemmadnak neveznek.

Jelolje x[X] a kiemelt allitisban szerepld egyértelmiien meghatarozott x-et.
X és Y mostantdl tisztahalmaz-struktdrdt jelent; X = (IXIix, /), Y = (I1Y]5y,E)).
X(EQUALS)Y roviditi azt az dllitast, hogy x izomorf y-nal, X(EPSILON)Y pedig
a kovetkezd allitast: van olyan

FXE) > (Y.E,),

amelyre flx)(£,)y. A kovetkezd két eredmény bizonyithaté halmazelméletiink-
ben:

Bdrmely X é5 Y tisztahalmaz-struktirdra X(EQUALS)Y akkor és csak akkor, ha
x[X]=y[Y1, és X(IEPSILLON)Y akkor és csak akkor, ha x| X] eleme y[Y]-nak.

Az olvaso valészintileg latni fogja, hogy a fenti eredmények a tisztahalmaz-el-
mélet teljes absztrakthalmaz-elméleti jellemzését jelentik. Tekintsiik L, -ben
a kovetkezg valtozédeklariciot:

AE:Set. [,rE—>A . x:EI(A).

A két E—A nyil célja az, hogy az A halmaz feletti bindris reldciét potolja.
FOLDS-ban tudunk olyan ¢ formulat irni, amely pontosan az emlitett harom
szabad valtoz6t tartalmazza, és amely azt fejezi #1, hogy (Ax,E) tisztahalmaz-
struktdra. §(4,E,/,7x) azt mondja ki, hogy A egy halmaz, (£,/r) egy relacié A-n
— értve ezen, hogy barmely A-beli a-ra és b-re legfeljebb egy ¢ van E-ben ugy,
hogy Xe) = a és r(¢) = b (ha van ilyan ¢, azt igy mondjuk, hogy aFb) —, és az (1)—(4)
felcételek teljesiilnek. A formula L. | -beli megfogalmazdsdhoz sziikségiink van
arra, hogy a részhalmazaird/ tudjunk beszélni az absztrakt halmazelméletben;
ebben a toposzelmélet javaslatat kovetjitk. Lawvere 1976-ban, amely a jelen
tanulmdany kiindulépontja, sok informaciét taldlunk a toposzelmélet motivicio-
jar6l és annak matematikajardl is.

A tiszta halmazelmélet axiomai kimondhaték az absztrakt halmazelméletben.
Az extenzionalitdsi axioma példaul ilyen format 6lt:
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VX Wy (§(X) A §(Y) = (X(EQUALS)Y >
VZ((Z) — (Z(EPSILON)X <> Z(EPSILON)Y)))).

Természetesen itt x és y rendezett #-eseket roviditenek, mint a fenti (A,£,/,7,x)
a megfeleld deklaraciékkal. Lesz majd egy konny(i metatételiink arrél, hogy az
igy kapott L. | feletti elmélet deduktivan ekvivalens a tisztahalmaz-elmélettel,
amellyel inditottunk.

Azért részleteztem a fentiekben a tiszta halmazokat, hogy hangsilyozzam: az
absztrakt halmazelmélet szempontjdbdl a szokdsos axiomatikus halmazelmélet
(amelyben feltessziik a regularitdsi axiomat) egy sajatos struktirafajta elmélete,
hasonléan a csoportokhoz vagy a topologikus terekhez. A topologikus terek itt
relevansabbak, mert a definiciéjuk nem els6rend(i, mint a csoportoké. A tiszta
halmazok sem elsérendben definialt struktirak: errél tandskodnak az univerza-
lis kvantorok a definiciéjukban.

A tisztahalmaz-elmélet kidolgozasa az absztrakthalmaz-elméleten beliil csak
akkor természetes dolog, ha az absztrakt halmazok egy zermészetes axibmarend-
szerére épiil. A kidolgozas sordn a fentebb megadott ¢(X) formulat hasznilniank
a ,tiszta halmaz” definidldsira. Ezt a definiciét dgy kezelnénk az elméletben,
ahogy példdul a topologikus tér definicigjat kezeljiik a topolégidban.

Az absztrakt halmazokra természetes axiomarendszert kapunk, ha T . ki-
terjesztéseként felvessziik a nyelviinkben megfogalmazott toposzaxiémakat.
Nevezziik a kapott elméletet Tmpm-nak; ennek nyelve tovdbbra is az L. |  lesz.
Két példa T[Opos tételeire: mind a fentebb kimondott ,,extenzionalitidsi axiéma”,
mind a szokdsos hatvinyhalmazaxiéma I _-beli forditisa bizonyithat6. Mds,
erGsebb rendszerek is elgondolhaték; példdul felvehetiink egy korldtozas nél-
kiili részhalmazkomprehenzids sémat (vo. Makkai 2010).

Az absztrakt halmazelmélet néz&pontjabodl azt kell mondanunk: természet-
ellenes és sziikségtelen is feltételezni, hogy minden csoport mogott egy olyan
halmaz van, amely tisztahalmaz-struktdraval rendelkezik, és ennek a struktira-
nak semmi kéze magdhoz a csoporthoz — de észre kell venniink, hogy a szokdsos
axiomatikus halmazelmélet (ha a naiv halmazelmélet nem is) éppen ezt a ,,f6-
16sleges” feltevést teszi meg.

VL. TORTENETI MEGJEGYZESEK

A FOLDS kifejtését 1ldsd Makkai 1995 és Makkai 1998. A 'T'TCFM tovibbi
aspektusait 14sd Hermida ez @/. 2000/2001/2002 és Makkai 1999/2004.

2003 nyaran, az ASL Chicago-beli iilése utdn két iizenetet kiildtem a FOM
listara (fom@nyu.edu); az els6t janius 22-én, a masodikat jalius 18-4n (lasd Mak-
kai 2003). Ezekben felvizoltam az absztrakt halmazok e tanulmanyban targyalt
rendszerét. Az L nyelvet sz6rdl széra ugyanigy adtam meg a mdsodik iize-
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net 5. oldalin. Nem mondtam ki azt a két allitdst, amelyeket ma Lawvere- és
Benacerraf-imperativusznak nevezek, de a masodik iizenet 3. oldaldn igy fogal-
maztam: ,,lesznek metamatematikai eredményeink, amelyek szavatoljak, hogy
pontosan azt tessziik, ami sziikséges a megfeleld invarianciatulajdonsigok meg-
tartdsdhoz az 6sszes allitdsban és konstrukciéban”, példaul a csoportokra vonat-
kozoan. A tiszta halmazok kezelésére, amit itt viszonylag részletesen megad-
tunk, a masodik iizenet utal.

E tanulméanynak fontos eléfutdra Colin Mcl.arty tanulmanya (McLarty 1993).
O Lawvere 1964-b6l indul ki, és azt dllitja, hogy a Lawvere-féle Halmazok Kate-
goridjanak Elemi Elmélete (Elementary Theory of the Category of Sets; E'TCS)
olyan elmélet, amely megfelel az dltalam Benacerraf-imperativusznak neve-
zett elvnek. A 494. oldalon megtaldljuk a Benacerraf-imperativusz egy fontos
esetének kimonddsat a természetesszim-objektumra mint absztrakt struktira
specidlis esetére, és a tanulmany 495. oldalin megtaldljuk a LLawvere-impera-
tivusz kimondasat is. Taldlunk bizonyitasvazlatokat arra, hogy ezek az allitdsok
ETCS-ben tételsémaik. Itt is érvényesek azonban a LLawvere fentebbi (4) pasz-
szusdban tett allitdssal szembeni fenntartdsaim: ahogy LLawvere tanulmanya, agy
McLartyé sem ad meg egy adekvat mogottes nyelvet azokhoz az dllitdsokhoz,
amelyeknek invaridnsnak kellene lenniiik az izomorfizmusra. Az egyetlen — de
lényegi —jdonsag a jelen tanulmanyban és annak korabbi véltozataiban — (Mak-
kai 2003) egy ilyen nyelv, az absztrakt halmazelmélet FOLDS nyelve.

A Lawvere 2005 tanulmany reprint Lawvere 1964 mar 1965-ben 1étezd teljes
verzigjabol. Lawvere 2005 részletesen kifejti az absztrakt halmazok elméletét
klasszikus (boole-i) elsérendii logikdban. Bar Lawvere 2005 nem utal arra, hogy
az elsérendi logikat korldtozni lehetne vagy kellene azon a médon, ahogy L |
teszi, a Lawvere 2005-ben kifejtett elmélet minden l1ényegi tartalmi véltoztatds
nélkiil lefordithat6 az absztrakt halmazelmélet FOLDS-ban, a L | nyelven tor-
ténd kifejtésére.

A tiszta halmazok versus absztrakt halmazok jelen targyaldsa rokon Johnstone
1977 9.2. szakaszaval.
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