HorrvanN Mik1.0s — KicsAK [LORANT

A matematika mint performativ észjaték

I. PLATONISTA ES NEM-PLATONISTA MEGKOZELITESEK;
APERFORMATIV SZEMLELET

Eppen hiisz éve annak, hogy megjelent Paul Ernest Social Constructivism as a
Philosophy of Mathematics cimi konyve (Ernest 1998), ami djra felszitotta a ma-
tematika alapvetd természetérsl, 1étrejottérdl és alakulasardl sz616, matematiku-
sokat és filoz6fusokat egyardnt megmozgaté vitit, Gj lendiiletet adva az Emile
Durkheim éltal elinditott (az uralkodé platéni dllasponthoz képest azonban ad-
dig inkdbb marginalis) nézetnek, miszerint a matematika nem eredendd, az em-
beriségtdl fiiggetlen igazsdgok gytijteménye, hanem tarsadalmi képzGdmény, az
egyéni teljesitményt tarsadalmi konszenzus dltal validdlé tudomanyag (Durk-
heim 1895). Ez a (szocidl)konstruktivista irinyzat, mely tehdt nem csupdn a ma-
tematikai entitdsok emberi alkotdsat, de e konstrukcié tdrsadalmi meghatiro-
zottsdgit is lényeginek tartja a matematika értelmezésében és miikodésében,
radikdlisan szakit a (matematikai) platonizmussal — vagy ahogy Paul Ernest tala-
I6an jellemzi, a ,,matematikai abszolutizmussal” —, mely a matematikai 1étez6-
ket és igazsdgokat csupan felfedezni (és nem feltaldlni) valé dolgoknak tekinti.

Mivel a platonistdk tigy gondoljik, hogy a matematikai létez8k id6tlen objek-
tumok, azokat és tulajdonsdgaikat a tudésok a régészhez, vagy inkabb a kincske-
res6hoz hasonléan taldljdk meg. Az egymaistdl egyébként 1ényegesen kiilonbozd
nem-platonista irdnyultsdgi elméletek — példdul az intuicionistik, a formalistdk
és a konstruktivistik felfogdsa — szerint viszont a matematikai létezdk (az ember
altal elgondolt, kimondott, leirt definicidk, tételek és bizonyitdsok 1évén) fel-
taldlds vagy kitalalds ttjan keletkeznek és rendezddnek fogalmak ald. Ennek az
egyébként sok tekintetben termékeny megkiilonboztetésnek azonban egy pon-
ton elvész a jelentGsége: abban minden eddigi, mégoly kiilonb6zd értelmezés is
egyetért, hogy a matematikai fogalmakra és rendszerekre, akar felfedeztiik, akar
megalkottuk Sket, 1étrejottiik utdn egyként véltozatlan (idétlen vagy idétlen-
né vilo, torténelem nélkiili) formikként tekintenek. Szembenillisuk ellenére
a platonista és nem-platonista megkozelitések fundamentilis k6zos nevezdje,
hogy filozéfiai nézeteik kozéppontjdban tovibbra is a matematikai obdyektumo#k
eredete ¢és 1étmddja all, anélkiil azonban, hogy objektum voltukat megkérdd-
jeleznék, a matematikai igazsidgokat tekintve pedig evidensnek veszik, hogy (a
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platonistik esetén eredendden, a nem-platonistdk esetén létrehozasuktdl sza-
mitva) dllandé, torténelmen kiviili létmoéddal ruhdzhatok fel.

Jelen irdsunkban mi a matematika mibenlétére irinyulé vizsgalédasok cent-
rumdba nem a matematikai létez8k ontoldgiai stituszdnak kérdésée allitjuk, ha-
nem a matematika néven intézményesiilt gondolkodéi (megismerd, megértd,
modellalkot6 és miiveleti) fevékenység tényleges miikodését. Amikor az ontoldgiai
kérdések és valaszok korlatait a matematikai tevékenység hermenecutikai aspek-
tusai fel6l szeretnénk meghaladni, akkor a megtalalas vs. feltaldlas fogalomket-
tdsével megragadhato folyamatok koziil ez utébbinak tulajdonitunk kitiintetett
jelentdséget. Amellett érveliink, hogy a matematikai Iétezéket valgjdban nem a
szubsztancialis vagy targyszerd statikussdg, hanem a folyamatszertiség jellemzi,
aminek 1ényegi kovetkezménye, hogy a fogalmak, tételek és rendszerek valédi
torténeti és sajatlagos idddimenziéval rendelkeznek. Ez nem annyit jelent csu-
pan, hogy a statikus targyszeriiség helyébe a genetikus vagy konstituélt targy-
szertiséget allitjuk (de tovdbbra is targyakrdl beszéliink, csupan azok eredetét
firtatjuk). A matematikai 1étez6kre ugyanis nem létrejovési és megvaldsulasi
folyamataik teleologikusan megelGlegezett végeredményeiként tekintiink, hanem
olyan idében és id6vel valtozé kviazi-entitdsokként, melyek a mindenkor a kol-
lektiv tudatban zajlé (jatsz6d6) matematikai megismerési és kozlési folyamatok-
kal azonosak, amelyeknek egy adott id6pontban csupédn pillanatfelvételeivel
dolgozunk, és amelyek igy id6leges, nem targyi, hanem funkciondlis koherencidgoval
birnak. Ez pedig mindazon tulajdonsiaguk foga/milag megképzett egysége, ame-
lyek a matematikai tevékenység idébeli kibontakozédsa sordn és révén bukkan-
nak fel. A leirhat6 tulajdonsidgok nem egy targy elemi alkotérészei, hanem funk-
ciok, melyek révén ezek az entitdsok éppen matematikai folyamatok general6i
és résztvevdi egyben, azaz egy adott jatékrendszert hatdroznak meg, és benne a
rendszerbdl kovetkez§ szerepben és értékben funkciondlnak, ami nem zarja ki,
s6t mintegy el6irja szimukra, hogy tijabb folyamatok alakito részesei legyenek,
és maguk is Gjabb folyamatokhoz illeszked6en médosuljanak.

A matematikai gondolkodds és megismerés tényleges végbemenetelének és
megnyilvanuldsinak megértésében sokat meritiink a tudoményhermeneutikai
megkozelités beldtasaibol és — ahogyan a vizsgiloddsunk perspektivdjit megne-
vez6 cim megidézi — Wittgenstein nyelvjaték-elméletébdl, akinek elképzelései
jelentGsen meghatirozzak irdsunkat, a legtébbszor azonban csak kozvetetten, a
performativ értelmezések alapjit képezd (austini és searle-1) ,,beszédaktus-el-
méleteken” keresztiil. Ertelmezésiink irdnyultsigdt mindezek mellett a witt-
gensteini elgondoldsndl' hatdrozottabban performativ megkozelitésnek ne-

! Wittgenstein matematikdrdl alkotott felfogisdt tobbféle ,,izmussal” szokds tobb-keve-
sebb sikerrel rokonitani, aminek részletekbe mend elemzése tilmutat ezen iras keretein (1asd
err6l pl. Ohtani 2018). It most azt hangsilyozzuk ki, hogy a matematikai fogalmakat Wittgen-
stein sem koherensen folyamatként, inkdbb statikus, az adott jaték szabdlyainak (axiomainak)
véglegesitése utdn rogziilt entitdisokként gondolja el, amit a (cselekvd) matematikus mas-mds
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vezziik, amivel egyben csatlakozunk Hans Diebnerhez, aki a bolcsészet- és a
természettudomanyok performativitdsat vizsgilva a performativ tudomany vagy
a tudomany performativitdsinak jellemzgit ekként hatdrozta meg: ,,[A perfor-
mativitds] fokuszpontjdban az »ontolégiai értelemben adott« helyett a »kons-
titdcid«, a »reprezenticidé« helyett a »jelenlét« all. Az alkotds pillanata és fo-
lyamatossaga, inherens idGbelisége, a jelennel valé kapcsolata adja a koncepcid
alapjit.”? (Diebner 2006. 21.)

A fentebbi értelemben vett matematikai entitdsok megértése sordn a ,,Mi az
eredendd 1étmodjuk?” kérdésrdl mi is a ,,Mi médon torténnek meg és valnak ré-
sz&vé tjabb torténéseknek?” kérdésre helyezziik it a hangsulyt. A torténés-di-
menziéval azt is kKiemeljiik, hogy a tudés szingularis gondolkodéi tevékenysége,
a sokrétiien értelmezendd jelenléte nem puszta jaruléka vagy idéleges, am ki-
iktathaté és kiiktatandé kisérGjelensége a matematikdnak, hanem létezésének
tulajdonképpeni ,,kézege”. Azonban, hogy az alanyi pélust érint6 ontoldgiai kér-
dések se bénitsik a vizsgalodast, a zajlé matematikai tevékenységet —a léttapasz-
talatokat torténetileg nyilvinval6va és megoszthatova, vagyis ,,ldthatéva” tevd,
Hlathatatlan” médiumnak, az észnek a jelentGségét kiemelve — nevezziik ebben
az irdsban performativ dsgjatéknak. A médium nem kozvetitdt, hanem kozeget
jelent, az értelemartikuldciok kézegét, melyben gondolat és nyelvi megformalas
elvilaszthatatlanul egyek. A matematikai entitdsok, allitisok és miiveletek, a
megértési és heurisztikus stb. folyamatok sajatlagos torvényszertiségek alapjan
ebben a kozegben jonnek 1étre, [éteznek, nyernek értelmet és érvényességet,
valnak mértékad6va méasok szdmdra is. A sajatlagos torvények szabdlyozta moz-
gis 1dézi meg a jaték fogalmat, amennyiben a térvények val6jaban konstitutiv
szabdlyok: részben a gondolkodds, részben a matematikai tevékenység szaba-
lyai, melyek meghatdrozzak a lefolyasat, a megképz6d§ tapasztalatok artikulaci-
6jat és archivalodédsat. Vagyis diskurzusteremtd szabalyok (a diskurzus foucault-i
értelmében, a torténeti, tirsadalmi meghatdrozottsigok hangsuilyozéasaval). S ez-
zel mér kindlkozik a performativ jelzs, hogy egyszerre jelezze a matematikai
tevékenység jellegzetességeit és azt a perspektivat is, amelybdl ez megérthetd.
A performativitdsnak ezt a kettGs értelemirdnyat egyszerre kell szem el&tt tar-
tanunk, hiszen valéjaban egybeérnek: a matematika performativ kibontakozasa
teszi lehetdvé (és kivanja is meg), hogy ebbdl a perspektivabol értelmezziik.

Azt mindenki belathatja, hogy elemeiben mindegyik matematikafilozéfiai el-
képzelés olyan rapasztalatokra tdimaszkodik a matematikdval kapcsolatban, ame-

perspektivibdl nézhet: ,Nicht »der Kreis hat diese Eigenschaft, weil er durch die beiden
unendlich fernen Punkte [...] geht«, sondern »die Eigenschaften des Kreises lassen sich aus
dieser (merkwiirdigen) Perspektive betrachten. Es ist wesentlich eine Perspektive und eine
weit hergeholte.” (Wittgenstein 1999. 280 [Teil V. 21].)

2 It consists of the focus on »constitution« instead of »ontologically given« or »presence «
instead of »representation«. The moment of action, its continuity, the inherent temporality,
and the relationship to the present, form the basis of the concept.”
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lyek helyénvalbak (képesek vagyunk belehelyezkedni ezekbe a tapasztalatokba a
diskurzusaik révén), s elegendd tdimpontot nytijtanak az egyes irinyzatok elkiil6-
niilése szimdra. Ahogyan az dltaldban lenni szokott azonban, az elkiiloniilésiikben
mindegyik kizarélagossigra torekszik, és —ami ezzel egyiitt jar — egyetlen és vég-
érvényes vialaszt akar adni egy alapjaban véve nem is eldontendd kérdésre. A per-
formativitds szemlélete kordntsem akarja magit ekként feltiintetni, sokkal inkdbb
olyan perspektivat nyit meg, amelyben egyszerre vagyunk képesek ratekinteni
a kiilonbo6z4 irdnyzatok helyénval6 belatdsaira, és amelyben ezek maguktdl egy-
mds mellé rendez6dnek. Mégpedig azért — és ez alkotja a mi el6feltevésiinket —,
mert a performativitds val6jaban az emberi szellem miikodésének, sajatossagainak
megnyilvanuldsa, mondhatndnk, hogy amit szellemnek neveziink, performativan
létezik és bontakozik ki (Onreferencidlis valésagteremtés). A mar emlitett konst-
ruktivizmus, intuicionizmus vagy formalizmus felfoghatok valéjaban tgy is, mint
amelyek ennek a miikodésnek egy-egy aspektusit ragadjak meg, vagy mint ame-
lyekben a szellem kiilonb6z6 aspektusaiban differencidlédik.

Amikor — tobbek kozott Lakatos Imre matematikdrdl alkotott nézeteire, illet-
ve Gadamer fogalomtorténetére (Begriffsgeschichte) alapozva, azt kiterjesztve — a
matematikai megismerést ebbdl a perspektivabol vizsgiljuk, a matematikai ész-
jatéknak éppen azokat a vondsait igyekeziink felmutatni és megerdsiteni, me-
lyek alapjan a matematikit a diebneri értelemben (is) performativ tudoméanynak
tekinthetjiik. Hogy j6l értsitk meg elmélkedésiink irdnyat: nem a matematikai
targyak létmdédjat illetd dontésre megy ki a jaték (mindazzal, ami vele jar), ha-
nem éppen abbdl a helyzetbdl akarunk kitérni, amelyben a hagyoméanyos értel-
mezések altal eléfeltevésként és végeredményként felkindle alternativak kozotei
diontésre kényszeriilnénk. A performativ értelmezés tétje annak a komplex esemény-
nek minél dtfogébb megértése, mely matematikaként 7or#énik, és amelynek a ha-
gyomanyos értelmezések csak reduktiv leirdsara képesek. Amikor a matematikai
rendszerek, az 6ket alkoté és miikddtetd entitdsok és folyamatok idGbeliségét és
toreénetiségét hangsilyozzuk, és mindezt az egyéni gondolkodds altal életben tar-
tott kollektiv észben (az emberi szellemben) jatszodé folyamatokhoz rendeljiik,
azt az id6legesen mindig nyugvéponton érezhetd, am gyakorlatilag végeérhetet-
len szellemi kalandot szeretnénk lattatni, mely taldn éppen attdl kitiintetett az
id6beliségnek aldvetett ember szellemi [étezésében, hogy mintaszerien képes
ezt az id6beli alavetettséget elrejteni és meghaladdsdanak illiiziojdar kelteni. A toreé-
neti alakulast elrejtd idGtlenség, vagyis az idealizicié minden tudas (hozzaférhetd,
megoszthatd, megismételhet§ tapasztalat) feltételének latszik. Meglehet, ezért
egyeseknek mindez illizioromboléként hat majd, de egy olyan illizi6té6l (az 6rok
1étez6krél sz616 abszolit tudas illizidjatdl) szabadulunk meg, melyet legtisztdbb
és példaéreékii formaban maga a matematikai észjaték keltett, és 1d6rél idére —
most épp ezt az id6t éljiik — maga leplez le.

Az kétségtelen tény, hogy a performativ szemlélet, melyet az tesz lehet§vé
vagy egyenesen kényszerit ki, hogy a matematika végsd soron a tudésok — akar
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szazadokat ativeld, mégis mindenkor jelen idejii — személyes egyiittjatszasin
alapul6é miivelésében van, annyiban kiézelebb 4ll a szocidlkonstruktivista 4llas-
ponthoz, amennyiben a matematikat szintén tisztdn az idében kibomlé emberi
szellem mtikodésének eredményeként értelmezi. Léatni fogjuk azonban a don-
t§ kiilonbséget: a performativ megkozelitésben majdhogynem irrelevins, hogy
a folyamat eredetérél mit gondolunk. Szemléletiink még erdsebb értelemben
an-archéifus, amennyiben elsGsorban a kezdetbe és az eredetbe kédolt végkifej-
let, a kezdettdl kijelolt tdt és beteljesitendd cél elditéletes gondolatit szamolja
fel. A platéni és a kiilonb6z6 nem-platoni iskoldk nézGpontja ebbdl a szempont-
bél egyarant ,,abszolut”. Hidba adunk ugyanis mas nevet — mint pl. konvergens
vs. divergens gondolkodds, vagy deduktiv vs. induktiv eljards — ezeknek a meg-
kozelitéseknek, abban a tekintetben semmi nem véltozik, hogy a matematikai
objektumok (barmily esetleges 1étrejottiik utdni) megviltoztathatatlansdgat,
eleve elrendelt keretek kozti sziikségszerii kibontakozasat és rogziilését mind-
két nézet vallja. A performativ értelmezés dinamikus szemléletében ellenben
a kezdet torténelmi és matematikai értelemben nemcsak kikutathatatlan, de a
folyamat egészében nem jatszik determinisztikus szerepet, és nem jelsli ki a fo-
lyamat céljat sem. Amennyiben a matematika mindenkor az emberi megismerés
és tudds archeoteleologikus mintaképe, s mint ilyen a gondolkodds vélsdgos 1d6-
szakaiban és mozzanataiban az emberi szellem egyediili kapaszkodéja volt, az
an-archéikus performativ felfogas szakit azzal az elképzeléssel, hogy az emberi
megismerésnek 6rokkévalé igazsigokkal lehet és van dolga. Ez , rdkényszerit-
heti” vagy inkdbb felszabadithatja a tudomanyokat is arra, hogy 6nnon perfor-
mativitdsukra reflektdljanak.

De mindenekel6tt azt provokélhatja ki, hogy filozéfia és matézis egymasba
szvGdését Gj aspektusbol vizsgiljuk meg. Eppen ennek az egymdsba fonédds-
nak a kdvetkeztében a matematika performativ szemléletii felfogasa kiézelebb
vihet egy performativ szemléleti filoz6fidhoz, és egytttal elhdarulhat az akadalya
annak, hogy az egyébként mind a filoz6fidban, mind a matematikdban — hol egy-
mastdl inspirdltan, hol egymdstdl fiiggetleniil zajlé — 6nnon ,,alaptalansidgukra”
és megalapozhatatlansdgukra reflektalé vizsgdlédasok is egymdasba fonddjanak,
mégpedig nem a (kozonséges értelemben vett) szkepszis, hanem a gondolko-
das vagy az emberi szellem sajitlagos performativitdsinak platformjan. Az alap
nélkiili (tudas)épitmények nem sziikségképpen a fenyeget§ bizonytalansaguk
miatt érdemelnek figyelmet, hanem azért, mert a szellem eredendd performa-
tiv miikodésére mutatnak rd, amennyiben az emberi megnyilatkozdsokra mint
sajat feltételitket 6nmagukban hordoz6é megnyilatkozasokra tekintenek. Ilyen
értelemben Godel hires nemteljességi tételei,’ amelyek a tokéletes axiomatikus

3 Godel két tételében (lasd Godel 1931) azt bizonyitotta, hogy semmilyen axiomati-
kus rendszerr6l, amely elég gazdag ahhoz, hogy legaldbb az aritmetikit (egészen precizen
a Robinson-féle aritmetikdt) tartalmazza, nem donthetd el a rendszeren beliil, hogy ellent-
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rendszer, az abszolit tudas keresésének hidbavalésdgaval szembesitik a mate-
matikusokat, nem kudarcként, hanem megerdsitésként hatnak.

I A TORTENELMEN KIVULI ABSZOLUT TUDAS PELDAJA

A minden emberi tudis szdmédra mintaként szolgdl6 matematikai tudds abszolut
voltanak, 1étezdi és igazsdgai id6beli valtozatlansdganak vallisa hossz filozofiai
hagyominy része (valéjiban egyidds vele), amit lehetetlenség lenne végigko-
vetniink. Ehelyett egy tanulsdgos példan keresztiil mutatjuk meg, miként 6rok-
16dott ez a hit a jelenkorra Ggy, hogy kozben felszimolta 6nmagat.

Descartes megéllapitasabol indulunk ki, melyet az els§ E/mélkedésben, a mod-
szeres kétely kezdetén tesz a tudést illetGen:

taldn nem kovetkeztetiink helyteleniil, ha azt mondjuk, hogy a fizika, az asztronémia,
az orvostudominy és az 6sszes tobbi olyan tudomdny, amely az 6sszetett dolgok
szemléletétdl fiigg, bizony kétséges. Ezzel szemben az aritmetika, a geometria s a
tobbi efféle tudomédny, amely csakis a legegyszeriibb és legiltalinosabb dolgokkal
foglalkozik, s tigyet sem vet arra, hogy /léteznek-e exek a valdsdgban vagy sem, nagyon is
tartalmaz valami bizonyosat és kétségbevonhatatlant. (Descartes 1994. 28, kiemelés
t6liink.)

Latjuk, a matematikai dolgok bizonyossidga egyszerti voltukban van megalapoz-
va, a minden érzéki-tapasztalati adottsdgot nélkiilozs egyszeriiségiikben, azaz
tisztan szellemi-észbeli adottsdgukban. Az ész ezeket az egyszer(i dolgokat agy
képes bizonyossdagokként elgondolni, hogy kozben tigyet sem kell arra vetnie,
egydltalan leteznek-e vagy sem, azaz érzékileg tapasztalhatok-e. A matematikai dol-
gok annak ellenére (vagy éppen azért) bizonyosak és egyszertiek, hogy (mert)
semmilyen empirikus tartalmuk nincs, empirikus verifikdciéjuk irrelevins a
bizonyossdg tekintetében. Descartes nem kutatja sajit meglatdsanak valédi
mélységét, azt a sajitos [étmddot (helyesebben konstellaciot), amely bizonyos-
sdgot szolgaltat annak ellenére (és anndl inkdbb), hogy nem timaszkodhatunk,
de nem is szorulunk tapasztalati igazoldsra. A matematikai létez6k 1éte egyfelsl
érdektelen, mikdzben, masfeldl, nagyon is 1étezbk: tiszta észbeli 1éttel birnak,
s6t egyenesen annak koszonhetd 1étiik, hogy az ész elgondolja 6ket. Ezek utdn

mondadsmentes-e, illetve az ilyen gazdagsigd axiomatikus rendszer nem lehet teljes, ahol
nemteljesség alatt azt értjiik, hogy mindig lesznek benne eldonthetetlen éllitdsok. LLéteznek
a matematikdnak ilyen értelemben teljes részei, pl. a Tarski-féle axiomarendszeren alapuld
elemi geometria (l4sd err6l pl. Greenberg 2010). A matematika tilnyomo része azonban az
aritmetika gazdagsigit megkivdnd vagy azt meghalad6 axiomatikus alapokon nyugszik, igy
osszességében lehetetlen a teljes ismert matematika ,,tokéletes” (azaz teljes és ellentmon-
ddsmentes) axiomatikus felépitését 1étrehozni.
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azonban Descartes igy folytatja: ,,akdr ébren vagyok, akar alszom, ketté meg ha-
rom az 0t, a négyszognek pedig négy oldala van, s lehetetlennek latszik, hogy
ennyire atlathat6 igazsdgok a hamissag gyanijiba keveredjenek” (uo.).

Ahogy az imént mindegy volt, hogy Iéteznek-e a matematikai dolgok, a gon-
dolkodas akkor is bizonyosnak tartja 6ket, ha ,,valésigosan” nem Iéteznek (s6t,
épp azért tartja Sket bizonyosnak, mert nincs benniik empirikus 1ét, azaz egy-
szertiek), most Descartes szerint az is mindegy, hogy ébren vagyok-e vagy almo-
dom, hogy milyen gondolati aktust végzek — a matematikai igazsigok bizonyo-
sak maradnak. Ez azt is jelenti, hogy akkor is 5 lesz 2 + 3, a négyszognek akkor
is négy oldala van, /a el sem gondolom. Ez latszélagos onellentmondds, hiszen
eszerint a bizonyossdg mégsem az elgondoltsigban van megalapozva. Akkor azt
mégis csak a matematikai dolgok jellemzgi adjik? De hogyan adhatja ezt a bi-
zonyossagot valami, aminek valésagos Iéte 1ényegtelen, csak a gondolkodésbeli
léte dontd, ugyanakkor teljesen fiiggetlen is ettdl a gondolkoddstdl? Valéban
mindegy, hogy ébren vagyok vagy pedig alszom, kett§ meg hirom mindenkép-
pen 6t marad?

Ez csak kétféleképpen lenne magyarazhatd, és az els§ magyardzatot rogton el
is vethetjiik: nem feltételezhetjiik ugyanis, hogy a matematikai 1étez6k 6nma-
gukban, ,,maginval6” Iétiikben és tulajdonsdgaikban hordozzik a bizonyossa-
got, hiszen csak észbeli elgondoltsdgukban adédnak, mintegy annak fiiggvénye-
iként, és rogton bizonyosként. Ezért viszont a masodik magyardzatunk szerint
egyiltalin nem lehet mindegy, hogy miként gondoljuk el 6ket. Figyeljiink fel
arra, hogy Descartes nem merészkedik addig, hogy 4llitdsa radikalis kovetkezte-
tését levonja, tudniillik, hogy akkor is bizonyosak ezek a dolgok, ha senki nem
gondolja el 6ket. Pedig adédna ez a kivetkeztetés, és litszolag egybecsengene a
matematikai ismeretek kikezdhetetlenségével. Az éber vagy dlombeli elgondo-
las kozombossége azonban nem egyenld azzal, hogy léteznek akkor is, ha egy-
altalan nincsenek elgondolva. Ez az elgondoldsbeli k6zombosség annyit jelent,
hogy pszicholégiai értelemben nem feltétleniil kell Gket itt és most nekem el-
gondolni, de 1étmdédjukat tekintve csak elgondoltként lechetnek bizonyosak.

Descartes a gondolkodéds performativ erejével vet itt szamot (ahogyan az
egész Elmélkedések is erre apelldl, arra tudniillik, hogy a végsd bizonyossag a tisz-
ta értelmi beldtasbol adédik, melynek feltétele a gondolkodés tényleges végbe-
vitele, az elmélkedések kovetd elismétlése). Ami azonban megakasztja ennek
a témanak a kibontdsat, vagy meghatdrozza a tovabbi irinyat, az nem mds, mint
Isten 1étének kérdése. Descartes a modszeres kétely és a Csalé Szellem meg-
kockdztatdsinak merészsége ellenére sem olyan vakmerd, hogy a (matematikai)
észigazsigok bizonyossidginak erejét a maga vagy altaldban az ember észbeli el-
gondoldsdnak tulajdonitsa. Ennek az észnek tovabbi alapot kell vetnie az isteni
észben: az emberi ész vagy értelem val6jdban azonos az isteni ésszel, ha nem is
hat6korében, de miikodésmaodjiaban teljes mértékben. Az emberi értelem 6n-
magiban még dldozatdul eshet a Csal6é Szellem drmanykodasanak (ad absurdum
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a Gsal6 Szellem csaldsa is lehet a 2 + 3 = 5 bizonyos igazsdga). A matematikai
igazsdg mint észbeli bizonyossig, éppen felfedezése pillanatiban, tovibbi meg-
alapozast igényel, amit, mint tudjuk, az emberi értelem alapjit is jelentd isteni
igazsagszeretet (az igazsig és j6sdg egybeesése) kindl.

Ha azonban a tudés kora tijkori megalapozasinak tovabbi torténeti ttjat te-
kintjiik, beigazolédik Derrida megillapitdsa: ,a kartezidnus isten, akdrcsak a
nagy klasszikus racionalistdk istene, val6jdban egy rejtett torténelem neve csu-
pan, az empirikus torténelem és a természeti vildg redukciéjaként »funkcio-
nal«, ez a redukcié pedig minden tudoméany értelméhez hozzatartozik” (Der-
rida 1995. 28-29 [1. ldbjegyzet]). Ami azt is jelenti, hogy Isten utdn és helyett,
hasonlé funkciéban, az empirikus torténelmen és a természeti viligon kiviil es§
1étszféra megnevezésére az ,,idGtlen, torténelmen kiviili Iétmédok” elnevezést
taldljuk. Ez hasonl6képpen elrejteni igyekszik azt a tényt, hogy minden tudas-
bizonyossdg az emberi ész és értelem performativ teljesitménye.

Kant mér kévetkezetesebben az apriori szemléleti formakbdl, vagyis az em-
beri megismerdképességbdl és az észbdl eredezteti a matematikat. Nincs sz6
isteni értelemr6l, ez az értelem és ész nagyon is emberi. Kant keriil a legkoze-
lebb a tudds és a matematikai tudas konstruktivista, s még inkibb performativ
felfogidsahoz. Ahogyan a Vizsgalddds a természetes teoldgia és a mordl alapelveinek vi-
ldagossdgdrol cim irdsanak elsG elmélkedésében kifejti (vo. Kant 2003. 258-259),
a matematika és a metafizika egyardnt tiszta észmegismerés, am a fogalomkép-
zésiik modjaban kiilonbdznek egymdstdl, ami egyben kozelebb visz annak meg-
értéséhez is, amit Descartes a matematikai dolgok egyszertiségének nevezett.
A matematikdban ugyanis az ismeretet hordoz6 fogalommal egyiitt hatarozott
definici6 jar, helyesebben a definicié a megismerési folyamat kiinduldsaképpen
egyéreelmiien megadja a fogalmat, mas tuddsok esetében viszont mind a foga-
lom, mind az egyértelm{i definici6 a megismerési folyamat végeredményeként
all(hat) el&: a helyesnek tartott fogalmat mintegy rd kell szabni a tapasztaldsra.
Mig a matematika a tuddsa gyarapitdsaként az egyszert, definitiv médon meg-
ragadott elemekbdl szintézissel hoz Iétre Gjabb fogalmakat tgy, hogy a szinté-
zissel beépiil§ elemek sem kiilon-kiilon, sem 6sszegiikben nem érvénytelenitik
a kordbbi értelemelemeket, a metafizika és a tapasztalati tudoméanyok meglévd
fogalmak analizisével igyekeznek adekvit, a dologra ill§ fogalmat alkotni, ami-
nek nem puszta mellékterméke, hanem egyenesen célja, hogy a korabbi értel-
meket feliilirja (kritika), azaz a valtozé tapasztalatokhoz (torténetiség) igazodva
Ujabb és Gjabb értelemkonstelliciokként alkosson tijabb fogalmakat. A mate-
matikdnak a maga sajatos fogalomképzése biztositja a bizonyossagot, és ennek
révén valik valamiképpen id6tlenné és ,torténelmen kiviilivé” is. Nem lesz
azonban explicit felismeréssé, hogy mindez az ész képessége és effektusa (mely
az idedcio és idealizacio képességéhez, s ezzel egyiitt az egyértelmi nyelvi meg-
formaldshoz kotddik), nem pedig az elgondolt-megragadott tirgy eredendének
tételezett sajatossidga. Ezért a bizonyossig és a torténelmen kiviiliség gondola-
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ta tovabbra is klasszikusabb felfogisban tapad a matematikai megismeréshez,
noha az elemzések egyre inkdbb feladjik a platonikus értelmezést (vagy maga
a platoni megismeréselmélet és ideafogalom is 1] megvildgitdst nyer), anélkiil
azonban, hogy valédi dctorést idéznének el a tudoméanyrdl és az igazsagrol alko-
tott elképzelésiinkben.

Létszolag Gadamer is jovahagyélag veszi at ezt a megkiilonboztetést és meg-
erGsiti a matematikdt a toreénelmen kiviili [étmdéd stdtuszdban. A megerGsités
azonban egyiitt jar azzal, vagy egyenesen azt a célt szolgélja, hogy kézben a tor-
téneti megismerés hermeneutikai kritériumait kiterjessze ra (és az esztétikara)
is. Val6jaban ez a kettds kotés, a torténeti megéreés aspektusainak kiterjesztése
a toreénelem nélkiilinek tételezett Iétmdédokra jelenthet valédi dteorést a mate-
matikai megismerés filozofiai értelmezésében.

Mivel a megértés, Heidegger nyomdn ma mar talan kézhelynek szamit, nem
a szubjektum egyik kiilonss viselkedésmddja, hanem az emberi 1ét [ényegi al-
kotdmozzanata, egzisztencidléja — s ekként valdjaban az ember 1étezési médja,
akinek végessége és torténetisége az egész vildgtapasztaldsat dthatja —, a her-
meneutikai szemléletet minden emberi megismerésre ki kell terjeszteni. Ezért
irja Gadamer az Igazsdg és modszerben: ,Nem tartom helyesnek, ha azt mondjak,
hogy a hermeneutikai szempontoknak hatért szabnak a térténelmen kiviili 1ét-
modok, példdul a matematikainak vagy az esztétikainak a létmodja.” Majd az
esztétikai kapcesin teszi viligossd, hogy milyen értelemben tekint a matema-
tikdra is mint torténelmen kiviilire: ,,a miialkotasok esztétikai mindsége olyan
Jelépirési torvényeken Es alakitdsi szinvonalon nyugszik, amelyek végiil is a torté-
neti eredet és a kulturdlis hovatartozas valamennyi korlatjan tallépnek” (Ga-
damer 2003.% 13-14, kiemelés t5liink). Ebben az értelemben a matematikai 1é-
tezOk torténelmen kiviilisége is a ,,torténeti eredet és a kulturdlis hovatartozas
valamennyi korlagjan” tallépd ,felépitési torvényeken és alakitdsi szinvonalon
nyugszik”, vagyis sajatlagos értelmi és észtevékenység hatdsaként és kovetkez-
ményeként all eld. Tegyiik azonban hozza, hogy — akarcsak a miialkotdsok vagy
az esztétikai mindségek megképzddése — a matematikai igazsagok felbukkand-
sdanafk tényleges végbemenetele 1s torténeti-kulturilis paraméterekkel rendelkezik.
[gy barmennyire is elengedhetetlen, hogy a matematikai formak, fogalmak je-
lentését egy adott elmélet keretei kozote rogzitsiik, amivel egytttal jelezziik azt
is, hogy az aktudlis jelentés kizdrja a kordbbi véltozatokat, a rogzités tartalmilag
a torténetileg felbukkand ércelmekrdl késziile pillanatfelvétel. Két nem azonos
tartalmu fogalom val6ban kizédrja egymast egy adott rendszerben, de az aktudli-
san elfogadott fogalomtartalom ett6l még torténetileg feltarulé tulajdonsagokat
gyiijt egybe, melyek részben a ,,meghaladott” fogalmakban is jelen vannak. Ar-
r6l nem beszélve, hogy a jelentésrogzitést és a kizarasat elrendezd szabalyrend-
szert meg minden izében atitatja a torténetiség, s vele a konvencionalitds. A fo-
galom értelemtartalméanak rogzitése és a kordbbi fogalmak kizardsa csak abban
az esetben jelentene levildst 6nnon torténetiségérdl, ha feltételeznék, hogy az
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aktudlis fogalom egy targy tulajdonsdgainak lefrdsa (platonizmus), vagy egy ilyen
targy végsé megkonstrudldsa (konstruktivizmus, ha tételez ilyen végsd, teljes
konstrukciot).

Erre a problémadra, amely a mi szempontunkbdl is 1ényegi, szép példat ki-
nal Wittgenstein a Filozdfiai vizsgdliddsokban (vo. Wittgenstein 1992, 324-326).
A matematikai bizonyossdg-fogalmunk azon (és nem mason) alapszik, hogy pl.
szamolds kozben egy szim nem valtozik meg, az emlékezetiink sem csal meg,
vagyis mindvégig egyértelmiien ugyanaz a jelentése. Ezért egy szimolas ered-
ményérdl valodi vita nem kerekedhet, mert hamar el Iehet donteni a helyessé-
gét vagy helytelenségét. De ez a viltozatlansdg nem a papiron és tintin miulik,
hanem azon a szabdlyrendszeren, amelyen beliil mozgunk. Amig kévetjiik ezt a
szabdlyrendszert, a szamolds technikdja elvezet benniinket matematikai allit4-
sokhoz: pl. hogy ,,2 x 2 =4”. Ha azt mondjuk, ,,azt hiszem, 2 X 2 =4”, ez nem egy
matematikai allitas, legfeljebb azt jelentheti, hogy rdjottem egy matematikai 4l-
litdsra.* A 2 x 2 = 4 matematikai igazsdga nem azon milik, hogy ezt elhissziik-e a
sz06 valodi értelmében: akkor is igaz, ha ezt senki nem hiszi. ,,De mitis jelentene
akkor ez: 2 x 2 még akkor is 4 volna, ha minden ember azt hinné, hogy 2 X 2 = 5.
— Milyen is volna, ha minden ember ezt hinné? Nos, elképzelhetném, hogy mas
kalkulusuk van, vagy olyan technikdjuk, amelyet mi nem neveznénk szamolas-
nak.” (Wittgenstein 1992. 325.) Vagyis matematikai allitdssa csak akkor vélna,
ha tudnank koré épiteni olyan szabélyrendszert, amelyben értelmes és érvényes
volna ez az éllitds. Es akkor hogyan viszonyulna ez a két szabalyrendszer, s vele
a benniik megfogalmazott allitdsok egymdshoz? Ez utébbi ,hamis volna-e”?
Az igaznak és hamisnak, a helyesnek és helytelennek is az a szabdlyrendszer
adja meg az értékét és kritériumait, mint amelyik a jelentéseket meghatarozza.
Eppannyira lenne értelme hamisnak tartani azt a masik szabélyrendszert, mint
amennyire azt kérdezniink: ,,Hamis-e egy Kkiralyi koronazas? Olyan lényeknek,
akik t6liink kiilonboznek, fol6ttébb furcsanak tiinhetne.” (Wittgenstein 1992.
326.) Egyfeldl a kirdlyi korondzds ceremdnia, olyan cselekvések sorozata, melyet
konstitutiv szabdlyok irnak eld. Ilyen cereménidk nem tudnak semmiképpen
sem igazak vagy hamisak lenni, csakis sikeriiltek vagy sem. Vagyis performat-
iv igazsdguk van. Ugyanakkor zart értelmez6i kozeget alkotnak, és amennyi-
ben athdgjuk a szabalyokat, és rendre ,,rossz 1épéseket” tesziink, valéjaban nem
rosszul vagy helyteleniil cseleksziink, hanem megszi{iniink ugyanazt a jatékot
jatszani, kilépiink beléle, vagy be sem Iéptiink igazdn, kétségbe vonjuk a szaba-
lyokat, és egy mésik szabdlyrendszert és vele 1j jatékot alapitunk.

Azt azonban nem gondolhatjuk, hogy Gjabb, torténetileg felbukkané mate-
matikai igazsdgok, entitdsok és tulajdonsidgok ilyen ,,rossz 1épésnek” mindsiil-
nek, és rendre jra kell irnunk a szabalyrendszert. Hiszen ez éppen hogy timo-

*A 2 x2 =4 illitasnak a két mondatban mis a hasznilata, ahogyan az ,,azt hiszem”-nek
is mds az értelme, mint az ,, Azt hiszem, hogy vannak ufék” mondatban.
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gatja és 0sztonzi a feltaldlast. Semmilyen jaték nem lenne jaték, ha a szabilyok
onnon mechanikus alkalmazdsukat tennék lehetdvé és irndk eld. A varatlan, az
1], a ,,j0 hiizds” éppen a szabdlyok betartdsa mellett teszi élvezetessé a jatékot.
Ebben pedig mint olyan lehetfségfeltétel-egyiittesben, mely nem lekorlatoz,
hanem felnyit lehetGségeket, minden korabbi jdtékmozzanat jelen van. Igy van
jelen minden miialkotdsban is az a torténeti dimenzid, amelyik lehet6vé teszi.

A matematikai tevékenység a szabilyrendszerein és a jelentéstartalmain ke-
resztiil ezer szdlon funkciondlisan kapcsolodik a torténelemhez, 6nmaga kibon-
takozdsdnak torténeti folyamatidhoz, ezért a térténeti megértés hermeneutikai
elvét hatékonyan lehet alkalmazni rd, beleértve a térténeti megéreés pszicho-
16giai aspektusit is, melyet Gadamer — Schleiermacherre is visszautalva — igy
jelol meg: egy beszéd/irds megértésekor nem csupdn magit a beszédet/irast,
hanem a beszél6t/ir6t is meg kell érteniink. Ez a pszicholégiai aspektus azt
kivinja meg, hogy az értelmezd belehelyezkedjék a beszéls/ir6 gondolataiba,
felfogja a belsd folyamatokat, megismételje a teremtd aktust. Ahogy Boeckh-6t
felidézve megfogalmazza: ,A megértés tehdt [...] a megismert megismerése”
(Gadamer 2003.% 220).

Nagyon erds érvek szélnak amellett, hogy a matematikai megismerés éppen
ugy zajlik le, hogy Iényegét a Gadamer altal torténeti megértésként leirt folya-
mattal lehet csak megragadni. Ami ebben kétséget ébreszthet, és ami egytttal
a torténelmen kiviiliség elGitéletét sziili, az éppen a felépitési torvényének és
alakitdsi szinvonaldnak egyik Iényegi eleme. A matematikai ismeretek lefrdsa
ugyanis a gorogok 6ta deduktiv médon torténik, azaz a kiindulé pontbdl (dltala-
nos érvényii dllitdsokbodl) logikai kovetkeztetések sorozataval jutunk el a végsd
allitasig. Sz¢€lsGséges formdja ennek a deduktiv megkozelitésnek az axiomatikus
felépités, amikor néhany nagyon egyszerii allitisbol épitjiik fol az adott matema-
tikai teriilet teljes ismeretanyagat, egészen a legbonyolultabb tételekig. A ma-
tematikdnak ez azonban csak a kanonizélt /leirdsi médja, mikozben az alkotas
folyamata lényegében forditott irdnyi: a matematikus induktivan gondolkodik,
megsejt egy allitast, de semmilyen logikai bizonyitds nincs még a kezében. A bi-
zonyitas kiilonbdzd modjait és ttjait prébalgatja, sokszor szintén visszafelé (,,eh-
hez még ezt kellene bizonyitanunk, és akkor kész lennénk” tipusti gondolko-
dassal), mig végiil — ha sikerrel jart, tehat utélagosan — mar deduktiv 1épésekben
leirja az els6 1épéstdl az utolsdig a logikai kovetkeztetéseket.

Az utdlagos leirdsa a matematikdnak nagyon messze all a 1étrejottének mi-
kéntjétdl. Ez utobbi mégsem tiinik el nyomtalanul a leirisban, hiszen a kész
lefrast olvas6 matematikusnak nem csupdn a matematikai lefrast, de a tétel 1ét-
rejottének fazisait, azaz nemcsak az irdst, hanem az irét, annak eredeti gondolat-
menetét is meg kell értenie és a lehetséges mértékig rekonstrudlnia ahhoz, hogy
teljes képet kapjon az dltala olvasottak értelmérél. Hogy ,,a megéreés [...] a meg-
ismert megismerése”, azért érvényes Kitiintetetten a matematikai megértésre,
mert semmilyen mas timpont nincs valamely meghatdrozas értelmének és igaz-
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sdganak felfogdsara és beldtasara, mint hogy ,,végigfuttatunk” egy gondolkodasi
folyamatot (valéjaban belebocsitkozunk ebbe a folyamatba, amivel utalunk arra
is, hogy minden szigortsig ellenére a matematikai gondolkodasban éppuigy je-
len van a passzivitds és az uralhatatlansidg, mint birmely mis megismerési és
megértési folyamatban). Ez azonban nem a leirds folyamata (ekkor legfeljebb
megtanulhatjuk, bemagolhatjuk a tételt, a bizonyitdst), hanem a tényleges meg-
alkotds folyamata. A megértés sordn valdban megalkotjuk a definiciéként adott
entitds szemléletét, valoban elvégezziik a leirt miiveleti [épéseket, valdban meg-
tapasztaljuk az eldgazési lehetGségeket, és kovetjiik is ket (kizards vagy tjabb
felfedezések révén), és valdban magival ragadénak tapasztaljuk a sziikségszerd
kovetkeztetések vonzerejét, mignem valdban végbemegy az igazsag belatésa.
Ezenkozben, és féleg ehelyett semmilyen mas megértést timogatd, igazolast
helyettesit§ s megerdsitd miiveletre nincs médunk, példaul nem tudunk félre-
pillantani és egy empirikus tényt szemlélni. Természetesen ez nem zérja ki,
hogy szemléIniink lehet és kell is, azonban a szemléletalkotds maginak a mate-
matikai gondolkoddsnak a része, nem leképez valami eleve adottat, hanem min-
denkor megképezi a szemlélet nélkiili fogalmit és szimbolikusat.

Annyira igy van ez, hogy sok matematikus kifejezetten tgy irta és irja le ered-
ményeit, hogy annak ,,nagysdgit” csak a bennfentesek (értsd: akik felfejtették
a gondolatmenetet is, nem csak a technikai leirdst) érthetik meg, vagy nemegy-
szer csak intuitivan érezherik meg. Tipikus példdja ennek Carl Friedrich Gauss,
kora elismerten legnagyobb matematikusa, aki rengeteg korszakos, litvinyos
eredményt kozl6 tétele kozote egy latszolag semmitmondd, technikai szamitast
bemutaté tételt jeldlt meg ,, Theorema egregium”-ként — a nagy tudés gondo-
latmenetét komoly szellemi er6feszitések arin megért6k jonnek csak rd, hogy
miért épp ez a tétel érdemelte ki a ,,kival6” cimet.

A matematikai megértésnek tehdt éppen gy sajatja ez a torténeti-pszicho-
l6giai aspektus, a beszéld/leiré gondolataiba val6 ért6 belehelyezkedés, mint a
Gadamer altal hagyomanyosan ilyennek tekintett mas megismerési médoknak.
Tovibbmegyiink: a matematikdnak ez a természettudomanyokhoz képest
még inkdbb inherens része, hiszen mig a természettudomanyokban a masik
tudos helyett-mellett fordulhatunk a természethez is, hogy kiils§ forrasbol
szerezziink ismereteket, a matematikdban ilyen kiils§ forrds nem 1étezik, sajat
gondolataink mellett csakis tudéstirsaink €16 vagy nyomtatott ismeretkozlésé-
re hagyatkozhatunk.’

Itt jegyezziik meg, hogy ha a matematikai és filozéfiai performativitds az em-
beri szellem Iényegi performativitdsat példazza, akkor ennek pedagégiai kovet-

5 Még az esetleg ,,megvalésithaté”, térben modellezhetd matematikai entitdsok, példaul
a poliéderek is nyilvdnvaléan gondolati konstrukciéként jelennek meg elGszor, realizdldsuk
szitkségképpen tokéletlen (hiszen nem tudunk pontos négyzetet, hiromszéget megvalsita-
ni), igy nem tekinthetdk a fenti értelemben kiilsd forrdsnak.
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kezményeivel kell talin legelGszor szimot vetni. ,,A megértés [...] a megismert
megismerése” elv nevében a tanulds val6jdaban soha nem lehet a leirt igazsag
reprodukcidja, csakis az ismeret megalkotdsi folyamatinak elismétlése, vagyis
maga is alkotds. Szdmos alternativ pedagdgia torekvésének alapja valik ite lat-
hatévia: a tanuldsi folyamatnak involvdlédnia kell a felfedezés folyamatiba, aho-
gyan erre épiil az élménykozponti pedagdgia és a drimapedagdgia, ez motivilja
a ,tudatlan tandr” és a ,,facilitdtor” szerepében miikodd tanérfelfogast stb., hogy
csak néhdny mozzanatot emlitsiink.

III. FELFEDEZES VAGY FELTALALAS - MATEMATIKAI HEURISZTIKA

Descartes is figyelmes volt arra, hogy a tudomanyban egyiitt fut, de egymdstol
elkiiloniil a felfedezés ttja és az igazolds utja. Az utébbi biztositja masok (az
elsd masik maga a felfedezd!) szamdra a felfedezett igazsighoz val6 hozzaférést,
vagyis a tanitdst késziti el§ (vagy azonos vele).® Mig az induktiv médon épitkezd
tuddsformédkban a felfedezés és az igazolds Iépései egybeesnek, a matematika-
ban a felfedezés elrendezését és tovabbadasat lehet6vé tevd igazolas vagy szin-
tézis médszere a deduktiv épitkezés okdn elfedi a felfedezés folyamatit.’

A matematikai felfedezés-foltaldlds, azaz a matematikai heurisztika termé-
szetének vizsgidlata, bar nyomokban évszizadok 6ta fel-felbukkan a filozofia-
ban, Pélya Gyorggyel és Lakatos Imrével csak a miilt szizadban érkezett meg
teljes jogia tagként a tudomanyfilozéfiaba (vo. Pélya 1945; Lakatos 1976). Hia-
ba irdnyult ugyanis figyelem a matematikai felfedezés-foltaldlas jelentGségére
és mibenlétére, ha a deduktiv leirds és igazolds centralizalt szerepe tovabbra is
megkérdGjelezhetetlen maradt. A két magyar tudds, bar mas-més kérnyezetben
— Pélya inkabb didaktikai szempontokat vizsgilva, Lakatos viszont szélesebb,
elméletibb osszefiiggésben — taglalja a matematikai heurisztikit, a 1ényeg ben-
niik kozos: mindketten a felfedezés-foltalalas logikdjanak, médszerének, visel-
kedéstandnak megértésére torekednek, mégpedig szembedllitva azt a deduktiv
— az elébbiekrsl mar semmilyen informéciéval nem szolgdlé — matematikai le-
irdssal. Amivel azt is jelzik, hogy a matematikdban ez a két Git nemcsak kiilon-
bozik egymastdl, de sem felcserélni, sem azonositani nem lehet 6ket, és nem
is redukdlhatok egymdasra. Mig Pélya a konkrét matematikai feladatmegoldas

6 Kétfajta médszer 1étezik: az egyik az igazsig felfedezésének médszere, amit analizisnek
vagy a megoldds modszerének neveznek, és amit a feltaldlds modszerének is hivhatunk, a masik
annak a mddszere, hogy ha mar megtaldltuk az igazsagot, azt megértessiik masokkal is: ezt
nevezik szintézisnek vagy a kompozicid midszerének, de a tanitds mddszerének is hivhatjuk”
(Logique de Port-Royal, IV ., 11. — idézi Derrida 1987. 46).

7 A matematikai tudds példaszerii privilégiuma éppen a deduktiv épitkezésbdl ered, amit
mi sem tiikréz jobban, mint hogy az djkor elején Francis Baconnek komoly kritikai eréfeszi-
téseket kellett tennie, hogy a tudds teriiletén az induktiv eljardsok létjogosultsdgit mint a
természet megismerésének egyediil adekvit médjat elismertesse.
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heurisztikus 1épéslehetdségeit rendszerezi, Lakatos egyenesen a matematikai
heurisztika alapmintait igyekszik feltérképezni. Ezek részletezésétdl eltekintve
csak annyit emeliink ki, hogy visszaigazolédik benniik k6zos vonasként, hogy
a matematika nem statikus igazsigok halmaza, hanem folyamatban 1év§ tevé-
kenység, igy természetes és inherens médon tarsul hozzd az idébeli-térténeti
dimenzié. Lakatos a kényvének cimével azt is jelzi, hogy a matematikai entitd-
sok és igazsdgok — bizonyitdsok és cafolatok, azaz matematikai diskurzus révén
jonnek létre és ekként léteznek.® ,,A matematikai heurisztika nagyon hasonlit
a tudomédnyos heurisztikdra; nem azért, mert mindkett§ induktiv, hanem mert
mindkettSt sejtések, bizonyitdsok és cafolatok jellemzik” (Lakatos 1998. 114).
Ez a mindenkor problémikhoz k6t6dd, torténetként kibontakozé folyamat egy
kutatdsi programot hatiroz meg, melyet a program kezdetekor a tudéskozosség
altal kialakitott metodolégiai szabédlyok fognak 6ssze. A kutatds nagy vonalakban
megadott jatékszabalyai alkotjdk az an. Jeuriszrikdt. Egy kutatdsi program nem
akkor ér véget, ha cafolattal taldlkozik (mint Poppernél), mert a cifolatok kivéd-
het6k, hanem akkor, amikor a heurisztika kimeriil, vagyis amikor a meglév{§ sza-
balyok k&zott a kutatdsnak nincs tovabbi irdnya, a diskurzus nem futhat tovabb.

Lakatos szerint a matematika raciondlis volta nem méasban gyokerezik, mint
abban, hogy a matematikus nyitott a kritikara és képes vélasztani, hogy elfogad-
ja-e a cafolatot, vagy kitart nézetének védelme mellett. Am a valasztasdban sem-
miféle kitiintetett metodolégia nem nytjt szamdra segitséget, vilasztisa helyes
vagy helytelen volta csak utélag deriil majd ki. A matematikus viselkedése tehat
nem raciondlis — erre nincs mérce, nem Iétezik a racionalitdsnak ,,egzakt fogal-
ma” —, legfeljebb tisztességes Iehet: a becsiiletes beldtdsok és a valasztasok ko-
vetkezetessége, nem pedig valamiféle szubsztancidlis racionalitds sziikségsze-
riisége alapozza meg a matematikusrél leval6 matematika épiiletének racionalis
voltat. Mert az épiilet a matematikusok valasztdsain keresztiil épiil: [étrehozzuk,
nem pedig készen felfedezziik. Noha Pdélya is, Lakatos is els§sorban példikon
keresztiil mutatjdk be a heurisztika miikodését, munkédssidguk nyoman a matema-
tikai heurisztika rendszerré szervezddott, és mint a matematikai megismerés filo-
z6fidja is elfogadottd vilt,” amit aztdn Paul Ernest fent emlitett miive tetdzott be.

Jegyezziik még meg, hogy a matematikai felfedezésre-foltaldlasra, illetve al-
taldban a matematika keletkezésére €s viltozasira tobbszor probaltak meg ra-
hiizni klasszikus tudomanyos megismerési sémédkat, mint amilyen a Kuhn-féle
paradigmaviltds, vagy a Popper-féle, sejtésekre és cifolatok sorozatira épiild
(trial-and-error) séma, amit implicit médon (4m, lattuk, Iényegileg mddositva)
maga [Lakatos, illetve késébb mésok is alkalmaztak (vo. Glas 2001a; Glas 2001b).

8 Kiviléan foglalja 6ssze Lakatos ilyen irdnyd gondolatait Kutrovdcz Gibor A racionalitds
rekonstrukcidgia cimi esszéje (htep://hps.elte.hu/~kutrovatz/latyak.html).

9 Ahogy Lakatos ezt a sziikségszer(iséget megfogalmazza: ,,a matematika torténete, a fi-
lozéfia irinymutatdsat nélkiilozve, vakkd, a matematika filoz6fidja, mell6zve a matematika
toreénetének legérdekesebb problémidit, iiressé vilik” (Lakatos 1998. 15).
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Véleményiink szerint nem véletlen azonban, hogy ezek a kisérletek csak mérsé-
kelt sikerrel jarhattak — a matematika és igy a matematikai felfedezés, minden
heurisztikai hasonl6sdg ellenére, fontos pontokon mégis kiilonbozik a termé-
szettudomédnyos megismeréstdl. A tudomanyos forradalmak, paradigmavaltdsok
elmélete elsGsorban azért nem alkalmazhaté rd, mert minden paradigmaviltas
eléfeltétele a megfigyelt és az elméleti eredmények kozotti ellentmondas:
»A tud6st minden kutatdsi probléma anomélidkkal szembesiti, amelyeknek for-
rasdt nem tudja hatdrozottan beazonositani. Elméletei és megfigyelései sohasem
egyeznek teljes pontossiggal.” (Kuhn 1977a. 140.) A tiszta matematikdban ez a
konfliktushelyzet nem jon Iétre, hiszen nincsenek ,,megfigyelt”, kiils§ forrs-
bél szdrmazé adatok, igy az elmélet nem konfrontal6édik a sajat vildgan kiviili
elemekkel. Nem véletlen az sem, hogy maga Kuhn klasszikus miivében csak
marginalisan ejt sz6t a matematikédrél, és az eldzdekkel 6sszhangban mintegy
kiemeli a matematikat a megismerésben torténetiséggel rendelkezd tudomany-
dgak koziil. Kuhn a matematikai megismerést és tudast 6nmagaban nem is, csak
mint a modern természettudomanyok szimara modelleket, nyelvet és eljaraso-
kat biztosité segédtudominyt veszi tekintetbe.!” Ennek hétterében az a klasz-
szikus vagyképzet hizédhat, hogy a matematikdban tigyis minden rendben van,
vagy magitdl rendben lesz, a matematikai heurisztika esetlegessége, idGbelisé-
ge vagy altaldnosabban a performativitdsa (id6beli kifejlése) mellékes kérdés.

A tudomanyhermeneutikiatdl eltéréen a klasszikusabb alapokon nyugvé tu-
doményfiloz6fia a matematikira tovibbra is torténetietlen, torténelmen kivii-
li tudoményként tekint, és elkiiloniti a tobbi természettudomanytél. Holott a
természettudomanyok toreénetiségvizsgalatinak hermeneutikai nézd&pontjai
egyiltalin nem idegenek a matematika megéreésétsl. Segithet talin kézelebb
hozni az allaspontokat Schwendtner Tibornak a Kuhn rendszerét Heidegger
hermeneutikai eszkozkészletével vizsgal6 tanulmanya (v6. Schwendtner 2000).
A szerz6 megallapitja, hogy a természettudomanyok az ember eredendd torté-
netiségébe, a vilagtorténelembe dgyazddnak, s mint ilyenek torténeti voltukat
ennek a mélytorténetiségnek kdszonhetik. Ebbdl a térténetiségbdl ered és ebbe
illeszkedik a tudomédnyos forradalmak és paradigmavaltdsok diszkontinuitdsaval
tagolt tudomanytorténet. Azonban a tudomédnyok akkor is térténetiek, amikor
éppen nem jatszédnak le paradigmavaltdsok: kibontakozdsuk bizonyos szaka-
szaiban — a ,forradalommentes”, Kuhn 4ltal ,,normal tudomédnynak” nevezett
szakaszokrol van sz6 — szintén megjelenik egyfajta torténetiség: ,,a normal tu-
domény bels§ mozgisdban is olyan teleoldgia tételezddik, melyet a torténetiség
egy moédjianak tekinthetiink. A kumulativ fejlédésidedra gondolhatunk, mely

10 Kuhn az idézett konyvében a ,,matematika” sz6t 6sszesen kilencszer irja le, tipikus meg-
jelenései: ,,to develop the mathematics required for applications” (Kuhn 1977. 32); ,,only
the mathematics of the application had been wrong and that Newtonian theory could stand”
(Kuhn 1977. 81).
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szerint a tudomdny folyamatosan bgviti ismereteinek korét.” (Schwendtner
2000. 145.) Véleményiink szerint ez a belsd torténetiség, amely egyeldre a kiilsg
vildg torténetiségétdl elkiiloniilni latszik, a matematikdra, éppen a természet-
tudoményokkal szemben kizarélagosnak bizonyulé kumulativ természete miatt,
szintén alkalmazhaté. A kévetkez§ fejezetben megvizsgiljuk a matematikat jel-
lemz§ torténetiség, idébeliség tulajdonsagait.

IV. AMATEMATIKAI ENTITASOK TORTENETISEGE ES IDOBELISEGE

A minéz&pontunkbdl a térténetiség és az idGbeliség nemcesak hogy nem iktathat6
ki a matematikai megismerésbdl, hanem annak inherens része. Azt allitjuk, hogy
a matematikai entitdsok Iényegi id6dimenziéval rendelkeznek, és sokkal termé-
szetesebb, ha folyamatokként tekintiink rajuk, hiszen létrejottiikben (hogy itt
maga a megértd konstruktivista értelemben genuin teremtSként vagy platonista
értelemben feltaldloként van-e jelen, az most irrelevans) éppuigy, mint [étiikben
athatja Gket az id6beliség, annak minden jegyével egyiitt: beléjiik irédik a ke-
letkezés, a viltozas kiszamithatatlansdga, az idSleges érvényesség, a torténetiség
és a tarsadalmisag. Ugyanakkor vigyazzunk: amikor a matematikdnak (de nem
csak a matematikdnak) a performativitds perspektivdjaban elgondolt torténeti
folyamatszertiségét (melyben az egyéni jelenlétnek kiiktathatatlan szerepe van,
a heurisztika megel6zi a leirast, a feltaldlds 1ényegibb a felfedezésnél, az entiti-
sok inkdbb funkciondlis, mint idedl-objektum-egységek stb.) a sziikségszerti-
séggel, id6tlenséggel, 6rokkévaldsiggal szemben hangstlyozzuk, akkor nem a
kozonséges értelemben vett esetlegességet vagy véletlenszertiséget tulajdonit-
juk neki. Abban a gondolati rendben gondolkodunk, amely az egész ellentétpart
meghaladja, hiszen a performativ jaték torténései egyszerre sziikségszerti-de-
terminisztikus és esetleges-kiszdmithatatlan torténések. A jatékszabalyok ilyen
torténéseket generdlnak: tesznek lehetévé és engednek megtorténni.

Mir amikor kvazi-entitdsként hatdroztuk meg a matematikai 1étez6ket, és 1ét-
modjukat illeten a funkcidjukra helyeztiik a hangsiilyt, hozzarendeltiik Sket
ahhoz az id6beli és a kollektiv tudatban kibontakoz6 térténeti-tarsadalmi folya-
mathoz is, melyben egyaltaldn értelmes réluk beszélni. Ezzel elvitattuk ugyan
t6liikk az idGtlenséget és az abszolut 1étet, de nem vitattuk el, hogy képesek,
éppen a matematikai jaték szabdlyrendszerébdl adédoan, és csakis ekként idGt-
lennek és abszolttnak #érelezddni. Nem rejtettiik el azt a tovabbi problémat sem,
hogy ez az allaspont, mely a matematikai észjaték szabalyrendszerének effektu-
saként tekint az idGtlen [étezSkre és az abszolut igazsdgokra, maganak az észnek
a miikodési modjara timaszkodik. Az ész az egyetemes igazsdgok megalkotdsara
torekszik, ahol — Derrida megfogalmazasat és tudédsrdl alkotott nézetét kdleson
véve — ,,az egyetemesség azonos az idealitdssal, azaz a korldtlan ismételhetGség-
gel” (Derrida 1987. 50).
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Vizsgiljuk meg most mindezt egy konkrét matematikai példan keresztiil! El-
s6re meglepd lehet a természetes szimokat vagy az euklideszi geometriat 1d6-
ben viltozénak tekinteni, hiszen ezekhez a rendszerekhez és fogalmakhoz az
allandésdgot és megviltoztathatatlansigot tarsitjuk, de a matematika Iétrejot-
tének sajatsdgaival, a matematikai invencié lényegi elemeivel mégis ez a latds-
mod egyeztethetd 6ssze legtermészetesebben. Azt a tényt, hogy a 2-es szammal
kapcsolatban egyre toébbet tudunk, az eddigi elméletek tgy interpretédljak, hogy
a tobb ezer éve gy(ijtott informacidink egy dlland6 (megtalalt vagy Iétrehozott)
objektum tulajdonsigainak a szimat gazdagitottdk (pl. a 2 primszam, paros prim-
szam, ikerprim, a paros szdmok algebrai gytirijében nem nulloszté stb.). Ennek
kovetkeztében a platonista vs. nemplatonista ontoldgiai vita abszoltt stlypont-
jataz képezi, hogy a 2-es szam ,,primszam” vagy ,nem nulloszt6” mivolta vajon
mindig is a sajitja volt-e ennek az objektumnak (platonista), vagy mi taldlcuk ki
ezt a tulajdonsdgfogalmat, melynek a 2-es szim (mint dltalunk kordbban meg-
alkotott objektum) megfelel, és igy dj objektumként, egy 1j tulajdonsiggal gya-
rapodva tekintiink rd (nem-platonista).

A platonista allaispont nyilvinvaléan mentes barmiféle torténeti aspektustdl,
a 2-es szamnak nincs id&belisége, az pedig margindlis kérdés (és nem is a 2-es
szamroél sz6l, hanem a matematikusokrél), hogy ki taldlta meg az adott tulajdon-
sdgot, ami egyébként mindig sajitja volt a 2-esnek, és csak a felfedezésre vart.
A konstruktivista irdny szimol ugyan a 1étrejovés pillanataval, de ahelyett, hogy
ezt valodi torténetiségbe dgyazva a matematikai 1étez6k és igazsdgok folyama-
tos kibontakozasat hangsilyoznd, melyben azok a pillanatnyilag ismert tulajdon-
sdgok mindenkor koherens egységeként adottak, minden egyes 1] tulajdonsag
felbukkandsaval és fogalmi megragaddsaval egy miniat{ir paradigmavaltast ir eld:
amig a primszdm fogalma nem tdrsult a 2-es szdmhoz, addig ,,rosszul gondol-
tunk” a 2-es szdmra, az nem az ,,igazi” 2-es objektum volt, az csak most, a prim-
szamsaggal vagy a nullosztésig cafolatdval joce 1étre.

Hiiba érthetiink egyet Ernesttel és konstruktivista kivetGivel abban, hogy
,»a matematikai igazsag cafolhat6 és korrigilhatd, és soha nem tekinthetd a re-
vizi6 és korrekci6 folote dllénak”,' ha ebbdl arra is kovetkeztetnek, hogy a ma-
tematikai objektumokrdl (pl. a 2-es szamroél) sz616 allitaisok megkérddjelezésével,
tulajdonségai feliilbirdldsaval és korrigildsaval az eredeti objektum addigi 1éte
is megkérddjelezddik: az ) tulajdonsdgok mindig 1j objektumma alakitjak azt.
Hiszen ha jobban meggondoljuk, ez a felfogds ebben a megfogalmazasban ko-
rantsem 4ll messze a platonista elképzelésektdl; a rendre felbukkané ,,4j” tu-
lajdonsagok (bar a valés id6ben zajlé, tényleges konstrukcids folyamatok révén,
de mégiscsak) olyan létez6k megalkotdsdhoz vezetnek, melyek onmagukban mar
rendelkeznek az igaz tulajdonsdgok 6sszességével, csak pillanatnyilag nem tu-

11 ...mathematical truth is fallible and corrigible and should never be regarded as being

above revision and correction” (Ernest 1998. 9-10).
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dunk réluk. Véleményiink szerint helyesebb azt a felfogdst képviselni a még
nem ismert tulajdonsiagokkal kapcsolatban, hogy eldzetesen semmilyen médon
nincsenek, csak magidban a matematikai észjatékban, ennek részeként a mate-
matikai heurisztikdban és ennek révén bukkannak fel akként, amiként a jaték
lehetévé teszi, megengedi és [étrehivja Sket.

A performativ litdismédunk szerint a ,,2-es szim” fogalommal egyaltalan #em
objekrumot, hanem egy idébeli valtozast, egy tirténeti folyamator jeloliink, mely-
ben a 2-es szdm az 0j ¢és 4j tulajdonsdgok révén folyamatosan megképzddik.
Mivel a 2-es szam a felbukkandé tulajdonsigok Gsszefoglalé neve, helyesebb
magival a felbukkandsi folyamattal azonositani. Egy adott pillanatban termé-
szetesen ezen tulajdonsigok meghatirozott szamuak és tartalmaak, igy a 2-es
szam fogalmanak, a folyamatnak az adott pillanatban ismert és neki tulajdoni-
tott Osszes tulajdonsdg mintegy a pillanatfelvétele. Soha nem éllithatjuk azon-
ban, hogy a lehetséges tulajdonsigok (vagyis azok a funkciék, melyek révén a
2-es szam tovabbi matematikai folyamatokban meghatirozott szerepet tolthet
be) lezartak lennének, sem pedig hogy — akércsak a ,,2” nevet visel§ entitds — 1é-
teznének anélkiil, hogy valaki (értsd: konkrét személy és kozosség) elgondolta,
megnevezte, leirta volna, vagy tekintetbe venné 6ket. Ezzel nem zérjuk ki an-
nak a lehetGségét, hogy tdjabb megismerési folyamatokba Iépve, ma nem ismert
tulajdonsdgokkal béviil. A ,,miikédésben 1évd” matematika szdmdara a matema-
tikai entitdsok funkciéjukban érdekesek, a létérvényességitkben, ami viszont a
matematikai megismerési folyamat heurisztikus szabdlyai dltal meghatarozott
gondolati aktusokhoz rendelt. Méarpedig a matematikai heurisztika eljarasrend-
je torténetileg meghatiarozott, igy a matematikai 1étez6kbe és tulajdonsigaikba,
valamint az igazsdgok 1étérvényességébe és értékébe beleir6dnak a rajuk ira-
nyulé és veliik korrelativ aktusok jegyei.

Ha azonban ilyen mértékben fligg6vé tessziik a matematikai entitdsokat
az egyedi gondolkodastol, nem szolgéltatjuk-e ki ket a pszichologizmusnak?
A vilasz hatdrozottan az, hogy nem, mert egy matematikai fogalom azt a tor-
ténetileg zajlé egyéni és kollektiv gondolkoddsi folyamatot jeloli, amelyben
a fenti tulajdonsdgok (maguk is folyamatok) egyre gazdagabb rendszere nem
csupdn 6sszeszovidik, de olyan formaba rendezddik, amely kiemeli az egyé-
ni és pszicholégiai meghatdrozottsdgdbol. Ez az idedlis rogzit forma teszi le-
hetévé, hogy az egyéni torténeti megismerési folyamat ellenére, mas szama-
ra is ugyanakként legyen elgondolhatd, tulajdonképpen elismételhetd. Ilyen
értelemben a 2-es szimhoz esszencidlisan hozzakapcsolédik egy torténeti és
egy matematikatorténeti horizont, amelyen § folyamatosan megvaldsul, mely
megval6sulds nem mellékesen, hanem Iényegileg olyan formasltést is jelent,
amely nem f6lé emeli a torténetiségnek és idébeliségnek, hanem mindenkor
jelenlévivé teszi a horizont egészén. Bizonyos értelemben kiterjesztése ez a
nézet a Gadamer 4ltal bevezetett fogalomtorténetnek (Begriffeeschichre): a ,,2-es
szam” matematikai fogalma a torténetiségben kialakuld és dtalakulé dj és 1]
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értelmezéseket foglalja magaban, végiil ennek az értelmezés-sorozatnak a fo-
lyamatét jeloli.

Szamot adva itt azokrol a felépitési torvényszertiségekrdl és alakitasi szinvo-
nalrél, amelyek hatdsira a matematika téreénelmen kiviilinek tiinik, jegyezziik
még meg, hogy amikor téreénetiségrdl beszéliink, valgjaban két kiilonb6z8 1d6-
beliséget értiink rajta, melyek elvédlaszthatatlanul, de az elemzés szandékaval
elkiilonithetSen jitszanak szerepet a matematika megvalésuldsidban. A mate-
matikdnak mint performativ észjitéknak létezik egy belsd, a fenti folyamatok,
entitdsok fogalomteréhez kapcsolt idébelisége, mely a matematikai leirdsban az
egymasutdnisig szigord rendjét kdvetve épiil ki. Masrészt, mivel mindez em-
beri cselekvésként jon létre és valdsul meg, természetesen 1étezik egy kiilsd,
torténeti 1d§, amiben a performativ tudomény cselekvd résztvevdi 1éteznek, és
amiben a matematikai heurisztita ténylegesen zajlik. Ezt a két id6beliséget éppen
a matematikatorténet kapcsolja 6ssze, amennyiben a fogalomtér belsg idejében
torténteket mintegy rdaggatja a kiilsg, valds id§ szovetére. A matematikatoreé-
net tehat ennek a két id6horizontnak az 6sszeolvaddsa, melyen a matematikai
entitdsok és igazsagok téridébeli Vollzugja jatszodik.

A valés torténeti és a fogalomtérbeli dimenzié6 megkiilonboztetésével ju-
tunk oda, hogy a matematikai entitdsoknak tulajdonitott 1ényegi id6beliséget
értelmezziik. Amikor a matematikai entitdsok fogalomterének belsd, rend-
szerbeli id6beliségérdl beszéliink, arra kivinunk utalni, hogy a matematikai
entitdsok id6beli megképzddésének van egy, az 6t magidban hordozé rend-
szerre jellemzb és bel6le fakadé konstitticios folyamata, s ezzel egyiitt id6beli-
sége (az idSbeliséget jellemzd egymasra kovetkezés és irreverzibilitds az axio-
matikusan épitkezd rendszer kiépiilését vezérli: az ,,és ebbdl kovetkezik...”
egymadsutinisiga). Ez az idébeliség, amennyiben ativel torténeti korokon,
fiiggetlenedik a tényleges idébeliségtdl, melyben a konstitiicids aktusok tény-
legesen lefutnak, és amelyek, amennyiben egyéni tudatok aktusai, az emberi
1étezés id6beliségében gyokereznek. A fiiggetlenedést technikailag az jelzi
példaul, amikor hibét vétve, e/ilrdl kezdyjiik a szamolast, a bizonyitést, vagy koz-
tes 1épéseket iktatunk be, illetve hagyunk el. De a két idébeliség a lefolyasa-
nak sebességében is kiillonboézhet: lehet, hogy egy bizonyitds egyetlen hidnyzé
kulcsmozzanatit a bizonyitds gondolatmenetének 1étrejotte utdn (a kiilsg id6t
tekintve) csak évekkel vagy évtizedekkel késébb tudjuk beilleszteni abba a
keretbe, amit korabbi matematikusok felvdzoltak. Ekkor a bizonyitds belsd,
rendszerideje alig véltozott, a performativ észjitékban egyetlen 1épés tortént,
mikozben a kiils§ id6ben esetleg évtizedek teltek el. SzElsGséges példdja en-
nek a derékszogli hiromszogekkel kapcsolatos Pitagorasz-tétel: mikézben a
sumérek a gorogok eldtt évezredekkel is haszndltdk mar ezt a matematikai
Osszefliggést, Piithagorasz volt az, aki be is bizonyitotta azt. Ezek a ,,kiils6”
évezredek a derékszogii haromszog entitdsa szempontjabdl vdltozatlanul tel-
tek el, igy a fogalomtér belsd idejében a sumer matematikusok és Piithagorasz
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hozzédjaruldsa a fogalom béviiléséhez kiozvetleniil egymds utdni pillanatoknak
tekinthetgk.

Egy maisik, tobbszereplds példa a valdszintiség fogalma. De Méré lovag
problémafelvetése inditotta el azt a folyamatot, amelynek sordn Pascal, Fermat
és Bernoulli gondolataiban elGszor a valdszintiség kockadobdssal kapcsolatos
(klasszikusnak nevezett) aspektusai bomlottak ki (mi a valdszintisége, hogy ha-
tost dobunk?), ezt Buffon terjesztette ki olyan (geometriainak nevezett) helyze-
tekre, mint a mai darts jaték (mi a val6szintisége, hogy a nyillal b«//t dobunk?),
majd Kolmogorov formalta mindezt axiomatikus rendszerré. Ebben a mondat-
ban a ,,valdsziniiség” cimkével ellatott folyamatot, performativ észjatékot a ma-
tematikai fogalomtér belsd ideje szempontjabdl irtuk le. A folyamat ilyen leirdsa
szempontjabdl irrelevans az a tény, hogy a fent emlitett tudésok egy asztalnal
iiltek-e ezalatt vagy sem. A kiils§ id& néz6pontjabdl tekintve koziiliik némelyek
(pl. Pascal és Fermat) val6ban leveleztek egymadssal ez tigyben, mig masokat (pl.
Bernoullit és Kolmogorovot) tobb szdz év vilasztott el, azonban egymds ered-
ményeit, hozzdjaruldsit ismerve és megértve gond nélkiil folytattdk tovabb a
»beszélgetést”. A két idGsikot az a matematikatorténeti lefrds koti dssze, misze-
rint: 1654-ben de Méré lovag Pascalhoz fordult egy kockajatékkal kapcsolatos
kérdéssel. Pascal még abban az évben baritjaval, Fermat-val levelezve oldotta
meg a problémait, amit Bernoulli, aki a kérdés évében sziiletett, 1713-as konyvé-
ben, tehit a kérdés sziiletése utan 60 évvel fejlesztett tovabb. Buffon, aki a fenti
konyv megjelenésekor 6 éves volt, 50 évvel késébb sikeresen terjesztette ki a
vizsgalodasokat geometriai problémadkra. Végiil djabb 130 évnek kellett eltelnie,
mire Kolmogorovnak sikeriilt a fogalmat axiomatikus alapokra helyeznie.

A rendszeridd fiiggetlenedése, benne a barmikori tGjrakezdés lehetdsége és
ugyanakkor a konstitiiciés folyamatok egymadsra kivetkezésének szigorisiga
(honnan médshonnan tudnénk, hogy tévediink, ha nem abbdl, hogy 1épést, vagyis
sorrendet tévesztettiink) késziti el a matematikai entitdsok 6ndllg, a valés 1d6tél
elszakadé s mint ilyen idétlen szférajanak gondolatat és tapasztalatit. A perfor-
mativ szemlélet inkdbb azt hangsilyozza, hogy a matematika, ahogyan valéjaban
minden tudés, a maga torténetiségében az, ami. Mi més lenne barmely tudo-
many, mint a torténetileg kibontakozott és folyamatosan zajlé heurisztikdnak a
pillanatfelvétele? Es nem abbél adédik-e szdmos probléma, hogy a torténeti ki-
bontakozist el akarjuk mismdsolni, csak a célhoz vezetd tdtnak tekintjiik? Holott
ez a torténeti dimenzi6 adja meg mindennek az értékée, érvényét és értelmée,
amire nem reflektdlunk a tudomany mivelése kézben. Am mindig ezek val-
nak lényegivé, s épp a toreénetiségiikben rejld, atvildgitatlan el6feltevéseikkel,
amikor egy adott tudoményt ért kihivisok megvalaszolhatatlansdga a tudésokat
tovabbgondolasra (vagy, ahol ez relevins, paradigmavaltisra) sarkallja. Minden
olyan nézetnek a hitterében, mely nem akar errél — a tudés torténetiségérdl —
tudomadst venni, a teljes, végsd, tiszta, abszolit tudas eszméje 4ll. Ezt az eszmét
azonban pont azok 6rzik, akik reflektdlatlanul m{ivelik a tudoményt.
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V. SZEMELYES JELENLET A HAGYOMANYTORTENETBEN

A matematikusi tevékenység a matematikai észjatékba valé bekapcsolédas, ami
csak a(z addig érvényes) szabdlyok megértésével torténhet meg. (Mér csak emi-
att is kiitktathatatlan a matematikai megértés toreénetisége.) Dontd jelentdségti,
hogy Searle megkiilonboztetését mar eddig is alkalmazva, a matematikai észja-
ték szabalyai konstitutivak és nem regulativak, vagyis nemcsak szabilyoznak, de
egyben meg is teremtenek egy viselkedésformit.'? A matematikus bekapcsolé-
dasa elsG 1épésben ennek tudatositasit jelenti. Ezért tartjuk érvényesnek ismét
Gadamer megallapitdsat:

a megértés nem annyira médszer, melynek segitségével a megismerd tudat egy éltala
vélasztott targy felé fordul és objektive megismeri, hanem inkdbb a benne dlls
valamilyen hagyomanyfolyamatban. Maga a megériés is torténésnek bizonyult. (Gadamer
2003.7 345, kiemelés az eredeti szovegben.)

A gondolatot a matematikai észjatékra alkalmazva, az ebbe val6 bekapcsold-
das tehdt mar kezdeti szakaszdban sem mds, mint bekeriilés egy éppen zajlé
torténésbe. A matematikus semmilyen értelemben nem emelkedik ki a toreé-
nelembdl, nemcsak individudlis személyként, de specifikusan matematikusi
tevékenységében sem, a legzsenidlisabb matematikus is egy mindenkor zajlé
torténeti folyamathoz kapcsolodik:

Mig a romantikus hermeneutika [...] a kongenidlis megért6t minden torténeti
feltételezettségbdl kiszakitotta, a torténeti tudat onkritikdja végiil is oda vezet, hogy
nemcsak a torténést, hanem ugyanigy magit a megéreést is torténeti mozgisként
ismeri fel. Magdr a megértést nem annyira a szubjektivitds cselekvéseként, hanem valamely
hagyomdnytirténésbe vald bekeriilésként kell elgondolni, melyben sziintelen kozvetités van
a mult és a jelen kozott. (Gadamer 2003.2 325, kiemelés az eredeti szovegben.)

Azt lathatjuk, hogy ez a személyes bevonz6dds mar a matematika alappillérénél,
az axiomatikus felépitésnél is nyilvinvalé. Az axiémék és posztulatumok, mivel
természetiiknél fogva nem tesznek lehet6vé és nem is kivinnak meg bizonyi-
tdst, nem tdmaszkodnak a teriileten beliil semmilyen bizonyithaté hattérre, igy
sziikségszertien az Gket 1étrehozd személy dontésétdl fiiggnek. Az euklideszi
geometria els§ ismert axidmarendszere 6ta szimos mdas axiémarendszere szii-
letett ugyanennek a teriiletnek, és csak egy résziiknek volt célja az euklideszi
rendszer ,javitdsa”, mas axiomarendszerek létrehoz6i egyszerien azzal indo-

12 A regulativ szabdlyok egy mir létez§ tevékenységet szabilyoznak, amelynek létezése
logikailag fiiggetlen a szabdlyoktdl. A konstitutiv szabdlyok megalkotnak (és persze szabd-
lyoznak) egy olyan tevékenységet, amelynek 1étezése ily mdodon logikailag fiigg a szabdlyok-
t6l.” (Searle 2009. 46—47.)
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koltdk a sajat rendszeriiket, hogy az szerintiik alkalmasabb pl. oktatdsi célokra
(Birkhoft). Az adott teriilet axiémarendszere performativ értelmezésiinkben —
Wittgensteint kovetve — jatékszabdlyok gytijteményeként funkciondl: egyesek
elfogadhatjik azt, és igy részt vehetnek a jaitékban, mésok elutasithatjak, amivel
kizarjadk magukat ebbdl a jatékbdl — mikdzben természetesen létrehozhatnak
alternativ jatékszabalyrendszert, ahogy azt példaul Bolyai Janos tette a nemeuk-
lideszi geometria megalapozasakor.

De még ennél is erfsebbnek tiinik a személyes aspektus az axiomatikus
rendszerek kidolgozdsandl. Ahogy arra Karl Popper ramutatott, barmilyen (elég
gazdag) axiémarendszerbdl végtelen sok ,,érdektelen” allitas is kijon, nemcsak
a ,,jelentss” allitdsok. Az ,,érdektelen” és ,jelentds” jelzdk szubjektiv értékité-
letet zarnak magukba, hiszen nem arrdl van sz6, hogy az egyik allitds logikailag
korrekt, a misik pedig nem, hanem két, logikailag igazolt, az axiémakbdl le-
vezethetd allitds egyikét a matematikai észjaték résztvevoi ,,érdektelennek”, a
masikat ,,érdekesnek”, ,jelentdsnek” télik meg. Poldnyi hasonléan vélekedik:
sokkal tobbet is tudhatnidnk (a matematika szempontjabol értsd: sokkal tobb
konkrét tételt is bebizonyithatndnk), de csak azt kutatjuk, amit érdekesnek tar-
tunk. Annak vélasztdsa, hogy az axiomarendszeriinkbdl kivetkezs egyik adott
lehetséges iranyt val6ban kovetjiik-e a kidolgozasnal, csupan egyéni — vagy kol-
lektiv — izlés kérdése, azaz mindenképpen személyes dontés.

Félreériések elkeriilése végett jegyezziik itt meg, hogy a fenti gondolatme-
net végig az dgynevezett tiszta matematikarél szol, azaz nem vessziik most fi-
gyelembe azt a helyzetet, amikor a ,,jelentds” azt jelzi, hogy az eredmény vala-
milyen nem matematikai problémanak a megolddsdhoz visz kozelebb — ez az
alkalmazott matematika teriilete, ahol az értékitéletet az alkalmazasi kényszer
sziikségszerlien befolyasolja (ahol tehat ,jelents” = ,,j6l haszndlhat6”). Az al-
kalmazott matematika targyaldsunkbdl valé kizdrasa azonban nem jelent komoly
megkotést, hiszen a matematikdnak nem Iényegi eleme az alkalmazas. Még ha a
valés életbdl vagy mds tudoméanyagakbol érkezd problémaék inspiraljak is a ma-
tematikusokat, a performativ észjaték legtobbszor jelentGsen tilng a kiindulasi
probléman és 6nmaga szépségéére, izgalmaért folytatédik tovabb.

VI. KONKLUZIO

A mir idézett Diebner is megfogalmazza — igaz, nem a matematikira nézve —
ezt a kozponti fontossagu allaspontot: a tudomanyos performansz egyfajta jaték,
amely éppen attdl performativ jellegii, hogy a kutaté aktivan részt vesz annak
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alakitdsiban.” Hangsilyozza tovibb4, hogy a performativitds nem mellékszil,
nem diszlet itt, hanem a tudomdny miivelésének megkeriilhetetlen eleme, a
heurisztika egyik alapvetd eszkoze és forrdsa, amit a szerz6 konkrét kisérleti
fizikai problémak vizsgilatdval (pontosabban: a problémak vizsgilatdnak vizsga-
latdval) tdimaszt ald.™

Hogy mi a geometria, azt senki nem tudja és talin nem is akarja pontosan
koriilirni, hiszen minden pillanatban sziiletnek dj tételek, mésokat esetleg meg-
cafolnak, de azzal, hogy Euklidész megalkotta az elsG szabalyrendszert, egyuttal
egy folyamatos jatékra, 2300 éves performanszra hivott minket, és igy ahelyett,
hogy a tételek bizonyos halmazit neveznénk tokéletlen médon geometridnak,
valéjaban ennek a — nyilvidnval6an id6dimenziéval rendelkez8 — performansz-
nak kell a geometria nevet adnunk. Az, hogy a kévetkez§ pillanatban, napban,
évben ez a performansz — a szabdlyok keretei kozott, vagy akér aj szabdlyokat ki-
alakitva — hogyan alakul, megjésolhatatlan, illetve az aktiv ,,jatékosok”, a mate-
matikusok dontésein, 7z/sén miilik, és nem pedig valamilyen determindlé erével
rendelkezd, egyetlen és abszolit szabédlyrendszeren. Még a legtébbszor ilyen-
nek gondolt kétéreéki (igaz-hamis) logika is vizsgilat és médositds targya lehet,
ahogy az meg is tortént a haromértékii vagy akar végtelen sok értéket tartalmazé
(dgynevezett fuzzy) logikak vizsgélataval.

Filozéfusok és matematikusok sora, Kantt6l Russellig, vizsgilja azt a problé-
mat, hogy az axiomatikusan felépitett, objektivnak hitt matematika is folyama-
tos — és evidens modon szubjektiv — dontésekkel terhelt, azonban ezek mogote
a dontések mogote a kordbbi interpretidciok tobbnyire valamilyen titkos, sziik-
ségszerli dontési elveket, ,,igazi” matematikit keresnek. Ha azonban nem udgy
tekintiink a matematikédra, mint vitdk, szubjektiv dontések sorozatinak végered-
ményeként elGallé valamiféle 6rok igazsigra, hanem éppen exr a folyamaror tekint-
jik matematikdnak, azaz a dontéseknek és azok eredményének, tehit az egész
processzudlis kibontakozdsnak az id6beliségét is szamba vessziik, akkor a fen-
tick fényében a matematikdra mint észjatékra tokéletesen illik a performativ, a
torténetiséget és jatékosok személyes bevonzddasat egyarant 1ényegi elemként
tartalmazoé jellemzés, melyet tgymond kiilsG ,,zavaré tényezkt6l” mentesen
jatszanak. Ilyen értelemben tehat a matematika nemcsak hogy performativ mé-
don értelmezhetd, hanem a tudoméanyok koziil — a filozéfia mellett — a legtisz-
tdbb formaban performativ médon kibontakoz6 tudomany.

13Tt fits into our idea of scientific performances that the researcher is actively involved
in what he/she is examining. There is something playful in the performative approach.”
(Diebner 2006. 21.)

14 'The performance is [...] an uncircumventable and constituent element of concrete
practical investigations” (Diebner 2006. 25; a fizikai példak a konyv 26-35. oldaldn taldlhat6k).
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