
Zárójelentés

Közhelynek beill® megállapítás, hogy az elmúlt két-három évtized során a ma-
tematika és az elméleti �zika kapcsolatai rohamosan fejl®dtek, nem kis rész-
ben az anyag alapvet® kölcsönhatásainak � ideértve a gravitációt is � egységes
(kvantum-)elméleti leírását célul kit¶z® húrelmélet fejl®désével kapcsolatban.
Valódi kölcsönös befolyásról van szó, ugyanis nem csak az elméleti �zika használ
fel egyre újabb és újabb � korábban túl absztraktnak, és ezért az alkalmazások
szempontjából érdektelennek vélt � matematikai fogalmakat és elméleteket, de
az elméleti �zika igényei egészen új matematikai diszciplínákat hívtak életre:
elég itt megemlíteni a vertexoperátor-algebrák vagy a kvantumcsoportok elmé-
letét. E folyamattal párhuzamosan, az elméleti �zika valamely részterületén
meghonosodott eszközök rendre elterjednek más területeken is, új, rendkívül
hatékony vizsgálati módszereket eredményezve: például, a húrelmélet megala-
pozásában alapvet® szerepet játszó konform térelmélet szerteágazó alkalmazá-
sokra lelt a statisztikus és szilárdtest�zikában, valamint a kvantumszámítógépek
elméletében is, de hosszasan lehetne sorolni a hasonló jelleg¶ példákat. Ennek
következtében, valamely elméleti probléma leírására kifejlesztett új matemati-
kai apparátus komoly eséllyel találhat alkalmazást a �zika látszólag távol es®
területein.

A fent vázolt trendek felismerése vezetett arra az elgondolásra, hogy az el-
méleti �zika más-más területein dolgozó kutatók együttm¶ködése és rendszeres
kölcsönhatása lehet®vét tenné, hogy az egyes szakterületeken elterjedt mate-
matikai módszereket épít® módon alkalmazzák saját kutatásaikban. Ez moti-
válta a �Modern algebrai és geometriai módszerek az elméleti �zikában� (OTKA
T032453, 2000-2003) pályázatot, melynek eredményessége vezetett a jelen pá-
lyázat benyújtásához, annak folytatásaként. A cél továbbra is az volt, hogy a
résztvev® kutatók � rendszeres konzultációk és diszkussziók során � megismerjék
az egymás szakterületein gyümölcsöz®nek bizonyult matematikai módszereket,
és azokat megpróbálják saját kutatásaikban alkalmazni. Ebb®l a szempontból a
pályázat kifejezetten sikeresnek mondható: míg a vezet® kutató konform térel-
méleti és húrelméleti kutatásai a kaotikus szórás elméletében is jelent®s szerepet
játszó vektorérték¶ moduláris formák vizsgálatára vezettek, addig a résztvev®
kutató kvantum-információelméleti kutatásainak fontos húrelméleti alkalmazá-
sai kerültek el®térbe. Kétségtelen, hogy a két, látszólag távoli témakör közötti
matematikai analógiák felismerése megtermékenyít®leg hatott mindkét esetben,
ezért az együttm¶ködés tagadhatatlanul elérte eredeti célját, még akkor is, ha
nem született bel®le közös publikáció.

Az elméleti kutatás � szemben a kísérletivel � igen rugalmas, az igényeknek
és a nemzetközi trendeknek megfelel®en gyors irányváltásokat tesz lehet®vé. Ez
maga után vonja azt is, hogy a hosszú távú tervezés ez esetben sokkal nehe-
zebb, nagyobb az esélye az el®zetes tervekt®l való eltérésnek. Ez a jelen esetben
is meg�gyelhet®: míg a pályázat els® két évére megfogalmazott terveket jelen-
t®s mértékben sikerült teljesíteni, a kés®bbiekben csekély eltérés tapasztalható,
amelyet a kutatások bels® logikája indokol. Véleményünk szerint, bár a kutatási
eredmények nem fedik teljesen a kései id®szakra megfogalmazott terveket, de je-
lent®ségben azokat messze meghaladják, így mindenképp indokoltnak tekinthet®
az el®zetes munkatervt®l való eltérés.

A pályázat futamideje az eredetileg tervezett négy évr®l öt évre lett menet-
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közben meghosszabbítva. E módosítást az indokolta, hogy a pályázat futamideje
során megnyíló uniós pályázaton (MRTN-CT-2004-512194, 2005-2008) alapuló
�nanciális támogatás lecsökkentette a külföldi utazásoknak a pályázat terhére
írható költségeit, így a megítélt pénzügyi támogatás hasznosításának legcélra-
vezet®bb módjának a hosszabbítás bizonyult. Ugyanezen meggondolások indo-
kolják a költségterv egyes tételei közötti kis mérték¶ átcsoportosításokat.

Az egyes résztvev®k eredményeinek részletes ismertetése

Lévay Péter (résztvev® kutató)

Di�erenciálgeometriai módszerekkel vizsgáltuk a kvantum-összefonódottság kér-
dését: az összefonódottság mértékét geodetikus hosszként interpretáltuk, és tisz-
táztuk a Schmidt-dekompozíció geometriai jelent®ségét. Felismertük a kevert
állapotokat jellemz® Uhlmann-féle anholonómia mátrix és speciális relativitás
elméletéb®l ismert Thomas-féle rotációs mátrix analógiáját, ezáltal egy zárt,
kísérletileg is ellen®rizhet® formulát vezetve le.

Twistor módszereket alkalmaztunk, és egy új invariánst vezettünk be a há-
rom qubit összefonódottság vizsgálata során: az új invariáns a rendszer olyan
nemlokális tulajdonságait jellemzi, amelyek a redukált s¶r¶ségoperátorok segít-
ségével nem tárgyalhatók. Az N-qubit összefonódottság invariáns mértékeire
egységes leírást javasoltunk a Grassmann-sokaságok ún. Plücker-beágyazásain
alapuló formalizmus keretében. Végül, tisztáztuk a 4-qubit összefonódottságot
jellemz® invariánsok geometriai jelentését.

Négy darab egyrészecske állapottal rendelkez® két fermionos rendszerben
elemi formulát adtunk meg a Neumann-entrópiára, és geometriai magyarázatot
adtunk a reziduális entrópia fellépésére. Megadtuk a geometriai (Berry-féle) fá-
zisfaktorok egységes, az univerzális klasszi�káló nyalábokon alapuló tárgyalását.

Részletesen vizsgáltuk a húrelmélet négydimenziós szuperszimmetrikus kom-
pakti�kációban fellép® fekete lyuk megoldások entrópiájának és modulus sta-
bilizációjának kvantum-információelméleti leírását, egyebek közt megmutattuk,
hogy a szuperszimmetrikus attraktor mechanizmus egy olyan kvantum-számitásnak
feleltethet® meg, amikor egy kiindulási 3-qubit állapotból egy maximálisan össze-
fonódott GHZ állapotot desztillálunk. Általános sejtést fogalmaztunk meg az
ún. mágikus szupergravitációs elméletek fekete lyuk entrópia-formuláinak és a
kvantum-információelmélet összefonódottsági mér®számainak kapcsolatáról.

Tárgyaltuk a négydimenziós N = 8 szupergravitációs elmélet fekete lyuk
megoldásainak kérdését 7-qubit állapotok segítségével, rámutatva e rendszer
szimmetriáinak a véges Fano-sikkal, illetve a Hamming-kóddal való kapcsolatára.

Az ún. STU-modell keretében, amely az N=8 szupergravitáció konzisztens
csonkítása, a BPS és nem-BPS fekete lyukak megértésére kifejlesztettünk egy,
a hibajavító kódok elméletén alapuló módszert. Megmutattuk, hogy a mo-
dell alapjául szolgáló fekete lyuk potenciál egy, a töltésekt®l és modulus terek-
t®l függ® 3-qubit állapot normája: a modulus tereken ható kovariáns derivál-
tak ezen az állapoton bit-�ipeket okoznak. Egy speciális megoldásosztályról
(D2-D6 brane-rendszer) kiderült, hogy a BPS állapotok védettek ezen bit-�ip
hibáktól, míg a nem-BPS állapotok nem. Megmutattuk, hogy a fekete lyuk
eseményhorizontján (az ún. attraktor pontban) a kapott állapotok a kvantum-
információelmélet ún. gráf-állapotainak felelnek meg.
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Bántay Péter (vezet® kutató)

A racionális konform térelméletek ún. egyszer¶-áram szimmetriáinak vizsgála-
tában sikerült jelent®s el®rehaladást elérnünk a súlyozott permutációs hatások
elméletének kidolgozásával, illetve a rájuk vonatkozó realizálhatósági feltételek
megfogalmazásával, miáltal elvi lehet®ség nyílik az egyszer¶ áramok szisztema-
tikus felsorolására, illetve az adott szimmetriával rendelkez® konform elméletek
osztályozására. A számítógépes kapacitás korlátain belül osztályoztuk adott
egyszer¶ áram csoportok esetén a megengedett súlyozott hatásokat és modu-
lárinvariáns partíciós függvényeket, és ezáltal fontos következtetéseket sikerült
levonni a primér terek számára, illetve a moduláris ábrázolás szerkezetére vo-
natkozóan.

Kidolgoztuk a kétdimenziós csoportok (más néven keresztezett modulusok)
karakterelméletét, és megadtunk egy olyan eljárást, amely bármely kétdimen-
ziós csoporthoz egy moduláris tenzorkategóriát rendel (ez utóbbi egy megfelel®
konform térelmélet korrelációs függvényei közötti szimmetria-relációkat írja le).
Konstrukciónk messzemen® általánosítása néhány, már korábbról ismert hasonló
eljárásnak, és szoros kapcsolatban áll a �Moonshine� jelenségével, illetve az or-
bifold modellek elméletével.

Vizsgáltuk az orbifoldizáció általános csoportelméleti vonatkozásait és az ún.
orbifold transzformációval való kapcsolatát. Beláttuk az orbifold transzformáció
tranzitivitását és az exponenciális formula megfelel® általánosítását, mely széles-
kör¶ alkalmazásokkal rendelkezik a szimmetrikus szorzatok és a másodkvantált
húrok elméletében. Tisztáztuk az orbifold transzformáció szerepét permutációs
orbifoldok általánosított partíciós függvényeinek leírásában.

2005 során egy igen gyümölcsöz® együttm¶ködésbe kezdtünk T. Gannon-
nal, a University of Alberta (Edmonton, Canada) professzorával a vektorérték¶
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moduláris formák és azok �zikai alkalmazásainak vizsgálatára, mely kérdéskör
nem csak a húrelméletben és a konform térelméletben játszik alapvet® szerepet,
de fontos alkalmazásai vannak a kaotikus szórás elméletében, s®t az analitikus
számelméletben is. Vizsgálataink során kidolgoztunk egy alapvet®en új megkö-
zelítést a vektorérték¶ moduláris formák tárgyalására; meghatároztuk az elmé-
let alapfogalmait (exponens-, karakterisztikus és fundamentális mátrixok), fel-
ismertük az exponensmátrixra vonatkozó trace formulát, bebizonyítottunk egy
alapvet® fontosságú inverziós formulát, amely lehet®vé teszi tetsz®leges vektorér-
ték¶ moduláris forma egzakt meghatározását szinguláris viselkedésének ismere-
tében, meghatároztuk a fundamentális mátrix által kielégített di�erenciálegyen-
let pontos alakját, és annak hipergeometrikus voltának felhasználásával beláttuk
a karakterisztikus mátrixot megszorító monodrómia-egyenletet. Algoritmikus
módszereket fejlesztettünk ki ezen hipergeometrikus di�erenciálegyenlet expli-
cit megoldására, ezáltal lehet®vé téve egyes konform térelméleti korrelációs függ-
vények explicit meghatározását szimmetriaelvekb®l. Általános eljárást adtunk
meg a konform térelméleti korrelációs függvények, illetve általában tetsz®leges
vektorérték¶ moduláris formák által kielégített invariáns di�erenciálegyenletek
származtatására. Megmutattuk, hogy a moduláris ábrázolás kovariánsainak is-
meretében hogyan osztályozhatók a kompatibilis konform térelméletek partíciós
függvényei.

Hosszasan lehetne tovább sorolni a vektorérték¶ moduláris formák elméleté-
ben, illetve azok �zikai alkalmazásaiban elért jelent®sebb eredményeket. Ezek
publikálása, részben az elmélet újszer¶sége miatt, a szokásosnál kissé lassabban
halad: eddig mindössze három publikáció született a témában, de további három
van el®készületben, és a potenciális alkalmazások széles köre, valamint az elmé-
let szerteágazó kapcsolatai miatt továbbiakra lehet számitani a közeljöv®ben.
Az elmélet jelent®ségét és id®szer¶ségét jelzi az iránta megnyilvánuló nemzet-
közi érdekl®dés, amit jól illusztrál a külföldi konferenciákra történ® meghívások
növekv® száma.
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