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BIZTOSITASI DIJ MEGHATAROZASA OSSZETETT
KOCKAZATI MODELLBEN ALTALANOSITOTT
EXPONENCIALIS HASZNOSSAGFUGGVENY ESETEBEN!

BALOG IMRE
Budapesti Corvinus Egyetem

A cikkben az egy idészakra vonatkoz6 minimalis biztositési dijat hatarozzuk
meg annak érdekében, hogy eldonthetd legyen: a biztositasi tarsasag érdekelt-
e biztositasi szerzodések értékesitésében. ElGszor bevezetjik a biztositd idé-
szak végi vagyoni szintjének épitéelemeit, majd altalanositott exponencialis
hasznossagfiiggvény segitségével hasonlitjuk 6ssze a biztosité aktiv és passziv
piaci magatartasa melletti varhato vagyonat. Valasztasunk azért esett erre a
pénziigyi metrikdra, mert igy egyszeri modon tudjuk kezelni a profitelvaras
és a kockazatelutasitas hatasat egymas mellett. Ezek alapjén a biztositasi
piacon valé aktiv részvételt garantdldé minimdlis biztositasi dijra vonatkozd
formuldt allapitunk meg. A kapott eredményt csak nem elemi fiiggvény
segitségével tudjuk leirni, amely mutatja az eredeti dontési probléma ,rej-
tett” nehézségét. Végezetiil egy példan keresztiil a minimélis biztositasi dij
paraméterekre vonatkozo érzékenységét vizsgaljuk.

1 Bevezetés

A biztositasi piacok miikodésének korai kozgazdasigi elemzése soran gyakori
eljarassa valt, hogy jol ismert hasznossagelméleti és valdoszinliségszamitasbeli
eszkozoket alkalmazva egyszeriien megmagyarazhatd és szemléletes moédon
abrazolhaté viselkedési szabalyokat hatarozzanak meg az iigyfelek és a biz-
tositok szamara. Mivel ebben az idOben elsdsorban a szakirodalom f& mo-
tivacids célja az eltérd informacios helyzetbdl ered6 hatasok elemzése volt egy
adott kockazatmegosztasi rendszerre, emiatt inkabb elméleti modellek let-
tek meghatarozva, amelyeket eléggé nehézkesen lehetett volna alkalmazni a
valésagban. Elegendd csupan arra gondolnunk, hogy a tertiletet meghatarozo
Rothschild and Stiglitz (1976) és Stiglitz (1977) cikkek esetében a teljes in-
formécids (mindkét fél ismeri a kdrbekovetkezési valdsziniséget) vagy aszim-
metrikus esetnél (az tgyfél informdcids tobblettel rendelkezik a biztositéval
szemben) is szabatos feltevésekkel taldlkozhatunk.

Elvonatkoztatva csak a biztosité helyzetére, a tokéletes versenyt taglald
Stiglitz (1977) cikkében nem pusztén a kozgazdasdgtanban szokdsosan eltling
,,versenyzoi profittal” fog szembestilni a biztositd, hanem olyan iigyfélszeg-
mentalasi problémat is meg kell oldani a szepardld egyenstlyi dijhalmaz meg-
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hatarozasahoz, amelyhez jellemzoen nem all elegend6 informacio a biztositd
rendelkezésére.

A fenti kiindulépontot némelyest gyakorlatiasabbd téve szamos megoldas
sziiletett, amelyek koziil mi a biztosité szemszogébol érdekes gondolatokat,
lehetséges irdnyokat foglaljuk réviden Gssze a teljesség igénye nélkiil. Szeret-
nénk hangsilyozni, hogy a bemutatasra keriilé egyperiddusos modell szamos
egyszerusitéssel rendelkezik a bévitési lehetOségeket tekintve, amelynek felol-
déséara adunk par otletet.

Els6 1épésként a biztosité szamara el6allé karkifizetéseket ruhazzuk fel
strukturaval attol fiiggden, hogy egy adott biztositasi szerzédésen a biztositod
mit is szeretne dijkalkuldciéhoz felhasznalni. FEgyed: kockdzati modell eseté-
ben a biztosité abban érdekelt, hogy adott biztositasi szerzédésen volt-e kér
vagy sem, illetve mekkora a karkifizetések Gsszege. Osszetett kockdzati mo-
dell esetében a biztosité mar az egyedi karosszegek nagysdgaban is érdekelt
a kardarabszamon feliil.

Szokasosan a biztositasi termék jellege segitséget nyujt az alkalmazott mo-
dell kivalasztasaban. Kockazati életbiztositas esetében a biztositasi esemény
(a biztositott elhaldlozdsa) csak egyszer kévetkezhet be, a kérkifizetés pedig
altalaban a szerzodésben rogzitett biztositasi Osszeg — bar lehet egyéb pénz-
igyi indikdtorhoz is kétni a térités mértékét (példaul az tigyfél megtakaritési
szamldja alapjan) — {gy az egyedi kockézati modellt célszeri valasztani.
Osszetett kockazati modellre szolgalhat példaul egy ingatlanhoz ktott tiveg-
biztositas, ahol tobbszor bekovetkezhet ugyanazon biztositasi esemény kii-
16nb6z6 karosszegek mellett.

Az egyedi kockdzati modellt szoktédk ,,van kdr - nincs kdr” névvel is illetni,
amely ramutat arra, hogy a biztosité lényegében csak a biztositasi szerzédésen
megjelend aggregalt karosszeget tekinti valdszintiségi valtozonak. Az egyedi
kockazati modell biztositasmatematikai kezelésének lehetséges modjat meg-
talalhatjuk Verrall (1989) cikkében, kiegészitve a két kockédzati modellszem-
lélet kozotti hasonlosagok és atjarasi lehetOségek ismertetésével.

Masodik bévitési lehetéség, hogy a biztositd szaméara megengedjik a be-
fektetési tevékenységet is, azaz sziikségszerien nem kell minden vagyonat
csakis a biztositasi tevékenységének szentelnie. Mi azzal az esettel foglalko-
zunk, ahol az idOszak elején a kezdeti vagyona a biztositénak elkiilonil a két
tevekénység kozott, és csak a periddus legvégén valik djra eggyé.

A mindennapi gyakorlathoz képest nyilvanvaléan léteznek sokkal ponto-
sabb eljarasok is, hiszen az eszkoz-forrds menedzsment pontosan azért felel,
hogy az elérendd pénziigyi célokat és eredményeket (példaul a kamatbevétel
maximalizaldsa) a biztosité az elére meghatdrozott kockdzatvéllaldsi szint
mellett teljesitse. Azonban ne felejtsiik el, hogy a f6 célunk a biztositasi dij
meghatarozasa, amelyet a biztositonak a periddus elején kell megdllapitania.
Lényegében tehat a mi vélasztasunkra tekinthetiink gy is, mintha , kelléen
sok” lehetséges szimulacios esetet az elkovetkezend6 egyetlen periddusra vo-
natkoztatva elkészitenénk, majd a kapott eredményt kiértékelve hataroznank
meg egy befektetési hanyadot az id6szak elején rendelkezésre all6 kezdeti va-
gyoni szinthez képest.



Biztositasi dij meghatarozasa dsszetett kockazati modellben. . . 57

Természetesen mind a szimuldcidkhoz tartozé beallitas- és paraméterva-
lasztésokat, mind a befektetési hanyad meghatarozasi formuldjat a biztosito
a sajat kockazatkezelési szabdlyai szerint hatarozhatja meg, a cikkben mi egy
altalunk vélt értéket fogunk hasznalni.

A mésodik bévitési ponthoz kapcsolédéan nemcsak a biztosité vagyondat
noveld tényezot vezethetiink be, hanem ellentétes pénziigyi hatasu koltségeket
is. A legegyszeriibb vélasztasunk lehet a biztositdsi szerzédéshez kozvetleniil
kapcsolddo valtozo koltség, amely magaba foglalja példaul a szerzodésko-
téshez tartozé papirfelhasznalast, a biztositdsi szerz6dés gondozasdbdl eredd
hivas- vagy a karrendezési koltségeket. Szerencsés esetben a biztosité mar
rendelkezik a kiilonb6z6 koltségnemekre vonatkozé statisztikaval a megel6zo
idoszakokbdl, azonban el6fordulhat teljes informacidhiany is. Sajnalatos mo-
don, mivel tovabbra is elére kell a dijat meghirdetnie a biztositonak, valami-
lyen feltételrendszer mentén becslést kell készitenie a biztositasi szerzédések
kozvetlen koltségére, majd ugyanazon szegmensekhez tartozd szerzédések
esetében ardnyosan szétosztania azt. A cikkben egyetlen szegmenssel fogunk
dolgozni, mivel a valésadghban 1étrejovo biztositasi allomanyokat is kénnyeden
széjjel lehet bontani — némi egyszeriisitést alkalmazva — egymastdl nem fliggd
szegmensekké.

Végezetiil az eddigi bovitési lehetéségekkel ellentétben nem a biztositd
vagyoni palyajanak jellemzését szeretnénk tovabb pontositani, hanem annak
kiértékelését. A cikkben mindvégig azzal a feltevéssel éliink, hogy a biztosit
egyetlen dontési valtozdja a biztositasi dij, amelynek megfelel6 szintje mellett
legalabb ugyanannyira jonak tudja tekinti a biztositasi tevékenység melletti
dontését, mint az anélkiilit.

Mikrookonémiai indittatasbdl tekinthetiink a biztositéra mint vallalatra,
és ekkor a biztositasi dijanak meghatarozasa nem lenne mas, mint egy varhato
profitmaximalizdlasi feladat megolddsa. Azonban érezziik, hogy ez nem a
,,klasszikus eset” abban az értelemben, hogy az ligyfelek karigényeitdl fliggben
— béar aranylag alacsony bekovetkezési valdszintiséggel — szélséséges esetek is
el6fordulhatnak (jelentés vesztességet szenved el a biztosits, netaldntan cséd-
be is megy).

A szakirodalomban ennek kikiiszobolése — vagy legaldbbis enyhitése —
két 1épésben szokott torténni, azaz hasznossagi fliggvény bevezetése mellett
valamilyen kockéazatelutasitasi paramétert is tulajdonitanak a biztositonak.
A vérhaté értékrdl a varhaté hasznossagra valé atéllas lényegében nem je-
lent szemléletbeli véltoztatdst (Gerber and Pafum, 1998), hiszen el6bbi az
utébbi egy speciélis esete (identikus fliggvényt valasztva). Sokkal fontosabb
a kockézati attitiid és mérték Pratt (1964) cikk dltali bevezetése, ahol néhény
szamitast is talalhatunk konkrét hasznossagi fliggvények esetében.

A biztositasi szerzédések megtervezése soran a biztosité meghatdrozhat
ezenfelill még megtartasi részt (6nrészt) az tgyfelek szdméra, amelyet koc-
kézatelutasité biztosité esetében Raviv (1979) cikke térgyalt az els6k kozott.
Azonban ez a bemutatni kivant 6sszkérkifizetés kezelése soran inkdbb tech-
nikai jellegli kiegészitést jelentene — az dsszetett Poisson-eloszlds esetében
a kdrnagysdgokra vonatkozo eloszldst kellene mémiképp wvdltoztatni—, igy a
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cikkben ,,csak” a kockézati elutasitasi paramétert fogjuk felhaszndlni annak
érdekében, hogy a valésadgban ténylegesen véghemend kockazatkezelési folya-
matokat valahogyan kozeliteni tudjuk.

Elméleti szempontbdl szamunkra ez csak egy paraméterértéket jelent, vi-
szont ennek becslése nagyon nehézkes lehet. Példaul a biztositasi szerzodés
megkdotésekor valamilyen kockdzatelbirdlasi folyamattal szembesiil az tigyfél,
amelyek kiilonféle szabdlyzatokat deklardlnak (a biztosité sajat maga &ltal
létrehozott szabalyokon kiviil esetlegesen a viszontbiztosité is kozbeszolhat a
kockdzat befogaddsdnak megitélésében).

Az éltalunk bevezetett ,,altaldnositott exponencidlis hasznossagi fiigg-
vényt” ugy prébaltuk megvalasztani két lehetséges kiértékelési méd kombi-
nacidjaként, hogy egyszerre tudja kezelni a szokasos mikrockondomiai varhaté
érték alapu megkozelitést és kockazatelutasités jellegét. Az alkalmazott hasz-
nossagfiiggvény altali kettoségben bizva tgy gondoljuk, hogy a biztosité pon-
tosabb dontést tud hozni, illetve alkalmazas szempontjabdl is egy ujabb
lehet&séget biztosit az Gsszehasonlitas elvégzéséhez.

Ratérve jelen cikkre, Ugy érezziik, hogy néhany fontosabb kérdést érdemes
megvalaszolnunk. Jelen allapotdban a cikkben talalhaté modell inkédbb elmé-
leti, mintsem alkalmazasbeli, azonban tgy véljiik, hogy viszonylag egyszeriien
tovabbfejleszthet6 egy adott biztositd szaméara. Nem gondoljuk, hogy az alta-
lanosan alkalmazott pénziigyi metrikdkhoz (varhaté profit, belsé megtériilési
rata vagy dijardnyos piaci értéke a biztositdsi dlloménynak) viszonyitva ha-
talmas tobbletterhet jelentene a bevezetése, hiszen ezen mutatokhoz hasznalt
szimuldciok és ezek adatigényei idedlis esetben mar rendelkezésre allnak az
eddig alkalmazott mutaték szamolasandl. Emiatt a cikk fontossdga abban
rejlik, hogy egy 1j és talan kicsit Osszetettebb mutatét szolgaltat a biztositéasi
dij meghatéarozasahoz.

Masik kérdésként mertilhet fel, hogy mi az djdonsdga a cikknek, és miért
nem egyszeril a feladat megolddsa. Az egyedi kockdzati modell esetében
Agoston (2015) cikkében taldlhatjuk a biztositasi dijra vonatkozé eredmé-
nyeket monopdlium esetében kiilonbozé kockazati attitiid mellett. A cikkben
ehhez hasonldan probéljuk meghatarozni a biztositasi dijat osszetett kockazati
modell esetében, a biztosité piac formajat figyelmen kiviil hagyva, azonban
csak kockazatelutasito biztosito esetében.

Az Gsszetett kockdzati modellre vald attérés és az dltaldnositott exponen-
cialis hasznossagfliggvény hasznédlata miatt a megoldas megéllapitasa eltérd a
szokasos kozgazdasigi médszerektél. A biztositdsi dijra vonatkozé dijformulét
a Lambert-féle tobbértéki fliggvény segitségével sikertil ,,csak” felirnunk —
amelynek f6 alkalmazési teriilete nem éppen a mikrookonémiai problémak
megoldésa.

A cikk szerkezetét tekintve a 2. fejezetben vezetjiik be a vizsgalt egyido-
szakos modellt, illetve mondjuk ki a feltevéseinket a modell miikodésével kap-
csolatban. A 3. fejezetben ismertetjiik a biztositasi dijra vonatkozé eredmé-
nyunket el6bb Osszetett Poisson-eloszlasra, majd ennek egy specidlis esetére,
amikor exponencidlis eloszlasi karnagysagok feltételeziink. A 4. fejezetben
eme specidlis esetben nézziik meg az egyes paraméterek biztositasi dijra gya-
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korolt hatdsat ceteris paribus. Az 5. fejezetben Osszefoglaljuk a kapott ered-
ményeket. A cikk végén taldlhaté mellékletben gytijtottiik dssze a felhasznalt
matematikai eredményeket (a biztositdsmatematikai részekhez Michaletzky
(1995) és Ross (2014), a megolddshoz felhasznalt Lambert-féle tobbértékii
fiiggvényhez pedig Veberic (2010) forrdsok alapjén).

2 A modell

Tekintsiink egy zart, egyid6szakos biztositasi piacot, azaz ahol csak az aktualis
id6szakra vonatkozd pénziigyi kotelezettségek jelennek meg (tehdt példdul
nincs az el6z6 idoszakbdl fennallé meg nem szolgdlt biztositasi dijrészlet vagy
éppen fiiggd karkifizetés). A célunk meghatdrozni egy olyan brutté biztositési
dijat, amely mellett egy biztosité aktivan fog cselekedni a biztositasi piacon.

A biztositdsi termék megvasarldsakor a biztosité és a biztositotti sze-
repkorbe el6lépett tigyfél biztositasi szerzodést kot meg egymassal, amely-
ben rogzitik a felek kotelezettségeit és a teljesitési feltételeket. Amennyiben
az Ugyfél hajlandé befizetni a biztositd részére a bruttd biztositasi dijat,
akkor cserébe az id6szak alatt a biztositasi szerz6désben rogzitett biztositasi
esemény bekovetkeztébdl eredd karokat enyhiti a biztositd az tigyfél szamara.

Az altalunk elemezni kivéant piaci kérnyezetben a homogén tigyfélcsoport
és az egyetlen periédus természetessé teszi szamunkra azt, hogy a biztosito
ugyanazt a biztositasi terméket kinalja minden ligyfél szamara. Ez azt jelenti,
hogy minden tigyfélnek ugyanakkora brutté biztositasi dijat kell befizetni
ahhoz, hogy a biztositasi szerzédést megvasarolja. Hasonléan a megkotott
biztositasi szerzodések mindegyike ugyanolyan feltételekkel rendelkezik, azaz
azonos a biztositdsi esemény, a biztositasi szolgdltatas és annak pénziigyi
értéke. Masik elonye az egyetlen id6szaknak, hogy a biztositonak semmilyen
kovetelése vagy kotelezettsége nincsen az el6zd idészakokbdl, valamint min-
den kovetelése vagy kotelezettsége az idOszak végén rendezodik — 6sszhangban
a mostani id6szakban értékesitett biztositasi termékkel.

A biztositdsi piac miikodését csak a biztosité részérdl fogjuk elemezni,
pontosabban a biztosité feladata legyen a varhaté idoszak végi vagyonanak
IE[WW] szinten tartdsa mellett a minimdlis egységes m, bruttd biztositasi dij
meghatarozasa.

A biztositénak kétfajta, lehetséges varhaté idészak végi vagyona lehet
attdl fiiggden, hogy aktivan vagy passzivan vesz részt a biztositasi piacon.
Az aktiv piaci magatartis esetében biztositasi szerzédéseket arul m, bruttd
biztositasi dijon, mig passziv esetben egydltalan nem értékesit biztositasi szer-
z6déseket. Mivel célunk azon 7, bruttd biztositasi dij meghatarozasa, amely
mellett aktivan fog cselekedni, igy az alabbi feltételes szélsoérték-feladatként
tekintiink a biztosito lehetséges problémajara:

T, — Imin

f.h. IE[(I + (e’ = 1))wy + M(m, — ) — Xk} > woe’, (1)

1
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ahol

wo € IRy a biztosité kezdeti (idészak eleji) vagyona,

v a biztosité kezdeti vagyonanak az az aranya, amit nem hasznal fel
biztositasi tevékenysége soran,

1 a kockazatmentes eszkéz — amibe a kezdeti vagyonanak biztositasi
tevékenysége soran fel nem hasznalt részét fekteti a biztosité — kamat-
laba,

M (ami egy olyan valdszintiségi valtozo, amelynek az értékkészlete INV)
a vizsgalt idészakban megkotott biztositasok szama,

N (ami egy olyan valdsziniiségi véltoz6, amelynek az értékkészlete INV)
a vizsgalt idészakban az tigyfelek dlal bejelentett karesetek szama,

X a k kdresemény pénzbeli értékét jelolo valdszintiségi valtozd, minden
k-ra X >0,

e c a szerz6désekhez kozvetleniil kapcsolodéd valtozo koltségek.

Els6 fontos megjegyzésiink, hogy az (1) feladat csak a biztosité viselkedését
irja le, az abban megéllapitott brutto biztositasi dij az lgyfél szamara egy
viszonyitdsi alap. A cikkben az lgyfelek déntéshozataldval nem szeretnénk
foglalkozni, azonban minden tigyfélnek hasonléan értékelnie kell az id6szak
végi lehetséges vagyonat a biztositasi szerzédés altal nyujtott plusz lehetdség
szerint. Nyilvanvaléan biztositasi szerzédés akkor fog létrejonni, hogy ha az
igyfél hajlando kifizetni a biztosité brutté biztositasi dijat. Ebbol eredéen
lehetséges, hogy az eltér6 értékelési mddszerek miatt mindkét fél a sajat ér-
tékelése folyaman jobban jar a biztositasi szerzodés megkotésével, mint ha
nem haszndlna ezen lehetéséget.

Az (1) feladatban tehét a biztosité a biztositédsi dijat szeretné minimalizal-
ni annak érdekében, hogy az idGszak végi varhaté vagyoni helyzete legaldbb
akkora legyen, mintha minden vagyonat a kockazatmentes eszkozbe fektette
volna — természetesen a koltségeit figyelembe véve. Azt a biztositasi dijat,
amely a feltételt egyenlGség formajaban teljesiti, k6zombos biztositasi dijnak
nevezziik a tovabbiakban. Amennyiben a biztosité kiszdmolta a kézombos
biztositasi dijat, gy minden € > 0 dijnoveléssel mar a biztositasi tevékenység
mellett a varhaté vagyoni szintje nagyobb lesz, mint a biztositasi tevékenység
mellézése esetén.

Az (1) feladat egyik kényes kérdése, hogy milyen Osszegeket tud a biz-
tosité befektetési célra felhasznalni. Az egyszeriiség és a konnyebb érthetéség
kedvéért az optimalizalasi feladat felirdsa soran feltettiik, hogy a biztosito
csak a kezdeti vagyondnak v részét fekteti be a kockazatmentes eszkozbe, a
megmaradd részt kizarolag a biztositdsi tevékenység likviditasanak garanta-
ldsara hasznalja fel.

A valdésagban a megmaradd vagyonrészbél és a biztositasi dijbol képzett
biztositasi tartalék utan is kaphatna valamilyen hozamot a biztositd, viszont
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annak az ligyfél és a biztosito kozotti felosztasdval nem szeretnénk a cikkben
foglalkozni, hiszen ezen osztozkodds az adott biztositasi piacra vonatkozo
feltigyeleti szabélyozastol fligg.

A karkifizetéseket a biztosité folyamatosan kifizeti a megképzett biztositasi
tartalékbol, azonban azok Osszegeit nem diszkontdljuk, tekintettel az egyido-
szakos modellre. A szerzédéshez kapcsolédé ¢ koltségeket pedig az idGszak
elején kifizeti a biztositd, hasonléan a biztositasi dijak kezeléséhez.

A biztosité szokdsosan két kiilonbozé szemléleti modellt hasznalhat az
osszkarkifizetésének vizsgalatahoz, fliggéen a biztositasi termék tulajdonsa-
gaitdl. Az egyedi kockdzatok modellje esetében a biztositét csak az érdekli,
hogy adott szerzodésen ténylegesen bekovetkezik-e kar vagy sem. Ezt az
egyszerlsitést az teszi szamara lehetové, hogy a kareseményhez kapcsol6do
egyszeri biztositasi szolgaltatast a biztositasi szerzédésben elore rogzitették
a felek, igy annak a pénzbeli érteke is adott. Ekkor nyilvan a fenti jeloléseink
szerint teljesiil, hogy N < M. Amennyiben a biztositési feltételekben megen-
gedett, hogy egy szerzédéshez tobb karkifizetés tartozhasson, akkor dsszetett
kockdzatok modelljérdl beszéliink. Itt mar korantsem egyértelmii az N és M
valészintiségi véltozd kapcsolata, mivel barmennyi karesetet bejelenthetnek
az ugyfelek. Természetesen, ha M = 0 fenndll, akkor N = 0 teljesiil, mivel
biztositasi szerz6dés nélkiil nem lehet kart bejelenteni.

A kovetkezOkben kimondjuk, kiemeljiik és formalizéljuk azokat a fel-
tevéseket, amelyekkel vizsgalataink soran éliink.

1. feltevés. Az iddszak eleji wy vagyon a biztosité szaméra adott. A bizto-
sité csakis kockdzatmentes eszkdzbe tud befektetni, aminek kamatlaba i (egy
periédusra).

Az 1. feltevést természetesen lehetne enyhiteni kiillonb6z6 befektetési ter-
mékek bevezetésével, valamint a befektetett Osszeg novelésével (példaul a
biztositési dijak utan is kaphatna kamatot a biztosité). Azonban a biztositd
feladatat probaljuk a lehetd legszigoribb fizetOképesség megorzése mellett
megoldani, minden egyéb kockazatot pedig probalunk kisztirni. Példaul a
dijbevételt a biztosité csak becsiilni tudja az (1) feladatban a biztositési dij
meghirdetésekor, igy a dijbevételre vonatkozé kamatrész becslési kockazatot
rejt magaban, amellyel nem szeretnénk foglalkozni a cikkben.

2. feltevés. Létezik m, a biztosité az M valdsziniiségi valtozd értékére
vonatkozé becslése. Ekkor a biztosité eredeti és becsult brutté dijbevétele
felirhat6 az alabbi formaban
Il .= Mm, és f[b = M.
Hasonléan, az eredeti és becsiilt netté dijbevétel pedig
I, := M(m, —c) és I, == m(mp — ¢) = My,

A 2. feltevéshbdl kovetkezik, hogy 7, +c = m;, Gsszefiiggés teljesiil a netto és
brutté biztositasi dijak kozott. Ugy gondolhatnank, hogy a biztositasi dijba
beépitett, a szerzédésekhez kozvetlentl kapcsolédo ¢ valtozé koltség mar nem



62 Balog Imre

teszi vonzova az lgyfél szamdara a biztosité altal kinalt bruttd biztositéasi
dijat. Azonban fontos észrevenniink, hogy az iigyfél szaméra a kockazatéanak
értékelése soran arra a kérdésre kell valaszt adnia, hogy mennyibe keriil a
kedvezdtlen esemény bekovetkeztének teljes helyreallitdsa. A helyreallitasbdl
eredéen felmeriilhetnek koltségek, amelyeket az tigyfél is beépiti az éltala
maximalisan fizetendd biztositasi dijba. Az ligyfél szamara tehat a biztositd
altal ajanlott brutté biztositdsi dij megitélése két részre bomlik fel (nettd
biztositési dijrész és koltségrész), amelyek kiilon értékei szdmara nem annyira
fontosak, dontését csakis az Gsszegiik befolyasolja.

A 2. feltevés érdekes kérdése, hogy a biztosité hogyan tudja meghatarozni
m értékét. Legegyszeriibb esetben az el6z6 idGszakokbdl rendelkezésre allo in-
formaciok elegenddek, és viszonylag stabil becslést tesznek szamara lehetové a
darabszam becslésére. Kevésbé kedvezo esetben kiilonbozo szimulacids esete-
ket kell létrehoznia a darabszamok szerint, majd azokbdl valamilyen stlyozas
altal kell megallapitania az m értékét.

3. feltevés. A biztosité kockdzatmentes eszkozbe fektetett v vagyonhanya-
dét rogzitettnek tekintjik az (1) feladatban.

A 3. feltevés mogott az a gondolatmenet &ll, hogy a wy kezdeti vagyon
valamekkora részét a biztositénak félre kell tenni a tartalékba. A valdsdggal
Osszhangban a tartalék szolgal arra a célra, hogy az dllomanyi szintii kedve-
zOtlen események mellett is eleget tudjon tenni a biztosité a biztositési piacot
ellenérzé felligyelet fizetési képességére vonatkozd elbirdasainak.

A rogzités melletti egyik érv lehet, hogy a biztositd csakis olyan brutté biz-
tositasi dijat allapit meg, amely a biztonsagos miikodését elésegiti. Azonban
el6fordulhat, hogy 6nmagaban a brutté biztositasi dijbevétel a kedvezotlen
események mellett nem feltétlentil elegend6 a karkifizetésekre, emiatt van az
elkiilonitett vagyonrész pluszban erre a célra.

Masodik érvként szolgalhat, az el6z6t megerositve, hogy a szerzédésekhez
kozvetlentl kapcsolédd ¢ valtozo koltség egy részét fordithatja viszontbiz-
tositasi dijra — amikor egy masik biztositéval egyiittesen felel a biztositési
szolgéltatas teljesitéséért az atadott viszontbiztositasi dijért cserébe —, amely
szintén novelni tudja a fizetéképességét. Minthogy az elemzésben csakis a
biztositoval szeretnénk foglalkozni, emiatt a viszontbiztositéra vonatkozé ki-
bovitést itt nem végezzik el — az ligyfél magatartdshoz hasonléan —, ugy
tekintjiik, hogy ¢ valtozd koltségben benne foglaltatik.

Miel6tt folytatnank a feltevéseinket, vezessiik be az alabbi fliggvényt a wg
kezdeti vagyon jove értékére vonatkozdan, ahol s valtozo a befektetési aranyt
és 1 valtozo a kockazatmentes eszkoz kamatlabat jeloli:

FV(wo,i,s) == (1+s(e’ — 1)) wp.

Visszatérve az (1) feladathoz, az 1. és a 2. feltevések mellett tudjuk, hogy
a biztosito passziv magatartdsa esetében az idészak végi vagyoni szintje

Wpp == we' = FV (wo,i,1),
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mig aktiv magatartdsa soran az idészak végi vagyona

N N
Wap = (1 + (et — 1)) wo + mm, — ZX’“ = FV(wy,,7) + mmp, — ZXk.
k=1 k=1

lesz a végén.
4. definicié. Az ufe;% hasznossagi fiiggvényt dltaldnositott exponencidlis

hasznossdgi fiigguénynek nevezzik tetszoleges r € IR kockazati, valamint
a, 0 > 0 paraméterek mellett, ha

ulsTh(w) = aw + Gus (w),

ahol u¢™(w) az exponencidlis hasznossdgi fligguény:

w har=0.

5. feltevés. A biztosité hasznossdgat » > 0 kockdzati paraméterti altald-
nositott exponencialis hasznossagi fliggvény irja le.

A 4. definiciéban szerepl6 altaldanositott exponencialis hasznossédgi fiigg-
vény alkalmazdasa esetén a biztosité megprébélja 0sszekotni a , kellemest” a
,,hasznossal”. Amennyiben a # paramétert nullanak valasztjuk, akkor a biz-
tosito idOszak végi varhatd hasznossaga megegyezik a varhaté vagyonaval az
a szorzdtagtdl eltekintve. Amennyiben r # 0 teljesiil, akkor o = 0 valasztéds
esetén visszakapjuk a szokasos exponencidlis hasznossagi fiiggvényt, amely a
kockazathoz valé viszonyat jeloli a biztositonak az r paraméter fiiggvényében.
Amennyiben mindhdrom paraméter («, 3, ) kiilonbozik 0-tdl, gy a biztositd
egyszerre probalja meg figyelembe venni a varhaté vagyonat és a felvallalt
kockazatot az a és 3 silyok mellett.

3 Eredmény

Most mar elérkeztiink ahhoz a ponthoz, hogy a brutté biztositési dijra vonat-
koz6 kritériumot fel tudjuk frni 6sszetett kockdzati modell esetében. A bizto-
sitasi dijra vonatkozo feltételt a Lambert-féle tobbértéki fliggvény segitségével
tudjuk felirni, amelynek a szdmunkra fontos tulajdonsagait 6sszegytijtottiik
a mellékletben. Emellett vezessiik be az alabbi jeloléseket, amelyek a mellék-
letben talalhaté ,, A kézombds biztositasi dij meghatdrozdsa dltaldnos esetben”
rész alapjan allnak el6:

g (e—'r(FV(wo,i,'y)—'r?w)IE[e'rS]) ,

A= a(FV(wo,i,'y) — e — FV (wp,i,1) — IE[S]) + ge_"FV('wO’i’l).



64 Balog Imre

6. tétel. Tegyuik fel, hogy az 1., 2., 3. és 5. feltevések teljestilnek. Legyen
tetszéleges T > 0 esetén IE[e"S] < oo. A biztosité szamdra az dltaldnositott ex-
ponencidlis hasznossdgi fligguény paraméterei esetében legyen o, 3 > 0. Ekkor
a kozombos brutto biztositdasi dij kielégiti az aldbbi kritériumot:

r Ar
aWy, (£e) — Ar
* — [e] 2
o amr ’ @)

ahol Wy, a Lambert-féle tobbértéki figguény principdlis részének nemnegativ
szelete. A koz6mbos netto biztositdsi dij megkaphatd a szokdsos m)) = m) —c
formdban. Minden € > 0 esetén a biztosito aktivan fog cselekedni a biztositdsi
piacon, ha a T + € a biztositdsi szerzédés dija.

Bizonyitdas. A tétel kovetkezik a mellékletben szerepld 14. allitasbdl.
Technikai megjegyzésként vegylik észre, hogy a Jensen-egyenlétlenséget fel-
haszndlva IE[S] < oo kdvetkezik abbdl, hogy ha a E[e"] < co. Ugyanis az
exponencidlis fliggvény konvexitasabol és r > 0 feltételbol adéddéan kapjuk,
hogy oo > E[e™] > Elrs] = erlEis) Logaritmalds utdn adddik, hogy
E[S] < . O

A 6. tételben kapott eredményt gy érjiik el, hogy a lehetséges két biztosi-
tdsi magatartas szerinti idoszak végi varhaté hasznossagot egyenlévé tessziik
egymassal, majd a kapott exponencialis egyenletet megoldjuk a 7, nettd
biztositasi dij szerint. Ezéltal megkapjuk a k6zombosségi bruttd biztositasi
dijat, igy minden annal nagyobb bruttd biztositasi dij mellett mar a biztositd
aktivan fog cselekedni a piacon.

7. feltevés. Az S := Zszl X osszkarkifizetést jelol6 valdszintségi valtozo
Osszetett Poisson-eloszlasi, azaz S ~ CPois(A,Q), azaz, N A paraméterii
Poisson-eloszlasu valészintiségi valtozo, X-k azonos eloszlasu, fiiggetlen va-
16szintiségi valtozok, és @ az X eloszlasfliggvénye, Xj-k fliggetlenek N-toOl.
Magyaran szélva, a kifizetett kdrok darabszdmét az N ~ Pois(\) valészintisé-
gi valtozo jeloli, amely fliggetlen a karnagysdagoktdl. A @ az egymastol fiig-
getlen karnagysagok eloszlasfiiggvénye.

A 7. feltevésben végezetiil régzitettiik a kardarabszam és az Osszes kar-
kifizetés viselkedését, ami biztositdsi matematikaban altalanosan elfogadott
Osszetett kockazati modellek kezelése soran.

8. kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy a 6. tételben szerepld feltételek,
valamint a 7. feltevés teljesiilnek. Legyen az X; karnagysdg u paraméterii
exponenciglis eloszldsu valészintiségi valtozé (X1 ~ Exp(u)) Ggy, hogy > r
— azaz nagyobb, mint a kockazatelutasitasi paramétere a biztositénak. Ekkor
a k6zombos brutté biztositds az alabbi alakban irhato fel

r Aea:pr
JexpT
% aWo+(Te o ) — Ael.pr

ﬂ-b,el‘p = arr ) (3)

amely nyilvdnvaléan speciélis esete a (2) dijformuldban szerepld kézombos
brutté biztositasi dijnak. A megkiilonboztetés céljabdl a (3) dijformuldban
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bevezettiik az exponencidlis eloszldsu karnagysagokra vonatkozo utalasként
,,exp” alsé indexet, illetve a benne szereplo jelolések az alabbi médon valtoz-
nak:

3|

Jexp = (e—'r-(FV(:wO,i,'y)—'rAnc)eA(IT‘i—r—l)))

A FEV (wo i
Aea:p = Oé<FV(U]Q,L’Y) —mec — FV(U}Q,Z', 1) — ;) =+ ge_'FV(wo,L,l)_

A fentiekben tehdt az IE[S] = l—);, illetve IE[e"S] = M7=~ behelyettesitést
végeztiik el a specidlis Gsszetett Poisson-eloszlas (S ~ CPois(\, Exp(u)))
esetében.

4 Erzékenységvizsgélat

A 8. kovetkezmény egy kényelmes lehetéséget biztosit szamunkra a k6zombos
brutto biztositasi dij érzékenységvizsgalatanak elvégzéséhez, amely sordn egy-
egy paraméter lehetséges értékei szerinti valtoztatds hatasit szeretnénk ele-
mezni — midén a tobbi valtozdt helyben marad. Szeretnénk hangsilyozni
azonban, hogy a 8. kovetkezményben meghatarozott dijformula hasznalataval
nem minden esetben jutunk el valés biztositdsi dijhoz.

Példaul lathatjuk, hogy amennyiben az r kockazatelutasitdasi paraméter
értéke megegyezik a p karnagysdgokra vonatkozo paraméterrel, ugy a 8.
kovetkezményben szerepld ge., kifejezést nem tudjuk értelmezni. Mésik ilyen
probléma lehet, hogy ha a megoldasunkat nem tudjuk felirni a valés szamokra
vonatkozé Lambert-féle tobbértékii fiiggvényiink segitségével (lasd 12. példat
a mellékletben). Ennek kévetkeztében az 1. téblazatban szerepl6 speciélis
paramétereket mellett szeretnénk lefolytatni a vizsgalatunkat.

Paraméter Jelolés Kezdeti Minimélis Maximalis Lépéskoz
érték érték érték
Becsiilt darabszam m 100 - - -
Kezdeti vagyonszint wo 1000 100 10 000 1
Koltség c 5 0.25 10 0.01
Hasznosséag silyozasi a 0.2 0.01 1.5 0.001
paraméterek Jé] 0.8 0.01 1.5 0.001
Befektetési hanyad ¥ 0.5 0.01 0.95 0.005
Kamatlab i 0.05 0.01 0.25 0.001
Karszam paramétere A 0.5 0.15 0.75 0.001
Karnagysdg paramétere m 0.1 0.0975 0.25 0.00005
Kockdazatelutasitias paramétere r 0.09 0.05 0.09 0.00001

1. tabldzat. Az érzékenységvizsgdlathoz hasznilt paraméterek

Az 1. téblazatban szereplé paraméterek koziil a becsiilt darabszdm ()
végig valtozatlan fog maradni. A t&bbi paraméter esetében az érzékenység-
vizsgalat soran az adott paraméter fog csak megvaltozni az adott minimdlis
érték és maximadlis érték kozott a lépéskioznek megfeleléen, mig a tobbi para-
méter valtozatlan marad a kezdeti érték szintjén. A 1épéskéz megvalasztdsa
egyfeldl fligg az érzékenységvizsgélat terjedelmétdl (maximalis és minimélis
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érték kiilonbsége), valamint az dbrdkon valé jobb szemléltetéstél (minél ko-
zelebb legyen egy folytonos gorbéhez az adott grafikon). A minimélis és ma-
ximalis értékek szabadon lettek megvélasztva, betartva néhany késobb rész-
letezett kapcsolati viszonyt (vagyon nagysigénak szerepe, paraméterértékek
kozelsége egyméshoz).

Az 1. dbrén abrizoltuk az dltaldnositott exponencialis hasznossigi fligg-
vény « és (§ paramétereinek hatasat a k6zombos brutté biztositasi dijra az 1.
tablazatban 1év6 paraméterek mellett. Mindkét paraméter esetében a kozom-
bos bruttd biztositasi dij valtozasa ardanyaiban sokkal kisebb mértéki, mint a
paraméter nagysagrendi valtozasa. Lathatjuk, hogy az o paraméter novelése
enyhe dijcsokkenést, mig a 8 paraméter névelése enyhe dijnovekedést jelent.

A 2. 4brén az dlloményi szintli kdrszdm novekedésével (rogzitett szerzédés-
szadm mellett) természetesen a kozombos bruttéd biztositdsi dij is névekedni
fog az egyensuly fenntartasa érdekében.

A kezdeti vagyon valtozdsara a brutté kézombos dij érzékeny, azonban
kettds hatds 1atszédik. Amennyiben a kezdeti vagyon relative alacsony szint-
rél folyamatosan emelkedik, ugy a brutté dij kozelit a % +c= 8%? +5=10
értékhez, amely a varhaté érték elve alapjan létrejovo brutté biztositéasi dij.
Ez abbdl adédik, hogy ,,1ényegében” az dltalanositott exponencidlis fliggvény-
ben (u] 5 (w) = aw + @(1 —e ™) =aw+ @ — ,—e%)) egyre kevesebb silyt
kap az ,—e% tag, emiatt a kozombos bruttd dijra kapott megoldasunk némi
eltéréssel kozeliteni fog a varhato érték elve alapjan szamolt 10 brutté dijhoz.
Azonban a tobbi paraméter értékétdl fiiggben egy vagyoni szint utdn egy
tjabb hatds kezd el érvényesiilni. Ez akkor kévetkezik be, amikor a biztositési
dijnak fedeznie kell azon befektetési tevékenység utan jaré kamatot is, amely
végil a biztositasi tevékenység lizése miatt mégsem keriilt befektetésre.
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1. abra. A koézombos bruttéd biztositdsi dij alakuldsa az « és 3 paraméter fliggvényében az
1. tdblazatban szerepld értékek mellett — a paraméter kezdeti értékét fiiggdleges szaggatott
vonallal jel6lve
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2. dbra. A k6zombds brutté biztositasi dij alakuldsa az dlloményi kdrszdm (M) és a kezdeti
vagyon (wqg) paraméter fliggvényében az 1. tdbldzatban szerepld értékek mellett — a paraméter
kezdeti értékét fiigglleges szaggatott vonallal jeldlve

A 3. 4brén lathatjuk a kockdzatelutasitdsi (r) és a kdrnagysdgra (u)
vonatkozé paraméter hatdsat a minimadlis biztositasi dijra ceteris paribus.
A 1 esetében a paraméter névekedésével a varhaté karnagysdg Osszege folya-
matosan csokken, emiatt nem meglepd a biztositasi dijat csckkentd hatas.

A kockézatelutasitasi paraméter hatasa ezzel ellentétes, azaz a paraméter
novekedésével a biztositasi dij novekszik, kompenzalva a biztositot a kockazat
befogaddsaért. Azt is lathatjuk, hogy a karnagysdgokra vonatkozé u és a
kockazatelutasitas r paraméter hatdsa nagyban fiigg a masik paraméter aktu-
alis értékétol, ami az Osszetett Poisson-eloszlas momentumgeneralé fiiggvénye

miatt van: E[e™S] = N7,
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8. dbra. A k6zOmbos brutté biztositasi dij alakuldsa az kockdzatelutasitdsi (r) és kdrnagysdgra
vonatkozé (p) paraméter fiiggvényében az 1. tabldzatban szerepld értékek mellett — a paraméter
kezdeti értékét fiigglleges szaggatott vonallal jeldlve
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4. dbra. A koz6mbos brutté biztositdsi dij alakuldsa a koltségre (c) és befektetési hanyadra
vonatkozé () paraméter fiiggvényében az 1. tabldzatban szerepld értékek mellett — a paraméter
kezdeti értékét fiigglleges szaggatott vonallal jeldlve

A 4. 4bran az elvarasainknak megfeleléen a k6z6mbaos brutté dij névekszik,
amennyiben a szerzédéshez kozvetlentl kapcsolodd véltozd koltsége is né a
biztositonak.

Amennyiben a befektetési hanyad (y) né, ugy a biztositdsi dij csokken.
Ez azzal magyarazhatd, hogy a biztositasi helyett a befektetési tevékenység
kezd dominalni, ami miatt a k6z6mbos bruttd biztositési dij kezd kozeliteni a
varhato érték elv alapjan szamolt biztositasi dijhoz — mint azt mar korabban
lattuk a vagyoni szint hatdsa soran.

4424 | |
1 13.34 |
1
! 1267 !
435+ | 1
=3 ! =3 !
. - 1 . & M9 1

[ [
1 |
4281 1 11.24 1
1 |

|
1054
1 1
42,14 1 1
000 004 008 012 016 020 024 000 004 008 012 016 020 024
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5. dbra. A k6z6mbos brutté biztositdsi dij alakuldsa a kamatldbra (i) vonatkozé paraméter fligg-

vényében az 1. tdbldzatban szerepld értékek mellett — a paraméter kezdeti értékét fliggbleges

szaggatott vonallal jelolve. A bal oldali képen a kezdeti vagyon 1000, a jobb oldali képen pedig
5000 egység.
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Az 5. dbran a kamatlab hatdsat lathatjuk két kiilonb6z6 idGszak eleji
vagyonszint mellett. A kamatldb hatdsa hasonlésdgot mutat az idészak eleji
vagyonszintnél megfigyelt hatdssal. Amennyiben az adott paraméterek mel-
lett az idoszak eleji vagyonszint ,relative kicsi”, gy a kamatlab novekedése
csokkend eredményt mutat, tartva a varhatéd érték elve alapjan kaphaté 10
egység bruttd dijhoz. Amennyiben az idészak eleji kezdeti vagyon , némelyest
magasabb” | igy a kamatlab névekedése emeli a k6zombos brutté biztositési
dijat. Fontos hangsilyoznunk, hogy a fentiek szerint az 1. tédblazatban 1évé
paraméterek jelen értékei mellett az aktualis kezdeti vagyonszint nagyban
befolyasolja a kamatlab hatdsanak nagysagat és iranyat.

5 (")sszegzés

A cikkben bemutattunk egy tjabb dontési mutatét annak érdekében, hogy a
biztosité meg tudja allapitani azt az egyidészakos minimalis biztositasi dijat,
amely mellett aktivan fog cselekedni a biztositasi piacon. Ehhez a biztositasi
vagyoni helyzetét irtuk le Ugy, hogy a karok kezelését Osszetett kockazati
modell keretein beliil oldottuk meg. Biztositasmatematika és kézgazdasagtan
hatarmezsgyéjén haladva sikeriilt meghataroznunk egy biztositasi dijformulat
az altalunk vizsgalt elméleti kornyezetben, amelyhez Lambert-féle tobbértéki
fliggvényt hasznaltunk. Bar jelenlegi formajaban a felvazolt modell inkabb
elméleti, prébaltunk némi utmutatast is adni alkalmazasi célokra. Ezt kiegé-
szitve érzekenységvizsgalatot végeztiink el, ismertetve az alkalmazds lehetsé-
ges kiindulépontjat.

Technikai szempontbdl nem emlitettitk meg, de az altalunk hasznélt 6ssze-
tett Poisson-eloszlasi valdsziniiségi valtozd hasznalata az 6sszkarkifizetés mo-
dellezésére nemcsak Osszetett kockazati modell esetében miikodik, de egyedi
kockdzati modellre is alkalmazhat6 kozelité megolddsként (Yang et al., 2005).
Emellett masik elonye az Gsszetett Poisson-eloszlas hasznélatanak, hogy a
gyakorlatban nehezen védhetd, karok fiiggetlenségére vonatkozé feltételezést
is lehet enyhiteni (Cekanavicius and Vellaisamy, 2015). Ezeket szem el6tt
tartva reméljik, hogy a bemutatott eljarassal boviteni tudtuk a biztositési
matematikus altal haszndlt dijkalkuldcios lehetGségeket a gyakorlatban.
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Melléklet

Lambert-féle tobbértékii fliggvény

Miel6tt a k6z6mbos bruttd biztositasi dijnak a létezését és az egyértelmiiségét
bizonyitanank be, sziikségesnek érezziik az abban alkalmazott Lambert-féle
tobbértékit fiiggvényrél is néhdny szét ejteniink. Altaldban egy adott f (z) =
c+ x + e” fuggvény zérushelyeinek megtalalasa problémét okozhat nekiink
a trividlis esetektdl eltekintve, ahol ¢ € IR egy adott konstans. Ennek a
fliggvénynek a zérushelyei azért fontosak szamunkra, mivel a biztosité aktiv
és passziv biztositasi magatartas melletti varhaté vagyoni szintjei kozotti
kiilonbséget fel lehet irni ebben a formaban.
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9. definicio. Tekintsiikk az x = ye? egyenletet, ahol x,y € IR. A
Lambert-féle tobbértékii fliggvény az eléz6 egyenlet megolddsat adja (inverz
figgvényként), azaz W (x) = y, vagy ezzel ekvivalens médon x = W (z)e" (®)
alakban is felirhatjuk.

10. megjegyzés. A Lambert-féle tobbértékii fliggvénynek létezik altaldno-
sabb definiciéja is, pontosabban a 9. definiciét ki lehet terjeszteni a komplex
szamok korére. Legyen v és z tetszoleges két komplex szam. Ekkor a ve’ = z
egyenlet akkor és csak akkor all fenn, hogy ha tetszbleges k € Z szamra
teljestil v = Wi (2) is.

Esetiinkben tudjuk, hogy a biztositasi dijnak egy nemnegativ valds szam-
nak kell lennie, ezért szamunkra elegend6 a 9. definiciéban szerepld egysze-
riibb verziét hasznalni a 10. megjegyzésben szereplé altalanosabb fogalomtol.

Most nézziink meg két példat a Lambert-féle tobbértéki fiiggvény haszna-
latara. A 11. példdban megmutatjuk, hogy egy adott problémat hogyan kell
megoldani a valés szamokra vonatkoz6 Lambert-féle tobbértéki fiiggvénnyel.
A 12. példa sordn lathatjuk, hogy maér sziikséges a 10. megjegyzésben sze-
repl6 altalanosabb definiciét hasznalnunk — azaz a valds szamok koérében mar
nem tudjuk megoldani a kezdeti problémankat.

11. példa.  Keressik meg az f(z) = 5° — 17z fiiggvény zérushelyeit,
amely tehat azt jelenti, hogy 5% = 17x egyenlet megoldasait szeretnénk
meghatarozni. Ahhoz, hogy hasznélni tudjuk a Lambert-féle tobbértékii
fliggvényt, at kell rendezniink az egyenletiinket:

17 - 1 )
= x s 1= 171;6—J,ln5 & = = xe—J,1n5-
5 17

=17z & 1

A célunkhoz kozeledve bovitsitk mindkét oldalt (—In5) mennyiséggel,
azaz

1 . Inb
il :xe—J,1n5 n

x 1
—— = —zlnje M & W no = —zlnb,
17 17

T

ahol a legutolsé < 1épésben felhasznaltuk a Lambert-féle tobbértéki fiiggvény
definiciéjat. Ez alapjan a megoldasunk

Wt
Ind

Tekintve a 6. dbrara lathatjuk, hogy az eredeti f(x) = 5% — 17z fiiggvényiink-
nek 2 darab zérushelye is van: z7 ~ 0.06535 és x5 ~ 2.26963.
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—40 1

6. dbra. Az f(x) = 57 — 17x fliggvény grafikonja az [—3, 3] intervallumon

12. példa. Keressiik meg a g(z) = 5% — 2z fliggvény zérushelyeit, amely
tehat azt jelenti, hogy 5% = 2x egyenlet megoldasait szeretnénk meghatarozni.
A megoldds menete ugyanaz, mint a 11. példa sordn. Azonban a megoldé-
sunkat most mar az alabbi alakban tudjuk felirni tetszdleges k € Z szam
esetén:

 (=48Y)

e
A 2. tdbldzat segitségével kiszamolhatunk néhdny megoldast & fiiggvényében.
Lerajzolva a fiiggvényiinket, lathatjuk a 7. dbran, hogy nem metszi az z-
tengelytinket, igy tényleg a Lambert-féle tobbértéki fliggvény altaldnosabb
verzidjat kellett hasznalnunk a g(z) fliggvény zérushelyeinek megallapitdsa-
hoz — kilépve a valés szamok korébdl.

k 1 2 3 4 5
Re(y) —2.2839 —2.8724 —3.2386 —3.5058 —3.7163
Im(y) +7.5606i +13.9339¢ +20.2619¢ +26.57247 +32.8742;
2. tdbldzat. Az y = WR(—lr‘T5) kifejezés értéke k = 1,2,...,5 esetében,

kiilén soron tagolva a valds és képzetes részt

2 1 1 P

7. dbra. A g(z) = 5% — 2z fiiggvény grafikonja a [—2, 2] intervallumon
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8. dbra. A Lambert-féle tobbértékii fiiggvény abrizolasa, ahol Wy jeldli a principdlis részt és

W_1 az alsé részt. A kritikus valasztdsi pont W_1 és Wy fliggvénydgak kozott a (—%, -1)

helyen taldlhaté. A Wo+ fliggvény jeloli a Wy fliggvény megszoritasit a [0, co) tartomdnyra.
Lathatd, hogy Wp(0) = WO+ (0) = 0 teljesiil.

A 9. definiciéban széndékosan haszndltuk a ,,tébbértékii fliggvény” meg-

nevezést, mert valgjaban nem injektiv az x +— ze® hozzarendelés — ahogyan
ezt lathatjuk a 8. dbran, illetve a 11. példaban is egy ilyen esetet néztiink
meg. Az egyszeriiség kedvéért a tovabbiakban a valds szamokra vonatkozd
Lambert-féle tobbértéki fliggvény principalis részének a [0, 00) értelmezési
tartomanyon megszoritott ,,szeletét” nevezziikk Lambert-féle tobbértéki fiigg-
vény forészének. Erre haszndljuk a Wy, jelolést.
13. megjegyzés. Annak kiovetkeztében, hogy a Lambert-féle tobbértéki
fiiggvény principalis részének a nemnegativ ,,szeletét” (azaz Wy, fliggvényt)
hasznaljuk a megoldasunk felirdsa soran, a kapott megoldasunk egyértelmi
lesz.

A ko6z6mbos biztositasi dij meghatarozasa altalanos eset-
ben

Felhasznalva az 5. feltevésiinkben szereplo dltalanositott exponencialis hasz-
nossagi fliggvényt, a biztosité passziv cselekedete esetén az idGszak végi
varhato hasznossaga az alabbi lesz:

Elu(Wps) = E[aFV(u,i,1) + 5(1 Vi D] - "
4
= OéFV(wO)i) 1) + g _ ge—'y-FV(wo,i,l))

mig aktiv magatartds esetén hasznalva S = Zszl X, jelolésunket:

Efu(Was)] = B[o(FV (u0..5) + (i, — o) — 5) + 2 (1 -

— UV i) =99 | = GV (wn,i,9) +a(m —¢) = (5)

_ aIE[S] + é _ ée—'r-(FV(,wo,i,’y)+7?b(7rb—c))IE[e,,.s] _
ror
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A (4) és (5) egyenletek alapjan keressiik meg eldszor azt a mp brutté biz-
tositasi dijat, amely mellett a biztosité k6zombos a két magatartdsa mellett.
Ehhez el6szor tegytik egyenlové a két lehetOség szerinti id6szak végi varhatd
hasznossagot:

Eu(Wpp)] = aFV (wg,i,1) + g _ ge_,-FV(wo,m) _
= aFV(wo,i,7) + am(m, — ¢) — oE[S] + g - (6)
_ ge—'r-(FV(wo,i,’y)-&-'r?b(wb—c))IE[e,,.S] _ IE[U(WAB)] -

Mivel a (6) egyenletben a brutté biztositdsi dij a dontési valtozénk egyediil,
ezért rendezziik eszerint a (6) egyenletet:

0 = army, — ge—"”f”ﬂb (e_"'(FV(’wo,'i,’)’)—T?LC)IE[e'rS]) 4
n ge_,.pv(wo,i,l) + a(FV (wo,i,v) — mc— FV(wo,i,1) — E[S]) = (7)
=ar—ge T+ A,
ahol alkalmaztuk az x := mm, és a 6. tétel el6tt bevezetett jelcléseket.

14. allitas. Tekintsik az f(x) = A+ax—ge " figgvényt, midén az a >0
és r >0 fenndll. Ekkor f(x) figgvénynek pontosan egy zérushelye van

- AT
gr Ar
. aWp, (Le=) — Ar
'r - b
ar

ahol Wy, a Lambert-féle W tobbértéki fiiggvény principdlis részének a nem-
negativ ,,szelete”.

Bizonyitds.  Ahhoz, hogy alkalmazni tudjuk a 9. definiciéban szerepld
Lambert-féle W | fliggvényt”, at kell alakitanunk az A+ ax —ge™" kifejezést
ue”-t tartalmazd forméra, ahol u lesz a segédvéltozdnk:

A
O=A+ar—ge™ & —g(—r+m)e'l = —g.
r o

Vezessiik be az u = % + rz segédvaltozot, amelybol megkapjuk, hogy = =
au—Ar E)sz6r a kiemelést visszaalakitva, majd  helyére u-t behelyettesitve
kapjuk, hogy

A _A hou—Ar
—g= -2 (E ra)e’ = (A — ax)e’ = (A — aTE )T =
L ar
—(—A— M)e‘w%‘” _ (—Ar —au—l—Ar)e(u_%) _ —gue“e_%,
T r r

AZaZ
A

4ar
@

T , gre
T Q@
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Ennek alapjan tudjuk, hogy a Lambert tobbértékii fiiggvény férésze miatt
A

ar
u* = Wo, (£5=) definicié szerint megoldds, amelyet visszahelyettesitve elju-
tunk i
ot au* — Ar _ aWy, (&e) — Ar
ar ar

megoldashoz. |

Osszetett Poisson-eloszlds

A cikkben hasznaltunk néhany specidlis tulajdonsigat az Gsszetett Poisson-
eloszldsnak, amit roviden szeretnénk dsszegytjteni (Rényi, 1966; Feller, 1978;
Ross, 2014).

15. allitas. Legyenek X, ..., Xy fliggetlen és azonos eloszlasu valoszinilisé-
gi valtozdk, valamint N tdliik fliggetlen nemnegativ egész értékii valdszintiségi
valtozo. Készitsiik el beldlitkk az S = Z?f:l X véletlen tagszdmu Osszeget.
Tegyiik fel, hogy X1 és N valdszintiségi valtozok mindegyikének az elso két
momentuma véges. Ekkor IE[S] = E[N]E[X;].

Bizonyitds. Az S varhaté értékét ki lehet szamolni a teljes vérhaté
érték tétel segitségével, azaz a feltételes varhatd értéket véve a tagszamot
meghatarozo valdsziniiségi valtozo értéke szerint adodik, hogy

o) 0o k
E[S] = Y E[S|N = kP(N = k) = ZIE[ SXIN=k |P(V=k) =
k=0 =1

k=0 =
egymastdl fiiggetlenek
oo k oo
= ZIE[ZXJ}IP(N = k) =Y EkXiJP(N = k) =
=0  j=1 k=0

_ S KECGIP(N = ) £ B ST RP(N = K) = ELX B[]
k=0

k=0

ahol = 1épésben ki lett hasznélva a varhaté érték fiiggetlensége az Gsszegzéshez
hasznalt k indextol. a
Az S Osszkarkifizetés valdsziniiségi valtozdnkat szeretnénk tovabbi tulaj-
donségok szerint jellemezni. Nézziik el0szor a momentumgenerald fliggvényét
(Ms(t) = E[e*®]) 0 < t esetben az S véletlen tagszdmi karosszegnek. Azt
rogton latjuk, hogy ez a varhato érték nem minden esetben lesz véges, hiszen
a karnagysiagok nemnegativak, ezaltal az Osszegiik is nemnegativ lesz, t-rol
pedig szintén feltettiik, hogy nemnegativ. Ezt elkertilve tegyiik fel, hogy S
minden momentuma véges, amely jelen vizsgdlatunk keretein beliil (csupdn
egyetlen iddészakot tekintink) indokolhaté feltevés a biztositédsi piacon.

16. allitas. Legyenek X1,..., XN filiggetlen és azonos eloszldst valdszinisé-
gt vdltozok, valamint N télik figgetlen nemnegativ egész értéki valdsziniségi



76 Balog Imre

vdltozo. Készitsik el beldlik az S = Zjvzl X; véletlen tagszdmi 6sszeget.
Tegyiik fel, hogy S dsszes momentuma véges. Ekkor

Ms(t) = g (E[e"]) = gn (Mx, (1)),

ahol gn(z) = Y ope o 2" P(N = k) a generdtorfiggvénye az N valdsziniiségi
valtozonak.

Bizonyitds. Megint csak a teljes varhaté érték tételére tamaszkodva az
Osszeadanddk darabszama szerint

Ms(t) = B[] = im[efsw = kPN =k) =
k=0

fiiggetlenek

M

E[etzlexfw: R POV = k) =

=~
Il
=]

X oo k
E[e' X 5Py = k) £ > ([T Ee)eev=n =

k=0 j=1

M T

*
*

IE[(etXl)k]IP(N — ) gN(IE[etxl]) =gn(Mx, (1)) .

=~
Il
=]

A = lépésben kihasznéltuk, hogy az exponenciélis fiiggvény kitevéjében
Osszeg van, amit lehet szorzat alakjdban is felirni. A szorzatban szerepld
valdszintiségi valtozok egymastdl fiiggetlenek, ezért a szorzat varhaté értéke
nem mas, mint a varhaté értékek szorzata.

A = egyenl6ség azért all fenn, mert azonos eloszlast valészintiségi valtozdk
szerepelnek a szorzatban, ezért mindegyik tényez6 ugyanaz. fgy tehat fel
lehet irni hatvanyozas forméjaban a szorzatot.

Végezetiil pedig a = esetében egyszertien addédik az &talakitds — fel-
hasznalva a generatorfliggvény definicigjat rogzitett ¢ mellett. |

17. kévetkezmény. A 16. allitas bizonyitdsahoz hasonléan belathatd, hogy
az S karakterisztikus fiiggvénye

ps(t) = E[e"] = g (E[e"]) = gn (ox, (1)
Laplace-transzformaltja pedig

Ls(t) = Ele™"] = gn(Ele™™]) = gn (Lx, (1)) -

18. definicié. Legyenek Xj,..., Xy fliggetlen és azonos eloszlasi valé-
szinlségi valtozok, valamint N télik fﬁ%\getlen, A-intenzitasd valdszintiségi
valtozo. Készitsiik el beldlik az S = ) .| X; véletlen tagszamu Osszeget.
Jeloljitk X, valészintliségi véaltozd eloszlasfiiggvényét F(z) mddon. Ekkor
S eloszldsét (A, F(z)) paraméterrel rendelkezd dsszetett Poisson-eloszldsnak
nevezzik.
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19. lemma. Legyen N valdszintségi valtozo A-intenzitdst Poisson-eloszldst
valdszinidségi valtozo. Ekkor momentumgenerdld figguénye My (t) = e =1
a generdtorfiigguény pedig gy (t) = eN*—1).

Bizonyitds. Tudjuk, hogy a Maclaurin-sorfejtés alapjin e* = 1+ § +
é—? +...=D00 i—? minden = € IR esetén. Felhasznalva az azonossagot, a
momentumgenerald fliggvény esetében kapjuk, hogy

My (1) =Bt = 3 e = M,

k

k!

JSZSANPED WIS Z
] ]
:=0 k! k=0

Hasonléan, a generdtorfiiggvényre pedig

o0

A = (A)F
gN(t)=Ztkye A=e /\Z(k')
! — k!

k=0

— oA — o AAE _ A (t-1)

O

A késbbbiekben sziikségilink lesz az exponencidlis eloszlds momentum-

generald fiiggvényére a karnagysagok viselkedésének elemzésére, ezért most
kiszamoljuk.

20. lemma. Legyen X wvaldsziniségi vdaltozo p paraméterrel rendelkezd ex-
ponencidlis eloszldsu. Ekkor a momentumgenerdlo figgvénye at < p esetben

s sz

Bizonyitds. Hasznalva a momentumgeneralo fiiggvény definicidjat kapjuk
az eredményt:

My (t) = E[e'¥X] = /OO e f(z) dw = /OO e e M dx =
0

— 00
o0
— =)y gy — - [elt—y1>® — _H
=p| e y= e = :
A t—u[ Jo p—t
O
21. megjegyzés. Az exponencidlis fiiggvény momentumgenerdlé fiigg-

vényét egyszeribb alakra is lehet hozni bizonyos esetekben, felhasznalva a
végtelen mértani sor Osszegképletét. Legyen ¢ < p és | l% |< 1, ekkor

I 1 =1,
Mx(t) = —— = = —t".
X() M_t l_li Z)\n

L n=0

A momentumgeneralé fliggvény definicidja szerint szintén sorfejtést alkalmaz-
va

a(t) = B =By L) - 5 B

! n!
n=0 n=0
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Ekkor ¢ = 0 pontban

d"Mx (t) (n) ) n!
EEEE— = 0) =E[X"] =—
)| =P =Ex =2

amely csak a varhaté érték kiszamitdsa miatt kellett: IE[X] = l%

A szakirodalomban a biztosité kockdzatelutasitdsi paraméter 1-nél kisebb
szém jellemzben, ezért most kiszamoljuk az Y = e®X valdszintiségi valtozé
varhaté értékét, ahol X exponencialis eloszlasi p paraméterrel. Mivel a 20.
lemma esetében sehol sem hasznaltuk fel, hogy r egész szdm, ezért IE[Y] =
E[e*X] = 755 igaz marad 1 > a > 0 esetben is.

Most nézziikk meg, az Osszetett Poisson-eloszlasu valdszintiségi valtozok
Osszegérél mit tudunk mondani. A kés6bbiekben csak arra szeretnénk hasz-
nalni a 22. lemmat, hogy kezelni tudjuk a kiilonbozé tigyfelek kiilonbozé
kérbejelentéseit (minden tigyfélnek tehat egyedi Gsszetett Poisson-eloszldsi
kérosszege van).

22. lemma. Legyenek S1,S5s,...,5; figgetlen valosziniiségi valtozok, ahol
S; valdszintségi vdltozd (N\;, F;(x)) paraméterrel rendelkezd dsszetett Poisson-
eloszldsi. Legyen A = Z,i-:l Ai és F(z) = Z,i-:l %\LFL (z). Ekkor S = Z,i-:l S;
valdszinidségi valtozd (A, F(x)) paraméterrel rendelkezd dsszetett Poisson-el-
0szldsiu valdsziniségi vdltozo lesz.

Bizonyitds. Alkalmazva a 16. allitdsban kapott momentumgeneril6
fliggvényre vonatkozé eredményiinket, és felhasznédlva a 19. lemmat kapjuk,
hogy tetszOleges i-edik Osszetett Poisson-eloszlast valdszinliségi valtozd ese-
tében a momentumgenerild fliggvény:

MSi (t) = E[etSi] = dgnN (Mxl,i(t)) = e)\i(JWXM(t)_l) : (8)

A 16. allitds bizonyitdsat megismételve

! 1
! i (M (t)—1 A &JW (1)—1
= I [e)\i(ﬂfxlyi(t)—l) _ e; (Mx, ;(t)-1) . (; S Mxy (1) ) |

i=1

Lathatjuk tehéat, hogy S momentumgenerald fiiggvénye hasonlé alaki, mint
S; Osszetett Poisson-eloszlasu valdszinliségi valtozé momentumgenerald fligg-
vénye. S tehdt Osszetett Poisson-eloszldsi valdszintiségi valtozé (A = Z,i.:l Ais

F(z)= Z,i.:l A Fy(x)) paraméterek mellett. O
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DETERMINING THE INSURANCE PREMIUM FOR THE GENERALIZED
EXPONENTIAL UTILITY FUNCTION IN THE COLLECTIVE RISK MODEL

In this article, we investigate the determination of insurance premium in the col-
lective risk model taking into account economic aspects. To conduct such research,
we borrow well-known tools from utility theory and probability theory. The ini-
tial analyses in the literature (Rothschild and Stiglitz, 1976; Stiglitz, 1977) focused
mainly on examining different effects (information asymmetry, market behavior).
Instead, we focus on the calculation of insurance premiums, for which we can also
find many examples in the literature. We wish to emphasize that our one-period
model has many simplifications in terms of opportunities for expansion, which we
will give some ideas to solve. The first option involves choosing between the indi-
vidual risk model and the collective risk model in which the nature of the insurance
product helps. In the case of the individual risk model, the existence of a claim to
the policy is of interest to the insurer (e.g., due to the fixed amount insured). On
the contrary, when it comes to the collective risk model, the number of claims is also
interesting. In Verrall (1989) article we shall find a possible mathematical treat-
ment of the individual risk model, moreover, it also supplements both approaches
to the different risk models by describing similarities and pathways. Because of the
greater possibility of application, we use the collective risk model, but we assume
that the various claims events are independent of each other. The second expansion
option is also to allow insurance companies to carry out investment activities, that
is, insurance companies should not necessarily transfer all their assets to insurance
businesses. Of course, compared to daily practice, we simplify taking into account
investment activity in our analysis. Numerical analyzes in this article also reflect
this fact. We want to draw the attention to the fact that insurance companies
need to apply different regulations in their investment policy in order to be able
to impose this simplification. Additionally, our primary goal remains to determine
insurance premiums in a broadly acceptable setting. Our third extension in this
article is cost introduction. One of the simplest choices could be the direct cost
variable associated with the insurance contract we are working on. We do not use
fixed costs as we primarily focus on calculating premiums for a single period.

Finally, contrary to the possibilities of expansion so far, it is not the insurance
company’s financial trajectory that we want to further refine its characterization
but rather its valuation. Throughout the article, we assume that the insurance
company’s only decision variable is the insurance premium. Therefore, our job is
to find out the insurance premium level at which an insurer enters the insurance
market. When solving a problem, we focus on the expected utility level rather
than the expected value level. Much more important is the introduction of the risk
attitude and measure by Pratt (1964), where we also find some calculations for
specific utility functions. The generalized exponential utility function is presented
as a combination of two possible evaluation methods. Therefore, it can manage
both standard approaches based on expected value and risk aversion nature.

The model described in this article is currently more theoretical than applied,
but we believe that it can be developed relatively easily by a particular insurer. We
introduce a new metric to add to standard measures (such as the ratio of return)
that may be a bit more complex, but in addition to standard measures (such as rate
of return), insurance premiums can be determined. The determination of optimal
premiums differs from other economic methods because of the use of collective
risk models and generalized exponential utility functions. We managed to write a
premium formula using the Lambert W function whose main field of application is
not exactly the solution of microeconomic problems.





