
MTA SZTAKI Közlemények 37/1987 pp. 63-96

SCALING OF RÁNCOM VARIABLES AND ARRANGEMENT PROBLEMS IN
LAYOUT DESIGN

B. G O E T Z E  and W. N E H R L I C H

Dept, of Appl. Discrete Math. 
Karl-Weierstrass-Inst. of Math. 
Acad. Sei. of the GDR 
Mohrenstr. 39, Berlin, DDR-1086

1 I n t r o d u c t i o n

A  k e y  p r o b l e m  i n  D e s i g n  A u t o m a t i o n  i s  t h e  a r r a n g e m e n t  o f  c o m ­

p o n e n t s  o f  a l a r g e  a n d  c o m p l i c a t e d  s y s t e m .  A s  a n  i m p o r t a n t  

e x a m p l e  c o n s i d e r  t h e  p l a c e m e n t  p r o b l e m ,  w h e r e  t h e  m o d u l e s  of 
a o i r c u i t  h a v e  to b e  a s s i g n e d  t o  f a v o u r a b l e  l o c a t i o n s  o n  a 

p l a c e m e n t  m e d i a .  A t  t h e  s t r o n g l y  i d e a l i z e d  l e v e l  o f  t o p o l o g i ­

c a l  d e s i g n  l a r g e  s y s t e m s  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  b y  g r a p h -  o r  h y ­

p e r g r a p h  m o d e l s .  M o r e o v e r ,  i n  m a n y  c a s e s  i t  i s  a l s o  a d e q u a t e  

to r e p r e s e n t  t h e  o n e - ,  t w o -  o r  m u l t i d i m e n s i o n a l  p l a c e m e n t  m e ­
d i a  b y  s p e c i a l  g r a p h s .  ( A n  i m p o r t a n t  e x a m p l e  i s  a  g r i d  g r a p h . )  

U s i n g  s u c h  m o d e l s  p l a c e m e n t  p r o b l e m s  c a n  b e  c o n s i d e r e d  a s  d i s ­
c r e t e  o p t i m i z a t i o n  p r o b l e m s ,  i n  p a r t i c u l a r  a s  e m b e d d i n g  p r o b ­

l e m s  f o r  g r a p h s  o r  h y p e r g r a p h s .  S o m e  e x a m p l e s  o f  e m b e d d i n g  
p r o b l e m s  o f  t h i s  k i n d  a r e  t h e  f o l l o w i n g  N P - h a r d  p r o b l e m s  

( s e e  / G a J o / ,  / J o / ) :
O P T I M A L  L I N E A R  A R R A N G E M E N T  O F  G R A P H S ,

M I N  C U T  L I N E A R  A R R A N G E M E N T  O F  G R A P H S ,
M I N I M U M  B A N D W I T H ,  C R O S S I N G  N U M B E R ,

E D G E - E M B E D D I N G  O N  A  G R I D ,
M I N I M U M  A R E A  E M B E D D I N G  O F  P L A N A R  G R A P H S ,

W E I G H T E D  G R A P H  E M B E D D A B I L I T Y .
S t i m u l a t e d  b y  t h e  p r a c t i c a l  i m p o r t a n c e  o f  s u o h  p r o b l e m s  m a n y  

a t t e m p t s  a n d  d i f f e r e n t  a p p r o a c h e s  have been m a d e  i n  o r d e r  t o  f i n d  

a p p r o x i m a t i v e  s o l u t i o n s  o r  s o l u t i o n s  f o r  s u b p r o b l e m s .  A m o n g  

t h e  n u m e r o u s  h e u r i s t i c  s o l u t i o n  p r o c e d u r e s  f o r  t h e  v a r i o u s  
k i n d s  o f  p r o b l e m s  o n e  c a n  f i n d  g r e e d y  s t r a t e g i e s ,  i t e r a t i v e  

a n d  M o n t e - C a r l o - p r o c e d u r e s  a n d  e v e n  s u o h  k i n d s  o f  s o l u t i o n
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m e t h o d s  w h i c h  a r e  f o u n d e d  o n  n o n - d i s c r e t e  m a t h e m a t i c a l  m e t h ­

o d s .  D i f f e r e n t  f r o m  t h o s e  d i s c r e t e  s t r a t e g i e s  w h i c h  p r o c e e d  
s t e p w i s e  o n  t h e  b a s i s  o f  l o c a l  d e c i s i o n ,  t h e  n o n — d i s c r e t e  

m o d e l s  r e p r e s e n t  g l o b a l  o p t i m i z a t i o n  c r i t e r i a .  E x a m p l e s  o f  
n o n - d i s c r e t e  a p p r o a c h e s  a n d  s t r a t e g i e s  c o n c e r n i n g  o n e -  a n d  

t w o - d i m e n s i o n a l  a r r a n g e m e n t  p r o b l e m s  c a n  b e  f o u n d  i n  / Q u i B r / ,  

/ O t t e n l / ,  / O t t e n 2/, / F u k u l / ,  / M a y / .  I n  o u r  p a p e r  w e  d e a l  w i t h  

a n o n - d i s c r e t e  h e u r i s t i c  a p p r o a c h  w h i c h  i s  b a s e d  o n  a  m o d e l  
o f  m a t h e m a t i c a l  s t a t i s t i c s  —  t h e  s c a l i n g  o f  r a n d o m  v a r i a b l e s  

b y  o p t i m i z a t i o n  o f  t h e  c o r r e l a t i o n  c o e f f i c i e n t .

S t a r t i n g  f r o m  a n  i d e a  of / F u k u /  w e  s h a l l  a p p l y  t h i s  m o d e l  to 

v a r i o u s  a r r a n g e m e n t  p r o b l e m s ,  w h e r e  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  e m ­
b e d d i n g  of h y p e r g r a p h s  i s  i n  t h e  o e n t r e  o f  o u r  a t t e n t i o n .

T h e  m a t h e m a t i c a l  t r e a t m e n t  o f  t h i s  a p p r o a c h  i s  e x p l a i n e d  i n  
d e t a i l .  F u r t h e r m o r e ,  t h e  e m b e d d i n g  a l g o r i t h m  i s  g e n e r a l i z e d  

t o  t h e  o a s e  o f  a d d i t i o n a l  p l a c e m e n t  c o n s t r a i n t s  b y  i n c o r p o r a ­
t i n g  t h e s e  c o n s t r a i n t s  i n t o  t h e  m o d e l  f r o m  t h e  b e g i n n i n g .

A  n a t u r a l  a n d  i m p o r t a n t  a p p l i c a t i o n  o f  t h i s  a p p r o a c h  i s  t h e  
l a y o u t  d e s i g n  f o r  e l e c t r o n i c  c i r c u i t s .
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H e r e  v/e c o n s i d e r  t h e  fo l l o Y ^ i n g  p r o b l e m :  L e t  t w o  d i s c r e t e  r a n ­

d o m  v a r i a b l e s  b e  g i v e n ,  t h e n  w e  s e a r c h  f o r  a s c a l i n g  of t h e s e  
r a n d o m  v a r i a b l e s  s u c h  t h a t  t h e  c o r r e l a t i o n  c o e f f i c i e n t  i s  m a x i ­

m u m .  T h i s  p r o b l e m  l e a d s  to t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  e x t r e m a l  p o i n t s  
of q u a d r a t i c  f o r m s ,  w h i c h  i s  t r e a t e d  i n  d e t a i l  i n  s t a n d a r d  l i t ­

e r a t u r e  (cf. / G a / , / G o / ) .  I n  s u b s e q u e n t  o h a p t e r s  w e  w i l l  a p p l y  
s c a l i n g  t h e o r y  to t h e  s o l u t i o n  o f  - c e r t a i n  a r r a n g e m e n t  p r o b l e m s .  

T h o u g h  t h e  m a t h e m a t i c a l  s o l u t i o n  o f  t h e  s c a l i n g  p r o b l e m  a p p e a r s  
i n  f u l l  d e t a i l  i n  s t a t i s t i c s  l i t e r a t u r e ,  w e  s h a l l  p r e s e n t  a 

s h o r t  d e r i v a t i o n  o f  t h i s  s o l u t i o n  h e r e ,  so t h a t  w e  c a n  r e f e r  
t o  t h i s  d e r i v a t i o n  i n  § 5 .

L e t  t w o  r a n d o m  v a r i a b l e s  x  a n d  у  b e  g i v e n ,  w h i c h  a r e  v a ­
r y i n g  w i t h i n  t h e  s e t s  X  =  { x . j , . . . , x m j a n d  Ï  =  { y^ , . • . ,yn ^ , 

r e s p e c t i v e l y .  H e r e  x. a n d  у . a r e  a r b i t r a r y  e l e m e n t a r y  e v e n t s .
1 J *4- л*

L e t  t h e  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  o n  X v Y  b e  g i v e n  b y  t h e

m a t r i x  P  = (p. .) • T h i s  m e a n s  t h a t  p . . is th e  p r o b a b i l -
J-J m , n

i t y  o f  t h e  e v e n t  " x  = x .  a n d  y =  у . " . F o r  s h o r t ,  w e  w i l lJ
n  m

w r i t e  r p ^  = p ^ j  a n d  cp.. =  p ^  f o r  r o w -  a n d  
j=1 i=1

column- s u r a s ,  r e s p e c t i v e l y .  T h e s e  v a l u e s  r e p r e s e n t  the p r o b a ­

b i l i t y  of " x  = x ^  " a n d  " у  = у ^ "  , r e s p e c t i v e l y .

I f  w e  a r e  s c a l i n g  t h e  x ^  a n d  y ^  t o  p o s i t i o n s  o n  t h e  x - a x i s  

a n d  t h e  у - a x i s ,  t h e n  f r o m  x  a n d  у  w e  o b t a i n  r e a l  r a n d o m  

v a r i a b l e s  x  a n d  у  , r e s p e c t i v e l y .  T h i s  p e r m i t s  to d e f i n e  
t h e  e x p e c t a t i o n  v a l u e s :

m  m

E x  =  ^  r p i * x i » E x 2  =  rî)i ’ x i ( t h e  d e f i n i t i o n  f o r  y
1=1 i=1

i s  a n a l o g o u s ) ,

E u - y )  =  e  e  x i - P i j - y j  • 
i-1 j=1

F r o m  t h i s  d e f i n i t i o n  w e  m a y  a l s o  d e f i n e  t h e  v a r i a n c e s  a n d  t h e  
c o v a r i a n c e :

- 65 -
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P P
V a r  ( x )  = E x  -  ( E x )  ( a n a l o g o u s  f o r  y )  , 

C o v ( x , y )  = E ( x - y )  -  E x * E y  .

T h e  c o r r e l a t i o n  c o e f f i c i e n t  i s  d e f i n e d  a s  f o l l o w s :

e  = C o v ( x , y )
^  x , y  ( V a r ( x ) • V a r ( y ) y  2

T h e  c o r r e l a t i o n  c o e f f i c i e n t  r a n g e s  i n  s i z e  b e t w e e n  -1 a n d  +  1 . 

I f  I e  1 =  1 ,  t h e n  t h e  v a r i a b l e ' s  x  a n d  y  a r e  d e t e r m i n i s t i c -^ X 9 У
a l l y  c o r r e l a t e c ^ a n d  t h e  w i t h  ^  0 a r e  a l l  l o c a t e d

o n  a s t r a i g h t  l i n e .  I f  f  = +1 , t h e n  t h i s  s t r a i g h t  l i n e  h a s  
a p o s i t i v e  s l o p e ,  f o r  ç  =  -1 th e  s l o p e  i s  n e g a t i v e .

T h e  v a l u e  o f  I P  __ I i s  a  m e a s u r e  f o r  t h e  c o n c e n t r a t i o n  o f  • J x , y  »
t h e  p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  f u n c t i o n  P  a r o u n d  a s t r a i g h t  l i n e .  

N o t i c e ,  t h a t  t h e  c o r r e l a t i o n  c o e f f i c i e n t  h a s  t h e  p r o p e r t y  o f  
b e i n g  i n v a r i a n t  w i t h  r e s p e c t  to l i n e a r  t r a n s f o r m a t i o n s ,  i . e .

. ? ( a x + b , c y + d )  = Г х , у  *

O u r  a i m  i s  a s c a l i n g  o f  t h e  r a n d o m  v a r i a b l e s  x  a n d  у  ( i . e .  
t o  f i n d  v a l u e s  x ^  a n d  y ^  ) s u c h  t h a t  w e  o b t a i n  a  m a x i m u m  

v a l u e  of £  .

F i r s t ,  w e  o a n  a s s u m e  w i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y ,  t h a t  the 
m a t r i x  P  p o s s e s s e s  n e i t h e r  z e r o - r o w s  n o r  z e r o - c o l u m n s .  T h i s  

i s  b e c a u s e  a n  e l e m e n t a r y  e v e n t  w i t h  z e r o - p r o b a b i l i t y  c o u l d  b e  
s c a l e d  o n  a n y  p l a c e  w i t h o u t  i n f l u e n c i n g  t h e  v a l u e  f  •

S i n o e  £  i s  i n v a r i a n t  w i t h  r e s p e c t  t o  l i n e a r  t r a n s f o r m a t i o n s ,  
w e  c a n  a s s u m e  t h e  v a l u e s  o f  x  a n d  у  t o  b e  n o r m a l i z e d  s u o h  

t h a t

E x  =  E y  =  0 ( 2 . 1 • )

V a r ( x )  =  V a r ( y )  =  1 • ( 2 . 2 . )

F r o m  ( 2 . 1 . )  w e  o b t a i n

V a r ( x )  = E x 2 , V a r ( y )  =  E y 2 a n d  C o v ( x , y )  = E ( x * y )  •

T h u s ,  f r o m  ( 2 . 1 . )  a n d  ( 2 . 2 . )  w e  c o n c l u d e  t h e  s i m p l i f i e d  f o r m u l a

f x . y  ” • ( 2 .3 . )
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W e  use t h e  f o l l o w i n g  n o t a t i o n s :

X  = ( x 1 ,xm )T  , y  = ( y 1 , . . . , y n )T ,

a n d

/' r p 1 \
r\ °P1

R p  = 0

rp
m ]

1 о 4)
II

T h u s , w e  c a n w r i t e

em “ О  » • • * П  ) »Ш
m

o
\

o p .
n /

E x  =  X ™ .  Hp- e m  , E y  =  у  . Cp- en  ,

E x 2 = X T . Ер- X  a n d  E y 2 = y T . Cp- у

T h e  n o r m a l i z a t i o n  c o n d i t i o n s  ( 2 . 1 . )  a n d  ( 2 . 2 . )  t h e n  r e a d  a s  
f o l l o w s :

x T * Rp* e m  = y T * C p .en  = 0 ( 2 . 1 . a )

m mX • Rp•X = у . Cp-y = 1 . (2.2.a)

F i n a l l y ,  e x p r e s s i o n  ( 2 . 3 . )  h a s  t h e  f o r m

£  = x T - P * y  . ( 2 . 3 . a )

Ф
N o w ,  t h e  p r o b l e m  i s  to d e t e r m i n e  e x t r e m a l  p o i n t s  o f  = x  • P * y  
u n d e r  t h e  c o n d i t i o n s  ( 2 . 1 . a) a n d  ( 2 . 2 . a ) .  B y  t h e  u s e  o f  

L a g r a n g i a n  m u l t i p l i e r s  w e  o b t a i n  n e c e s s a r y  c o n d i t i o n s  f o r  l o c a l  
e x t r e m a l  p o i n t s  u n d e r  c e r t a i n  c o n d i t i o n s .

F i r s t  w e  w i l l  c o n s i d e r  o n l y  th e  s e c o n d  r e s t r i c t i o n  f r o m  

( 2 . 2 . a), i . e .

yT* Ср‘У = 1 .

T h u s  w e  h a v e  t o  d e f i n e  a  f u n c t i o n

H ( x 1 , • • •,V yi ' .yn ) ■ p . y  -  y ' . y . C p . y

N e c e s s a r y  c o n d i t i o n s  f o r  e x t r e m a l  p o i n t s  a r e :

n0 f o r  j = 1 , . . . ,
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or, f o r  short,

o|H
£>У О .

H e n c e  w e  o b t a i n

(xT* P# У) = £ ’ * СУТ* Cp« у )

P T « x  = 2 ^ '« C p « y  . ( 2 . 4 )

I n  o r d e r  to c l a r i f y  t h e  m e a n i n g  o f  t h e  f a c t o r  2 o ’ w e  m u l t i p l y
T  ^e q u a t i o n  ( 2 . 4 . )  b y  у  a n d  o b t a i n

m m  m
у  . P  « X  = 2j>'. у  . C p « у  .

U n d e r  t h e  a b o v e  c o n d i t i o n  t h i s  l e a d s  to

x T . P . y  =  2j>' , i . e .

* - 2 $ '  -
T h u s ,  f r o m  ( 2 * 4 . )  w e  o b t a i n

P P « x  = j > « C p « y  ( 2 . 4 . a)

S i n c e  t h e  m a t r i x  P  d o e s  n o t  o o n t a i n  a n y  z e r o - r o w s  o r  z e r o -  

c o l u m n s ,  R p  a n d  C p  a r e  r e g u l a r  m a t r i o e s .

T h u s ,  f r o m  ( 2 . 4 . a )  w e  o b t a i n

f - y  = C p 1 « P T « x  . ( 2 . 4 . b )

O n  t h e  o t h e r  h a n d ,  m u l t i p l y i n g  ( 2 . 3 . a )  b y  , wfe h a v e

£ 2 = j>«xT « P « y  = x T- P«(jj-y) .

S u b s t i t u t i n g  ( 2 . 4 . b )  w e  o o n c l u d e

£ 2 = x T . ( P . C ; 1 « P T ) « x  . ( 2 . 5 . )

E q u a t i o n  ( 2 . 5 . )  d e s c r i b e s  P 2 a s  a  q u a d r a t i c  f o r m  i n  x  • O u r
pa i m  i s  to f i n d  m a x i m u m  v a l u e s  o f  | u n d e r  t h e  c o n d i t i o n s  

( 2 . 1 . a )  a n d  ( 2 . 2 . a ) .  T h u s ,  w e  s e e k  f o r
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F o r  t h i s  p u r p o s e ,  t h e  w e l l - k n o w n  t h e o r e m  a b o u t  e x t r e m a l  p o i n t s  

o f  q u a d r a t i c  f o r m s  ( o f .  / С о / ,  / G a / )  c a n  b e  u s e d .

T h e o r e m

L e t  S a n d  D  b e  ( m  * m ) - m a t r i c e s , S b e i n g  s y m m e t r i c  a n d  D  p o s i t i v e  

d e f i n i t e .  L e t  t h e  ( r e a l )  e i g e n v a l u e s  o f

S « x  = Jl*D*x

b e  ^  A _ 2  >/ ... ^  , a n d  l e t  x ^ ^  b e  t h e  e i g e n v e c t o r  c o r ­

r e s p o n d i n g  t o  ^  . T h e n

X̂  = max [xT. S*x I xT* D*x = 1 and xT* D«x^^=0 for all j=1,... ,1-1], 
where the maximum value is assumed for x= x^^ .

H e n c e ,  f o r  t h e  s p e c i a l  c a s e  i =  2 t h e  t h e o r e m  y i e l d s
ч T= m a x  x  * S * x

á ф
X  ♦ D - x  = 1

X T . D ‘X ^  X s O

w h e r e  t h e  m a x i m u m  v a l u e  i s  a s s u m e d  f o r  x  = x ^ ^  . F o r  o u r  
p u r p o s e  t h e  t h e o r e m  c a n  b e  a p p l i e d  t o  ( 2 . 6 . )  w i t h  S = ( P * C p ^ » P T ) 

a n d  D =  R p  • T h e  m a x i m u m  v a l u e  ( 2 . 6 . )  e q u a l s  t o  t h e  s e c o n d -  
l a r g e s t  e i g e n v a l u e  o f

( P ’C p 1 » P T ) * x  = ^.*Rp*x o r

( r £ 1‘ P - C “ 1 - P T ) - x  = Z - x ( 2 . 7 . )

F o r  t h e  p r o o f  o f  t h i s  a s s u m p t i o n  i t  r e m a i n s  t o  s h o w ,  t h a t
x ^ V  =  e _  h o l d s ,  m

L e m m a

T h e  m a t r i x  R p 1 * P * C p 1 . P T  i s  a  s t o c h a s t i c  m a t r i x .
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P r o o f . B o t h  th e  m a t r i c e s  =  R ” 1 * P  a n d  N 2 = С р 1 * Р Т  ar e

c l e a r l y  s t o c h a s t i c ,  i.e, a l l  i t e m s  a r e  n o n n e g a t i v e  a n d  a l l  r o w  

s u m s  e q u a l  to o n e .  T h us, N ^ * N 2 i s  a g a i n  a s t o c h a s t i c  m a t r i x .

A c c o r d i n g  to t h e  le m m a ,  ( 2 . 7 . )  h a s  t h e  l a r g e s t  e i g e n v a l u e  =1 j 
w i t h  em  a s  a c o r r e s p o n d i n g  e i g e n v e c t o r .

W e  d i s c u s s  s o m e  m o r e  c o n c l u s i o n s  f r o m  t h e  t h e o r e m .

N o t i c e ,  t h a t  E x ^ 2 ^ = x ^ 2 ^ - R p * em  = x ^ 2 ^ 1 - R p * x ^ 1 ̂  =  0 .

T h e  s a m e  h o l d s  t r u e  f o r  t h e  o t h e r  e i g e n v e c t o r s  x ^ * ^  ,... , x ^ m ^ .n
T h e  e i g e n v a l u e s  A ^ j A ^ , . . .  a r e  a l s o  e x t r e m a l  p o i n t s  of £ 
u n d e r  th e  c o n d i t i o n s  ( 2 . 1 . a )  a n d  ( 2 . 2 . a ) ,  w h e r e  t h e  a d d i t i o n a l  

c o n d i t i o n  of o r t h o g o n a l i t y  o f  t h e  v e c t o r s  ( w i t h  r e s p e c t  to th e  

m a t r i x  R p )  h o l d s .

H e n o e  it i s  e v i d e n t ,  t h a t  a l l  e i g e n v a l u e s  o f  ( 2 . 7 . )  a r e  r e a l  

a n d  p o s i t i v e :  1 =  ••• ^  A m  ^  0 . N o t i c e  t h a t  t h e s e
p r o p e r t i e s  o a n  a l s o  he s e e n  d i r e c t l y  f r o m  t h e  s t r u c t u r e  of 

( 2 . 7 . ) .  F i r s t  n o t e  t h a t  ( 2 . 7 . )  i s  e q u i v a l e n t  to

P - C -1 r W 2 ) z l - z t

w h i c h  is a s y m m e t r i c  p r o b l e m ,  a n d  t h e r e f o r e  a l l  e i g e n v a l u e s
_i/2 -У?

a r e  r e a l  o n e s .  F u r t h e r m o r e ,  l e t  F  = R p  • P » C p  , t h e n  t h e  
p r o b l e m  h a s  t h e  f o r m

( F « F T >  z = A . z  .

H e n c e  A  ^  0 f o l l o w s  f r o m  t h e  f a c t ,  t h a t  t h i s  m a t r i x  i s  p o s ­
i t i v e  d e f i n i t e .

N o w  w e  c o n s i d e r  a  f u r t h e r  f a c t  c o n c e r n i n g  t h e  s p e c t r u m  of 

( 2 . 7 . )

L e m m a

F o r  t h e  e i g e n v a l u e  p r o b l e m  ( 2 . 7 . )  t h e  p r o p e r t y  1 > Я 2 h o l d s  
i f  a n d  o n l y  i f  t h e  m a t r i x  P  i s  c o n n e c t e d .

A  m a t r i x  P  i s  c a l l e d  u n c o n n e c t e d  i f f  t h e r e  a r e  p e r m u t a t i o n s  
of t h e  r o w s  a n d  o o l u m n s  t r a n s f o r m i n g  P  i n t o
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G i v e n  a ( m  x n )  m a t r i x  P  vve c a n  d e f i n e  a c o r r e s p o n d i n g  g r a p h  
G p  = ( V , E )  i n  a c a n o n i c a l  w a y  a s  f o l l o w s :

V = [ l ,... ,m j  a n d  ( i , k )  e  E  3jfe{l, • . .  ,n] sp^ Ф 0 AP^j 4= 0 •
T h e  g r a p h  d e f i n e d  i n  t h i s  w a y  i s  c o n n e c t e d  ( i n  the u s u a l  s e n s e )  
i f f  the m a t r i x  P  is c o n n e c t e d .

P r o o f  of t h e  l e m m a

L e t  G p  h e  t h e  c a n o n i c a l  g r a p h  c o r r e s p o n d i n g  to P . C o n s i d e r

t h e  m a t r i x  В  = ( R p 1- P - С р 1 * P T  ) o f  t h e  e i g e n v a l u e  p r o b l e m  

( 2 . 7 . ) *  C l e a r l y ,  s g n  ( B )  i s  t h e  a d j a c e n c y  m a t r i x  o f  G p . T h e n  
P  i s  c o n n e c t e d  i f f  s g n  ( B )  i s  c o n n e c t e d .  N o w  t h e  t h e o r e m  o f  

P E R R O N / F R O B E N I U S  ( c f . / G a / )  c a n  b e  a p p l i e d  to t h e  s t o c h a s t i c  

m a t r i x  B .  T h i s  y i e l d s  t h e  a s s u m p t i o n  o f  t h e  l e m m a .

T h e  ó l a i m  o f  P  b e i n g  c o n n e c t e d  w i l l  b e  n a t u r a l  f o r  o u r  a p p l i ­

c a t i o n s  (cf. s u b s e q u e n t  c h a p t e r s ) .  T h u s ,  f o r  t h e  s p e c t r u m  o f  

( 2 . 7 . )  w e  c a n  p r e s u m e

= А -j У À. 2 •

H e n c e ,  t h e  e i g e n v a l u e  A p  t o g e t h e r  w i t h  t h e  v e c t o r  x  = x ^ ^  

i s  a n o n t r i v i a l  s o l u t i o n  f o r  t h e  p r o b l e m  ( 2 . 6 . ) .

S i m i l a r l y  to ( 2 . 7 . ) ,  o n e  c a n  d e r i v e  a n  e i g e n v a l u e  p r o b l e m  f o r  

t h e  v e o t o r  у  :

((Ç1.PT.lÇ1.P).y = l -у (2.8.)
- p

A g a i n ,  f o r  t h e  e i g e n v a l u e s  t h e  e q u a t i o n  Я  =  h o l d s .  I f  w e  
t a k e

N.J = R j 1 - P  a n d  N 2 =  C ; 1 . P T  , ( 2 . 9 . )

t h e n  t h e  p r o b l e m s  ( 2 . 7 . )  a n d  ( 2 . 8 . )  h a v e  t h e  f o r m
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( ) • X  = Z •x  a n d

(n2*ni)*y « Л*у .
S u c h  p r o b l e m s  a r e  e q u i v a l e n t  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e i r  n o n - z e r o  

e i g e n v a l u e s  ( i n c l u d i n g  t h e  m u l t i p l i c i t i e s ) .  T h e  r e l a t i o n s  b e ­

t w e e n  e q u i v a l e n t  e i g e n v e c t o r s  a r e  g i v e n  b y

X  = • у  a n d  у  = N 2 * x  .

I n  o u r  c a s e  w e  o b t a i n  t h e  f o l l o w i n g  f o r m u l a s :

x  =  ( R p 1* P ) » y  a n d  

y  =  ( C p 1 * F T > x  .
( 2 . 1 0 . )
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3 Bandshape Optimization for Rectangular Matrices

There are numerous practical applications, where handshape op­
timization for rectangular matrices is a key problem. Bandshape
optimization means to permute rows and columns of a given ma­
trix in such a way that the non-zero elements (and especially 
the "heavy" elements) are located as tight as possible around 
a diagonal line.

Example

A

I f  t h e  r o w - s e q u e n c e  o f  A  i s  p e r m u t e d  a c c o r d i n g  to 
7fo = ( 6 , 2 , 4 , 5 , 5 , 7 , 1 )  , a n d  t h e  o o l u m n - s e q u e n c e  o f  A  i s  p e r m u ­

t e d  a c c o r d i n g  to <fQ  = ( 3 , 4 , 2 , 1 , 5 ) ,  t h e n  w e  o b t a i n  t h e  m a t r i x  

A ’ w h i o h  p o s s e s s e s  a v e r y  g o o d  b a n d s h a p e .

T h e  f u z z y  n o t i o n  o f  b a n d s h a p e  c a n  b e  m a d e  p r e c i s e  w i t h  t h e  h e l p  

o f  t h e  c o r r e l a t i o n  c o e f f i c i e n t ,  r e g a r d i n g  t h e  g i v e n  m a t r i x  a s  a 
p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  f u n c t i o n .

L e t  A  = ( a . .) b e  a  r e a l  n o n n e g a t i v e  r e c t a n g u l a r  m a t r i x  w i t hJ ГО j n
A={=0 . T h e n  w e  t u r n  t o  t h e  th e  m a t r i x

m  n

P  =  -  * A  , w h e r e  a =  £  a ± j  • ( 3 . 1 . )

i=1 j=1

T h e n  P  i s  a p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  o n  £ x ^ , . • • »х т ]*/у-|, • . • , У а £ . 
T h e  c o r r e l a t i o n  c o e f f i c i e n t  p  f o r  t h e  d i s t r i b u t i o n  P  u n d e r  t h e  

s p e c i a l  a s s i g n m e n t  x ^  =  i a n d  y ^  =  j r e p r e s e n t s  o n e  p o s ­
s i b l e  m e a s u r e  o f  t h e  b a n d s h a p e  o f  A  ( o r  P  r e s p e c t i v e l y ) .  T h e  

c l o s e r  p  i s  t o  +1 , t h e  b e t t e r  i s  t h e  b a n d s h a p e  of A .  F o r  
o u r  e x a m p l e ,  w e  o b t a i n  P  =  ^  . A  a n d  p  ^  - 0 . 5 9 3 1  • T h e  p e r ­

m u t a t i o n  7T0 =  ( 6 , 2 , 4 , 5 , 3 , 7 , 1 )  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  n e w  a s s i g n ­
m e n t  x i =  7, x 2 = 2, x ? =  5, x 4  = 3, x s = 4, x & = 1, x ? =  6 .



74

T h e  p e r m u t a t i o n  cfQ = ( 3 , 4 , 2 , 1 , 5 )  c o r r e s p o n d s  t o  У ^ = 4 ,  y 2 =3 ,  

y ^ = 1 , y ^ = 2 ,  y ^ = 5  . F o r  t h e  n e w  a s s i g n m e n t  w e  o b t a i n  a c o r r e l a ­
t i o n  c o e f f i c i e n t  ' < ^ , + 0 . 9 7 1 2 ,  w h i c h  e x p r e s s e s  t h e  b a n d s h a p e  

q u a l i t y  of A '  *

L e t  us noY/ a s s u m e  t h e  g i v e n  m a t r i x  A  t o  b e  c o n n e c t e d .  H e n c e ,  

t h e  m a t r i x  A  d o e s  n o t  h a v e  a n y  z e r o - r o w s  o r  - c o l u m n s .  C l e a r l y ,
P  i s  a l s o  c o n n e c t e d .  T h e  r e - a r r a n g e m e n t  o f  r o w s  a n d  c o l u m n s  o f  

A  o a n  b e  d e t e r m i n e d  b y  s c a l i n g  of t h e  v a r i a b l e s  x ^  a n d  y ^  .

The eigenvalue-problem (2.7.) can be reformulated in the fol­
lowing form:

(R 1- А -C 1-AT)-X - Д.-Х , ( 3 . 2 . )

w h e r e  R = RA a n d  C =  . T h e n  t h e  e i g e n v e c t o r  c o r r e s p o n d ­
i n g  to t h e  l a r g e s t  n o n t r i v i a l  e i g e n v a l u e  X ^  o f  ( 3 . 2 . )  y i e l d s  

t h e  o p t i m a l  r e a l  v a l u e s  f o r  t h e  x i • A c c o r d i n g  to ( 2 . 4 , b )  o r
( 2 . 1 0 . )  th e  c o r r e s p o n d i n g  s c a l i n g  o f  t h e  y .  i s  d e r i v e d  f r o mJ
t h e  t r a n s f o r m a t i o n

У = ( ( Г 1 - A T ) • X .

N o t i c e ,  t h a t  x  a n d  y  a r e  o f  c o u r s e  r e a l  v e c t o r s  a n d  t h u s  i n  

g e n e r a l  d o  n o t  r e p r e s e n t  p e r m u t a t i o n s  o f  t h e  r o w s  a n d  c o l u m n s  
o f  A .  T h e  r e a l  c o m p o n e n t s  o f  t h e s e  v e c t o r s  h a v e  t o  b e  t r a n s ­

f o r m e d  to d i s c r e t e  o n e s .  T h i s  c a n  b e  p e r f o r m e d  s i m p l y  b y  
s o r t i n g  t h e  c o m p o n e n t s .

F o r  o u r  e x a m p l e ,  t h e  l a r g e s t  n o n t r i v i a l  s o l u t i o n  i s  

X  ̂ 0.9671 with

/ 0 . 0 8 8 8  \

I - 0 . 0 8 0 7 / 0 , 0 7 7 3  \
0 . 0 4 1 1 0 . 0 0 2 2

- 0 . 0 3 6 8 У  = - 0 . 1 0 1 4
0 . 0 0 2 2 - 0 . 0 7 3 4

- 0 . 1 0 4 8 \  0 . 0 8 7 5  /
\ 0 . 0 8 1 5 •ч

T h e  s o r t i n g  o f  t h e  c o m p o n e n t s  l e a d s  a l s o  to t h e  p e r m u t a t i o n s  

7T0  a n d  <fQ  , w h i c h  p r o d u c e  t h e  a b o v e  m a t r i x  A' .
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The correlation coefficient is ? W T  ̂ 0.9834 , whereas the 
matrix A ? has only a correlation coefficient o' ^  0.9712 .
The loss of handshape quality is connected with the transfor­
mation of the optimal eigensolution to the (disorete) sorted 
components. This is the reason why the method described h e r e  

does not necessarily produce an optimal permutation of t h e  
given matrix. It is an open problem to evaluate the q u a l i t y  

of approximation of this non-discrete method.

The method described here was presented in various forms a n d  

independently in /Fukul/, /Ottenl/ and /May/ (see a l s o  
/Fuku2/, /MaMe/). Note that the derivation of this h e u r i s t i c  
method with the help of the correlation coefficient - a s  
described above - is due to /Fukul/. In /Ottenl/ the p r o b ­
lem MIN CUT LINEAR ARRANGEMENT of hypergraphs was c o n s i d e r e d . " 1 

This problem reads as follows:

Let a finite hypergraph H = (V,E) b e  g i v e n .  D e t e r m i n e  a n  

embedding (i.e. a one-one-mapping) ÎT: V — > [ l ,2,.•.,iY |J s u c h  
that the out-width (or track number)

max l f e : e e E  and min 1Г(и) £  i  <  max T T ( v )  ? J i s  m i n i m u m .  
i^lYi-1 u e e  v e e

This problem is NP—hard. (In 1974 STOCKMEYER proved t h a t  t h e  

MINCUT LINEAR ARRANGEMENT problem i s  NP-hard f o r  g r a p h s ,  o f .  
/GaJo/. This problem is NP-hard even w h e n  restricted to g r a p h s  
with degree £  3, whereas it becomes solvable in time 0 ( n l o g  n )  
for arbitrary trees, see /CMST/.)

As an example, consider the hypergraph H = ({1,...,7},
{e1 ,...,e5J) , where ei = {l,3,7j, е2 =[з,4,5 j, е3 =^2,б/,

e^ = { 2 , 4 j, e5 = [ 1 >7j together with the embedding 7 T ( i )  = i .

We have the following figure:

This problem is often called Board Permutation problem.
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e2

T h e  c u t - w i d t h  f o r 1 T ( i ) = i  e q u a l s  5. I t  i s  a s s u m e d  f o r  i = 3  

L e t  us c o n s i d e r  t h e  i n c i d e n c e  m a t r i x  o f  t h e  h y p e r g r a p h .

1 0 0 0 1 
0 0 1 1 0  
1 1 0  0 0 
0 1 0  1 0

\

0 1 0  0 0 
0 0 1 0  0 

\ 1 0 0 0 1 /

H e r e  t h e  r o w s  c o r r e s p o n d  
t o  t h e  v e r t i c e s ,  a n d  the 

o o l u m n s  c o r r e s p o n d  t o  
t h e  e d g e s  o f  H  .

T h e  l i n e s  i n  t h e  a b o v e  f i g u r e  ( c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  e d g e s )  

a p p e a r  as n o n - z e r o  i n t e r v a l s ,  i . e .  t h e  r e g i o n s  b e t w e e n  t h e  
f i r s t  a n d  t h e  l a s t  n o n - z e r o  e l e m e n t  i n  t h e  c o l u m n s  o f  A  .

T h u s  one c a n  e x p e c t  a r e d u c t i o n  o f  t h e  o u t - w i d t h  b y  r e d u c i n g  
t h e  l e n g t h s  o f  t h e s e  i n t e r v a l s .  T h i s  g o a l  c l e a r l y  c o r r e s p o n d s  

t o  t h e  b a n d s h a p e  o p t i m i z a t i o n  f o r  t h e  i n c i d e n c e  m a t r i x .  F o r  
o u r  e x a m p l e ,  w e  o b t a i n  t h e  a b o v e  m e n t i o n e d  p e r m u t a t i o n s  

a n d  cT f o r  t h e  r o w s  a n d  o o l u m n s ,  r e s p e c t i v e l y .  T h e  r e s u l t i n g  
m a t r i x  is

A'
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The corresponding re-arrangement of the hypergraph yields

e2

e 1

T h e  c u t - w i d t h  u n d e r  t h i s  e m b e d d i n g  e q u a l s  2.

A n o t h e r  a r r a n g e m e n t  p r o b l e m  i s  c o n s i d e r e d  i n  / M a y / ,  / М а М е /  
w h e r e  b i p a r t i t e  g r a p h s  a r e  i n v e s t i g a t e d .

F o r  a n  i l l u s t r a t i o n  o f  t h i s  p r o b l e m  c o n s i d e r  t h e  f o l l o w i n g  

e x a m p l e .

R o u g h l y  s p e a k i n g ,  t h e  p r o b l e m  

c o n s i s t s  o f  f i n d i n g  p e r m u t a t i o n s  
of b o t h  c o l u m n s  s u c h  t h a t  w e  

o b t a i n  a c l e a r  a n d  r e a d a b l e  r e p ­
r e s e n t a t i o n  of t h e  g r a p h .  T h i s  

f u z z y  d e s c r i p t i o n  w a s  m a d e  p r e -  
c i z e  i n  / M a y /  b y  f o r m u l a t i n g  t h e  

f o l l o w i n g  t a s k s :
a )  M i n i m i z e  t h e  t o t a l  s u m  o f  e d g e -  

l e n g t h s ' .
b )  M i n i m i z e  t h e  n u m b e r  o f  e d g e  

c r o s s i n g s .

T h e  h e u r i s t i o  p r o c e d u r e  d e v e l o p e d  i n  / M a y /  i s  b a s e d  o n  t h e  
a l g o r i t h m  d e s c r i b e d  a b o v e .

T h i s  o a n  b e  s e e n  b y  d e s c r i b i n g  t h e  g i v e n  b i p a r t i t e  g r a p h  b y  a 
r e o t a n g u l a r  0 / 1 - m a t r i x ,  w h o s e  r o w s / o o l u r a n s  c o r r e s p o n d  to t h e  

" l e f t "  /  " r i g h t ” v e r t i c e s  of t h e  g r a p h .  F o r  o u r  e x a m p l e  t h i s  
m a t r i x  c o i n c i d e s  w i t h  t h e  i n c i d e n c e  m a t r i x  A  of t h e  h y p e r ­

g r a p h  p r e s e n t e d  a b o v e .  ( T h i s  i s  b e o a u s e  h y p e r g r a p h  a n d  b i ­
p a r t i t e  g r a p h  a r e  e q u i v a l e n t  n o t i o n s  i f  w e  i d e n t i f y  " r i g h t "  

v e r t i o e s  w i t h  e d g e s  a n d  " l e f t "  v e r t i c e s  w i t h  t h e  v e r t i c e s  o f  
t h e  h y p e r g r a p h . )  T h u s  w e  c a n  e x p e c t ,  t h a t  a b a n d s h a p e  o p t i ­

m i z a t i o n  w i l l  r e d u c e  b o t h  th e  t o t a l  s u m  a n d  t h e  c r o s s i n g  n u m b e r
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Гог bipartite graphs. For our example, the permutations 7T'0 aad 
cT mentioned above produce the following representation of the

N o t i c e ,  t h a t  -  s i m i l a r l y  to 
t h e  № I N C U T  p r o b l e m  -  n o  

r e s u l t s  c o n c e r n i n g  t h e  q u a l i t y  
of t h e  a p p r o x i m a t i o n  a r e  k n o w n  

f o r  t h i s  o p t i m i z a t i o n  p r o b l e m .

N o w  w e  s h a l l  d i s c u s s  a n o t h e r  

a s p e c t  of t h e  e i g e n v a l u e  p r o b ­
l e m s  ( 2 , 7 . )  a n d  ( 3 . 2 . ) .  It i s  

o o n n e c t e d  w i t h  t h e  p o w e r  m e t h o d  
(v. M i s e s  m e t h o d )  w h i c h  o a n  be 

a p p l i e d  h e r e .

L e t  B * x  = Я.’Х  b e  a n  e i g e n v a l u e  p r o b l e m ,  a n d  a s s u m e  t h a t  a l l  
e i g e n v a l u e s  a r e  r e a l  a n d  n o n n e g a t i v e .  T h e  p o w e r  m e t h o d  c o n s i s t s  

of t h e  i t e r a t i o n  of x  := B * x  , w h e r e  t h e  v e c t o r  x  h a s  to 
b e  n o r m a l i z e d  f r o m  t i m e  t o  t i m e  d u r i n g  t h e  i t e r a t i o n  p r o c e s s .

I n  o u r  p r o b l e m  w e  h a v e

В = » wliere

N 1 = R " 1* A  a n d  N £ =  С"И ‘ А Т  .

S i n c e  N.J a n d  N ^  r e p r e s e n t  t h e  t r a n s f o r m a t i o n s  b e t w e e n  x  

a n d  у  (cf, 2 . 1 0 . ) ,  w e  c a n  d i v i d e  t h e  i t e r a t i o n  s t e p  o f  the 
p o w e r  m e t h o d  i n t o :

у  := N 2 * x  ( 3 . 3 . a)

x  := Щ • y  ( 3 . 3 . b)

C o n s i d e r  ( 3 . 3 . a )  :
_Н Ф

у  := C * A  • x

m

:= c a  * 3 3  a i j * x i  j = 1 , . . . , n  • ( 3 . 4 . a)
J i=1

bipartite graph.
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Analogously, f r o m  ( З . З . Ъ )  w e  get:

n
X ± := r a  * i “ 1 » • • • >m . ( 3 . 4 . b )

1 1=1
Now we turn back to the arrangement problem for bipartite 
graphs. Let x^ be the (real) locations of the m "left" v e r ­

tices. Then applying step (3.4.a) means, that the "right" v e r ­
tices are shifted into the center of gravity of its " l e f t "  

neighbours. Similarly, applying (3.4.b) means to shift the 
"left" vertices into the center of gravity of its " r i g h t "  

neighbours. Therefore, the successive iteration probess, a l ­
ternating (3.4.a) and (3.4.b), is called "averaging". T h e  

averaging prooess converges, if a n  equilibrium state is a t ­
tained. Those states correspond to the solution of the e i g e n ­

value problem. Notice that in /Ottenl/ and /May/ the 
heuristio procedures are derived and based on the a v e r a g i n g  

model.
Note that the averaging positions are r e a l l y  s u p e r i o r  with, 

respect to the minimization of crossings, as the f o l l o w i n g  
example demonstrates.

F i n a l l y ,  n o t i c e  t h a t  i t  m a y  b e  v e r y  p r o f i t a b l e  t o  u s e  ( 3 . 3 . a )

a n d  ( 3 . 3 . b) i n  c o n n e c t i o n  w i t h  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  s p a r s e -
m a t r i x  t e c h n i q u e s ,  e v e n  i n  t h e  o a s e  t h a t  A  i s  s p a r s e .  I n s t e a d

of В = N ^ « N p  = R  • A * C  * A  , ( w h i c h  m a y  b e  v e r y  d e n s e  i n
c o m p a r i s o n  w i t h  A )  o n e  h a s  o n l y  t o  h a n d l e  t h e  s p a r s e  m a t r i x

-1 -1A a n d  the d i a g o n a l  m a t r i c e s  R  a n d  C
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A Placement of Circuits in the Plane

Design-automation for e l e c t r o n i c  c i r c u i t s  i n c l u d e s  s e a r c h i n g  f o r  
sophisticated methods f o r  the s o l u t i o n  o f  p l a c e m e n t  a n d  r o u t i n g  

p r o b l e m s  o n  t h e  l e v e l  o f  t o p o l o g i c a l  d e s i g n .  T h i s  l e v e l  i s  c h a r ­
a c t e r i z e d  b y  a m o r e  or l e s s  r i g o r o u s  i d e a l i z a t i o n  i n a s m u c h  a s  

t h e  g e o m e t r i c a l  s h a p e  a n d  s i z e  o f  t h e  m o d u l e s  a n d  of the c o n ­
n e c t i n g  w i r e s  a r e  d i s r e g a r d e d .  T h u s ,  i n  t o p o l o g i c a l  d e s i g n ,  u s u ­

a l l y  t h e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  c i r c u i t s  b y  h y p e r g r a p h s  i s  a s u f f i ­
c i e n t  m o d e l .  T h e  m o d u l e s  c o r r e s p o n d  t o  t h e  v e r t i c e s ,  a n d  th e  nets 

( s i g n a l  s e t s )  a r e  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  e d g e s  o f  t h e  h y p e r g r a p h .  
C o n s i d e r  t h e  f o l l o w i n g  e x a m p l e  of a n  e l e c t r o n i c  c i r o u i t .

T h e  c o r r e s p o n d i n g  h y p e r g r a p h  h a s  1 6  v e r t i o e s  a n d  2 5  e d g e s .
T h e  f o l l o w i n g  t a b l e  d e f i n e s  a n  e n u m e r a t i o n  o f  the

e d g e s .
T h e  t a b l e  s h o w s  t h e  i n c i d e n c e  m a t r i x  o f  t h e  g i v e n  h y p e r g r a p h .
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V 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2 0 21 22 23 24 2 5

1 1 1 1

2 1 1 1 1

3 1 1 1 1

4 1 1 1

5 1 1 1 1 1

6 1 1 1 1

7 1 1 1 1

8 1 1 1

9 1 1 1

10 1 1 1 1

11 1 1 1 1

12 1 1 1 1 1

13 1 1 1

14 1 1 1

15 1 1 1 1

16 1 1 1 1

N o t i c e  t h a t  t h e  m o d e l  o f  a n  e d g e - w e i g h t e d  h y p e r g r a p h  m a y  b e  

m o r e  e f f i c i e n t  i n  p r a c t i c a l  c o m p u t a t i o n .  I n  o u r  e x a m p l e ,  w e  
c o u l d  j o i n  t h e  e d g e s  e^ a n d  e 2 , e ^  a n d  e 8 , e^^ a n d  e ^ 2 , 

e 2 4  a n d  e 2 ^ , r e s p e c t i v e l y ,  t o  c o n s t i t u t e  n e w  e d g e s  w i t h  
w e i g h t  = 2 . F o r  t h e  s u b s e q u e n t  d i s c u s s i o n ,  h o w e v e r ,  i t  i s  

m o r e  c o n v e n i e n t  to h a n d l e  t h e  s i m p l e r  m o d e l  o f  u n w e i g h t e d  
h y p e r g r a p h s .

W e  c o n s i d e r  t h e  t o p o l o g i c a l  p l a c e m e n t  p r o b l e m ,  i . e .  t h e  p r o b ­

l e m  to l o c a t e  t h e  m o d u l e s  ( v e r t i c e s )  i n  t h e  p l a n e  i n  s u o h  a  
w a y  t h a t  t h e  s u b s e q u e n t  r o u t i n g  p r o c e s s  i s  a b l e  t o  f i n d  a  

" g o o d "  w i r i n g .  W e  s h a l l  a s s u m e  t h a t  a  w i r i n g  i s  g o o d  i f  i t  

h a s  m i n i m u m  ( o r  a t  l e a s t  n e a r - o p t i m a l )  t o t a l  w i r e - l e n g t h .
S i n o e  -  i n  t h e  p l a c e m e n t  s t e p  —  t h e  r e a l  f i n a l  w i r i n g  
h a s  n o t  y e t  b e e n  p e r f o r m e d ,  t h e  t o t a l  w i r e -  l e n g t h  h a s  t o  b e  

a p p r o x i m a t e d  i n  a o e r t a i n  w a y .  I n  s p i t e  o f  t h e  o o n o r e t e  m o d e l  

u s e d  f o r  t h i s  e s t i m a t i o n ,  a  g e n e r a l  g o a l  f o r  a n y  p l a c e m e n t  

p r o c e d u r e  s h o u l d  b e  t h a t  s t r o n g l y  o o n n e c t e d  m o d u l e s  a r e  l o ­

c a t e d  c l o s e  t o g e t h e r ,  i . e .  t h a t  p r o x i m i t y  r e f l e c t s  c o n n e c t i v i t y .
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N o t i c e  t h a t  t h e  c o n n e c t i v i t y  of v e r t i c e s  i n t u i t i v e l y  d e t e r m i n e s  

d i s t a n c e s  d ^  b e t w e e n  v e r t i c e s .  T h e  d i s t a n c e s  d e r i v e d  f r o m  c o n ­
n e c t i v i t y  ( a n d  p o s s i b l y  f r o m  a d d i t i o n a l  d a t a )  m a y  b e  d e f i n e d  I n  

v a r i o u s  w a y s  ( c f .  / F u k u / ,  / 0 t t e n 2 / )  . I n  a n y  c a s e ,  a g o o d  
p l a c e m e n t  r e s u l t  will- be a n  e m b e d d i n g  o f  the g i v e n  h y p e r g r a p h

i n  E u c l i d e a n  p l a n e  s u c h  t h a t  t h e  d i s t a n c e s  a r e  p r e s e r v e d  ”a s
1 'Jw e l l  a s  p o s s i b l e " .  I n  m a t h e m a t i c a l  s t a t i s t i c s ,  t h i s  p r o b l e m  

i s  c a l l e d  t h e  m u l t i d i m e n s i o n a l  s c a l i n g  p r o b l e m  ( M D S ) .  T h e  f o r ­

m u l a t i o n  of t h e  p l a c e m e n t  p r o b l e m  a s  M D S - p r o b l e m  i s  a n  i d e a  
d u e  to O T T E N ,  a n d  it w a s  p o i n t e d  o u t  i n  / O t t e n i /  a n d  / 0 t t e n 2 / .  

H o w e v e r ,  w e  s h a l l  n o t  u s e  h e r e  t h e  c l a s s i c a l  M D S - s o l u t i o n  ( d u e  
t o  S C H O E N B E R G ,  cf. / M a K e B i / )  w h i c h  w a s  a p p l i e d  i n  / 0 t t e n 2 /  .

W e  c o n s i d e r  a s l i g h t l y  d i f f e r e n t  s o l u t i o n ,  p r o p o s e d  i n  / F u k u / .  
T h e  i n v e s t i g a t i o n  of t h i s  a p p r o a o h  l e a d s  to a g e n e r a l i z a t i o n  

w h i c h  w i l l  h e  p r e s e n t e d  i n  § 5 .

T h e  p r o b l e m  o f  " s c a l i n g  o f  a  h y p e r g r a p h "  c a n  b e  t r e a t e d  b y  
s o l v i n g  t h e  e i g e n v a l u e  p r o b l e m  ( 3 . 2 . ) ,  m a x i m i z i n g  t h e  c o r r e l a ­

t i o n  c o e f f i c i e n t .  T h e  e i g e n v e c t o r  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  l a r g e s t  
n o n t r i v i a l  e i g e n v a l u e  y i e l d s  a f a v o u r a b l e  e m b e d d i n g  of t h e  

v e r t i c e s  o f  t h e  h y p e r g r a p h  o n  t h e  r e a l  a x i s .  A c c o r d i n g  t o  M D S -  
t h e o r y  it i s  p r o p o s e d  i n  / F u k u /  to u s e  t h e  e i g e n v e c t o r  a c c o r d ­

i n g  to th e  s e c o n d - l a r g e s t  n o n t r i v i a l  e i g e n v a l u e  f o r  t h e  l o c a ­
t i o n  of t h e  v e r t i c e s  i n  t h e  s e c o n d  d i m e n s i o n  o f  t h e  p l a n e .

S i n c e  th e  e i g e n v e c t o r s  a r e  o r t h o g o n a l ,  t h i s  l e a d s  t o  a  f a ­
v o u r a b l e  d i s t r i b u t i o n  of t h e  v e r t i c e s  w i t h  z e r o - c o r r e l a t i o n .

L e t  Я 2  a n d  Я ^  h e  the l a r g e s t  n o n t r i v i a l  e i g e n v a l u e s ,  a n d

l e t  u = x ^ 2 ^ a n d  v =  x ^ ^  h e  t h e  c o r r e s p o n d i n g  e i g e n v e c t o r s .

= V T 2 a n d

r e s p e c t i v e l y .  I n  o r d e r  to t a k e  i n t o  c o n s i d e r a t i o n  t h e  d i f ­
f e r e n t  w e i g h t s  o f  th e  t w o  s o l u t i o n s ,  t h e  e i g e n v e c t o r s  a r e  

n o r m a l i z e d  to iiu[[=j>0 a n d  JJv|J =  j>^ .

Л 'l
J N o t i c e  t h a t  t h i s  p r o b l e m  i s  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  W E I G H T E D  

G R A P H  E M B E D D A B I L I T Y  p r o b l e m  ( o f .  / J o / )  .

T h e  c o r r e l a t i o n  c o e f f i c i e n t s  a r e  <p2



83

The set of points ~ the scatter diagram - is called
graphspace /Fuku/. Consider again our example. The solution of 
the eigenvalue problem (3.2.) yields

X 9 = 0.884 and = 0.858 , where

X12) = (1.29, 1.57, 4.39, 4.89, -0.85, 0.92, 2.38, 2.64,
-1.81, -1.79, -0.93, -0.68, -3.36, -3.90, -2.93, -1.81)

= (+4.13, +3.32, -1.15, -1.72, +4.51 , +1.76, -1.21, -2.23, 
+5.00, -1.42, -3.15, -2.69, +1.64, -0.35, -2.77, -3.66)

T h u s  we h a v e  a n  e m b e d d i n g  o f  t h e  h y p e r g r a p h  i n  E u c l i d e a n  s p a c e ,  

p r e s e r v i n g  i n  s o m e  s e n s e  t h e  d i s t a n c e s ,  i . e .  r e f l e c t i n g  t h e  
c o n n e c t i v i t y .  I n  m a n y  a p p l i c a t i o n s  ( e . g .  i n  g a t e  a r r a y  t e c h ­

n i q u e s ) ,  t h e  s e t  of p o s s i b l e  m o d u l e  l o o a t i o n s  ( s l o t s )  f o r m  a 
d i s c r e t e  a n d  r e g u l a r  s e t  o f  p o i n t s .

A n  e q u i d i s t a n t  g r i d  i s  a  s i m p l e  m o d e l  o f  a d i s c r e t e  p l a c e m e n t  
m e d i a  w h i o h  i s  o f t e n  u s e d .  I n  t h i s  c a s e  t h e  p o i n t s  of t h e  s c a t ­

t e r  d i a g r a m  p r o d u o e d  b y  t h e  n o n - d i s c r e t e  m e t h o d  h a v e  to b e
s h i f t e d  to t h e  g r i d  p o i n t s .

T h i s  i s  p e r f o r m e d  i n  t w o  s t e p s .
1. T h e  s e t  o f  p o i n t s  d e r i v e d  f r o m  t h e  e i g e n s o l u t i o n  is n o r m a l ­

i z e d  i n  s u c h  a w a y  t h a t  t h e  f i r s t  a n d  s e o o n d  m o m e n t s  a r e
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e q u a l  to t h e  f i r s t  a n d  s e c o n d  m o m e n t s  o f  t h e  g r i d ,  r e s p e c ­

t i v e l y .
2. T h e  p o i n t s  a r e  t r a n s l a t e d  to t h e  g r i d  p o i n t s  ( s e e  a l s o

/ F u k u / ) .  T h i s  s t e p  i s  p e r f o r m e d  w i t h  t h e  h e l p  of a l i n e a r -  
a s s i g n m e n t  p r o c e d u r e  ( s e e  e.g. / B u D e / ) .

F o r  o u r  e x a m p l e  w e  o b t a i n  t h e  f o l l o w i n g  a s s i g n m e n t  to a r e g u l a r

(4 X 4 ) - g r i d :
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5 T h e  P l a c e m e n t  P r o b l e m  u n d e r  C o n s t r a i n t s

I n  m o s t  r e a l - w o r l d  p l a c e m e n t  p r o b l e m s  w e  h a v e  t o  s a t i s f y  a d d i ­

t i o n a l  c o n s t r a i n t s  a s  f a r  a s  c e r t a i n  m o d u l e s  h a v e  a - p r i o r i  
f i x e d  p l a c e s  o n  t h e  p l a c e m e n t  m e d i a  ( g r i d ) .  I n  c o n s i d e r a t i o n  

of s u c h  c o n s t r a i n t s  i n  / F u k u /  a s o l u t i o n  i s  p r o p o s e d  w h i c h  y e t  
d i s r e g a r d s  t h e  c o n n e c t i o n s  b e t w e e n  t h e  f i x e d  a n d  t h e  f r e e  m o d ­

u l e s .  H o w e v e r ,  t h e r e  i s  a p o s s i b i l i t y  to i n c o r p o r a t e  th e  c o n ­
s t r a i n t s  ( f r o m  t h e  v e r y  b e g i n n i n g )  i n t o  th e  e i g e n v a l u e  p r o b l e m .  

W e  s h a l l  e x p l a i n  t h e  i d e a  f o r  t h i s  a p p r o a c h  i n  t e r m s  of t h e  
x - d i r e c t i o n  o f  t h e  g r i d .  A c c o r d i n g  t o  t h e  r e l a t i o n s  b e t w e e n  

t h e  c o m p o n e n t s  c o r r e s p o n d i n g  to t h e  f i x e d  m o d u l e s ,  n o t  a l l  

v e c t o r s  X = ( x ^ , . . . , x  ) a r e  a d m i s s a b l e  n o w .  T h e  a d m i s s a b l e  

v e c t o r s  f o r m  a s u b s p a c e ,  w h i c h  c a n  b e  d e s c r i b e d  a s  th e  r a n g e  

o f  a l i n e a r  t r a n s f o r m a t i o n .  W i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y  a s s u m e  

t h a t  t h e  v a r i a b l e s  c o r r e s p o n d  to t h e  a - p r i o r i  f  i x e d ,

a n d  t h e  r e m a i n i n g  v a r i a b l e s  x ^ + ^ , . . . , x m  c o r r e s p o n d  to t h e  

f r e e  m o d u l e s .  C o n s i d e r  t h e  e x a m p l e  p r e s e n t e d  i n  § 4 u n d e r  t h e  
f o l l o w i n g  p l a c e m e n t  c o n s t r a i n t s .

О - " •1----- <- 0

© — 1------(
(в)

F i r s t  w e  h a v e  t o  p e r f o r m  a r e - n u m e r a t i o n  of t h e  m o d u l e s :

o l d  i n d e x  : 1 4 1 2 13 ••
•

2 3 5 ... 11 1 4 1 5 1 6

n e w  i n d e x  : 1 2 5 4
•
•
• 5 6 7 ... 1 3 1 4 1 5 1 6

A o c o r d i n g  t o  t h e  n e w  i n d i c e s  w e  h a v e  t h e  f o l l o w i n g  p l a c e m e n t
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W i t h  r e s p e c t  t o  t h e  s o l u t i o n  m e t h o d  u s i n g  s c a l i n g  t h e o r y  i t  

w o u l d  n o t  b e  a d e q u a t e  to f o r m u l a t e  t h e  c o n s t r a i n t s  ( r e l a t e d  
t o  t h e  x - a x i s )  i n  t h e  f o r m  x i = x ^  = 1 , x 2 = x ^  = 4 . V/hat we

n e e d  i n  t h i s  m o d e l  ( b e c a u s e  of t h e  c o n d i t i o n s  E x =  0 a n d  
V a r ( x ) =  1) a r e  t w o  d e g r e e s  of f r e e d o m :  t r a n s l a t i o n  a n d  e x ­

p a n s i o n .  T h e y  s e r v e  a s  p a r a m e t e r s  f o r  • ,x . T h e r e f o r e ,
w e  i n t r o d u c e  t w o  v a r i a b l e s  a n d  i n s t e a d  o f  x ^ , . . . , x ^  . 

H e r e  the v a r i a b l e  a^ c o r r e s p o n d s  to t h e  l e f t  b o r d e r  of the 
p l a c e m e n t  m e d i a  ( g r i d ) ,  w h e r e a s  t h e  v a r i a b l e  a ? c o r r e s p o n d s  

t o  t h e  e x p a n s i o n  of t h e  m e d i a .

z •

--1--------------I----------------------- 1------------- —
a 1 x k  a 1 +  a 2

A s s u m e  t h a t  m o d u l e  к  i s  p r e - a s s i g n e d  t o  t h e  j ^ - t h  c o l u m n  o f  
t h e  g r i d ,  a n d  a s s u m e  t h a t  t h e  g r i d  h a s  s c o l u m n s .  T h e n  w e  

d e f i n e
j - 1

= ( k = ' 1 , * . . , q )  . (5.1 в )
K s -  1

F o r  o u r  e x a m p l e ,  w e  h a v e  0 a n d   ̂ *

T h e n  f o r  e a c h  x^. ( k  ±  q) w e  h a v e  t h e  c o n d i t i o n

xk = a1 + < 4  • a2 » i . e ( 5 . 2 . )
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)

( 5 . 3 . )

I f  w e  d e f i n e

t h e n  f r o m  ( 5 . 3 . )  w e  g e t

( 5 . 4 . )

I f  w e  a s s u m e ,  t h a t  n o t  a l l  f i x e d  m o d u l e s  o c c u p y  t h e  s a m e  c o l u m n ,  
t h e n  t h e  r a n k  of 23 e q u a l s  2, O t h e r w i s e ,  t h i s  r a n k  e q u a l s  1.

I n  t h e  l a t t e r  c a s e  w e  c o u l d  t u r n  t o  t h e  r e d u c e d  f o r m

( 5 . 5 . )

I n  o r d e r  t o  u n i f y  b o t h  c a s e s ,  w e  c a n  a s s u m e  i n  ( 5 . 4 . ) ,  t h a t  

\ a m i  S ' — ( F, ia  = a n d  2  = (^i -j) w i t h  r a n k  ) =  t 
q , t

N o w  w e  d e f i n e

I ai \

u =
4+1

\ m

a n d Ф -

2  ! 0

0  j € m - q

I n s t e a d  o f  ( 5 . 4 . )  w e  o b t a i n

X  = ^ . u  , w h e r e  r a n k  ( $ )  =  m -  q +  t .

( 5 . 6 . )

( 5 . 7 . )

F u r t h e r m o r e ,  w e  o a n  a s s u m e  ( c f .  ( 5 . 3 . )  a n d  ( 5 . 5 . ) )  t h a t  t h e r e  
e x i s t s  е е  s u c h  t h a t

em  = $  ' *  • ( 5 . 8 . )
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N o w  w e  can a p p l y  ( 2 . 6 . )  u s i n g  t h e  f o r m u l a s  ( 5 . 7 . )  a n d  ( 5 . 8 . )  
d e r i v e d  f r o m  t h e  c o n s t r a i n t s .  D o i n g  t h i s ,  w e  o b t a i n  t h e  f o l ­

l o w i n g  o p t i m i z a t i o n  p r o b l e m :

m a x  [ u T  (<|T - P - C ; 1 - P T- $ ) . u ]  ( 5 . 9 . )

u T ( * T . Rp*|>) • u=1 
u T ( § T .Rp .<£).e=0

H e r e  the m a t r i x  R p  i s  a  q u a d r a t i c  n o n n e g a t i v e  d i a g o n a l  m a ­

t r i x .  H e n c e  a l s o  e x i s t s .  T h u s

§ T . R p .<£= ( ^ T % * $ ) T « ( - / % • $ )  ( 5 . 1 0 . )

i s  a G r a m i a n  a n d  o b v i o u s l y  a  p o s i t i v e  s e m i d e f i n i t  m a t r i x . 
M o r e o v e r ,  s i n c e  t h e  c o l u m n s  of ф  a r e  l i n e a r  u n d e p e n d e n t ,

t h i s  i s  a l s o  t r u e  f o r  • T h e r e f o r e ,  t h e  m a t r i x  $ T - v £

i s  e v e n  a r e g u l a r  a n d  i n  p a r t i c u l a r  a  p o s i t i v  d e f i n i t  m a t r i x .

H e n c e ,  s i m i l a r l y  to t h e  d e r i v a t i o n  s h o w n  i n  § 5, w e  o a n  us e  

t h e  t h e o r e m  a b o u t  e x t r e m a l  p o i n t s  o f  q u a d r a t i c  f o r m s .  D o i n g  
t h i s ,  w e  o b t a i n  t h e  e i g e n v a l u e  p r o b l e m

P . C ^ . P T . <|> ) • u = ( <|>T - R p  • ф )  • Я  • u •

C o n s i d e r i n g  t h i s  e i g e n v a l u e  p r o b l e m  w e  f i r s t  r e m a r k ,  t h a t  -  
s i m i l a r l y  to § 3 -  w e  c a n  w r i t e  t h i s  p r o b l e m  i n  t h e  f o l ­

l o w i n g  form:

( ^ ^ * A * C  ^ * A ^ * ^ ) " U  =  ( c[> R  ♦ ф) • Я. • u • ( 5 . 1 1 . )

B e c a u s e  of t h e  r e l a t i o n  e m  = cjbê' , t h e  v e c t o r  e i s  c l e a r l y  
t h e  t r i v i a l  s o l u t i o n  c o r r e s p o n d i n g  t o  Л.^ =  1 . H e n c e  w e  a r e  

i n t e r e s t e d  i n  t h e  s e o o n d - l a r g e s t  e i g e n v a l u e  a n d  t h e  c o r ­
r e s p o n d i n g  e i g e n v e c t o r  u ^ 2 -̂ .

F r o m  t h i s  s o l u t i o n ,  u s i n g  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  ( 5 . 7 . ) ,  w e  o b t a i n  
t h e  v e c t o r  x  c o n t a i n i n g  t h e  x - o o o r d i n a t e s  of t h e  m  m o d u l e s .  

( N o t e  that w e  h a v e  to t u r n  b a c k  to t h e  o r i g i n a l  e n u m e r a t i o n  o f  
t h e  m o d u l e s . )

F o r  o u r  e x a m p l e  w e  h a v e  б ^  =  б ^ =  0  a n d  6"2 = 6 ^ =  1 ( c f .  5 . 3 . ) .  
T h e  e i g e n v a l u e  p r o b l e m  ( 5 . 1 1 . )  t h e n  y i e l d s  t h e  s o l u t i o n  1 2 = 0 . 8 8 1  

w i t h
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x =  ( - 1 . 0 8 2 , - 0 . 8 9 2 ,  0 . 6 7 1 ,  0 . 8 0 2 , - 1 . 6 4 8 , - 0 . 5 1 0 ,  0 . 5 8 8 ,  0 . 9 3 6 ,  
- 1 . 9 5 4 ,  0 . 2 8 5 ,  1 . 0 0 4 ,  0 . 8 8 2 , - 1 . 0 8 2 , - 0 . 3 5 8 ,  0 . 6 7 6 ,  1 . 1 3 0 )  

( H e r e  t h e  o r d e r  of c o m p o n e n t s  a l r e a d y  c o r r e s p o n d s  to t h e  o r i g i ­

n a l  e n u m e r a t i o n  o f  m o d u l e s . )
T h e  у - c o o r d i n a t e s  o f  t h e  d e s i r e d  g r i d  p l a o e m e n t  c a n  b e  c o m p u t e d  

i n  a c o m p l e t e l y  a n a l o g o u s  m a n n e r .  F o r  o u r  e x a m p l e  w e  h a v e  
6l|’ = 6  g = 1 , = У 3 ,  = 0 . T h e  s o l u t i o n  o f  the e i g e n ­

v a l u e  p r o b l e m  ( 5 . 1 1 . )  t h e n  y i e l d s  ^  = 0 . 8 6 0  w i t h  
y =  ( 1 . 2 4 7 ,  1 . 2 2 5 ,  1 . 2 4 1 ,  1 . 2 4 7 ,  0 . 5 0 0 ,  0 . 6 9 8 ,  0 . 6 4 4 ,  0 . 5 5 2 ,

0 . 2 0 5 , - 0 . 8 6 5 , - 0 . 7 5 2 , - 0 . 4 0 7 , - 1 . 2 3 5 , - 1 . 6 6 1 , - 1 . 5 0 8 , - 1 . 0 6 7 ) .
T h e  f o l l o w i n g  f i g u r e  s h o w s  t h e  g r a p h  s p a o e  t o g e t h e r  w i t h  t h e  

f i n a l  s o l u t i o n  d e r i v e d  f r o m  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  a  l i n e a r  a s ­
s i g n m e n t  p r o c e d u r e  t o  t h e  " f r e e  p o i n t s " .

W e  a d d  s o m e  r e m a r k s  c o n c e r n i n g  t h e  p l a c e m e n t  p r o o e d u r e  d e s o r i h e d  
i n  t h i s  c h a p t e r .

F i r s t  n o t i o e  t h a t  c e r t a i n  p r o b l e m s  m a y  a r i s e  u s i n g  the p r o c e d u r e  
f o r  s p e c i a l  i n s t a n c e s .  A s  a h  e x a m p l e ,  a s s u m e  < S = & ^  f o r

i =  1 , . . . , q .  T h e n  b o t h  e i g e n v a l u e  p r o b l e m s  ( 5 . 1 1 . )  d e r i v e d  f r o m

S a n d  2  , r e s p e c t i v e l y ,  w o u l d  c o i n s i d e .  H e n c e  a l l  m o d u l e s

w o u l d  h e  l o c a t e d  o n  a  s t r a i g h t  l i n e .  T h i s  i s  a l s o  th e  o a s e ,  i f  
1 - 6 ^ =  6 ^ '  f o r  i = 1 , . . . , q .  M o r e o v e r ,  i f  t h e r e  e x i s t s  a n

a u t o m o r p h i s m  c c  of t h e  h y p e r g r a p h  s u o h  t h a t  

^ o c ( 1 ^ , * . . , ° C . ( q ) J  = / 1 , . . .  ,q I a n d

"i(_(i) Ci=1,*..,q) or 1“ ̂ "i= ̂ i(i) (i=1»*»«»Q.) f
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t h e n  a l l  f r e e  m o d u l e s  w o u l d  b e  l o o a t e d  o n  a s t r a i g h t  l i n e .  
N o t i c e  t h a t  w e  h a v e  i n d i o a t e d  o n l y  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  y i e l d ­

i n g  p a t h o l o g i c a l  s o l u t i o n s .  F o r  p r a c t i c a l  a p p l i c a t i o n s  w e  r e c ­
o m m e n d  the f o l l o w i n g  p r o c e d u r e .  F i r s t  r e c o g n i z e  b y  c o n s i d e r i n g  

t h e  g r a p h  s p a c e ,  w h e t h e r  t h e  f r e e  m o d u l e s  p o s s e s s  a g o o d  d i s ­
t r i b u t i o n .  T h i s  s h o u l d  b e  d o n e  b y  d e t e r m i n i n g  t h e  c o r r e l a t i o n  

c o e f f i c i e n t  p o o f  th e  f r e e  p o i n t s  i n  t h e  g r a p h  s p a o e .  I n  t h e

c a s e  t h a t  (ji. [-1 +  £, 1-6.] w e  w o u l d  r e c o m m e n d  to t a k e  t h e

s e c o n d - l a r g e s t  n o n t r i v i a l  s o l u t i o n  o f  ( 5 . 1 1 . )  ( i n s t e a d  of t h e  

l a r g e s t  o n e )  to b e  t h e  l o c a t i o n s  i n  o n e  o f  t h e  d i m e n s i o n s .  If 

t h e n  t h e  d i s t r i b u t i o n  of t h e  g r a p h  s p a c e  o f  t h e  f r e e  m o d u l e s  i s  

n o t  i m p r o v e d ,  t h e n  t a k e  t h e  t h i r d - l a r g e s t  s o l u t i o n  etc.

T h e  s e c o n d  r e m a r k  c o n c e r n s  t h e  n u m e r i c a l  s o l u t i o n  o f  ( 5 . 1 1 . )  

a n d  c o n s t i t u t e s  a r e l a t i o n  t o  th e  a v e r a g i n g  m o d e l  d i s c u s s e d  

i n  § 3 . T h i s  r e m a r k  i s  d i r e c  ted to t h e  a p p l i c a t i o n  of s p a r s e -  
m a t r i x  t e c h n i q u e s .

R e m e m b e r  t h a t  w e  h a v e  t h e  p r o b l e m

B » u  = ^ * u  , w h e r e

В  = ( ф  R  • ф  ) A ‘C ф )  •

D e f i n e

N 1 = ( <£T - R  •f)“ '1. A

n 2 = C T 1 • ( ф Т * А ) Т  .

T h e n  w e  c a n  w r i t e

В  =  N.j - N 2

C o n s i d e r  the s p e c i a l  s h a p e  o f  t h e s e  m a t r i c e s :
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T h e n  w e  h a v e  

T
$

a n d

A = / A, 
О

V  - оT - 4 Ao\
•  •  a  « {

g  "

<ГГ . A *-• о

V 1
) /

-, -1

( §  -H.f) -1 / V  о
\ o  t

R o 0
O R.

s  - V E 0

О R1

-1

1
2  о 
о t

(5.13.)

( 5 . 1 4 . )

H e n c e  w e  o b t a i n

N. =l ^ T|Rq ‘S ) " 1' ( S T'Aq)
...................Ö ..................

о

R71 • Ai

N 2 = c,-i «  T  л лТ? A0 S  ,„-1((2т-а0)̂ ;а|) = се-'1. ís * a )T C“1.A^),

( 5 . 1 5 . )

C o n s i d e r i n g  ( 5 . 1 5 . )  w e  s e e  t h a t  t h e r e  i s  a n  e v i d e n t  s i m i l a r i t y  

t o  t h e  f o r m u l a s  ( 3 . 3 . ) .  N o t i c e  t h a t  t h e  a p p r o a c h  p r e s e n t e d  h e r e  
c a n  a l s o  b e  d e r i v e d  u s i n g  t h e  a v e r a g i n g  m o d e l ,  m o d i f i e d  b y  a d ­

d i t i o n a l  c o n d i t i o n s .  T h e n  i n  t h e  a l t e r n a t i n g  a v e r a g i n g  p r o c e s s  
b e c a u s e  of t h e  c o n s t r a i n t s  a r i s e s  t h e  p r o b l e m  o f  a p p r o x i m a t i n g  

a n  o v e r d e t e r m i n e d  s y s t e m s  o f  l i n e a r  e q u a t i o n s .  U s i n g  t h e  l e a s t  
s q u a r e s  m e t h o d  th e  e i g e n v a l u e  p r o b l e m  ( 5 . 1 1 . )  c a n  b e  d e r i v e d  

( s e e  / H e G o e / ) .

N o t e  t h a t  t h e  m a t r i o e s  N^ a n d  N 2 o a n  b e  d e t e r m i n e d  m o r e  c o n ­

c r e t e l y  w h e n  s e p a r a t i n g  b e t w e e n  t h e  o a s e s
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T h e  d e r i v a t i o n  i s  o m i t t e d  h e r e .  F r o m  t h e  a b o v e  c o n s i d e r a t i o n  
f o l l o w s :  I n  o r d e r  to s o l v e  t h e  e i g e n v a l u e  p r o b l e m  w i t h  the

h e l p  of the p o w e r  m e t h o d ,  i t  i s  n e c e s s a r y  to s t o r e  t h e  m a t r i o e s

H e r e  it m a y  b e  e f f i c i e n t  to a p p l y  s p a r s e - m a t r i x  t e c h n i q u e s  f o r  

t h e  m a t r i x  . F i n a l l y  r e m a r k  t h a t  f o r  b o t h  t h e  x - a x i s  s o l u ­
t i o n  a n d  t h e  у - a x i s  s o l u t i o n  o f  t h e  plaoeraent p r o b l e m  t h e  m a ­

j o r i t y  of t h e  n e c e s s a r y  i n f o r m a t i o n  i s  i d e n t i c a l ,  i n  p a r t i c u l a r  
t h e  m a t r i c e s  A^ , C a n d  ГЦ • F o r  a s i m u l t a n e o u s  s o l u t i o n  o f  th e  

e i g e n v a l u e  p r o b l e m s  t h i s  c o u l d  b e  u s e d  i n  o r d e r  t o  i m p r o v e  t h e  
e f f i c i e n c y  of t h e  w h o l e  p r o c e d u r e .

A c k n o w l e d g e m e n t s

W e  a r e  i n d e b t e d  to D r .  L. T e l e g d i  a n d  D r .  M. S i m o n o w i c s  

( B u d a p e s t )  f o r  u s e f u l  d i s c u s s i o n s  c o n t r i b u t i n g  t o  t h i s  s u b j e c t .

and С X* T*R0* 2  ) 1 •
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R e f e r e n c e s

/ В е /

/ B u  D e /

/ C M S T /

/ С о /

/ F u k u l /

/ F u k u  2/

/ G a /

/ G a  J o /

/ G o e  N e /

/ J o /  

/ K e  S t /

B e r g e ,  C.: G r a p h s  a n d  h y p e r g r a p h s ,
A m s t e r d a m ,  1 9 7 3

B u r k a r d ,  R . E . ,  U. D e r i g s :  A s s i g n m e n t  a n d  M a t c h i n g  

P r o b l e m s :  S o l u t i o n  M e t h o d s  w i t h  F O R T R A N  p r o g r a m s ,  

L e c t u r e  N o t e s  i n  E c o n o m i e s  a n d  M a t h e m .  S y s t e m s ,  

v o l .  1 8 4  ( 1 9 8 0 ) ,  S p r i n g e r - V e r l a g ,  B e r l i n

C h u n g ,  M . J . ,  F. M a k e d ó n ,  I . H .  S u d b o r o u g h ,  J. T u r n e r :  

P o l y n o m i a l  t i m e  a l g o r i t h m s  f o r  th e  m i n  c u t  p r o b l e m  
o n  d e g r e e  r e s t r i c t e d  t r e e s ,  S I A M  J. C o m p . ,  14 N o 1  

( 1 9 8 5 )

C o l l a t z ,  L.: E i g e n w e r t a u f g a b e n .  M i t  t e c h n i s c h e n  

A n w e n d u n g e n ,  L e i p z i g ,  1 9 4 9

F u k u n a g a ,  K . , S. Y a m a d a ,  H. S t o n e ,  T. K a s a i :

P l a c e m e n t  o f  C i r c u i t  M o d u l e s  U s i n g  a G r a p h  S p a c e
V»

A p p r o a c h ,  I E E E  P r o c .  2.Q) D e s i g n  A u t o m a t i o n  

C o n f e r e n c e  ( 1 9 8 3 )

F u k u n a g a ,  K . , S. Y a m a d a ,  H .  S t o n e ,  T. K a s a i :
A  R e p r e s e n t a t i o n  o f  H y p e r g r a p h s  i n  t h e  E u c l i d e a n  

S p a c e ,  I E E E  T r a n s a c t i o n s  o n  C o m p u t e r s ,  v o l ,  C - 3 3  
N o 4  ( 1 9 8 4 )

G a n t m a c h e r ,  F . R . :  M a t r i z e n r e c h n u n g  I,
B e r l i n ,  1 9 5 8

G a r e y ,  M . R . , D . S .  J o h n s o n :  C o m p u t e r s  a n d  I n t r a c t ­
a b i l i t y ,  S a n  F r a n c i s o o ,  1 9 7 9

G o e t z e ,  B . , W. N e h r l i c h :  P l a c e m e n t  o f  E l e c t r o n i c  
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Scaling of random variables and arrangement problems 
in layout design

В. Goetze and W. Nehrlich

Suranary

An optimization model from mathematical statistics 
- scaling of random variables by optimization of 
correlation coefficients - is applied to several 
arrangement problems for graphs and hypergraphs.
The two-dimensional embedding of hypergraphs is in 
the centre of our attention because of its importance 
for the topological design of electronic circuits.
For this case, the optimization model is generalized 
for an important case of additional constraints.
The mathematical derivation of this non-discrete 
optimization strategy is presented in detail.
Moreover, relations to similar non-discrete methods 
as well as some computational aspects of this approach 
are discussed.
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Valószinüségi változók skálázása és elrendezési 
problémák az ültetési tervben

B. Goetze, W. Nehrlich

összefoglaló

A szerzők a valószinüségi változók skálázására a mate­
matikai statisztikában használt optimalizációs modellt 
/korrelációs együtthatók optimalizálása/ alkalmazzák 
gráfok és hipergráfok elrendezési problémáira. Figyel­
müket leginkább a hipergráfok két-dimenziós elhelyezé­
sére összpontositják, mert ez egy fontos feladat az 
elektromos áramkörök "topológiai" tervezésénél. Ebben 
az esetben az optimalizációs modellt ugv általánosít­
ják, hogy az korlátozó mellékfeltételek jelenléte 
esetében is működjön. Az igy felmerülő nem-diszkrét 
optimalizálási stratégiát a szerzők részletesen is 
ismertetik. Ezen felül a módszert más nem-diszkrét 
módszerekkel is összevetik és a módszer számítástechni­
kai aspektusait is tárgyalják.
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