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О ЛИНЕЙНОЙ СЛОЖНОСТИ РЕАЛИЗАЦИИ НЕКОТОРЫХ ОПЕРАТОРОВ СДВИГА

Р. Л.  Шчепанович

М атематический и н ст и т у т ,  
У н и вер си тет  Новы Сад, г .  Новы Сад, 
Ю г о с л а в и я

Будем р ассм атр и ват ь  реализацию о д н о г о  к л а с са  оп ер а т о р о в  в 

к л а с с е  схем  и з  функциональных эл ем ен тов  в б а з и с е  &, V, -  / о п р е ­
д е л е н и е  с м . ,  например, в i l l / .  Сложность L( S)  схемы S о п р е д е ­
лим как число эл ем ентов  в н ей . Остальные функции Шеннона о п р е ­
делим  как обычно: слож ность L( F)  о п ер а т о р а  F , э т о  наименьшая 
и з слож ностей схемы , реализующих F ,  и н ак онец , слож ность L(3- )
к л а с са  оп ер атор ов  7  -  э т о  max L ( F ) .

F6 F

Пусть Вп множ ество в с е х  наборов a = ( a Q, *ап - 1 ^
и единиц. Отображение В в В будем  называть ( п, ш)  -п ш п - 1  ±
р ом . Через I a | обозначим  
единиц в н абор е  » . i = 0 a i 2 ' и ч е р е з à Л

из нулей  

о п е р а т о -  

-  числ о

Обозначим ч е р е з  Tn ( n + : l o g ( n + l ) С , п )  -  о п е р а т о р ,  который 

с д в и г а е т  направо произвольный набор х  на п р ои зв ол ьн ое  число  
| у | .  /Символ Da: о з н а ч а е т  наименьшее ц е л о е  ч и сл о ,  не меньшее а / .  

Б ол ее  точно о п ер а т о р  Тп по двум наборам х =  ( X q , . . . , x  и 
у = ( y Q, . . .  , y ] l o g ( -n + 1  ) С_ 1 ) выдает следующий набор

z = ( о , . . .  , o , Xq , .  . . , x fi_ I ~ | _ х ) .  Обозначим е г о  ч е р е з  xj-ÿ | . Из­

в е с т н а  следующая оценка О. Б.  Лупанова слож ности реали заци и  о п е ­
р а т о р а  Тп :

Л е м м а  1 . C2 D

L( Tn ) < CT * n * lo g  n

Всюду в этой с т а т ь е  буквой С / с  и н дек сам и , штрихами и т . д . /
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обозн ач аю тся  нек отор ы е константы , символ l o g  о з н а ч а е т  логарифм  
по основанию 2 и ч е р е з  í  б у д ем  о б о зн а ч а т ь  величину 3 l o g ( n + l ) : .

О . Б .  Лупановым была в ы ск азан а  г и п о т е з а ,  ч то  о п е р а т о р  

не д о п у с к а е т  л и н ейн ой  р еа л и за ц и и .

Интересной я в л я е т с я  следующая з а д а ч а :  какова слож ность  
р еал и зац и и  к л а сса  СГ = {Та | а = ( a Q , .  . . , c»n _ 1 ) GB^ } ( £п , п ) -  о п ер а ­

т о р о в , которые получаю тся  из о п ер а т о р а  Тп п одстановкам и к о н с­

тант a o s , ** , 0tn - l  На м есто переменных x Q, . . . , x n_^?

З д е с ь  д о к а зы в а ет ся  л и н ей н ость  р еал и зац и и  о д н о г о  к л а сса  

о п ер атор ов  Та , a  именно т е х ,  которые определены  множ еством на­

боров S ,  у которы х, по п о р я д к у , не больше ^ °д П̂ 0 д^ ед и н и ц .

Введем о б о зн а ч е н и я :  V , = {а а б В  ,п , к ‘ п

£  = {Т а I а ё А -  В }А 1 п

= М ,

Т е о р е м а . Для любого к < С l o g  п 
l o g  l o g  n ) <

v n , k
n

Сначала в в е д е м  вспом огательны е оп ер аторы , а п отом  сформу­
лируем  и докажем несколько лемм, из которых и б у д е т  сл е д о в а т ь  

утверж дение теор ем ы .

1 ° .  О ператор К /" д еш и ф р а т о р " / .  Это (ш , 2т  ) -  о п е р а т о р ,  ш
который п р е о б р а з у е т  любой н абор  х =  ( х ^ , . . . , х т _ ^ ) в набор  

У= ( У0 »***гУ т _ ) такой , ч т о

_ í 1 ,  е сл и  i  = I XI 
1 L 0 ,  е сл и  i  ф I XI

Хорошо и з в е с т е н  следующий ф акт.

Л е м м а  2 . 1 .  L(K ) < С* • 2Ш .m к

2 ° .  О п ератор  Е /в  нек отор ом  смысле я в л я ет ся  обратным к 

К / .  Это ( 2 т , т + 1  ) -  о п е р а т о р .  Он н абор  I . = ( о ,  . . . , о ,  1 , о ,  . . . ,о )
ГП 1 J
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длины 2m п р е о б р а з у е т  в двоичную зап и сь  номера р а з р я д а ,  в к о т о ­
ром стоит е д и н и ц а , нулевой набор п р е о б р а з у е т  в н абор  ( 0 , . . . , 0 , 1 ) ,  
а на остальны х н аборах он может быть произвольным.

Л е м м а  2 . 2 . И 2 3  L(E ) < С •2ш Е
ш

3 . О ператор умножения U . Это (m+Л,  т+Л ) -  о п е р а т о р .1П f Aj
Он по наборам х  длины m и у  длины Л н аходи  ш+л р а з р я д о в  их
п рои зведени я

ит , и < г ' ? )  = 2 '  г д е Z I = X

Л е м м а  2 . 3 .  L(U „)<СГТ*т*Л .
т ,  Л и

Д о к а за т ел ь с т в о  л е г к о  вы текает из обы чного "школьного" а л го р и т ­
м а .

О к4 . Операторы деления определены  натуральным числом к ,
1 < к <  2т . Для д а н н о г о  к э т о  (ш, 2ш ) -  о п е р а т о р ,  который по н а б о ­
р у  X д л и н ы  m в ы д а е т  н а б о р ы :  у  д л и н ы  ш т а к о й ,  ч т о  | у | и
z длины ш т а к о й , ч то  | z |  = | х |  -  | ÿ j - k .  /Символ ЕаЗ о з н а ч а е т  н аи ­
большее ц ел о е  ч и сл о  -  меньше а . /

Л е м м а  2 . 4 .  Для любого k , 1 <  к < 2т ,

L( Dk ) < С -2га. m D

Д о к а за т ел ь с т в о  тр и в и ал ь н ое .

5 ° .  Операторы огр ан и ч ен н ого  с д в и г а  Ма , а б В  . Для дан н ого  
набора а,  М э т о  (Лп , п )  -  о п е р а т о р ,  который произвольный на­
бор X длины Л п р е о б р а з у е т  в набор ctT~ i , есл и  |х I < С ог тгг-тг, n IXI 1 1 2 э II а ||
и в нулевой набор длины п , в остальны х с л у ч а я х .

Л е м м а  2 . 5 .  Для любого à 6  Вп ,

L(Ma ) < С *п.М

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим ч е р е з  , i = l , 2 , . . . , | |  a || номера разря­
д о в ,  в которых н а х о д я т с я  единицы в н абор е  а .  Схема дл я  Ма с т р о ­
и т ся  в с о о т в е т с т в и и  со  следующим алгоритмом /р и с .  1 / :
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1 .  Входной н а б о р  X п о д а е т с я  на входы  "дешифратора" К

L ( К. ) < С' *п /л ем м а  2 . 1 / .  Лп к

2.  Младших С п
25 р а зр я д о в  вы ходного  н абора "дешифрато­

ра" /и л и  он ц ел и ком , если  | | à | |  < С25 /  подаю тся на "вторые" в х о ­

ды -  штук с х е м  А , i = l , . . . , | | â | | ,  г д е  сх ем а  А
Pi

с д в и г а ­

е т  i -ю единицу н а б о р а  а .  На "первые" входы схемы А п о д а е т с я
Р 1

нулевой набор длины п , а на "первые" входы схемы А , i >  1 , п о -
p i

д а е т с я  выходной н абор  схемы А / т . е .  н абор , у  к о т о р о г о  п е р -Pi-1
вых C i —1) единиц  уже поставлены  на св о и  м е с т а / .  Б о л ее  формаль­

но схем а  Ар , 0 < р < п -1  р е а л и з у е т  ( n + C 2 5  j |~ g p " (]- "  , п)  -  о п е р а т о р ,

который по наборам  a = (a  , . . . , a^_., ) H ß = ( ß n , . . . , ß r, п , )’О* ' * * ’ п - 1  ' “  " ' к 0

вычисляет набор у = ( yq 5 • • • s Yn _ ! ) т а к о й ,  что

'25 | |à -1

Y i = í

a . v ß .  , р < i  < m i n { n ,C - j -  1 i - р  r  25
, в остальны х с л у ч а я х .

n + p}

Очевидно, д л я  любого i ,  L(A ) < C9C-
Pi

n

X

Р и с .  1 .
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à Nall
Таким о б р а зо м , L(M ) < L(K.  ) +  E L (A ) < C„>n .

*n i = i  P i  M

Лемма д о к а з а н а .

Т еперь сформулируем и докаж ем четы ре леммы, из которы х и 
б у д ет  с л е д о в а т ь  утверж дение теорем ы .

Л е м м а  3 .  Пусть набор т а к о й , что между любыми двумя
соседн и м и  единицами в н аборе сущ еств ует  х о т я  бы 

(К- l )  н у л е в ей , г д е  К > С ' l o g n * l o g l o g n  . Т о г д а ,

L (Т ) < С3 *п .

Кт
Д о к а за т е л ь с т в о . В ведем  об о зн а ч ен и я : = [ l ogKD, К' = 2 ,
у = ( у _ , . . . , у 0 ) -  двоичная за п и сь  числа ( К. + 1 ) и

и ^ п - 1  1
у = ( Уп, • *  * , У о ) ~ н а б о р , которым з а д а е т с я  величина с д в и г а ,и ^ п -1
Схема для о п ер а т о р а  Та стр ои тся  в с о о т в ет с т в и и  со  следующим ал­
горитмов / с м .  р и с . 3 / :

1 . По н абор у  у  определяю тся наборы и ~ двоичны е з а ­

писи ч и сел  [ УУ 1 и I y l ~ С -УУ 1 • К' . Это д е л а е т  схем а DJ\ 3\г
К'

L(D^ ) < С ' - п  /лем м а 2 . 4 . / .
' n

~ ot
2.  Набор о 2 п о д а е т ся  на входы схемы М , к оторая  с д в и г а е т  

набор а на ч и сл о  I aj  < К' < К < С* ■ ̂  • L (М01 ) < • п /лем м а 2 . 5 . / ,

3.  Наборы и у подаю тся на входы схемы U . , к о -
z ^п,У/п

тор ая  их ум н ож ает. L(U ) < C ' T- l o g  п /лем м а 2 . З . / .и

et4.  Выходы схемы М р азобьем  с л е в а  направо на In/ K' C гр у п п ,
по К' выходов в каждой /к р о м е , может бы ть, п о с л е д н е й / и п одаем
их на входы Зп/ К' С -  штук "кодеров" Е„ /п о сл ед н и м и , на о с т а в -

К1
ш иеся свободными входы , подаем  н у л и ! / .  L(ET, ) < С -К' /л ем м аК -, h
2 . 2 / .  5

5 . О бъединяя выходы эти х  " к о д ер о в " , их Dn / K' С• ( К^+1) ш тук,
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п одаем  их в м ест е  

на входы  схемы ,

С  ̂Un/К'С•(К +1) левыми выходами схемы 
которая реализует оператор Т]П/к'[-(к +i)

о о п ' п
, т . е .

с д в и г а е т  закодированны й н а б о р ,

, на число С
К1

/л ем м а  1 . / .

^j-DÍKj + l ) .  L (Т

полученный на вы ходах "кодеров"  

П п / К ' И - а ^ + П  ) - с т ‘ 1 п ! к ' с *Ki* 8 * 1о^

6 .  Выходы схемы  т :)п/ к , С*(К + 1 )  Р а з о б ъ е м  сл ев а  направо на 

Hn/K'II гр уп п , п о  ( К^+1) штук в каж дой. В каждой г р у п п е , л е ­

вых К. выходов подаю тся на входы  дешифратора. К.. и полученный-L __ XV ̂

н абор  на е г о  вы ходах  п о р а зр я д н о  ум нож ается на п осл ед н и й  выход 
в г р у п п е . О бозначим  ч ер еб  g н абор  длины п , который п о л у ч а ется  

на левых п из З п / К ' С ' К ' ,  таким о б р а зо м , полученны х вы ходах.
L ( К ) < С  *К' /лем м а 2 . 1 . / .i\ J\

7.  Набор у  п о д а ет ся  на входы  деш ифратора К *L(K )<с' ’ 2П.
/ 0 1 / £п £п к/л ем м а  2 . 1 . / .

8.  Выходы э т о г о  деш иф ратора подаю тся на входы  схемы Н^,

к отор ая  любой н абор  вида / 0 ,  . . . , 0 , 1 , 0 ,  . . . , 0 /  длины п п р ео б р а ­
з у е т  в набор / 0 , . . . , 0 , 1 , 1 , . . . , 1 /  длины п , а на остальны х н або­
р а х  она п р ои зв ол ь н ая  /с м .  р и с . 2 / .  О чевидно, L(Hn ) < n  .

Р и с .  2 .
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9 .  Н абор, реализованны й на вы ходах схемы Нп# п ор азр я дн о  

ум нож ается  на набор 3 ,  полученный в шаге 6 .

Таким обр а зо м , учиты вая, ч то  К > * lo g n *  l o g  lo g n ,

L( Ta ) < C3 *n.

Лемма д о к а за н а .

В ведем  одно п о н я т и е . Любой п одн абор  ( 01 j_ » a i + i  ’ * ‘ * 5 a i + s   ̂
н абор а а = ( a Q, . . . , а п_ х ) н азы вается  пустым к у ск о м , если в с е  
а .  равны 0 , j = i ,  i + l , . . . , i + s .  П однабор , который этом у не у д о в -  

л е т в о р я е т , будем  назы вать непустым куск ом .
по
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Л е м м а  4 .  Пусть н а б о р  а б В ^  т а к о й , ч то  есл и  е г о  р абобъ ем

на куски длины К, К < -j_Qg n , то  е г о  единицы о к а ­

ж утся  не б о л е е  к у с к о в . Т огда

L ( Та ) < С4 *п.

Д о к а за т е л ь с т в о . Н етрудно у б е д и т ь с я , ч т о  можно п редп олож и ть, 
ч т о  только оди н  кусок длины К в н а б о р е  а н еп у с т о й . Из э т о г о  
к у ск а  и к уск а  такой же длины , но с о ст о я щ е г о  только из н у л ей , 
о б р а зу ем  н а б о р  о длины 2К /с м .  р и с . 4 . / .

К I К
а :

К
. .  I / / / / / К

Р и с. 4

К , К '< К

Обозначим ч е р е з  у  н а б о р , которым з а д а е т с я  величина с д в и г а , ч е ­

р е з  V набор длины D£  С , гд е  v . = 1 т о г д а  и только т о г д а , к о г -1\ 1
~ а

д а  i -й  к усок  н абор а а н еп у с т о й . Схема для о п ер а т о р а  Т с т р о и т ­
с я  в с о о т в ет с т в и и  со  следующим алгоритм ом  /р и с .  5 . / :

1.  По н а б о р у  у оп р еделяю тся  наборы  и двоичны е з а ­

писи чисел С В и I у  I — . Это д е л а е т  схем аДА ДА ^ Ц
L(D^ ) < С ' - п  /лем м а 2 . 4 . / .

х,п и

2.  Наборы о и младших i 2R р а зр я д о в  н абора а 2 подаю тся на 

входы схем ы , к оторая  р е а л и зу е т  о п ер а т о р  т , е * с Дв и г а е т  на- 
бор  а на вел и ч и н у I а 2 I . Ь( Т2К> < С .̂* 2К* l o g (  2К) /лем м а 1 . / .

3.  Младшие I  разряды  н абор а  а* подаю тся на входы схемы  , п г 1
: к с

Mv , которая  с д в и г а е т  н абор  v на в ел и ч и н у I а^1 . Обозначим э т о т
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сдвинуты й набор ч е р е з  6 s ( {  , . . . , 6  ) .  L( MV) < С * / л е м -и п _ 1 м к

ма 2 . 5 . / .  *

4. С помощью схем операторов В., i = 0,1,...,7^01 "поста-
1  К

вим" н а б о р , реализованны й на вы ходе схемы Тот/. на м е ст о , к о т о -  

р о е  с о о т в е т с т в у е т  вел и ч ин е сд в и га  /о н о  о п р е д е л е н о  полож ением  

единицы в н аборе б / .  Ф ормально, Bi  э т о  ( п + 2 К+ 1 , п )  -  о п е р а т о р ,  
который по наборам у длины п , а '  длины 2К и р а зр я д у  б^ о п р е д е ­
л я ет  н абор  z = ( Zq, . . . , z n _ 1 ) т а к о й , что

Í y .V a ' _ i >K , i* K $ j< m in {n , ( i+ 2  ) *К}
7 7 1 -

y . , в остальны х сл уч ая х

О h S

Р и с .  5
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О чевидно, что д л я  лю бого i f L ( B . ) < C * K .  Таким о б р а зо м ,1 D

L( Ta ) <S C^ . n +  CT - 2 K- l o g ( 2 K)  + + :g c -C g  ‘ К < • п .

Лемма д о к а за н а .

Л е м м а  5 . П усть н абор  а 6 Вп можно р а зб и т ь  на куски длины
К /к р ом е п о с л е д н е г о / ,  К > С ' • lo g n  * l o g  lo g n  , так  

чтобы  любыми двум я  соседн и м и  непустыми к уск ам и , пусты х кусков  
было больш е, ч ем  единиц в правом из э т и х  д в у х  непусты х к у ск о в .  
Т огда

L ( Та ) < С5 -п  .

Д о к а за т е л ь с т в о . Пусть н а б о р  а у д о в л ет в о р я ет  данному условию . 
Будем п р еобр азовы вать н а б о р  а ,  сд в и га я  е г о  единицы т а к , что  
получим набор ß , который у д о в л ет в о р я е т  условикг леммы 3 .

Рассм отрим  произвольны й н еп устой  к у со к  в н абор е  а .  О бозна  

чим ч е р е з  I  ч и с л о  единиц в нем . По условию  леммы, л е в е е  от  э т о  

г о  к уск а  су щ ест в у ет  SL+1 п усты х к у ск о в . Единицы из н еп у с т о г о  

к у ск а  разм ести м  по пустым кускам  следующим спом обом : последнюю  

/ е с л и  см отреть сп р ава н а л е в о /  сдвинем в л ев о  на К р а зр я д о в , 
предпоследню ю  -  на 2К р а зр я д о в  и т . д . ,  Л-ю на Л*К р а зр я д о в . 
Если эт о  с д е л а е м  с любым непустым к у ск о м , получим набор ß. 
Р а зо б ь ем  е г о  на куски длины К. Он о б л а д а е т  следующими св о й ст в а  
ми: в каждом к у с к е  нет больш е одной единицы ; р а сст о я н и е  между 

соседн и м и  единицам и Ж ; м еж ду соседн и м и  единицам и, которы е при  
надлеж али одн ом у куску в н а б о р е  а ,  н ет  пусты х к у ск о в , a между 

соседн и м и  еди н и ц ам и , которы е принадлеж али разным кускам  в набо  
ре а сущ ествую т хотя  бы д в а  пустых к у с к а . Схему будем  стр ои ть  
т а к , что сн а ч а л а  будем  с д в и г а т ь  набор ß , а потом и н версн о оп и ­
санном у выше а л го р и т м у , в о сст а н а в л и в а т ь  сдвинутый набор à .  Р а­
ди о д н о зн а ч н о ст и  дек оди р ов к и  сд в и н у т о го  н абора "удлиним" набор  

ß направо на н улевой  к у со к  длины ( ] g c + l ) • К - n .  Полученный набор  
обозн ачи м  ч е р е з  ß ' .  Т еп ерь опишем а л го р и т м , в с о о т в ет с т в и и  с

CÜкоторым будем  стр ои ть  с х е м у  для о п ер а т о р а  Т / с м .  р и с . 8 . / :
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1 .  Набор у ,  которым з а д а е т с я  величина с д в и г а , п о д а е т с я  на
о г о f

выходы схем ы , к отор ая  р е а л и зу е т  о п ер а т о р  T . L(T ) < С 3 *п 
/лем м а 3 .  / .

2 . Выходы эт о й  схемы р а зо б ь ем  на П^С+1 з о н ,  по К -  штук в 

каждой. О бозначим ч е р е з  v i  н а б о р , который р е а л и зу е т с я  в i -о й  
з о н е , i  = 1 , 2 ,  . .  . ,  З^С + 1 . Наборы v . ,  i  = 1 , . . .  , D^C + 1 подаю тся  

на стол ьк о  же дизъюнктивных сх ем  V\ , которые обнаруживаю т при­
с у т ст в и е  единицы в i -о й  з о н е ,  т . е .  вычисляются сигналы

К-1
t .  = V v . . . О чевидно, для лю бого i ,  L ( V . ) < K .

1 j =0 13 1

3.  По сигн алам  t . ,  штук схем  R . вычисляют сигналы  г . ,j К i  i  '
г д е  г \ = 0  в том с л у ч а е , к о гд а  единицу из i -о й  зоны надо о т н е с ­
ти в левый собирающий кусок / с м .  шаг 5 .  и р и с . 5 . / ,  и r \  = 1 ,  
если  эт у  еди ни уц  надо о т н ест и  в правый собирающий кусок  / в  с л у ­
ч а е ,  к огда  н еп у ст о й  кусок н абор а à при сд в и ге  ч асти ч н о  п оп ал  в 

два к уск а длины К / .  Н етрудно у б е д и т ь с я , ч то должно быть: = О

и r i + l * ï i - t i ' î i + r t i + 2  v г Л + 1 '  1 = 1 ' 2 ...........ф “ 1 • Таким
о б р а зо м , L ( R . )  < С для лю бого i .

1  К

4 . По сигн алам  t  и г .  штук схем  P . ,  i = 1 , . . . ,s а к  i  к
вычисляют сигналы  р ^ , г д е  р . = 1 ,  к о гд а  в i -й  и ( i + l ) - f t  к усок  
надо п остав и ть  левый и правый собирающий кусок /п о т о м у , что  

единицы "вернулись" на св о е  м е с т о /  и р^ = 0 в остальны х с л у ч а я х .  

Н етрудно у б е д и т ь с я , ч то  должно быть Pj_ = V 4 + 1  V t i ' ^ i + i ’ r i ,
i .=  1 , .  . . ,  о т к у д а  и с л е д у е т  оц ен к а L ( P . ) < C  дл я  лю бого i .

К 1  р

5. Для каждого i, i = 1,...,П—С строится схема W., которая
К 1

о п р ед ел я ет  н абор  длины 2К, т . е .  левый и правый собирающий 
к у с о к . Более п о д р о б н о , схем а зависим о о т  значения си гн ал а  
г \  , п р оп уск ает  еди ни ц у из i -о й  зоны /набора v 1 /  в левый или п р а ­
вый кусок  н абора , умноженного сн ач ал а  п ор азр ядн о на
/с м .  р и с . 6 . / .  Для 0 Q б е р е т ся  нулевой  набор  длины 2К, р ^ = 1 .
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Р и с . 6 .

О чевидно, ч т о  L ( W. ) < С • К дл я  лю бого i .1 W

6 . Наборы i = 1 , . . . , умножаются п о р а зр я д н о  на
при помощи штук схем  G . .  О чевидно, что L ( G . ) < C  *К дляiS. 1 1 G
лю бого i .

7 . О бозначим  наборы, которы е получаю тся на вы ходах схемы
G. ч е р е з  a i , i  = 1 , .  . . ,  . При помощи И§[>1 штук сх ем  Е . б у -1 -L х\ 1
дем  п ор азр я дн о  суммировать правый к усок  н абор а с  левым к у с ­
ком набора /с м . р и с . 7 . / .

Р и с .  7 .



81

О ч евидно, ч то L ( E . ) < C  *К для  лю бого i .  О бъединяя оставш и еся1  ̂ п
выходы схемы Gn с выходами схемы Е . , i  = 1 , . . . , J^rC-2 и 1 1 1\
n -  ( 1 - С - 1 ) ‘ К вы ходов схемы Z , получим на эти х  вы ходах

„  Ф - 1
н абор  а , - .  .

I у  I
Таким о б р а зо м , L(T ) < С^* п .
Лемма д о к а за н а .

У  ~~ь

Р и с .  8
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Л е м м а  6 .  Любой н абор  а € Bn , Il а II = К, можно разлож ить в
поразрядную  сумму по mod2 д в у х  н абор ов : один

у д о в л ет в о р я ет  условию леммы 5 ,  а у в т о р о г о  ч и сл о р азр ядов  м еж -
Кд у  первой и п о сл ед н ей  единицами <К • М, г д е  М= lo g n * lo g  lo g n .

Д о к а за т е л ь с т в о . Р а зо б ь ем  единицы в н абор е à на группы так  

чтобы между соседн и м и  единицами в одной гр уп п е было меньше М 
р а зр я д о в , между соседним и единицами разны х групп -  >М р азр я д о в  
О чевидно, ч то  ч и сл о групп не больше К. О бозначим длину /ч и с л о  
р а з р я д о в / сам ой длинной группы ч ер ез  D . Т еперь приведем  а л г о ­
ритм , которым будем  объ еди н я ть  "меньшие" группы в "больш ие".

1 .  Рассм отрим  самую правую единицу в н абор е  а и положим
i  =1 .

2 . Рассм отрим  кусок  н абор а  5 длины , содержащий э т у  еди
ницу и р а зр я д  л е в е е  е е .  Обозначим ч е р е з  р ч и сл о  единиц в
этом  к у с к е , а ч е р е з  г  ч и сл о  "пустых" р а зр я д о в  л е в е е  э т о г о  к у с ­
к а . С праш ивается, верно л и , что r > ( p + l ) D ^  ? Если н ер а в ен ств о  
вы полнено, п ер еходи м  на шаг 3 , если  н е т ,  на шаг 4 .

3 . У нас д в е  возм ож ности:

а /  есл и  сущ ествую т единицы л е в е е  р а ссм а тр и в а ем о го  к уск а , р а с ­
смотрим первую из них /с п р а в а  н а л е в о / и п ер еходи м  на шаг 2;

б /  есл и  не сущ ествую т, алгоритм  о ст а н а в л и в а ет ся  и , о ч ев и д н о , 
набор a у д о в л ет в о р я ет  условию леммы 5 .

4 . Невыполнение н ер а в ен ст в а  может п р ои зой ти  по двум при­
чинам:

а /  сущ еств ует  единица л е в е е  р ассм атр и ваем ого  к у с к а , и з - з а  к о ­
торой r <  ( p+l ) D^ . В этом  с л у ч а е , "удлиним" р а ссм а т р и в а е­
мый к усок  влево  пока не включим в н ег о  целую гр уп п у , к о т о ­
рой принадлеж ит эт а  единица /с м .  р и с . 9 . / .
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Р и с. 9 .

Длину п ол уч ен н ого  таким об р а зо м  к уск а  обозн ач и м  ч е р е з  Di + 1 * 
О ч еви дн о, + 1 + г  + < (p+3)D^ . Опять возвращ аем ся к с а ­
мой правой единице в н а б о р е  а ,  но уже с  новым / i  на ед и н и ­
цу больш е/ и п ер еходи м  на шаг 2 .

б /  Не сущ еств ует  единиц  л е в е е  р ассм атр и в аем ого  к у с к а . А лгоритм
о с т а н а в л и в а е т с я .

Таким о б р а зо м , алгор и тм  о ст а н а в л и в а ет ся  ли бо  в шаге 3 б /  , 
и н абор  à у д о в л ет в о р я ет  условию  леммы 5 . ,  либо в ш аге 4 б /  , 
к о гд а  н абор  a можно п о р а зр я д н о  разлож ить на сумму по mod2 н а ­
б о р а , который у д о в л ет в о р я е т  условию леммы 5 . / э т о  правый к у со к  

н абор а  или нулевой н а б о р / и н а б о р а , у  к о т о р о го  между крайними 
единицами < D . р а з р я д о в , для  н ек о т о р о го  j .  Н етрудно за м е т и т ь , 
ч то  при каждом выполнении ш ага 4 а /  а л го р и т м а , ч и сл о  групп в 
н а б о р е  a  уменьш ается х о т я  бы на ед и н и ц у . С л едов ател ь н о  j < К.

ЪГ
Из D^+ ! < (p+3)D ^  и D1 < К*М получим < К *М для  лю бого j .

Лемма д о к а за н а .

4 . ,
во

Д о к а за т ел ь ст в о  теоремы  н еп о ср ед ст в ен н о  в ы тек ает из лемм
5 . и 6 . и ф акта, ч т о  при К < уЭДР.

КК - М < С ' п lo g  lo g n вы полнено н е р а в е н с т -

lo g n

Л И Т Е Р А Т У Р А
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т ем . В с б . :  Проблемы к и бер н ети к и , М ., 1 9 6 3 ,  вып. 1 0 , с т р .
6 3 - 9 7 .
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B i z o n y o s  e l t o l á s  o p e r á t o r o k  r e a l i z á c i ó i n a k  l i n e á r i s

k o m p l e x i t á s a

R . L .  á ő e p a n o v i c  

Ö s s z e f o g l a l ó

J e l ö l j ü k  L ( F ) - e l  az  F o p e r á t o r  k o m p l e x i t á s á t  / 1 .  C l ] / ,

é s  L (Г) = max L ( F )  j e l e n t s e  az  o p e r á t o r c s a l á d  k o m p l e x i -  
F e T

t á s á t .  L u p a n o v  C l ]  b e l á t t a ,  h o g y  b i z o n y o s  f a j t a  T e l t o l á s  

o p e r á t o r r a  L ( T n ) C n * l o g  n é s  a z t  s e j t e t t e ,  h o g y  a  Tn

o p e r á t o r n a k  n i n c s  o l y a n  r e a l i z á c i ó j a ,  a m e l y n e k  k o m p l e x i t á s a  

l i n e á r i s  v o l n a .  A c i k k b e n  a  s z e r z ő  b e m u t a t  e g y  o l y a n  J 

o p e r á t o r  c s a l á d o t ,  a m e l y  o p e r á t o r o k n a k  b i z o n y o s  módo­
s í t á s a i t  t a r t a l m a z z a  é s  a m e l y r e  L (‘T') <_ c n .

L i n e a r  c o m p l e x i t y  o f  some t r a n s l a t i o n  o p e r a t o r s

R . L .  S ő e p a n o v i ő

Summary

D e n o t e  by  L (F )  a n d  h { T )  = max L (F )  t h e  c o m p l e x i t y  o f

t h e  o p e r a t o r  F a n d  t h e  o p e r a t o r  f a m i l y  ^ r e s p e c t i v e l y ,  

( s e e  C l ] ) . L u p a n o v  C l ]  p r o v e d  t h a t  L ( T n ) £  c n * l o g  n f o r  
some t r a n s l a t i o n  o p e r a t o r s  Tn a n d  c o n j e c t u r e d  t h a t  Tn 

h a s  no  l i n e a r  r e a l i z a t i o n .  I n  t h e  p a p e r  a  f a m i l y  T'  o f  m o d i ­
f i e d  o p e r a t o r s  Tn i s  s h o w n ,  s u c h  t h a t  ~L>Cf) £  c n .
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