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0. Bevezetés

Adott szamitogéppel rendelkezd szamolokodzpont keriilhet olyan feladat elé, hogy olyan
nagy egész szamokkal kellene aritmetikai muveleteket pontosan végezni, amelyek nagyobbak
mint a gépen dbrazolhato legnagyobb egész szam. Természetesen sok esetben megoldhato a
probléma, ha dupla, tripla, stb. hosszusiagu szdmokkal dolgozunk, az ALGOL 68 terminologi-
4javal kifejezve: ha ratériink a long integer, vagy long long integer, stb. médu szamokkal va-
16 szamolasra. Természetesen adott gépi reprezentdcié esetén a long-ok szdma kotlatozott, és
ezért adott gépen igy nem minden feladat végezhets el. (Tudomdasunk szerint nagy teljesitmé-
nyu szamitogépekkel végeznek olyan vizsgdlatokat, amelyekkel igen nagy szamokra vonatkozo,
szamelméleti érdekességgel biro kérdéseket dontenek el.)

Jelen dolgozatnak az a célja, hogy megmutassunk egy modszert arra, hogy hogyan lehet
barmilyen nagy egész szadmokkal pontos szamitdsokat végeztetni rekeszek Osszekapcsoldsa nél-
kiil. Természetesen modszeriink akkor is alkalmazhatd, ha méd van rekeszek Osszekapcsoldsa-
ra, ebben az esetben a programok futési ideje rovidiil le.

A mobdszer alapgondolata a kovetkez6: Tekintslink valamilyen b alapot, és az egész sza-
mokat b alapu szamrendszerben megadva képzeljik el. Akkor adott szdm esetén minden
szamjegyet elhelyezhetliink egy egy memoria rekeszben. Ilyen médon igen nagy egész szamok
abrazolhatok a gépben, tekintve, hogy még az operativ memoria rekeszeinek a szama is tekin-
télyes, nem is beszélve arr6l, hogy dobra is vihetSk. Altaldban azonban nincs sziikség a szé-
moknak a memoridban vald taroldsiara, konkrét esetekben elegendd a szamjegyeket el6allité va-
lamilyen eljards algoritmusat tarolni a memoridban. ’

Legyen tehat f(n) és g(n) két fliggvényeljards, melyek egy-egy pozitiv egész szdm b
alapu szdmjegyeit generaljak ugy, hogy a fliggvényértékek a b" egyiitthatdjat szolgaltatjak.
(Megjegyezziik, hogy ha egy szamot a fentebb leirt moédon taroljuk a memoridban, akkor cél-
szerii egy vektorban elhelyezni, és akkor (az ALGOL 60 terminologigjat hasznalva) fln]-et
és g[n]-et irunk). Akkor felirhatunk egy eljarast, mely az f(n) + g(n) értékeket generilja.
Mivel altalaban f(n) + g(n) > b ezért f(n) + g(n) nem adja meg altaldban valamilyen egész
szam b alapu szamjegyeit. A dolgozatban megadunk egy Th nevii eljardst, melynek alkalma-
zasaval Tb(f(n) + g(n)) mar olyan fliggvény lesz, amely megadja a

N

2>, (fin) + g(n)b"

n=0
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szam b alapu szamjegyeit, ahol N egy bizonyos szdm ugy, hogy fin)=0 ha n> N.

Ha az f eljards és a g eljaras dltal meghatdrozott egész szamok szorzatat akarjuk megkap-
ni akkor képezni kell a
N

2> fin — k)g(k)

k=0

konvoluciét, és azutan aldvetni a 7bh eljardasnak, hogy megkapjuk a szorzat szimjegyeit.

Ha rekeszeket kapcsolunk ossze, akkor valamilyen médon (hardware, vagy software esz-
kozokkel) meg kell oldani az atvitel probjémadjat. A mi esetiinkben tehat a miiveletek végzése
és az 4tvitel kiilon van vélasztva. Ha tobb muveletet kell egy feladat kapcsan elvégezni, akkor
nem sziikkséges minden miivelet elvégzése utdn alkalmazni a 7h eljarast. Ha talcsordulés ve-
szélye nem all fenn, akkor elég csak a miiveletsor végén alkalmazni a Th eljrast, hogy a vég-
eredményt megkapjuk.

Célszerii b-t minél nagyobbra vélasztani, és nagysagat csak a tulcsordulds korlatozza.
Ugyanis minél nagyobb a b anndl jobban kihaszndlhatjuk a gép gyors aritmetik4jit.

Gyakorlatilag célszerli az is, ha b = 10™ (m pozitiv egész) mert ekkor nincs sziikség
olyan algoritmusra, mely a b alapu szamrendszerbdl a 10-es alapu szamrendszerbe alakit at.
Ugyanis a kiiratasnél elegendd a rekeszek tartalmat a legnagyobb helyértéku tagtol kezdve visz-
szafelé kiiratni egymas mellé, és akkor megkapjuk a szdm 10-es szamrendszerbeli alakjit.

A dolgozat targyalasmoédja a matematikai precizitds kovetelményeit igyekszik megvalosita-
ni. Enélkiil ugyanis nem lehetiink biztosak abban, hogy a gép valoban azt szimolja-e ki, amit
akarunk.

A dolgozat végén egy programot kozliink ALGOL 60 nyelven, amelyet az ODRA 1204
gépen le is futtattunk. A program tédbldzatot készit a pozitiv egész szamok faktoridlisair6l 1-t6l
kezdve folyamatosan.

1. Egész értékeket felvevd véges tartészamu aritmetikai fiiggvények

1.1 Definicio. I-vel jeldljiik azoknak az f filiggvényeknek a halmazit, melyek a kovet-
kez6 tulajdonsigoknak tesznek eleget.

a.) f értelmezési tartomanya a nem negativ egész szamok halmaza.

b.) Az f értékkészlete az egész szamok halmazéanak részhalmaza.

c.) Minden f + 0 fiuggvényhez ft6l fiiggden tartozik egy N nemnegativ egész
ugy, hogy fIN) # 0, de ha n > N akkor fin) = 0.

d.) Az azonosan zérus értéket felvevs fliggvény I-be tartozik.

1.2 Definicié. Legyen fel és f+ 0. Azt a N szamot, amelyre filN) # 0 de minden
n >N mellett filn) = 0, az f fiiggvény felsé tarté szamanak nevezziik és Suppf-fel jeldl-
juk, vagyis:
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() N = Suppf, ha AIN) # 0, de minden n > N mellett fin) = 0.

1.3. Definicié. I-ben értelmezzik az Osszeadast és a konvolucios szorzéast a kdvetkezd
modon: Legyen f,gel, akkor

(2) (f+ g)n) = fin) + g(n)

3) f *2)n) = go fin — k)g(k).

1.1. Tétel. Ha f,gel akkor f+ gel és f+gel és ha fgf+ g+ 0 akkor
4) Supp(f + g) < max(Suppf, Suppg) és ha fig+ O akkor f*g+ 0 és

&) Supp(f * g) = Suppf + Suppg.

Bizonyitds. Az 1.1. definici6 @ és b tulajdonsigdnak nyilvan eleget tesz f+ g is és
f*g is, ha fgel. Mivel az is trividlis, hogy ha f és g koziil legalibb az egyik azonosan zé-
rus, akkor f+ g is és fxg is I-be tartozik, elég csak a (4) és (5) tulajdonségot igazolni mert
ezekbél a c) tulajdonsag az osszegre és a konvoliciora mar kovetkezik.
Legyen tehat fgel. Ha f+ g =0, akkor az 1. definici6 d) miatt f+ gel.

Tegyiik fel, hogy f+ g+ 0, éslegyen N = max(Suppf, Suppg). Ha n > N, akkor
igy fin)=0 és g(n) = 0, tehat

(6) (f+8n)=fn)+gn)=0 (n>N).

Mivel f+ g+ 0, ezért van olyan legnagyobb N, melyre (f+ g)(N,) # 0 és (6) miatt
nyilvin N, < N.

Mivel igy N, = Supp(f + g), ezért a (4) egyenlStlenséget igazoltuk.

Most ratériink az (5) egyenlGség igazolasira, ahol feltessziik, hogy f,g # 0 és fgel
f.g # 0 miatt 1étezik

(7 N, = Suppf
és
(8) N, = Suppg.

El6szor megmutatjuk, hogy ha

® Ny=N, +N,

akkor
N

0
(10) (W)= 2 Ny = kiglk) # 0,
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mert, mint igazolni fogjuk,
(1) (F*8N,) = AN EN,),

és mivel (7) és (8) miatt fIN,)) #0 és g&N,) # 0, igy (f*g)(N,) = AN, )g(N,) 1.
Ha k= N,, akkor AN, — k)g(k) = AN, )g(N,). Tehat (10) belatdsihoz azt kell kimutatni,
hogy ha k#N,, akkor

(12)  fIN, — k)g(k) = 0.

Valéban, ha k& < N,, akkor N, — k> N, ésigy (7) miatt fiN, — k) = 0 kovetkez-
tében teljesil (12). Ha pedig k> N,, akkor (8) miatt g(k) = 0 és igy megint igaz a (12)
egyenléség. Tehat a (10) egyenlGség valoban fennall.

Most azt igazoljuk, hogy ha n > N, akkor (f * g)(n) = 0. Valdéban, ha a

n
kEO fin — k)g(k) osszegben k < N,, akkor n— k> N, ésakkor filn —k) = 0, ha pedig

k >N,, akkor g(k) = 0, ésigy (f*g)(n) = 0. Tehiat No = Supp(f * g) ésigy az (5)
egyenlGség (7), (8) és (9) kovetkezménye.

1.2. Tétel. Az I halmaz a (2) és (3) alatt értelmezett milveletekre nézve nullosztémen-
tes kommutativ gyurit alkot.™

Bizonyitds. Az 1.1.tételben igazoltuk, hogy a (2) és (3) alatti miveletek nem vezetnek
ki az [-b8l. Koénnyen igazolhat6, hogy I az dsszeadasra nézve Abel-csoportot alkot. Isme-
retes, hogy a (3) alatti konvoluci6 kommutativ, associativ és az Osszeaddsra nézve disztribu-
tiv miivelet. Igy tehat [/ ‘valoban kommutativ gytrii. A nullosztomentesség (5) kovetkezmé-
nye.

2. A szummaicios transzformacio

2.1 Definicié. Legyen b > 1 egész szam. [-ben értelmeziink egy Sb-vel jelolt
transzformaciot, melyet “b-re vonatkozd szummicios transzformaciénak™ neveziink,
és igy értelmezzik:

Suppf
> flobk, ha n=0
k=0
a P = (fel)
0, ha n> 0

Megjegyzés. Mivel flk) = 0, ha k > Suppf, ezért azt is irhatjuk, hogy

2 (S,N(0) = g‘é Ak)b*

* L.BERG: EINFUHRUNG IN DIE OPERATORENRECHNUNG, Berlin, 1962.
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Megjegyzés. Viligos, hogy ha fel, akkor S, fel, azaz Sb I — L
Megjegyzés. Nyilvanval6 az is, hogy ha (S,/)(0) #0, akkor

«(3) Supp(Sbf) = 0.
2.1.Tétel. Az S, transzformacio additiv:
4 S,F+g=8r+S¢ (fgel),
Bizonyitds. Ha » > 0, nyilvan igaz, hogy
(5) (S, + 8)(n) = (SyNn) + (S,8)(n),

mert mindkét oldal zérus. Ha n = 0, akkor pedig

(S, (f + £))(0) = kZ; (f + QUD* = kFO Ak)D* + k=20 glh)p* =

= (S,/(0) + (S,£)(0),

és igy (5) minden n = 0,1,2, ... -egészre teljesiil, ami (4)-et igazolja.
2.2.Tétel. Az S, transzformacié multiplikativ:

(6) S, (f«g) = (S,N*(S,8) (f,geD)

és

(D (S, *)O0) = (5,0(0) - (5,2)(0).

Bizonyitds. El6szor a (7) egyenlGséget igazoljuk, vagyis azt, hogy

(8) Suvpp(f *g) Supp f Suppg
Zh (f »g)(m)d" = g; fim™ ~ ;(’] g(m)b".

Legyen N, = Suppf és N, = Suppg (feltehetjiik ugyanis, hogy f,g # 0, mert ha f
és g egyike is azonosan zérus, akkor (6) és (7) nyilvanvaldan teljesiil). Akkor
N, = N, + N, jeloléssel



Supp(f * £) Y% n NQ M
2 (f »mb" = 2 Z fi'= kgob" = 2 2> fin — kgk)b" =
n= n=0 =0 k=0 n=k
N0 1\6 . N No_k
= 2 8k 2 fin— k" = Z gl 2 fmpt ™ =
No-k N M
2 gl 2> fimp™ = Z(’) g(k)bk - 20 fm)b™ .
m= 00 = m=

Tehat (8) ésigy (7) is teljesiil. A (6) egyenlGség (7)-bél a kovetkezd tételbbl kodzvetleniil
kovetkezik.

2.3. Tétel. Legyen

9 1, ha n=20
b(n) =
0O, ha n>0

és legyen a tetszOleges szam. Akkor bdrmely fel-te
(10) (f* a8)(n) = afin).
Bizonyitds. .
(Fead)(n) = kjo fin — kyad(k) = finad(0) = afin).

Megjegyzés. A fenti tétel alapjan (7)-b6l (6) igy kovetkezik: A (9) alatt értelmezett
6 flggvény felhasznaldsaval kapjuk minden n > 0 mellett, hogy

(S,N(n) = (S,NO0)8(n) és (S,8)n) = (S,8)(0)5(n) és

(S, (f + @))(n) = (S, (f *£))(0)6(n)

és igy (10) és (7) felhasznaldséaval:

(SN * (S,8)(n) = (((S,N(O0) + 8) x ((S,NO0) + 8)(n) =
= (S, N(0) - (S,8)(0)6(n) = (S, (f * £))(0)8(0) = (S, (f * &))(n).
Tehét valoban igaz a (6) egyenlség.
Megjegyzés. Ha (10)-ben @ = 1 akkor speciilisan kapjuk, hogy
(11) f+s=1,
vagyisa & fliggvény a konvolicids szorzés egységeleme.

Tehat /- egységelemes kommutatity gyuru de nem test, mint arrél konnyen meggy6z6d-
hetiink.
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3. Az egészértékii aritmetikai fliggvények ekvivalencidja

3.1. Definici6. I-ben bevezetiink egy ekvivalencia reldciét, melyet a kovetkezéképpen
értelmeziink: Legyen f;, f,€el. f ekvivalens f2—vel, jelben: fi L f,, akkor és csak akkor
ha

Spf1 = Sply-

Megjegyzés. A 3.1. definiciobol rogton kovetkezik, hogy annak a sziikséges és elégséges
feltétele, hogy 5 2 f2 legyen az, hogy
Supp/y Suppf,

) 2 fpk = 2 gt
k=0 k=0

teljesiiljon.

Megjegyzés. A 3.1. definici6 alatt értelmezett ekvivalencia relaci6 természetesen b-t6l
fugg.
Ha két I-beli fliggvény egy adott b-re vonatkozodan ekvivalens, egy masik b-re vonatkozé-
an 4latlaban nem ekvivalens.
Ha példdul f,(0) = 1, fl(l) =1, Suppf; =1 é f£,(0) =3, Suppf, = 0, akkor

i 2 f,» deha b= 10, akkor nem ekvivalensek, mert

1 0
2 [LOI0F = 11 43 =-2 f,(K)10F,
k=0 k=0
Ha a félreértés lehetdsége kizart, akkor az egyszeriibb ~ jelolést hasznaljuk.

Megjegyzés. A 3.1. definicioban értelmezett reldcié valoban ekvivalencia reldcio, kénnyen
lathato, hogy reflex, szimmetrikus, és tranzitiv, azaz

L fes .
2)Ha f, X f, akkor bf2 ok
3)Haf, 2f, & f,*f, akkor f 2 j

A kovetkezdSkben, mint eddig is, egy adott b-t mindig lerdgzitettnek képzeliink, és igy
a 2 jelolés helyett a ~ jelolést félreértés nélkiil hasznalhatjuk.

3.1. Tétel. A 3.1. definicidban értelmezett ekvivalencia reldcié kompatibilis az Gsszeadds-
ra és a konvolucids szorzdsra nézve, vagyis, ha f, ~ f, és & ~8ys

(f,.f,-8,,8,€D,  akkor
(2 Lte~hHhtg

’

es

3) f1*81~f2*82-
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Bizonyitds. Mivel
(4) 2 [ 8F = 2 f, (b
k=0 k=0

és

&) ekt = X g0

ezért (4) és (5) alapjan

>+ g)0bE = 2 fpk + 2 gy (Bt = X (08 + X g, (08 = 2 (7, + ;)0

azaz teljesil (2).

Most igazolni fogjuk, hogy (3) is fenndll. Mivel fy = fy é 8 ~ 8, ezért
(©) Spf1 = Spfy
és
(7) S$,8, = 5,8,
A 2.2 tétel felhasznlasival (2-6 képlet) (6) és (7) miatt
S, (fy = &) = (S,f)) = (S,8,) = (5,1,) x(S,8,) = S,(f, *&,),
vagyis (3) valoban igaz.

3.2. Definicié. A 3.1. definici6 értelmében vett ekvivalencia meghatarozza I-nek egy
osztalyozasat, amennyiben egy osztilyba soroljuk azokat az I-beli filiggvényeket, amelyek
egymadssal ekvivalensek. Ilyen-modon [ felbomlik nem iires, paronként diszjunkt osztalyok
halmazara. Az osztilyok halmazat /I/b-vel jeldljik. Ha fel, akkor azt az osztilyt melyben
f benne van {fln)} ,-vel jeldljiik. Ha nem okoz félreértést, akkor {f(n)}, helyett rovi-
debben | fin)} et is irhatunk.

3.3. Definicié. Az I/b halmazban értelmezzik az Osszeadds és a szorzas miiveletét a
kovetkezGképpen: '

Legyen | f(n)} és { g(n)] két tetszéleges I/b-be tartozd osztaly, akkor az dsszea-
dast a 4

(8) (fn)} + [gn) ] = [fin) + g(n)]

és a szorzast a

) (fm)} (g} ={ 2 fin = kg} = {(f «0)(n)}
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képlettel értelmezziik.

Megjegyzés. A (8) és (9) alatt értelmezett miiveletek a 3.1. tétel kovetkeztében egyér-
telmiien vannak meghatarozva.

3.2. Tétel. Az Ilb halmaz a (8) és (9) alatti miiveletekre nézve kommutativ gyiiriit
alkot, mely az egész szdmok gyiriijével izomorf.

Bizonyitds. Az hogy I/b kommutativ gyiirii, az 1.2. tétel alapjan konnyen lathaté. Azt
kell tehat csak igazolni, hogy I/b leképezhet6 az egész szdmok £ gyiiriijére ugy, hogy a le-
képzés kolcsdndsen egyértelmii és muvelettarto.

Megadjuk a leképzést: Ha | fin)] el/b, akkor ehhez az osztilyhoz az (S, NO)eE egész
szamot rendeljiik. Jelsljiik az | fin) | osztilyhoz rendelt szimot [ fin) | -sal, akkor tehat

azt irhatjuk:

10)  [fim] = N0 = 2 fkbreE.

A (10) leképzés egyértelmii, mert { fin)| nem fiigg attol, hogy az | fin)} osztalybol
melyik f elemet valasztottuk ki.

Tegyiik fel, hogy {f(n)} ={fi (n)} . Akkor f, ~ f, vagyis a. 3.1. megjegyzés alap-
jan

2 [pk = 2 fEE, tehdt {f,(m] = {fin)} .

De a leképezés kdlcsondsen egyértelmii is, mert ha valamilyen {f,(n)] és [f,(n)] osztély-
ra | fl(n)} = { f2(n),I teljesiil, akkor (10) értelmezés szerint

S k_ S k
2 1wk = 2 f,(0b

teljesiil, amib6l a 3.1. megjegyzés alapjin f, ~ f,, azaz [ f,(n)] = | fz(n)} kovetkezik.

Megmutatjuk, hogy a (10) alatti leképezés miivelettartd, azaz

(11) (fn)} + g} = [An)} + [g(n)]
és
12 {fm) lem)

I
=
S
et
A
S
N
—

Valoban, a 2.1. tétel és (8) és (10) felhasznéldsaval kapjuk, hogy
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(fin) + g(n)} = (S,(f+ &)(0) =
(SN0 + (5,8)0) = {fim) ] + [gn)}

tehat (11) igaz.
(12) igazolasdhoz a 2.2 tétel (7) képletét, valamint (9)-et és (10)-et haszndljuk fel:

() (g)) = [(F«0)m)] = (S, * @)(0) = (5,N(0) + (5,)(0) =

tehat (12) is igaz. Ezzel megmutattuk, hogy I/b és E izomorf,

4. Az étvitelt végrehajté Tb transzformdcié

4.1. Definici6. Aritmetikai fliggvénynek nevezzik az f fliggvényt, ha f értelmezési
tartomdnya a nem negativ egész szamok halmaza és f(n) valés szamértéket vesz fel minden
‘n mellett. Az aritmetikai fliggvények halmazat A-val jeloljuk. _

4.2. Definicié. Az A halmazon értelmeziink egy T, b transzformaciét, mely minden
feA fiiggvényhez egy T, feA fliggvényt rendel. A T, transzformaciot a kovetkezs egyenlet-
rendszer segitségével értelmezziik: :

a) s(0) = f0)
(1) b) sn+ D=fin+ 1+ [¥]
9 (ThH) = s - b[i(bi)]’

ahol s(n) egy egész értékeket felvevd segédfiiggvény, melyet az f ismeretében az (1.a.) ill.
(1.b.) egyenletek egyértelmiien meghatiroznak. s-et az f-hez tartozé allapotfiiggvénynek
nevezzik.

4.3. Definici6. Jeloljuk I,-szal azoknak a fliggvényeknek a halmazit, melyek értelmezé-
si tartomdnya a nemnegativ egészek halmaza, és ezen egész szamértékeket vesznek fel és a ko-
vetkez6 tulajdonsdgoknak tesznek eleget:

I. Minden fel, figgvényre 0 < filn) < b = 01,25 550

II. Minden fel, fiuggvényhez létezik Suppf, ha f+# 0, vagyis minden f+# O,
fel-hez — ft6l fiiggéen — létezik N nemnegativ egész, hogy AIN) # 0, de min-
den n > N egész szamra fin) = 0.

I1I. Ha f= 0, akkor fel,.

Megjegyzés. Vilagos, hogy I, C I.

4.4. Definicié. Jeloljik /_-szal azoknak a nemnegativ egész szamok halmazén értelmezett,
egész értékeket felvevd fliggvényeknek a halmazat, amelyek a kovetkezS tulajdonsigoknak tesz-
nek eleget:
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(i) Minden gel -fiiggvényre 0 < g(n) < b.
(ii) Minden ge/ -hoz — g-t6l fiiggéen — létezik olyan M nemnegativ egész
szdm, hogy ha n > M, akkor g(n) = b — 1.

Megjegyzés. Vilagos, hogy I_N [ = (, vagyis az [ -ba tartoz6 fiiggvények nem [-belick
és forditva, ha fel akkor f¢I .

4.1. Tétel. Legyen fel. Ha (S,/)(0) = 0, akkor T,fel, ha (S,N(0) < 0, akkor
T.fel .
LA

Bizonyitds. ElGszér megmutatjuk, hogy ha fe/, akkor minden n-re

(2) 0< (Ty,Nm) < b .

Valéban, mivel minden valés xre 0 < x—[x] < 1, ezért az (1.c.) egyenletbdl adddo

(TyN(n)  s(n) S(n)]

b~ b [_b_

(T, H(n)
b

Ezzel megmutattuk, hogy I F eleget tesz a 4.3. definicié 1. ésa 4.4, definicio (i) tulaj-
donsidganak minden n-re. Azt kénnyu latni (1)-bél hogy (Tb N(n) egész szam minden n-re.

osszefliggésbbl 0 < < 1 adédik, ahonnan (2) kovetkezik.

Most megmutatjuk, hogy ha (S,N(0) = 0, akkor T »Jfre 4.3. definici6 I. tulajdon-
saga mellett teljesiil a 4.3. definici6 II. tulajdonsiga is, és igy T, fel,, ha pedig
(S, N(0) < 0, akkor Tb fre teljesil a 4.4. definicié (i) tulajdonsiga mellett a 4.4. defi-
nicié6 (i) tulajdonsiga is, ésigy T, fel .

Ehhez sziikséglink van a kovetkez6 lemmara:

4.1. Lemma. Legyen fel éslegyen s = s(n) az (1.b.) egyenletnek az (1.a.) kezdeti
feltétel melletti megoldasa. Ha s(Suppf) = 0, akkor létezik olyan N,, hogy ha n > Ny,
akkar s(n) = 0, ha pedig s(Suppf) < O, akkor létezik olyan N, egesz szdm, hogy ha

n>N2, akkor s(n) = — 1.

Bizonyitds. Legyen N, = Suppf. Akkor f(NO + 1) = 0 miatt (1.b)- b6l azt kapjuk,
hogy

s(Ny) s(Ny)
(3) s(N0+l)=[ 5 ]< 3

Megmutatjuk teljes indukcidval, hogy tetszbleges k természetes szamra

S(N, 0 )
bk

(4) SN, + k) <
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k= l1e (4) a mar igazolt (3) egyenlGtlenségbe megy at. Tegyiik fel, hogy (4) teljesiil
k = l-re. Akkor f(NO + k+ 1)= 0, (1.b.) é (4) felhasznalisival kapjuk:

s(N, +. k)] i s(Ny + k) s(Ny)

s(N0+k+l)=[ 5 5 bk+1’

tehit igaz (4). Ha (V) = 0, akkor teljes indukcioval (1.b.) alapjian beldthatjuk, hogy

s(N, + k) = 0 minden k természetes szamra. Ha K olyan nagy, hogy

S(Np)
bK

<1, akkor (4)-bdl 0< s(N, + K) < 1 kovetkezik, és mivel s(N0 + K) egész szam,

ez csak ugy teljesiilhet, hogy s(N0 + K) = 0. Legyen N, = N0 + K. Akkor s(N,) =0
és igy minden k > 0 egész szdm (1.b.)-b6l s(N,+ k) = 0 kovetkezik, vagyis, ha

nzN,, akkor s(n) = 0.

Legyen most s(NO) < 0. Akkor minden k természetes szamra

s(N, )
Bk

&)

—s(N0+k)<b_1

s(Ny)
b

k = l-re ugyanis (5) az s S(No + 1)< egyenlGtlenségbe megy at, ami

bh—1

S(N,) :
s(N0 + 1) = [To] miatt nyilvan igaz. Tegyuk fel, hogy (5) igaz k > l-re, akkor (5)-
bél kapjuk:

s(No) S(N, + k) 1 b 1
(6) Fxl B “BE-1"B-1
b
S(N, + k)
Mivel [T] = S(No + K+ 1), ezért
s(N0 + k)
@) 'b——S(NO+k+l)<l.

A (6) és (7) egyenlGtlenségek megfelel6 oldalainak az Osszeaddsa utdn kapjuk, hogy

B 0 h TP D
sl R AR AN T s b

Tehat (5) igaz minden k-ra. (5)-bdl azt kapjuk, hogy

S(WNo) b 1
—s(No + k)< ———=1+—-——, ésinnen
bk

h~—1 LR
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1 S(No) S(NO)
(8) S(N0+k)>—1—++ >—2+
b—1 bk bk
s(Ny)
B igeE &5 SRR S, W0l — 3 = 1, akkor
s(Ny)
S(Ng + K)>— 2+ K > -3,
ahonnan
s(N0 + K) 3 3
b Ll L
tehat
s(N, + K)
(€)) S(N°+K+l)=[—b__]>—2'

(9)-bél (1.b.) alapjan felhasznélva, hogy s(n) < 0, ha s(NO) <0, és
hogy
s(N, + K+ 1)
b

}-

kapjuk, hogy

' N + K+ 1)
(10) 0>s(NO+K+2)=[ 5 ]=—1.

n= NO, tovabba azt,

Legyen N2 =N, + K+ 2 Akkor s(n+ 1) = [LI;I)J , (n > N,) egyenlGségbdl tel-

jes indukciéra kapjuk, hogy s(n) = — 1. Ugyanis az éllitis n = N,Te igaz. Tegyik fel, hogy

n= N, mellett s(n) = — 1. Igy
s(n) - :._1 ==
b b & :
Tehat, ha n> N,, akkor s(n) = —1.

Ezzel a lemmat igazoltuk.

A 4.1. tétel bizonyitasdnak a folytatéasa:
Az (1) egyenletek felhasznildsival kapjuk, hogy
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5 N N o)
2 (T,NB" = 2 s(mp” — 2 b"* I[T] =

n=0 n=0 n=0

= f0) + Z fin)b" + an[s(n 1)] bn+1[£(5’1)_}=

y ) _
.,f(n)b”+2b"*1[s(n)] F’b"”[%’)]—b””[%)
n=0

n=0

-

vagyis
N N

() 2 (T,Hmb" = 2 fmb" — b ”[5(-,?"]-

n=0 n=0

Supp f
Tegylik fel, hogy (S, HNQO) = 3—' f(k)bk 0, éslegyen a rovidség kedvéért Suppf= N0'

Akkor s(N,) = 0. Ha ugyanis s(NO) < 0, akkor van olyan N,, hogy ha n >N,, akkor
s(n) = — 1. Legyen N > max(N,V,), akkor (11) atmegy a

3

N ”
(12) 2 (T, Nb" = 2 fob" + oV 1= (SN0 + B¥ 1

2

egyenldségbe. Mivel (2) miatt (7, f)(n) < b — 1, (12)-bél a kovetkezG egyenlStlenséget kapjuk
N
(13 §AO+ " T Z -y =" -,
n:

ahonnan az (Sb NO) < — 1 ellentmondésra jutunk.

Tehit, ha (Sbf)(O) > 0, akkor s(N,) = 0. De akkor van a 4.1. lemma szerint olyan Nl,
hogy ha n> N,, akkor s(n) = 0. De akkor (l.c.) alapjén azt kapjuk, hogy n=> N, ese-
tén

(T,N(n) = 0
Ezzel megmutattuk, hogy T, fel, .

Tegyiik most, fel hogy (S,/)(0) < 0. Akkor s(Suppf) < 0. Ha ugyanis s(Suppf) = 0
volna, akkor a 4.1. lemma szerint 1étezne N1 , hogy s(N) =0, ha N> N1' Legyen
N> max(N1 ,NO), akkor igy (11) 4tmenne a

N N
14 Z (TN = 2 A" = (S,/)/0)

egyenlGségbe. Azonban (2) szerint (Tb Nn) = 0 ésigy (14)-bél az (Sb NO) = 0 ellentmon-
dasra jutnank. Tehat s(Suppf) < 0. De akkor a 4.1. lemma alapjan 1étezik N,, hogy minden
nz N, mellett s(n) = — 1. Igy tehit n> N, esetén (1c)-bdl kapjuk, hogy
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(T, N(n) = s(n) — b[i(-;})—]= ~1b b= p—1.

Tehat (S,/)(0) < O esetén T, fel_ .

4.2. Tétel. Legyen f,gel. Akkor f 2 g akkor €s csak akkor teljesiil, ha
(15) I 0= 1,2

Biionyités. A 3.1.megjegyzés alapjan azt kell igazolni, hogy ha f,gel, akkor
(16)  (S,N(0) = (5,2)(0)
akkor és csak akkor igaz, ha (15) igaz.

Tegyiik fel elGszor, hogy (16) teljesiil. Legyen §y, az fhez, s, a g-hez tartozé dllapot-
fuggvény. A 4.1. lemma értelmében 1étezik olyan N; és N;, hogy n > N; esetén s,(n) = 0
vagy sl(n) = — 1 aszerint, hogy (Sbf)(O) > 0 vagy (Sbf)(O) < 0.

Ugyanigy, g-hez is 1étezik egy N; ugy, hogy sz(n) =0, ha (5,8)0)>0 és n> N; , vagy
ha (S,2)(0) < 0, akkor s5,(n) = — 1 minden n> N, mellett. Legyen N*=max(N; ,N;),
akkor (16) miatt N> N™ esetén vagy s5,(N) = 5,(N) = 0 vagy s,(N) = 5,(N) = — 1.

Tehédt minden esetben

s, (V) _[sz(N) .
b ]’ b ]

«17) [

Legyen N > max(N*, Suppf, Suppg) és ilyen N mellett tekintsiink a (11) egyenl&séget
fre és g-re:

& ™)
(18) (T, H(m)b" = (S, H(0) — b¥*! [fLE_]
n=0
& 5,(N)
(19) 2, (T,)(mb" = (S,8)(0) — bV*! [_23_] )
n=0

A (18)-bol és (19)-b8l (16)-ra és (17)-re valo tekintettel kapjuk, hogy

N N
(200 2 (T,Nb" = > (T,g)(mb".
n=0 n=0

Mivel a 4.1, tétel miatt T, [ Tygel,VUI, a (20) baloldala is meg a jobboldala is ugyanan-
nak a szimnak a b alapu szdmrendszerben felirt alakja. Ez a felirds egyértelmii, ezért (20)-bél

(21) (TyN(n) = (T, 8)(n)

kovetkezik minden 0 < n < N szamra. Mivel N tetsz6leges nagy lehet, (21) igaz minden n-re,
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és igy igaz (15).

Tegyuk most fel, hogy (15) igaz, vagyis (21) teljesil minden n-re. Akkor (l.c.) és (21)
alapjan

s, (n) s, (n)
(22) sl(n)—b[lb J=s2(n)—b[2b ] (n=1012,.:.)

ahol 5y, az fhez, s, a g-hez tartozé éllapotfiiggvény, (22)-b6l kapjuk:

(n=0,1,2,..)

23) sl(n) — sz(n) N [sl(n)] B [sz(n)}

b b b

Legyen N > max(N’l‘ ,Nz*,Suppf, Suppg). Akkor ilyen N mellett tekintve a (18) és (19)
egyenldségeket (21) figyelembevételével kapjuk:

5, (N)
(S,N(0) — phh [—15—] = (5,8)(0) — pYH

ahonnan atrendezéssel adodik

([T @
(S,(0) — (S,8)(0) = BY l[[lT] B b_”

és innen (23)-ra val6 tekintettel
(24) (S,N(0) — (S, 8)(0) = BN (s, V) — $,(N)).

Mivel (24) bal oldala nem fiigg a N szamtol, ezért a jobboldal sem filigg N-t6l. De mivel a N-re
tett feltevés miatt s, (N) — s, (N) sem fuigg N-t6l, (24) jobboldala csak akkor lehet konstans, ha
54 (N) - S, (N) = 0. De akkor viszont (24)-bdl (16) kovetkezik, amit bizonyitani kellett.

4.3. Tétel. Minden n=> 0 egészre és minden feA fiiggvenyre igaz

(25) (Tg N(n) = (TyN(n), azaz T, idempotens operator :
(200 Ti=T,.

Bizonyitds. Legyen fed, akkora g(n) = (Tif)(n) = (T, (T, H))(n)
fliggvény értékeit az (1) egyenletrendszerbél kaphatjuk meg:

(27) $(0) = (T, H(0)
(28)  stn+ 1) = (T,N(n+ 1)+ [ib”)]'

(29)  (T2H(n) = s(nm) — b[s—(b'—l—)]
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Teljes indukciéval bebizonyitjuk, hogy
(30) s(n)=(TyHn) (n=0,1.2,..)

n= 0-ra (27) miatt igaz az alllitas.
(T, N(n)

b

Tegyiik fel, hogy (30) igaz n > 0 mellett. Mivel (2) szerint 0< (T, H(n) < b, igy [
Tehiat (28)-bol (30) felhasznaldsaval kapjuk, hogy

(T, N
b

(n)
s(n+ 1) =(T, H(n + 1)+[fbl]= (TyH(n+ 1) + [ J= (T, H(n+ 1).

Ezzel igazoltuk a (30)-egyenl&séget. Akkor viszont (29) alapjan

(T, N(n)
b

T2f)(n) = (T,,f)(n)—b[ ] = (T, N(n).

Ezzel igazoltuk a (25) egyenlGséget és igy a (26)-0t is.
4.4 Tétel. Ha f,g el, akkor
GBl) T, + g =T,(T,f+ T2

es

(32 T, * @) = T,(T,f * T,2.

Bizonyitds. Elosz6r megmutatjuk, hogy ha fel, akkor f< T,f.

A 4.3. tétel alapjan T, f= Tg f= Tb(Tb f) és innen a 4.2 tétel alkalmazésaval kapjuk,
hogy

(33)  fETf

Mivel gel, ugyanigy fennall

34) g~ T,

is. Igy a 3.1. tétel alkalmazdsdval kapjuk, hogy

3S)  f+gRT,f+ T

o :

(36)  fxgRT,f+Tye

(35) és (36)-bol a 4.2. tétel alkalmazasaval kapjuk (31) és (32)-t.
4.5.Tétel. Ha fel U I, akkor

@7 =i

|- 0



=0 =
Bizonyitds. Legyen fel,Ul . Akkor minden n > 0 egész szamra
(38) 0< fln) < b.
Tehat ha s az f-hez tartozo éllapotfiiggvény, akkor
SO _ 1191] i
o] %] -
Megmutatjuk

(39)

n= 0ra a (39) egyenldséget mar beldttuk.Tegyiik fel, hogy (38) igaz n = 0 esetén. Akkor
(1.b.) alapjan

sin+ 1)=filn+1)

tehat (38) miatt [s(n ; D] = [f(n Z 1)] = 0. Tehat (39) igaz minden n-re. De akkor

(1.b.) és (l.c.) alapjan minden n-re
(T, N(n) = s(n) = fin)

vagyis (37) valéban fennill.

5. Algoritmus hosszt egész szimnak rovid szammal valé osztdsira

5.1. Tétel. Legyen fel, és valamilyen egész szam legyen a # 0.
Akkor az

ax(0) — bt(0) = f(0)
(1)

ax(n) — bt(n) = f(n) — th — 1)
egyenletrendszernek a

2 0<x(n)<b»b (x(n),t(n)ekL" (n=0,1,2,...)

feltételek mellett legfeljebb egyetlen x(n) & t(n) fiiggvény megolddspdria létezik.

Bizonyitds. Tegyuk fel, hogy az x(n) és t#(n) fliggvénypar mellett az x'(n),t'(n) flgg-
vénypar is megolddsa (1)-nek ugy, hogy

3) 0<x'(m<b (@=0,12,..)

teljesiil. Mivel x'(n) és #'(n) is megoldasa (1)-nek, ezért
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ax'(0) — b£'(0) = f0)
4 i=12 ..
ax'(n) — bt'(n) = fin) — (n—1)

Legyen y(n) = x(n) — x'(n), z(n) = t(n) — t'(n) (n=0,1,2,...). Akkor az (1) és (4)
egyenletekbdl kapjuk, hogy

ay(0) — bz(0) = 0
(5) (m=1.2::2

ay(n) — bz(n) = —z(n — 1)
Mivel az ay — bz = 0 diofantikus egyenlet dlatlanos megolddsa y = kb és z = ka, ahol
k=0, 1,%2,... ezért az (5) egyenletrendszer elsé egyenletébél »p(0) = kb és z(0) =

= ka alaku lehet.
A (2) és (3) feltételbdl kovetkezik, hogy

(6) b(m)I<db (@®=012,..))

Tehit specidlisan n =0 mellett

kb = kbl = y(O)I< b

ahonnan azt kapjuk, hogy |kl1< 1. Ez csak k = 0 mellett lehetséges, és igy »(0) = 0,
és z(0) = 0. Megmutatjuk, hogy

(7) y(n) =0

és

(8) z(n) =0

teljesil minden »n = 0,1,2, ... mellett. n = 0 esetre belé}tuk az allitast. Tegyuk fel, hogy

valamilyen n > 1 mellett y(n — 1) =0 és z(n — 1) = 0. Az indukciés bizonyitashoz azt
kell megmutatni, hogy akkor (7) és (8) is teljesiil. Valoban, az indukcios feltevés miatt az (5)
alatti masodik egyenlet ilyen alaku lesz;

9) ay(n) — bz(n) =0

Tehat y(n) = kb és z(n) = ka és (6) miatt k= 0, vagyis valoban igaz (7) és (8).
Igy tehat azt kapjuk, hogy x(n) = x'(n) és t(n) = £(n) minden n-re. Ezzel a tételt igazol-
tuk.

Megjegyzés. Jol ismert, hogy az

ax — bt=c
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diofanatikus egyenletnek akkor és csak akkor van megoldasa, ha a és b legnagyobb kozds
oszt6ja c-nek is osztdja. Igy tehat az (1) egyenletrendszernek biztosan nincs megoldasa, ha
(a,b) nem osztdja flc)-nak. Az (1) egyenletrendszernek mindig van megoldasa, ha a és b
relativ prim, mert akkor (g,b) = 1 minden szdm osztdja.

: Suppf
5.2. Tétel. Legyen fel, és M = kz; R > 0.

Ha a > 0 osztéja M-nek, akkor létezik az 5.1. tétel szerint

ax(0) — bt(0) = f(0)
(n=12;..2)
ax(n) — bt(n) = f(n) —t(in—1)

egyenletrendszernek olyan x(n), #(n) megoldasparja, amelyre a

0<x(n)<b»b

feltétel teljesiil. Ekkor xel, és

Suppx M
(10) 2 x(k)b* ==
k=0 -

Bizonyitds. Legyen m =% és uel, olyan, hogy

Suppu

(11) m= 2 u(k)bF
k=0

vagyis (11) az m szdm b alapu szamrendszerben felirt alakja. De akkor ¢ > 0 miatt

Suppp Suppf
S, @) = 3 aup(k)p* =am=M= 3 [k = (S,/(0),
k=0 k=0

tehat f .2 ap. Igy a 4.2. tétel alkalmazasaval kapjuk, hogy
(13) .. Tpf= Ty(ap.
fel, miatt a 4.5. tétel alapjan T,f=f ésigy
(14) f= T,(aw)
Legyen s az au fliggvényhez tartoz6 allapotfiiggvény. Megmutatjuk, hogy akkor
x(n) = p(n) és tm) = [*P]

kielégiti az (1) egyenletrendszert, és a (2) egyenlétlenség is tel-

jesiil. Valéban a 4.2. definicié szerint
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(15) s(0) = au(0)
(16) stn+ 1) =au(n + 1) + [Ll’:)]

17 T,@m = stn) - 5[]
Igy tehat (14)-re valé tekintettel kapjuk, hogy
f(0) = T, @w)(0) = 50) — 5[*2] = au(0) — 5[X2L] = ax(0) — b1(0),

vagyis, az (1) els6 egyenlete teljesiil. Legyen n > 1. Akkor (14), (16) és (17) miatt
fin) = Ty = sm) = 5[] = au(my + [FE=L] - p[S2] -
=ax(n) + t(n — 1) — bt(n),

ahonnan atrendezéssel kapjuk az (1) egyenleteit n = 1,2, ... esetére. Az, hogy a (2) egyen-
16tlenség x = u esetén fennall, az quel, feltétel miatt nyilvin teljesil. Az is nyilvinvalo,
hogy x = p mellett (10) is fenndll (a (11) egyenlSség és m = % miatt). Ezzel a tételt iga-
zoltuk.

6. Algoritmus hosszii egész szimnak hosszu egész szdmmal valé osztdsdra

A kovetkazékben adott f és g mellett vizsgaljuk a

(D (g *x)(n) — bt(n) = f(n) — tln — 1) -1)=0n=0,1,...)
egyenleteknek a

(2) 0<x(n)<b (x(n), t(n) egész; n=0,1,2,...)

feltételek melletti megoldasait. Az (1) egyenletrendszer az (5.1.) egyenletrendszer altaldnositasa.
Ugyanis, ha specidlis g(0) = a és Suppg = 0 akkor (1) atmegy az (5.1) egyenletrendszer-
be.

6.1. Tétel. Legyenek f és g egesz ertékeket felvevo fiiggvények. Ha g + 0, akkor leg-
feljebb egy olyan x(n), t(n) fiiggvénypar létezik, amelyre az (1) egyenletek fennallnak €s
ugyanakkor a (2) feltételek is teljesiilnek.

Bizonyitds. Tegylk fel, hogy x(n)-re és t(n)-re teljesil (1) és (2) és ugyanakkor x'(n)
és t'(n)re is fennall, hogy

3) @+ xYn)—bt'(m)=fn)—n—-1) F1D=0n=0,1,...)
és

4 0<xn)<b (&'(n),tn) egész; n=0,1,...)
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Legyen y = x — x' és z =t — t'. Akkor (1)-bél és (3)-bél kapjuk, hogy
(5) g*y)(n) —bzin)=—2z(n—1) —D=0;n=0,1,...)
és (2)-b6l (4)-bél kapjuk:

(6) bm)l<b (n=0,1,...)

Az (5) egyenletet részletesen kiirva kapjuk, hogy

7 k%; gn — k)yk) — bz(n) = — z(n — 1) z=1D)=0n=0,1,..))

n=0 eseténa (7) egyenlet a
(8) g(0)y(0) — bz(0) = 0

egyneletbe megy at. Megmutatjuk, hogy »(0) = z(0) = 0. Ez g(0) #0 esetén (8)-bol (6)
miatt kovetkezik. Ha g(0) = 0, akkor (8)-bol egyenlére csak az kovetkezik, hogy z(0) = 0.
Tegyiik fel, hogy g(0) = 0. Mivel g #0, létezik olyan r > 0, hogy g(r) #0, de ha

0< n<r, akkor g(n) = 0. Ha tehat 0 < n < r, akkor a (7) egyenlet a

9) —bz(n) = —2z(n—1) (n=050a0=11)
egyenletbe megy 4t, ahonnan (teljes indukcioval) kovetkezik, hogy
(10) z(n) = 0, ha O0<n<nr
Helyettesitsik (7)-be n helyébe r-et, akkor (10)—fe val6 tekintettel azt kapjuk, hogy
(11) gr)y(0) — bz(r)= —z(r — 1) = 0.
Innen g(r) #0 és (6) miatt az kovetkezik, hogy
(12) y(0)=2z(n=0

Azt akarjuk teljes indukciéval megmutatni, hogy y(n) = z(n + r) = 0 minden n-re
igaz. Ezt n = 0 esetére mar belattuk.

Tegyiik fel, hogy valamilyen n > 0 esetén ,
(13) yO=y()=...=y(n—1) =0, zO)=z(1)= ...=zn+r—1)=0
igaz. Helyettesitsiink (7)-be n helyébe n + r-et akkor
(14) gn+ r— kylk) =0,

ha k < n, mert akkor y(k) = 0. Hapedig n< k< n+r, akkor 0<n+r—k<r és
igy g(n+r— k) =0, aminek kovetkeztében (14) ismét fennill. Igy tehéit a (7) egyenlet a
kovetkezd egyenletre redukalodik:



=y

(15) gnyn) —bzin+rN=—zn+rn=—zn+r-—1)
Az indukci6s feltevés miatt z(n + r — 1) = 0, ésigy a (15) egyenletbsl g(r) #+0 és (6)

miatt y(n) = 0 és z(n + r) = 0 kovetkezik. Ezek megmutatdk, hogy minden n-re

x(n) — x'(nP=yn) =0 ésés tn)— t'(n)= 0,

vagyis igazoltuk a tételt.

Megjegyzés. A 6.1 tétel egyik kovetkezménye: Adott f és g mellett, ha g+ 0, akkor
legfeljebb egyetlen olyan xel,UI_ létezik, hogy valamely ¢ = #(n) mellett az (1) egyenletek
teljesiiljenek.

6.2 Tétel. Legyen f.gel, g +0. Ha van olyan xel, amely megoldisa (1)-nek es teljestil-
nek a (2) feltételek is, akkor

Suppf Suppg
> fkb*  oszthatb az > glb* szdmmal, és
k=0 _ k=0
Suppf
Suppx kz f(k)bk
(16) 2wt = ——
=) uppg "
5 s

Bizonyitds. Legyen x az (1) egyenlet megoldasa, és legyen
(17 - N > max(Suppf, Supp (g * x)).

Az (1) egyenlet mindkét oldalat megszorozva b"-vel és dsszegezve n = 0-t6l n = N-ig,
azt kapjuk, hogy

(18) © (5,8)0) * (S,%)(0) = (S,N(0) + V™' 1(N)
Innen viszont kovetkezik, hogy
(19) bY*14(N) = ¢ = konstans N > max( Suppf, Supp (g * x)).

Legyen N, > max(Suppf, Supp (g » x)) olyan nagy, hogy mar

le | 2
bN0+1 i
Akkor (19) kovetkeztében It(NO)I - < 1. Mivel It(NO)l egész, It(NO)I< 1 csak ugy
b 0

teljesiilhet, ha #(N,) = 0. De akkor (19) miatt
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