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MEGJEGYZES A LOGARITMIKUSAN KONKAV FUGGVENYEK ELMELETEHEZ

Rapcsidk Tamds

Ebben a dolgozatban bebizonyitjuk a folytonos, logaritmikusan konkav fiiggvények és a
folytonos, masodrendii Pélya fliggvények osztdlydnak azonossdgit. Ez a tétel megtaldlhato I. J.
Schoenberg [1] cikkében. Itt a tétel egy mas bizonyitasat adjuk. ‘

ElSszor definidljuk a logaritmikusan konkav filiggvény és a méasodrendii Pélya fiiggvény fo-
galmat, utdna kimondjuk és bebizonyitjuk a tételt.

Definici6. Egy minden valés x-re értelmezett, nemnegativ g(x) fiiggvényt logaritmiku-
san konkdvnak neveziink, ha tetszdleges x,,x, szdmpir és 0 <A< 1 esetén fenndll a

(1) g, + (1 = Nx,) > [g0e 1 - [g0x, 1~ A
egyenlGtlenség.

Definici6. Egy minden valés x-re értelmezett, fnérheté, nemnegativ g(x) fiiggvényt ma-
sodrendii Poélya fiiggvénynek neveziink, ha az aldbbi relacié

g(xl —yl) g(xl—yz)

(2) >0
g(xZ—yl) g(xz'—yz)

teljesiil akarmilyen x, <x, ¢és y, <y, értékekre és g(x) # O legalabb két kiilonbdzé x
értékre.

Tétel. A folytonos, mdsodrendu Pdlya fuggvények osztilya megegyezik a folytonos, loga-
ritmikusan konkdv faggvények osztdlydval. '

Bizonyitds. A bizonyitas elsé részében megmutatjuk, hogy egy folytonos, masodrendii
Pélya fliggvény logaritmikusan konkdv.
Tekintsiik ugyanis csak azokat az X,>x, € y,>y, értékeket, amelyre x, —y, =
=X, — Yy E megko6tés mellett az Xy —Yys%Xy — Yy PAr barmely x értéket felvehet. Vezes-
sikbea z, =x, —y,, 2,=x;, -, jeloléseket. Igy az aldbbi egyenlGségeket kell teljesite-
ni.

Xy =5 B&y
3) z, =x,
Z, =X,
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Mivel z,>2,, a (3) egyenlGségek teljesiilése ekvivalens a (4) egyenlGséggel
(4) 21_22=2(y2_y1)'
Igya z,,z, par barmely x értéket felvehet. Ekkor az alabbi reldciok igazak.

o P s e R
2 1 1 2
(5) 2) =x1—y1’

X, =y, +x. =y
2 1 1 2
(6 2 iy T My

A determinins feltételt kifejtve az alabbi egyenlGtlenséget kapjuk.
(N gx, —y,)8(x, —y,)>8(x, —y,)8(x, —¥,).

A koribban bevezetett jelolést alkalmazva, (5) és (6) miatt

zl+z2 zl+z2

- 3 és X, =¥, = 5

Igy a determindns feltétel az alabbi alakba irhato

{ z, + 2z, z, +z,
(8) g[‘ > ) 8l—7—) = Vez))e(z,) Ve(z,)e(,).
Ebbdl a fiiggvény nemnegativitdsa miatt kapjuk, hogy

Z, +z,
@ gl > Ve VG

ami éppen az allitas.

A bizonyitds masodik részében megmutatjuk, hogy egy logaritmikusan konkav fiiggvény maésod-
rendii Polya fliggvény. Mivel Xy =YV > Xy =Yy > X, —y,, ezért taldlhato O0< A< 1 oly
modon, hogy az alabbi egyenlGség teljesil

(10) Ax, =y )+ A =Ny —y,)=x, —y,.
Ekkor a (11) relacié6 is igaz.
(11) R(xl—y2)+(l—)\)(x2—yl)=xl —yl.

(Ha a (10) egyenletbdl kifejezziik a A(x = y2)-t, a kapott kifejezést a (11) egyenletbe behe-
lyettesitjiik, akkor azonossigot kapunk.) Mivel a g(x) fliggvény logaritmikusan konkdv, igy az
al4bbi reldciok igazak

12)  g(x, —»,)=8g\x, =) + (1 =N, —,)] > glx, —y P - glx, =y, "2 >0,

(13)  glx, —y,)=g\x, —y,)+ (1 = Nx, —y)]>gx, —y ) - gx, —y "> 0.



.
A (12) és (13) egyenldtlenségeket Osszeszorozva az alabbi egyenlStlenséget kapjuk
(14) g(xz_yz)g(xl —yl)>g(x1 _yz)g(xz—yl))

s ez éppen a kivant determindns feltétel.
Megjegyezziik, hogy a bizonyitds masodik részében nem haszndltuk ki azt, hogy a fiiggvények
folytonosak.
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Summary

I. J. Schoenberg proved (1) that the class of continuous, logarithmically concave functions
is identical to the class of continuous, second order Polya functions. In this paper we
present a simpler proof for the above theorem.

Peapopue

A, @, Exoeméepr NIoKasax;, 94To0 KIACC HENPEepPHBHHX JOrapH@Mu-
9YeCKEE BHNyKnax QyHKOEY coBnmazaer ¢ xraccom ¢ymxne# loxs BTOpPOI'O
nopsxaka., B sroff crarie ME Zajum Goxee mpocToe AOKOSATENXECTBO
9TOPO YTBEDPXJeHEA,
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