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A SHEFFER FUGGVENYEK FOATLOJAROL

Demetrovics Janos

0. Bevezetés

A k-értékii logikdk Sheffer fliggvényeivel kapcsolatban tobb jelentSs dolgozat jelent meg
[1,3 — 11]. Ezekben a dolgozatokban a szerzék tobbek kozott a shefferség kritériumaval, illet-
ve a sheffer fiiggvények szamossagaval foglalkoznak. Az [1, 5] dolgozatokban a szerzék “’sok”
Sheffer fiiggvény “altaldnos alakjat” adjadk meg olyan kritérium segitségével, amelyet “’nagyon
egyszeriien” lehet ellenGrizni.

Ez a dolgozat a Sheffer fliggvények f6atlojat tanulmanyozza. Sziikséges és elégséges felté-
telt ad a f6atlora vonatkozoan abbdl a szempontbdl, hogy egy adott fiiggvény értéktablazatat
miként lehet kitdlteni — adott f64tlé6 mellett — Ggy, hogy Sheffer fiiggvényt kapjunk. Tovabba,
a Sheffer fliggvények szamossagara is tesz néhany megallapitést.

1. A Sheffer fiiggvények fédtl6ja

Legyen E, = {0, l,...,k— l}, k= 2. Az SOy ,%y,. .. ,xn) fuggvényt k-értékii fligg-
vénynek nevezziik, ha az ;Ek xE x...x Ek) halmazon van értelmezve és az értékeit is az E,
n-szer
halmazon veszi fel. A k-értéki fliggvények halmazat k-értéki logikdnak nevezziik és P, -val
jeloljik.

Ismert médon hat4rozzuk meg a szuperpozicidét a k-értékii logikan P, [4, 10].

Sheffer fliggvénynek nevezziik azt a o(x;,x,,...,X,)€ Pk (n>= 2) fliggvényt, amely a
szuperpozicio segitségével generélja a Pk -t. A tovdbbiakban, az egyszeriiség kedvéért csak a 2
valtozés Sheffer fiiggvényeket fogjuk vizsgdlni.

Azt mondjuk, hogy az f(x,,...,%X;_ > X;%X; 1q0--- » X, )E P, fliggvény lényegesen fiigg
az x; valtozo6tdl, ha létezik olyan a= (0 50gseees@ 1500, 1,0..,0,), illetve

o= (. S l,a;,aHl ,-..,@,) érték kombinicié par, hogy o, # a; és f(a)# f(a").

A szemléletesség kedvéért az f(x,y) € P fliggvényeket értéktablizattal adjuk meg.
Lasd 1., illetve 2. 4bra.

Beérkezett: 1974. december 6.
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1.1. Lemma. Haaz f(x,x,,..., x,) fiiggvény generdlja az A alterndl6 csoportot,
akkor az f(xl,x2 ..... xn) Sheffer fiiggveny (k= 4),[5].

1.2. Lemma. Legyen o(x) egy teljes ciklus, azaz
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akkor a {a(x), 'r].(x)} fiiggvényhalmazok generdljak az Ak-t (1<j<2)[2].

Itt és a tovabbiakban mindig, kiilonbozé indexii «-dk, kiillonboz6 E, -beli elemeket jelol-
nek. Vagyis, a r].(x), 7(x) és o(x) esetében a fliiggvények minden Ek beli értéket egyszer
vesznek fel.

1.1. Tétel. Minden olyan g(x)€ P, fiiggvényhez, amelvre gla)# a (a € E)), létezik
olyan cpg(x,y) Sheffer fliggvény, amelyre igaz, hogy wg(x,x) = g(x).

Bizonyitds. Konnyt belatni, hogyha az f(x,y) fliggvény megdriz legaldbb egy értéket —
— fle,a)=a, e €EE, — akkor az f(x,y) nem lehet Sheffer fiiggvény [1, 10].

Bizonyitsuk be, hogyha g(x) nem O&riz meg egyetlenegy értéket sem, akkor a 2-viltozos
¢g(x, y) fliggvény értéktablazatat ki lehet ugy tolteni, hogy a cpg(x, y) Sheffer fliggvény legyen.
Vagyis meghatédrozzuk a ¢Jg(x, y) fliggvény értéktablazatat ugy, hogy csak a
(0,0),(1,1),... (k—1,k— 1) koordinatikat vessziik ismertnek, ahol .a g(x) fliggvény van
meghatdrozva. A tobbi (i,j) koordinétat csak ezutdn fogjuk megadni a g(x) fiiggvény segit-
ségével, ahol i#j,0<i,j<k—1.

Vegylk a ¢g(x,g(x)) ill. «pg(g(x),x) szuperpoziciét. Vilagos, hogy a «pg(x,g(x)) fligg-
vény altal kivalasztott k koordindta koziil {(O,g(O)), (1,g(1)),...,(k—1,g(k —1))} egy
sem esik egybe az (i,i), 0<i< k — 1 helyek egyikével sem, mivel a g(x) fiiggvény egyetlen-
egy értéket sem Oriz meg. Ezért ezeken a helyeken el tudunk éllitani tetsz6leges o(x) fiigg-
vényt gy, hogy ¢g(x,g(x)) = o0(x), ahol
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Példankban a sp;,(x,g'(x)) fiiggvény a + -vel jelolt helyeket hatirozza meg novekvé
sorrendben, ahova a o'(x) fiiggvényt épitjiik be, (Lasd 2. 4bra.), ahol
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o/ (x)-el jeldljiik a 0(0...(0(x))...)et.

j-szer
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Vizsgaljuk meg a ¢g(x, o/(x)) szuperpoziciok altal kivalasztott koordinatakat
(1 <j< k—1). Kénnyii belatni, hogy létezik legalabb egy olyan j, hogy a
{(0, o), (1, /1), ... , (k= 1, 0/(k — 1))} helyek koziil legfeljebb csak egy hely van lerog-
zitve a ¢g(x, y) fliggvény értéktablazatdban (k> 3). Példankban, pl. a xp;,(x, 0'3(x)) fiige-
vény kivalasztja a *i-vel jelolt koordinatakat. (Lasd 1. dbra.)

Ha minden hely tires, akkor ide épitsik be a 7(x) fiiggvényt, azaz g(x, o/ (x)) = 7(x),
ahol 7(x) tetszéleges olyan fliggvény, amely a o(x)-el egylitt generdlja az A k alternalo cso-
portot.

Ha csak 1 hely van lerdgzitve, akkor is be tudjuk ide épiteni a 7(x) fliggvényt, pl. a ko-
vetkezOképpen.

Legyen cpg(i, o’ (i) = a. Kiilonboztessiink meg 3 esetet:
a) a = i. Ebben az esetben 7(x) pl. legyen a kovetkezd fiiggvény:
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c)a+#i és |a—il# 1. Ebben az esetben 7(x) pl. legyen a kovetkezd fliggvény:
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Az 1.2. Lemma biztositja, hogy ezekben az esetekben is a o(x) és a 7(x) generdlja az
A, -t. Igy tehét a tételt bebizonyitottuk, ha k= 4.

Példankban ‘p;'(4, 0'3(4)= cp;v(4, 0) = 3 = 7(4). Ebben az esetben a b) eset igaz, vagyis
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Lasd 2. abra.

k= 2 esetén a tétel igaz, mivel mindkét ¢g(x, y) Sheffer fliggvény esetén, ¢g(x, x) =
=x.Az x generilja az S2 -t. A cpg(x,}?) = f(x), ahol f(x) konstans kell, hogy legyen.

k= 3 esetén kulonboztessilk meg 2 esetet.
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a) Ha g(x) felveszi mind a 3 értéket, akkor g(x) = o(x) teljes ciklus. A ¢g(x,g(x)) =
= 7(x), ahol o(x) és 7(x) generilja az S3 szimmetrikus csoportot. Az 1.2. Lemmabdl kovet-
kezik az ilyen tulajdonsigu 7(x) létezése. Legyen cpg(x,g2 (x)) = u(x), ahol

P I e

pe)l 11 2

Ismert tény [10], hogy a o(x), 7(x) és u(x) generdljdk az Osszes egyvaltozos 3 értéki
fliggvényt, G3-t amely a wg(x, y)-al egylitt generdlja a P3 -t [12].

b)Ha g(x) csak 2 értéket vesz fel, akkor vagy a g(x) vagy pedig a g% (x) fiiggvény
u(x) tipusa. A Py (x,y) téablazat tobbi helyeit pedlg ugy toltsik ki, hogy Py (x,g(x)) =
= o(x), vagy a w(x o(x)), vagy pedig a ¢(x, 0 (x)) legyen egyenls r(x)-el ahol a o(x)
ésa 7(x) generaljdk az S, szimmetrikus csoportot. Az S3 , 8(x), wg(x, y) fliggvényhalmaz
pedig generdlja a P,-t [12].

c) Ha g(x) — konstans, akkor a tétel trivilis, mert létezik olyan o« € E;, hogy g(a) =

A tételt bebizonyitottuk.

Megjegyzés. A «pg(i, 0/(i)) = a esetén masképpen is el lehet jarni. Az 1.2. lemmabol ko-
vetkezik, hogy a 7(x) minden értéket felvesz, ahol a 7(x) ésa o(x) generidlja az A 3t
Legyen 7(f) = a, 0< t< k — 1. Vilagos, hogy ilyen tulajdonsigi 7(x)-et is be tudunk épiteni a
P (x, y) értéktablazataba, a { (0, ol(0)), (1,d/ (1)), ..., (k- 1 oj(k— 1))} helyekre egészen
mas megoldés alapjan. Vegyiik a o/(f)=i é o™ (¢) = o/(i) fiiggvényeket, 1<, m,j < k.
Koénnyi beldtni, hogy a ¢g(01(x), o™ (x))= 7(x), ahol {(0, a/(0)), (1, P o iyl =1
ok — 1)} = {(¢(0), 0™ (0)), ( (1), ™ (1)), ..., (d(k — 1), ™ (k — 1))}.

2. A Sheffer fuggvények szimossdgaroél

Legyen o(x) teljes ciklus és a 7(x)-el egylitt generdljik az A xt-Az 1.1. Tételbdl kovet-
kezik, hogyha létezik olyan i illetve j, 1<i,j<k, hogy ¢,(x, o (x)) = 7(x) illetve
cpa(aj (x), x) = 7(x), akkor ¢ (x,y) Sheffer fliggvény.

2.1. Lemma. Ha
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akkor a o(x), 7(x) generdlja az Aj-t.
Bizonyitds. Konnyi beldtni, hogy a
") =0""2(x) *k=2m+1) il. 7'G)=""3x) (k=2m)
esetén a kovetkez6képpen néz ki:

X l Q; C"i-t-l

X)) ey Sy =
Az 1.2. Lemma szerint o(x) és 7"(x) generdlja az A, -t.

A Lemmat bebizonyitottuk.

Konny(i belatni, hogy egy o(x)-hez k(k — 3)! kilonbozé 7(x) felel meg, amely a 2.1.
Lemmaban lévé tulajdonsaggal rendelkezik.

2.2. Lemma. Ha
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akkor a o(x), 7(x), generalja az A o 4
Bizonyitds. A Lemma bizonyitdsa azonos a 2.1. Lemma bizonyitdsaval.

Konnyl belatni, hogy egy o(x)-hez k(k — 1)(k —4)! kilénb6zd 7(x) felel meg, amely
a 2.2. Lemmaban 1évé tulajdonsiggal rendelkezik.
A Lemmat bebizonyitottuk.

2.1. Tétel. Legyen o(x) teljes ciklus és k=" 5 Akkor a kiildonbdzd cpo(x y) Sheffer
fiiggvények szama > (k — 1)! k(2k — 4)(k — 4)! kP -2k 41,

Bizonyitds. A 2.1. Tétel bizonyitdsa kozvetlenul adodik a 2.1. és a 2.2. Lemmabol, vala-
mint az 1.1. Tételhez fliz6tt megjegyzésbol.

2.2. Tétel. Minden g(x) fiiggvényhez (g(x)€ P, Vo, €E, :g(a)# a) létezik legalabb
2
k(k — 4)!\(2k — HK* —3* 1 kiilonbozd 0, (x,¥) Sheffer fuggvény.




Megjegyzés. Legyen m az f(x,,x,,...
szama. Salomaa az [5] munkdjiban felvetette a kovetkezd kérdést: mi az a minimélis m szam,
amely mellett meg tudjuk allapitani, hogy az f(x1 2 Xy,
niil att6l, hogy milyen a tobbi k" — m hely. Salomaa [5] bebizonyitotta, hogy m > k+ 2 és

s

Bizonyitds. A 2.2. Tétel bizonyitdsa kozvetleniil adédik az 1.1. és 2.1. Tételbdl.

,xn) (n>= 2) fliggvény ismert értékeinek a

- ,xn) Sheffer fliggvény, fiiggetle-

ha k primszam, akkor m = k + 2. Itt szeretném megjegyezni, hogy nem minden Sheffer
fuggvény ilyen tulajdonsagi, hanem csak léteznek ilyen tulajdonsigu Sheffer fliggvények. Az

1.1. és 1.2. Tételekbdl kovetkezik, hogy minden k-ra (k= 2) léteznek olyan Sheffer fiiggvé-

nyek, amelyekre m < 2k.

[1]

(2]
(3]

[4]

[5]

(6]

[7]

(8]

(9]

[10]

[11]

[12]

Irodalom

R. L. Graham, On n-valued functionally complete truth functions, The Journal of
Symbolic Logic, 32 (1967), 190—195.

S. Piccard, Sur les bases du groupe symetrique, Paris, 1946.

I. Rosenberg, La structure des functions de plusiers variables sur un ensemble fini,
Comptes rendus Acad. Sci. 260 (1965).

A. Salomaa, A theorem concerning the composition of functions of several variables
ranging over a finite domain, The Journal of Symbolic Logic, 25 (1960).

A. Salomaa, Some completeness criteria for sets of functions over a finite domain I,
I, Annales Universitates Turkuensis, 53 (1962), 1-9 and 63 (1963), 1—19.

R. F. Wheeler, Complete connectives for the 3-valued propositional calculs.
Preceendings of the London Mathematical Society, 16 (1966), 167—191.

P, A, BalipamoB, BuBegenue KpuTepreB JyHZaMEHTAIHOCTH
rpynn NoACTAHOBOK M IMOJXYrpynn oro6poxeHu#t m3 Teopemu
PoaenGepra, KubepHeTHKa,vol. 3 (1972), pp. 71-76.

P, A, BalipauoB, K Bonpocy o (¢yHKOIuoHaXBHO# noxHoTe

B MHOTO3HAUHOR sormkxe, JAncKpeTHH! aranus,
vol. 11.(1967), pp. 3—20.

E. D, 3axapoBa, Kpurepmi#f moxHoTH cmcTeu ¢yHKOuA u3 P,
llpoSneMn Ku6epHETHKH, vol. 18 (1967), pp. 5—10.

B. B. KyapaBoes, O MOKPHTHAX NPEANOJHHX KNACCOB K-3HAUHOH#

mormku, LmckperHH{ amaams, vol. 17 (1970), pp. 32—-44.

A, I, MaxsneB, O6 oxHOM ycmmeHMH TeopeM Caynmemxoro m f6monc-

XKoro, Axreépa M JOTHKE, vol. 6 (1967), 3.

C, B, A6noncruit, PyHROEOHANBHHE MOCTPOEHHA B K-3HAUHO# Xo=

rake, Tpyzn MaTeMaTWUeCKOro HMHCTHUTYTA HM,-H&
B, A, CreryoBa, vol. 51 (1958), pp. 5—142.



Summary

The present paper studies the main diagonal of Sheffer functions (p(x,x,...,x)). It
gives a necessary and sufficient condition for the main diagonal of a matrix to be extendible
to a matrix a Sheffer function i.e. for all functions g(x) e P, which has no fixed point i.e.
Va,a € E :gla)# «a there exists a Sheffer—functions cpg(xl 3Xg5...5%,)(n=>2) such
that «pg(x, X,...,x)= g(x).As a conclusion some estimates are given for the number of
Sheffer functions.

Pe3apue

B macroamel padore mccaepayercda raaBHas AmaroHaxs lleddep
¢yurnuf m paerca HekoTopas oneHkKa AxA dncexn lledpdpep PyHxmouil,
Boxee TOro JokKasHBaETCH, UTO KaXAyD (QJYHKOHED g(x), HECOXPAHADEYD
HEKAROE 3HAUCHHMEe = T.€¢ VaE€E, :g(a)# a = MOXHO DPACTIPOCTPAHATE XO

Xy oux,) (n>2) Heddep pysEIEE, TXe 0, (%, X, ..., x) = g(x) o RAE

nexH, LOCTATOTHO aad)nxcnponan He GOnLne qyeM 3k BsHaveHmi
mmnn ‘P(x19x23"-’x ) TOeC (p(al) 3k
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