MTA Szimitdstechnikai és Automatizdldsi Kutato Intézete, Kozlemények 12. (1974)

Szepesviri Istvdn:

KONVERGENS VEGES DIFFERENCIA MODSZER BIZONYOS DEGENERALT
NEMLINEARIS TOBBVALTOZOS PARABOLIKUS EGYENLETRE

1.BEVEZETES

J.L. Graveleau és P. Jamet az [1] dolgozatban a

= f(x,t,u)az—u
ax2
egyenlet numerikus megoldasaval foglalkozik az u(x,0) = u%(x) kezdeti feltétel mellett, ha
fx,tu)= 0, a=0 konstans, x egydimenzids. Ebben a cikkben — tovabbfejlesztve az [1]-
ben alkalmazott moédszereket — az el6bbinél dltalinosabb (1.1) — (1.2) egyenletre adunk sta-
bilis és konvergens véges differencia kozelitést.

Tekintsiik a kovetkez6 differencidlegyenletet:

r

Zf(xtu(xt)u (xt))a“(’”) + 2 26,0

= =]
axm p=l m

(1.1) au(x t)

au(x t)] Sl

az
(1.2) u(x,0) = u%(x)
kezdeti feltétellel, ahol x = (Xys000,%,)€E #5, p=>1 egész.

Feltesszlik, hogy fm (x,tuu, ) folytonos, nemnegativ, valés valtozos filiggvény;
m

n n .
O of —a—[ﬂ] s i[@_ﬁ] folytonos m=1,...,s1e és 1<n<N;

ox.. * ou ox n ou n
m m auxm aum
Ci f=0 n>N-re; c (1) nemnegativ, suplc_ (#)l, sup u®(x)| és sup a_u(l
au" > “m,p %S m,p ’ x Sxt | ox
X
m
korlitos, ;’;‘ € Z'(#%), yar[g)‘c‘ ]e.z'l(# ), ahol Var az x, szerinti varicio,
m m m
Ry =Xyseees X 15 Xpagse-esX; m=1l,...,8 t=max(,N+2).

Definici6. Legyen ¥ |x€ #°, t> 0] féltér. Egy -n definidlt u(x,t) fiiggvény az
(1.1) — (1.2) probléma megoldésa, ha

uECO(.;’)ﬂ L), u, € 2°(x), m=1,...,s; ux,0=ux)
m

és
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k

2 (Zm)) el - [ 22 o [222)7) o)) -
+[$[auk (uxm) ¥ p;l’ m%cm’p(t) ox (I)} £

m

minden ®€ 2 (# ) esetén, ahol Z(# ) a # -ban kompakt tartoju végtelenszer differen-
cidlhaté fiiggvények terét jelenti, # pedig a # lezartja.

Az (1.3) osszeget a kovetkezSképpen kapjuk:
0
f(x’t’u’ux)uxx = a_x (fux) —fxux i fouzc _fuxuxxux‘

Tovabba:

_ 1@ 2y _ 1 2 3
(1.4) fuxuxx,ux - (fuxux) 5 (fuxxux + fuxu“x - fuxuxuxuxx).

(1.4) utolsé tagjara ismét alkalmazva egy (1.4)-hez hasonld képletet, figyelembe véve, hogy

n

" fei _ i ] 5 . ~ 2 £ o=
ja Y~ tu =) (> 1, egész), majd hasonl6 moédon folytatva, amig - f=0

lesz, parcidlis integralds utin kapjuk (1.3)-at. *

Az (1.1) egyenlet specidlis esetei:

du _ d%u m_(du)?
(1.41) H_mug+m——l[ax] 5 m>1
és m = 2-re
2
(1.42) %—li - (u2) (Boussinesq egyenlet)
t axz

-1

Bevezetve az u = v™ transzformaciét, (1.41) a kovetkez6képpen alakul:

(=%

v_ 2%

2
t ax2

(1.43) ")

QD

amely egyrészt a lukacsos kozegen val6 atfolyast, mésrészt a sugdrzdsos h6atadas jelenségét ir-
ja le.

Cikkiinkben egy explicit véges differencia sémat éllitunk fel az (1.1)-(1.2) feladat megoldésira,
majd lokilis egyenletes konvergencidt bizonyitunk. Differencia sémink az A operator felda-
raboldsan alapul: Au = Bu + Cu,



(1.5) Bu= 2 f ~—

R
(1.6) Cu= ZCpu,
ahol

pel, ... 7

qu(x,t) t)]

. 0x,

(1.7) Cu= 71 »(®

2. NUMERIKUS SEMA (1.5)-RE. STABILITASI BECSLESEK

Legyenek h,,...,h k pozitiv szimok. Tekintsik a kovetkezé s+ 1 dimenziés rdcs-

ponttartoméinyt: H = "{"'1’---"':”‘ = {0, )= (yhys oo bhy,nk); 4, j=1,...,5 é n
egész, n= 0).
Legyen W tetsz6leges H-n definialt fliiggvény, ¥" = \ll" i (ilhl ,ighg, nk), valamint:
s by
S
2.1 B, ¥"= B wn
( ) hm m;; m’hm
ahol
n 1 - n
il’ ’im+ y 'is il’ ’im' )
Bm,hm‘l'" = i, hyse..sighy, nk, v W *
‘1'71 ..... i +1 ,is_z‘l’"""l’" i o lssvaly
2
hm
Tekintsiik a kovetkezé véges differencia sémat:
1 <7
n — = n
(2.2) (“,-l,...,is uil,...,is)/k— < Bm,hmuil,...,is
0 . O/: ¥
ul.l,___,,.s =u (zlhl, e ,zshs)
amely megfelel az (1.5)-(1.2) feladatnak.
2.1. Tétel. Legyen
Ay = Cy = sup [u®(x)|
0 b >

9 ?
hm



auo(x t)’
C, , =sup =, M_ = su x,t.p,q)| .
T A - - |p|R<COIfm( 259!
x,p) Ex
Tegyiik fel, hogy
23 WMx s=1, m=1,...,s,
ahol s anem azonosan 0 fm -ek szama.
Ekkor a kovetkez6 becslések dllnak:
(2.4) |u?1,-.-,is|< CO minden [sen.,igneTe,
(2.5) K“?l,. APl is—“?l,. K is)/hm|<C1’m minden i,,..., i, n-e,
(26} & h "1’%"} L TR S A SO iy P <Copp
minden n-re,
n — n n
(2.7) hlhz-"hsil,;’isuuil,. ol el il il,...,is+uil,...,im—l,...,is)/h'znl<
<, minden n-re,
(2.8)  hpy...h, 2 (@', —u' /K< C, minden nre,
il""’is Jr:e sty 1 LA S
ahol Cy; €5 €y 1 53 €33 €4 Bys s By és k-tol fliggetlen konstans,
M= n}’?me; C3 = max C3’m; C4 = sMC3;
oul | P 0
v = |2 ¢, =] Var[a_“-]'_
zmp - oo | 3%, 3,m 3, | *m ox,,

Bizonyitds. (2.2)-bél kovetkezik:

Mul

n1

[

Mivel 0<f”‘n,. <M, , igy (2.3) miatt 0 <
m

1
{{T ~ 2 f"'l""m}u?l

+x 1% . u
is m’m,i, iy,

.....

n

+ A" .
m m,im i

.,im—l,...,is}'
1

Mo fBy & =

m



Ezért, minthogy u;’l ;-1 (3w ;5 egyutthat6i nemnegati-

vak és Osszegik 1, tehat

"'lm+1""’is

n+1 < f1,,M n n |

e " Uu. s u. = 2 [ = s S

qul,...,'sl il,n.].a.)fis 1 'l"""sl’l ll,...,lm"'l,...,tsl’l 11,...,tm—l,...,1s||
Innen . sup . "*! 1< sup |uf .|, és (2.4) indukci6val kovetkezik.

'l"“"s Begaeecsioigite ll,...,ls oo o ly

n — 4N - n n n 21 .

: o L vE = (u" e h_ . (2.2)-bol:
Legyen U ek by =YL 4 valamint P (‘m 5 ,m)/ e K22)

5;’

nrL__ o £ n - n

(Vim "im)/k S (Bm,hmuim +1 Bm,hmuim)/hm ,
azaz

Z;*

ntl n n n n n n n =

p? T i=0" + [ (34 =p¥ Y= . Wi =l )=

b L m=1)\m m,1m+1 1m+1 by myi, iy zm—l

s .
1
= 2 0m - A a0

m m m m

amibdl az el6z6h6z hasonldan kovetkezik (2.5).

Misrészt

s
1 X
@8)  with< > [; Ay (i s+ ;;,,,.m)} LR W LN P

m=

—

+n. " |
m*om,i, zm—-l J

és |u} *11 = u;' i |u? T ha u? | miatt a kezdeti feltétel szerinti egyenletes stabilitas
m m m m

kovetkezik.
Minden i,,...,i -re szummdazva kapjuk (2.81)-b6l:

7
& e I P
I eeasde "m 11,...,18 m

és indukcidval kovetkezik:

N
My oohy 2 WL P <y oy 2 D) P<T,

i
Ppeeesdy 'm ‘ ICERRRE”

ami korldtos.

Legyen most
wi = O =l Mk =G =2 hul IR



(2.2)-bél kovetkezik:

s

] waly n — n
(W} Wim)/k_ m2=; (Bm,hmu,.m 5 2Bm,hmuim + B

2
- u?m—-l)/hm

m,hm

s
29 wit=wp + Z)‘m(f"m,i,,, a0 " Y Wi, Wi, -1

m 'm  m=1 'm 'm
= mzj [%_ D fmi | WE ¥ N f o +1W 1 ¥ NPy Wi 1
és osszegzéssel kapjuk:
hihy .. .h il’:Z""s W) 1< hyhy ’l,z.’is wp 1<Cy

A (2.8) becslés az el6z8 becslésekbdl rogton kovetkezik:

s
*1 o
(u?m _uim)/k—m%;f;;"imw'} ’

I
m

ahonnan:

s s
il sl 2 & PP —al YHK D s By 2 . W%
m=1 [STERERE A m m m=1 i1 ..... ic 7'm m

<MsC,.

3. AZ (1.6) VEGES DIFFERENCIA ALAKBAN VALO ELOALLITASA
STABILITASI BECSLESEK

Tetszbleges H-n definidlt ¥ fliggvényre legyen:

r—1
n — n

cw.}% A

ahol
s,

Cp +1\I,n = m2=’1 m,p +I‘Ili i
ahol

D,.» +1\I’;‘1m = Cm,p +1("k)(8\p?m " ha p =0 paros
(3.1)

n o C'",E +1(nk) n n |p n \p
Dm,p+1q,im = 3 [S\I'im(lﬁ‘lfiml + (6\I'im) ) —

— ¢! 1(wwa{4jp—(awar4)Pn

I~



ha p=> 1 pératlan, ahol §¥;] = (¥
m

'l""'im

Flyreely Wy ignsy BN

Tekintsiik a kovetkez6 véges differencia sémat:

S

0
(3.2) (u,"m i k= _,lepﬂ uf | = i@ gy 05 00 )

(ahol u] = u;'l ;) amely anal6g az (1.7)-(1.2) probléméval.
- —

3.1 Tétel. Legyenck ©, =755 Cpi Cpps Cppps Cyp @21 tételben defi
m

0’ 1,m? 2,m,p? 3,m
nidlt konstansok.
Legyen u a(3.2) véges differencia séma megolddsa.
Tegytik fel, hogy

@+ 18, +Cp i€ P< ., m=1...,55 p=0,...,r—1
sp+l
és Sp+1 @ nem azonosan 0 M +1(O-k szdma, valamint C,_ p+1 = SUp 1€, p +1 (DI
Ekkor u kielégiti a (2.4), (2.5), (2.6), (2.7) becsléseket, és
| P ntl _un )/k<C

hl 2 sil’;’s(um m)/ 6,p
ahol

C6,P = 2sp +1CCIC2,p ;
és

C= rg’apx ICm,p spl3 C1= max |Cl,m| ; Cz,p = rr'lnax |C2,m’p| .

Bizonyitds. Legyen p> 1 pératlan, " =o8ul & v'*! = su*1 Ekkor (3.2)-bél
m 'm 'm 'm ;

kovetkezik:

(v;lmu P k= Z(Dmpﬂ P w=D 2 Yk

mp+1 1

$ c (nk) c . . (nk)
n+l _ i m,p +1 nop m,p *1 "
(3.3) i m2='l [sp 20, 3 Iviml ] v;'m +6. 5

c (nk)
: : m,p +1 -
(Iv” i 1P + (v I)P)v;'m vy T, ;) (l";'m B L )p),,?m =



Iy

S +1(nk)

Legyen N, = = mpz ,

mp ) = [—— 2, w}y
p

B s O) = x,,,,,,uyw +3P)

f3mp(y) (l}’lp—yp)y

Igy (3.3)-at irjuk ilyen forméban:

Pl - Zfl,,,,, I+ Bynp Vi ) Ly pOF 21

m

monoton nemcsdkkend fliggvénye y-nak 2(p + l))\p mVP < Si ese-

fl,m,p; f2,m,p; f3 D

tén.

sm,p

Ugyanis mivel y >y, €8 ha Yi+1 = 0, y; = 0 vagy y

i+ i+l

“derivélasabol adodik a feltétel. Ha Yis1 =0, y;<0, akkor

fl,m,p(y,’+1) —fl,m,p(yi)= 1+1[ 2)\”' y“l] —_ [‘—gl—— zxm,pb)ilp] =0
P

<0, y,<0, akkor flmp

nyilvanvaléan. f, — és f3’ mg B O-ban is differencidlhato, igy ezekre is kénnyen ad6dik a

feltétel. Legyen V= sup} , ekkor f(~ V) <" <f(V) minden i, -re, ahol
m m m

s
= ¥
f(y)_ mfl fl,m,p +f2,m’p o f3,m’p

¥

Innen Iv;' g V, és (2.5) kdvetkezik. iys-..,I-re val6 szummaézissal:
m
2> PETYP < 2T IR, és (2.6) igazolt.
il,...,is m i ceesde m
(3.2)-bdl kovetkezik, hogy
> [
u’_' i = 2 [s— = Rp’m (l8u:’m |p e (Sui )P) s (lsun llp i (aui l)p)]u?m 3

1 =
m m=1 P

+ >‘p,m (|5u;'m P + (8u )ﬁ)ui . )\p’m (|8u;‘m e 7 - (5u?m B l)p)u;zm )

1

u;'m +1 u'.'m _1 egyutthatéi nemnegativak, és Osszegiik 1, igy (2.4)-et kapjuk.



. .

(3.3)-at irjuk ilyen alakban:

s
G4 =) 4 2 (om0 )" Lomp¥ N Uy pOF )= Fym,OF )=
" _
= V?m & m%ap,im +1("?m 17 "?m)_ﬁp,im("?m - "7," =1
ahol
f2,m,p(v7m +l)—f2,m,p(vgm) f3mp f3 mp v;l 1)
am,im +1 = v" . En és p,lm = n - 4
oM TR B T

Legyen w} = (7 —v! _|)/h, . (3.4)-b6l kovetkezik, hogy:
m m m

n+1 n wl n s noo__ n =
e T e i ”g'; (ap,im +1W?m # ~ Fp i Wim) (Bp,imwim 6p,tm—l“’x ~1)
Sy l
— — — n
a m2=’l [sp ap’im 6’”’”] w?m * ap’im +1w1m *1 * Bp’im = lw;‘m -1
Mivel wi , wi ,,, w] _, egyiitthatéi nemnegativak:
m m m
1 7 (1
* i S = n
Iw;.m I<m§[sp ap’im ﬁp’im] Iwim'+a IIW 1|+B"'m_llv‘);‘m"l"
Majd Gsszegezve:
2wy i<, Z w;' I
joesesly
amibdl (2.7) kovetkezik. Végiil
S s
hhy. .. h ul T =g Y k= ks e o R D u |<
172 Sil,...,is( im 1m)/ 172 sil,‘._.l.,is m2=;| m,p *1 1 !

s

<hh,...h " 2 mzel Cm,p 1 (HICy (80 1P+ (Buf _)P) < 25,CC,C, .
Ko}

Piros p-re is hasonl6an megy a bizonyités, hiszen ekkor f3 0.

m,p



= 1

4. NUMERIKUS SEMA AZ ALTALANOS (1.1) EGYENLETRE
STABILITASI BECSLESEK

: k
Legyen B, ; D az el6zéekben definidlt operdtor, Hp pozitiv szam, és kp = T
m
p

m,p

1

Ekkor adott u! ; -b6l minden i ., i-re kiszdmolhat6 u i a kozbeess
1) . 1’

- §i3%ile vaghy
nq; . ’
u, 7 . fliggvények segitségével:
roeerly
n,0 = N
ul® . = ul
I eeesdg i ) I ’

n,ql"l n,qq n4q _
I S W ) ky m% By Moty D MSH S5 =1,
§
A T o R V1 ZID o 0 <q,<u + 1
By ity Uy 0% o T % L S o b BgSHy S T Mg >
4.1)
s -1
(un,q *1 n.q, S Z D nq, = 0 'Z_vlu <q <Zr'u o
Iseesdg i i B e m,r—174,...,1i 2 =1 j=1 j 2
Wy *! ke 3 p M 2 -
uil,. g i . el marTi g ’ 9 +1 _i=1 Y
g5 20 — 07 :
A sémit u; i =u(hy, ..., ih)el kezdjik.

1ol

4.1 Tétel. Legyen u a (4.1) differencia rendszer megolddsa. Tegyiik fel:

2y = g
4.2) oM _(k /W2)5<1 m=1,...,5;

k
(4.3) [ﬁp—](p+I)Cm’p+l(C1’m)”sp+1<l =155 cngpard P=0, 00,88

m

() [71-]_6-] rCm,r(Cl,m )r— 1sr <1 m=1,...,s,.
m

Ekkor u kielégiti a (2.4), (2.5), (2.6), (2.7) becsléseket, és

Wy, B, . 2 GO

. —u” Yk < € minden n-re,
T sl Lisinaml 7
ippeeesig 1 s 1 s

ahol C,=rC, + Ms C;, é Cg= mpax C6,p .



i, ph.

Bizonyitds. A becslések (2.4)-t6l (2.7)-ig rogton kovetkeznek a 2.1 és 3.1 tételbSl. Mas-
részt (jelolés: u;'l ; Su):
S

n.q ng*l  ngq n,q,*+1 n.q
un+1__u u"ﬂ—u r+1 k A r k 1 —u, 1)
i < i i % r Z' i i 4 i 1 Z’ i i
k k k a k k q k
P P 1
m

7
ZID wy ity LS Z le,,_luf""|+.. “ > 2 1B, u.

2 lat* ,)/k|<c +—ZCG,1+

fpravaly TP r 4,
+—2Msc <rCg+MsCy=C,
T
5. KOMPAKTSAGI TETELEK

Differencia sémank konvergencidjanak bizonyitdsihoz sziikségiink van két kompaktsagi
tételre.

5.1 Tétel. Legyen V a kovetkezd fuggvények tere:

V= {z(x,) :z€2~(#); 535—6.1’ (#), i=1,...,5 Lez(0=; 2 )N},

ahol dltaldnositott derivdltakrél van szo, ld. pl. [2]-ben.

A norma legyen:

s
lz(x,0l, = Izl + 2’

e ) T E

0z
ax < =) + “H 2%(0, ; y'l(.xs)) ‘
Ekkor Vc CO% #), és V bdrmely végtelen korldtos részhalmazabdl kivdlaszthatd egyenle-

tesen konvergens részsorozat # bdrmely korldtos résztartomdnyan.

Bizonyitds. Legyen p(x,,...,X,) € C7(£%), melyre p(x)=> 0; p(x)=0, ha |x;| = 1
(=10, [ pGdx,,... dx =1
Legyen p (x)=np(nx,,...,nx;), és minden z€ V-re
(z * pn)(x,t)= A;fs z(xl — 045000 X, — os,z‘)p,l ("1’ i ds)dol, 907 ,das.

Ekkor z *p € CO( # ) (felhasznilva a Szoboljev-lemmat: [2], §.8.), ugyanis



.

(5.1) Ila(z*pn)/ax'.ll oy S laz /x| 25 # i=1,...,8
és
9 _ | oz 0z
(5.2} "5 @ *p))| y=(x) = “ 3t * Pl vy <PV o= |37 ] 270, = # (2%

De z * p / -ban egyenletesen konvergal z-hez, mert z egyenletesen folytonos x;-Te nézve,
igy z folytonos. Legyen most # a V-ben egyenletesen korlitos z € V fliggvényeknek egy

végtelen csaladja. Ekkor z és gz (i=1,...,s) egyenletesen korlitos & “( .# )-ban, és igy

ax,.
Kivé azr 3z S o
valaszthatunk olyan z, sorozatot, hogy ., Z és R az Z~(A) gyenge
i i
topolodgidjaban, ahol Z egy bizonyos fliggvény.
Legyen G a A tetszdleges résztartomanya.
(5.3) Iz, — ZI 2=(G) <lz,—z*p, I =) T Iz p —Z*p, I 226 +
+ k2% p —Zl 2°(G) *

Legyen €> 0 adott. A z, ¢és Z fiiggvények ekvifolytonosak x-re nézve, igy valaszthatunk
olyan n-et, hogy

(5.4) Iz, —z,* p,l , <el3 minden r-re,

27 #)

1Z2-Z%p,V opny<El3:

(
Legyen n fix, ekkor (5.1) és (5.2) miatt a z, * p, fuggvények ekvifolytonosak ./ -ban
(x;re és t-re nézve). Igy kivalaszthatunk egy részsorozatot, még mindig z * p,-val jeldlve,
amely egyenletesen konvergadl G-ben, amint r — . A hatdrérték sziikségképpen Z Pys
ezért

(5.5) Iz, % p, —Z*p,| <e/3 elég nagy r-re.

2%(x)
A tétel most mdr azonnal kovetkezik (5.3), (5.4) és (5.5)-b6l. A kovetkezd tétel Aubin [3]
egyik tételének specidlis esete.

5.2 Tétel. Legyen 2 C 4S5 s dimenzios korldtos tartomdny, T > 0 véges szdm,
A= x(0,T). Legven W a kivetkezd fiiggvények tere:

W={z(x,0) :z€ £7(A4), Var z€ 2(OT; ' (% ) 32€ #=OTH 2 @))sk=1,...
*k



—. 15 —

ahol H~2(S2’) az a Szoboljev-tér, amely a H(Z)(SZ’ ) dudlisa. Definidljuk a kovetkezd normat:

§
" ' " 9z
12060y, = 12l oy + 2 Varzl =gz, 17 o * |22 = corsu=2caty -
Ekkor W barmely végtelen korlatos részhalmazabdl kivalaszthato 4 P (A)-ban erdsen konver-
gens részsorozat, ahol 1< p < e tetszdleges.

6. KONVERGENCIA

Tegyiik fel, hogy k,,...,k ,k a h, ..., h-nek figgvénye. Jeloljik u, =u] . -el

{5 vins L
a(4.1) véges differenciarendszer megoldasat, és terjessziik ki azt az egész /# féltérre a kovet-
kezGképpen. Tekintsiik az s dimenziés [((i; + © )k, ..., (>[I + OHh)
(ahol ©,,...,0,€[0,1]) kockét. Vilasszuk ki a kocka C(ilh1 - ishs) csucsat.
Vegylik a kocka Osszes lapjat, melynek nem csicsa C. Ekkor C és ezek a lapok sorra s-di-
menzios zdrt szimplexeket alkotnak, melyeknek nincs kozos belsé pontjuk, és egyesitésiik az
egész kocka. Ismeretes az is, hogy egy szimplex barmely belsé (vagy hatir-) pontja siulyponti
koordindtak segitségével egyértelmiien kifejezhets a szimplex cstcsaival. [lymédon ha [ egy
pontja az S,. szimplexbe (vagy hatarara) esik, akkor legyen
s+l
u, (G, + ODhy, ..., (1 +O)h, (n+ ©)k)= 121 o, (C,, nk)
gt

ahol 121; o = 1 0< @ < 1, e linearis a ©,-ekben, valamint C/ -k az Si szimplex

csucsai; ©' € [0,1]; azaz u, darabonként linedris x-ben, konstans #-ben.

6.1 Tétel. Legyenek lh,|,..., {hs} O-hoz tartd sorozatok. Tegyiik fel, hogy a (4.2), (4.3),
(4.4) feltételek kielégiilnek minden h, -re (m=1,...,s). Ekkor létezik ,'hl} -nek, . . .,
{hs}-nek olyan részsorozata, hogy u, egyenletesen konvergdl barmely G C #  korldtos rész-

ou
tartomdnyon az (1.1){1.2) probléma egy U megoldasdhoz, és =1 konvergdl a—U-hez

axm axm

ZP(G)ben erdsen (m=1,...,s) minden 1< p < co-re.
A tételt 1épésenként bizonyitjuk. Eldszor néhany lemmat igazolunk.

6.1 Lemma. Definidljuk u,-t a kovetkezSképpen:

uy (x,(n + ©/2)k) = u, (x,(n + ©/ 2)k) = u, (x,nk)

i, (x,[n +3+ %] k] = (1 — ©)u, (x,1k) + Ou, (x,(n + 1K) |

0< ©< l-re. Ekkor létezik |h, ) -nek, ..., {hs}-nek olyan részsorozata, és olyan U fuggvény,

1
hogy Ue CO(F )N £=(H), Ux,0)= u®(x) minden x € #*-re, E—gcy— € L( ¥ ),ﬁh — U

m
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G-ben egyenletesen, és 5% — ai—U PP (G)-ben minden korlatos G C # -re.
m m

Bizonyitds. A 4.1 tétel becsléseit irhatjuk ilyen forméban:

R N N

6.2) N, lox, N -, <C

68)  Vallax, ¥ v 5Pty < Cpppp ¢
ou,

(0:8 ¥Zr ax, )| #=@=; 21 (x, WM< Cam

(6.5) MU Iatl fmig . o185 2C; .

(6.5)-bél kovetkezik, hogy

' 3 [ 0 ~ "
(6.6) " 37 [ Bx_m uh] y'”(o,u;H—z(Qs)) < C.](QS) ,

ahol Q°C #° tetszGleges véges tartomdny, és C,(£2°) egy -6l fiiggd konstans (mert
“a%‘)ﬂﬁz(m <C'(Q)lzl 1,5, minden z€ £1(#°) esetén). (6.1), (6.2) és (6.5) alapjén
m

az 5.1 tételbél kovetkezik, hogy létezik a | A} -nek, ..., | 4 | -nek olyan részsorozata és egy olyan

Ue 4=(#)n CO(#), hogy u, konvergil U-hoz egyenletesen a G-ben.
(6.2), (6.4) és (6.6)-bol az 5.2 tétel miatt kovetkezik, hogy létezik az el6bbi részsorozatnak

ou
egv-egyv olyan részsorozata, hogy = konvergal ik € #=(# )hez er6sen az £ P(G)-ben.

axm axm

(A masodik hatarérték sziikségképpen aixq , mivel ﬁh -nak U-hoz val6 konvergencidjabol ko-
m
ou
vetkezik 3 " ek oL/
X ox

m m

kielégiti az (1.2) kezdeti feltételt, kovetkezik az egyenletes konvergencidbol.

hez valé konvergencidja a disztribtciok terében.) Az a tény, hogy U

Az aldbbiakban mindig a kivalasztott részsorozatokhoz tartozé h, értékeket fogjuk tekinte-
ni.
ou ol ..
6.2 Lemma. u, —> U egyenletesen G-ben, és A (m=1,...,5%P(G)ben.
m

m
Bizonyitds. Legyen 7, az eltoldsi operitor: 7, ¥ (x,t) = ‘I'[x,t + %) ,

lu, — Ul < Wiy, — Ully + 1, — 7, ,Uly < 20, — Ully + WU —1,, Ul ,



.

ahol

s

= D+
II\IIIIB mGax (W (x,0)l m);l

ax,, 2P ©G) *

De IIiYh —Ul, —> 0 a6.1 lemma szerint, és U — TkIZU“B——’ 0, mert U és A is foly-

B axm

tonos <P (G)-ben (1d. Szoboljev [2]).
6.3 Lemma. Terjessziik ki az u:'qk ; fuggvényeket az egész K  féltérre a 6. pont elején
sl

latott modon:

s+

<4+

9, +©,)h (i +O)h,(n+ )= > au, l
Uy (('1 Pk R 878" i1 77 @
s+l
ahol ©,,...,0, 0 €[01], 2 o=1, 0<a<1
=1
(q;)
Ekkor max lu, ¥ —Uly — 0, ha h, —0; m=1,...,s.

qk<qr +1
~(q) .. = 5
Bizonyitds. Legyen az uhqk fliggvény a kovetkezd:

(qk)( t)—uqk( )= flk)(x,nk), ha [n+%]k< t<[n+%]k,

~(qk)(x (n+0/3)) = (1 — G-))uh (x,nk) + G)u (x,nk) "

~(qk)

i, [x[ bt 9] ] =(1- @)u("")(x,nk) + Ou, (x,(n + 1)k),

3 2

ahol 0<O< 1.

Az ?i;q’) fuggvények kielégitik ugyanazokat a becsléseket mint Jh , azaz a (6.1)-(6.5) becs-
léseket (2C, helyett 3C. -el).

Legyen d olyan egész, hogy 1 <d< q, 41> és

s ~(@)
@ — U, = su lu, © — Ul
h B 1< qi‘ - h B
Az 5.1 és 5.2 tételbdl kovetkezik, hogy létezik olyan U* fliggvény, amely ugyanolyan tulaj-
donsdgd, mint U, és amelyre 1a\@ — U*l, — 0 a {h,},...
ra. De uh(x,nk) = ﬁgd)(x,nk) minden x € #° és minden n esetén, amibdl a 6.2 lemma

3 {hs} bizonyos részsorozata-

szerint U = U*. Hasonléan, mint a 6.2 lemma bizonyitdsindl, kapjuk

d 5d
w@® — UI<3ED — UL+ W -1, Ul + W—17_,,Ul—0.

A 6.1 tétel bizonyitdsa. Most mar csak azt kell igazolni, hogy a 6.1, 6.2 és 6.3 lemmdkban
eléallitott U flggvény kielégiti az (1.3) integrdl osszefiiggést. Osszeadva a (4.1) egyenleteket,

ql nq;
=y, , O =" )
'l"""s’ i il,...,is :

kapjuk (u



up "t —uf “15' 28' ‘11 1 5 3 "4, ?j el
6.1) ————— B N> 2D u, 2—...-2 2D u, o+
6.1) k Mlqlhl m=1 "m Ky qy m=1 m,1 "4 q, m=1 Ll
" Legyen &€ 7 (). Szorozzuk meg (6.7)-et hy,... ,hskfb;' ; ¢l és Osszegezziink minden
T
ii-re és n-re, parcialis Osszegzést is alkalmazva kapjuk:
P _q)n—l )
s L EEERL
. n l) ’s 1’ ’
_hl/zz...hski Zinuil""’is % +
1’ ’ s’
1AL
L > hhs ik 2 T i 8 "’lacpn +
“l q1=0 2 il’ ,l ,n m=1 'm
1 . ot nq
X §ﬂ ’l
to 2 h‘hz"'hskil,.;.nmz’ o7 +16fm1 u,
r—2 s C k
+ 2L 3 Spn .ok X {—”—”” a0 @ oy o) (Buy Ly
PO Mpaa g iymet 127G, in 2 imim im
s Cm,q, ., (nk)
+h, Su’ p+1|5u *111’5@" }+ 2 il s ol 2 {’—‘[(qf.' +O" )
m=1 172 3 il ..... is’" 2 'm 'm
* (Bu, THLY + h up T (su 11590 ]} :
m m m m
Ekkor a tétel kovetkezik a kdvetkezd lemmabol:
6.4 Lemma. Ha hy —+0,...,hs—->0, akkor
" — -1
A L. e
(6.8) hh, .. 'h‘kil, ._:_’-is’n uil""'is z ;f =
ng.; alU |7+l
€9 mhyohk 3@+ @7 )0u P — 2 fcp[F] ,
1 s’ m m R4 m

6.10)  hy..hk 2 b, by, "f|5u "’ill’acp" —o0,
ll xsn

6.11)  hhy...hk 2 U gy '415@. _,ffma_Ua_é,

l ,n m, ’m m » axm axm
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9
Im u )2]¢+

af,
i 5% i —m
b hskil,.;:is,n W 6fm" 8 im x [me uxm ou —x
k k
y £l ras, /,
s _[&D [ m £ (1[ m k+1
i :(k D0 |k W " el | L
u., ou
m *m
7 k +2
“JJowe, ol
m

Bizonyitds. Ezeknek az allitdsoknak igazoldsa hasonl6an torténik, igy kozilik csak a leg-
fliggvény konvergidl U-hoz, q;-ben egyenletesen, ugyanolyan

nehezebbet, a (6.12)-t mutatjuk meg.
: 2 (q)
A 6.3 lemma szerint minden uhq'
5 ; ; . (qy)
modon, mint u,, ezért (6.12)-t elég bizonyitani u:‘ helyett u,-ra. Legyen
— n n n —
X=hyhy .. 'hskil -Zi "‘I’ilﬂ,...,1$+18fm,im6»:“:'1,...,is =X, X, + X5,
yorve by
ahol
) Lo Ry ey Xy gpeeons xis,t",u;‘m +1,6u;'m 540
Xy =hyhy . bk 2'_ O - -
11 ’ sr m
n._ n n ERERIT |
fm(xil....,xl.m, ,x‘.s,t UG 40U +1)] Uy 41— U
h, h,, g
2 ot kS e {fm(xi’ Xp veens Xyt U] 120U )
=hh ; —
2 =9 s il"'—f’is’" i+1 h,
n,n n n il
_fm(xil,...,xim, ; x,.s,t ,ulm ,8u‘. +l)] U 4 uim
. h,, 2
] 3 XU U i)
m iy i i Sl o e g . |
gt n 1 m m m
Xy=hyhy .. bk Z,.,,“’m[ " -
) LA m
n_n n n —
_fm (xl.l, ,xim ..... xis,t ’uim ,8u1m)] “imﬂ ul,m
hm hm i
N . n — fn
t" =nk, ®; = d)il“ 3

=ih

ahol x; = iy, x; 4y = G+ Dhy



— 30—

n = n
De (I’il,...,imﬂ,...,is—q’fl,...,im,...,is+ 0a,,) ,
n.,n n 1 ’l ﬂ
fm(xil,...,x,.m+],...,xis,t ’uim+1’6uim+l) fm(xil,...,xim,... i gk ”,Gumﬂ)
hm
afm n ut
=W(xl.....,x,. seeea Xy ot 6u )+e(h s
m 1 m ls
n._ n - n n
fm(xi1 ..... x,m ..... xis,t U +0%; +1) fm(xil,...,xim ..... N3 m6u +1)
hm
n T 4
éﬁ - n uim+1 uim
= (xil ..... x{.m ..... x; st ,uim,ﬁul ) 7 + Eh.. )5

ahol e(h, ) és g(hm)—>0 egyenletesen a & tartojan, amint hm —> 0 (mert —)?——

36&‘ f,, folytonos, és (u} ., —u? )/h, egyenletesen korlatos). Ilymédon
m m

: 1 i
- , 2 s s
(6.14) Xl—hlhz...hskil Zin(Fhm);:n——hm—+e(hm),

,-~-:ss
u; H—ugn )
= n m ’

(6.15) Xz-hlhz...hskil’.;’in(Ghm)im[—hm—] ol (.

’s!

ahol  Fy (6,0) = B(x,0) 3.0 £, (6, (,0),81, (x,0))
m m

G, (60) = DCr.0) 5 f,, (xubutt, (6,0),81, (1)

Legyen Q,'.:n a kovetkezd kocka: i h, < xim <@,+Dh,, m=1,..

nk<t<(n+ k. A kozépérték szerint

[r 2 gy [ 22 nkE @)
. B axm P 8 ozn axm 1772 s hm Iy
ahol = €0 .lay
e m
ou Ul vy U]
h_ m m
(6.16) [Fma—_ hyhy.oohk 2 Fy ()

» 83
n
u
+
1 l'm
h H
m

m
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A 6.2 lemma szerint Fh , illetve Gh %P (G)-ben konvergil a kovetkezd folytonos fligg-
m

m
vényhez:
' _ g aUx,1) | _ ;
Fm (x,t) = ®(x,t) ox, fm [x,t, U(x,1), ox, J hez, illetve
N K dU(x,1) J )
Gm (x,t) = ®(x,1) Yii fm [x,t,U(x,t), ————axm hez .

Ha h, — 0; m=1,...,s, akkor |F, & )=, ¥ |1—>0 ZP(G)ben.
m m m m
Osszehasonlitva (6.14)-et és (6.16)-ot kapjuk:

f F, 5x— +e,).
Hasonlé médon:
ou, |2
X.= |G [——h +€Mh.).
2 ;rf Ao axm I ( m)
Ol U . P -
Mirmost Fh —»F , 6s 5——»-— erésen ZP(S)-ben, ahol S a & tartoja. Igy
n X ax,,
oU : :
Xl 7!Fm ox, - Masrész axm — minden p-re, ha

ou, )i .
1< p<o — kovetkezik =R | erGs konvergencidja ot/ 1 -hez #P(S)-ben, ahol
bxm

axm
aU]

iod ey X —->fG [ax

A tovabbiakban felhaszniljuk a kovetkezd dsszefliggést:

6.17)  8(Bu,Y) = rbu) ' 62u+ 3 e (hdu)”

ahol a |c; | — k korlatosak, mivel [6u;| korlatos. Ugyanis

[u“l —ui]r N [“i—“i-l]’
8((bu)) ——— N = 8%u @ +a"" 2+ ...+ ab "2+ b 1),

ahol

= U i, —u,
e ) S e Sy - JPRR T
a—‘ 7 ; b 7 a—hé‘u, .



e

Esetlinkben
AR i
) . ] ; _ 'm 'm
a—i;uh((ll + ®l)h1, _— ,(lm + Qm)hm s W ,(ls - @s)hs)— —————hm .
th L =
9 : ; ; _'m 'm
Euh((ll + @1)111, & ,(lm + @m S l)hm,. ..,(l’+ @s)hs)——hm——“ :
o auh oU " 2 )
Mivel 5;; e W ZP(G)-ben, igy h, 5 u — 0 ZP(G)-ben.
T R R L N R R R AU
hm auxm m oS i
_i n 2..n
+aui fm(. ..,Eim)th uim
m

Vegylik figyelembe, hogy

; +€(h,)), ahol

af af af,

5[5—'"—- (su” )2] = 85— (8ul )2 + T (2(8u” )6%u
ux m aux ‘m aux lm

m m m

el(hm) —> 0 ZP(G)-ben.

Ekkor parcidlis 6sszegzés utan igy alakul X X

2

3f, a%f
1 Z’ m 3 1 _ m n 2
MRy oo K == (0u? YEBF —shh....h K du +
2 SNy i Wt 70 axm( 1m) A s "1’-%:'}»" auxmaxm( ,m)
o’f, \ 3%f
e I n 43 n_1 m n \2.82,.n n
*. du, du (Suim) ] S — g 'hskil,...z,is,n u? (6uim) (ouy JP; +ey(hy,),

ahol €,(h, )mel a fellépS maradéktag-6sszegeket jeloltiik, melyre €y (h,)—0 ZP (G)-ben.

A fenti kifejezés els6 két tagja esetén a konvergencia bizonyitdsa az el6z8ekhez hasonldan tor-
ténik. Az utols6 tag esetében a (6.17) Osszefliggést alkalmazva a mar ismert eljardst hajtjuk vég-
n ‘
re; és mindezt addig ismételjiik, amig nm = 0 lesz. Ilymoédon (6.12) bizonyitdsat befejeztiik.
ou’

X

m
Az (1.1)«(1.2) feladat altaldnositdsirél, a konvergencia rendjérél, hibabecslésr6l egy késébbi
cikkben lesz sz6.
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Summary

A convergent finite difference scheme is described for some degenerate nonlinear parabolic
equation in several variables.

In the paper [1] J.L. Graveleau and P. Jamet give the numerical solution of the equation

a_u]z

du _ 2%u

with the initial condition
() u(x,0) = u%(x)

if f(x,tu)=20, a= 0 is a constant, x is one-dimensional.

In this article — developing the methods adopted in [1] we give an explicit finite difference
approximation for the equation (1.1)-(1.2) which is more general than (1)-(2).

At first we get stability estimates for the difference scheme based on the splitting of the
operator 4. Then we prove the convergence of the method by means of two compactness
theorems. '
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Pes3swnue

CxopmamaiicA METOZ KOHEUHHX pa3HOCTedl AJNA HEKOTOpOoIo
MHOT'OMEDHOI'0 HEJNMHEIHOr0 BHPOXAEHHOI'0O ypaBHEHUA Iapadoauyec—
KOr'o Tuma

B paGore [1] I'paBeno u Hame paccMaTpUBANT YUCIEHHOE pe-
meHue ypaBHEHUS

2
ou aZu ou
st s a[—ax

IIpA HAYalIbHOM YCJHOBHH  u(x,0)=u’(x), rné f, t,uy=0, a>0
KOHCTAHTa, X OZHOMEDHO. [[pOZOJIXasA NpPUMEHEHHHE B [1] METOZH,
B 9TOll cTaThe ZaETCA ABHOE KOHEUHO-DPAa3HOCTHOE NpUOIUREHUE
LI ooJiee oOWEero ypaBHEHHd (1.1) — (1.2).

[lony4eHH OLEHKM YyCTOWMYMBOCTU DPA3HOCTHON CXEMH, OHM OCHO-
- BHB3WTCA Ha pachelyeduyu onepaTopa Au. Jlajnee, ¢ NOMOmBD ZABYX
TEOpeM KOMIGKTHOCTU JO0K33HBAETCH CXOZMMOCTH METOZA.
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