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Legrovidebb ut meghatarozésa idétél fiiggd élhosszakkal
biré halézatban

Klafszky Emil

A legrovidebb ut probléma megolddsa idétél nem fiiggd élhosz-
szak esetén Ford és Fulkersontél [1,2] szarmazik. Bellman
(3] dinamikus programozési médszert kivetve eljarast adott

a legrovidebb ut hosszénak meghatdrozasara. Ezen elvet kévet-
ve Cooke és Halsey [4] eljarast adtak, 1d8t8l fiiggd élhosz-
szak esetén a legrovidebb ut hosszénak a meghatarozasara. Ez
az eljarés azonban csak az ut hosszat, de magat az utat nem
adja meg. tbben a dolgozatban azt mutatjuk meg, hogy a Ford-
Fulkerson féle folyam mbdszer szintén alkalmas a feladat meg-
oldasara, sdt a legrévidebb utat is megadja.

Legyen az N = {X,¥,...} egy véges sok pontbél 4116 halmaz.
Legyen tovabbd TE€ [0,1,2,....} « A Y(x,5,7T) nem-ne-
gativ egész szédm jelentse azt az iddét, amely x-bdl .y-ba
valé eljutéshoz szilkkséges, amennyiben x-bél a T idépont-
ban indulunk el. Ha x-b8l y-ba a T iddépontban nem lehet
menni, akkor ugy vessziik, hogy T (x,5,T) =0 . Legye-
nek s és t az N halmaz rogzitett pontjai, az s pon-
tot forréasnak, a t pontot nyeldének nevezzik.

Legyen P = (8 = X 9XygeeesX) = t) egy 8-b8l t-be vezetd
ut. Rendeljiink minden x€N ponthoz J(x) nem-negativ
egész szamot, melyet az x pontbeli. tartézkodasi iddének ne-
veziink. Ezen J(x) szamok rendezett halmazit jeloljiik
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D -vel. Haladjunk a P uton a D tartézkodasi és a ¥
utazési iddével s-b8l t-be. Jeldljiik '}\(xi)-vel az X,
pontba valé érkezési iddt. A A (x;) szémokra az aldbbiak
teljeslilnek:

A(x )= 0

N/ A (xp) =A%) + 3x;_y) +X[_xi-l’xi’ AGxg_p) *J(xi-l)]

Gzl sy 0

Feladatunk az, hogy olyan P utat és o) tartézkodasi idé
értékeket adjunk meg, hogy

Vil d Alt) minimdlis legyen.

A feladathoz egy dudl feladatot rendeliink. Meghatarozandék a
hélézat csucsain olyan /u(x) (x€N) nem-negativ egész szé-

mok, melyekre fennéll:

/u(s) =0
/2/
paly) - pulx) € Yix,y, ulx) #9)+8 5

ahol x,yeN ¢és ¥ tetszéleges nem-negativ egész szém.

Ezenkivil

2/ ,ult) maximélis legyen.
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A dudl feladatnak van lehetséges megolddsa, példaul az azono-
san nulla /4 értékek kielégitik /2/ egyenldtlenséget.

Az alédbbi lemma a primil és dudl feladat lehetséges megoldasai
koz6tti kapcsolatot mutatja.

Lemma: Tetszéleges P ut és D tartézkodési idd, valamint
tetszbleges /2/-nek eleget tevd /4 sz&mok esetén

/3/ Alt) 2 ()

Bizonyiltéas:

A bizonyitésndl a /2/ egyenldtlenséget més formAban haszniljuk,
ezért azt Atirjuk.

Legyen W= /u(x) + U természetesen akkor W Z /u(x)-nek
fenn kell 4llni. Ezt a /2/ egyenlétlenségbe irva kapjuk

/4/ /u(y) -w = Y(x,y,w),

minden olyan nem-negativ egész W -ra, melyre W = /u(x)
Azt mutatjuk meg teljes indukcibéval, hogy a P ut minden x;
pontjara

/5/ Alxy) 4 /u(xi)

Nyilvan x, esetén Als) = suls)  teljesiil. Tegyik fel,

hogy /5/ egyenldtlenség x; _-re fennéll, akkor /1/ és /4/
felhaszndlédsival kapjuk:



=52 o

Mxy) = Axy ) + Stxy3) + ¥lxg 030 Alxy ) +dlx )] =

>

= A(xi-l) + d-(xi_l) + /u(xi) g x(xi-l) — J(xi—l) = /u(xi)
Azaz /5/ teljesiil x; -re.

Az egész értékiiség és a /3/ eByenlétlenség biztositja, hogy
léteznek olyan ,u értékek, melyekre /u(t) maximilis. Meg-
mutatjuk, hogy léteznek olyan P ut D tartézkodasi ids
és /2/-nek eleget tevd /4 értékek, hogy /3/-ban egyenldség
411 fenn, azaz fenndll az alabbi dualitasi tétel.

Tét el:

Amennyiben a A és /8 értékek /1/ illetve /2/-nek eleget

tesznek, akkor

min A (t) = max /u(t)

Bizonyitéas:

A bizonyitas konstruktiv lesz. Egyben eljérast is ad a P ut
a D tartézkoddsi 1d6 értékek és a /9 dudlvéltozdék megha-

tarozéaséra.

Tegyik fel, hogy ,u értékek olyanok, hogy /u(t) maximalis.
Legyen SCN a kovetkezdéképp konstrudlva:



a./ SE€S
b./ y legyen eleme S-nek, ha valamely x€S és valamely
V -ra /2/ egyenléséggel teljesiil.

Jeléljik T =N - S

Amennyiben t €S akkor van olyan P = (8 = X 9XpgeeeyXy = t)
ut s-bdl t-be, hogy

/u(xi) - /u(xi_l) = X(xi_l,xi, /u(xl_l) +19)+V
valamilyen ¥ -ra. Ezen U legyen d (xi-l) értéke.
Ekkor a lemma bizonyitésat figyelembe véve a tételt bizonyi-
tottuke.

He t§8S, akkor

/u(y) - sulx) 4X(x,y,/u(x) +9) + ¥

minden x€S, y&T és minden nem-negativ egész Y -ra,

Jelol jiks

€ = min X[x,y,/u(x) + ﬂjfﬂ ’

ahol x€8S, yeET és ¥ nem-negativ egész. Nyilvén E> 0,
Legyen



B =

Alx) = julx) ha xé€8,

/&(2) /u(x) + £ ha x€T.

Ezen /; értékek a dudl feladat lehetséges megoldasai, ugyanis
S és & definicibéja miatt /2/ feltételt kielégitik. Azonban
£>0 miatt /E(t) > jult) ellentétbe azzal a feltevésinkkel,
hogy /u(t) maximalis.

Bzzel a tételt bizonyitottuk.

Széamitéstechnikal szempontbél megjegyezziik, hogy amennyiben
valamely P ut és D tartézkodasi ids esetén  A(t) = m,
akkor természetesen elég cssk a T (0,154 0aa;m) értékek-

re szoritkozni.
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Using a dynamic programming method, Cooké—Halsoy [4] gave a
procedure for the definition of the length of the shortest path
in a net with time-dependent edge length.

It is demonstrated in this paper that the Ford-Fulkerson method,
too, is applicable to the solutioa of this problem. The
constructive proof of the duality thesis between the problem
and its dual affords at Vhe same time an algorithm for the
definition of the shortest path.
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